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 چکیده  اطلاعات مقاله
 مقاله پژوهشی کامل

 1396 مهر 13دریافت: 
 1396 دی 07پذیرش: 

 1396 بهمن 26ارائه در سایت: 

ای میان سیستم عصبی و باشد که در آن، تعامل پیچیدههای دینامیکی در طبیعت میترین پدیدهپذیرترین و تطبیقبرداری انسان یکی از مقاومگام 
دو سطحی است که در سطح پایین، کنترل  های پیشنهاد شده برای این پدیده، وجود یک ساختاربیومکانیکی بدن وجود دارد. یکی از نظریه

پذیرد و سیستم عصبی مرکزی )مغز( در سطح بالا، عضلانی انجام می-عصبی پراکنده در بدن به همراه سیستم اسکلتی سیستم توسط سیستم
ساس این نظریه، یک چهارچوب وظیفه کنترل سیستم در صورت عدم توانایی سطح پایین، نظارت و آموزش آن را بر عهده دارد. در این مقاله، برا

های زیر تحریک، با درجات آزادی بالا و دارای سیکل حد توسعه داده شده است که بر روی یک ربات دو پای ای برای سیستمکنترلی دو لایه
های ساده متناظر با هر نترلای از کسازی گردیده است. در این چهارچوب کنترلی، لایه پایین کنترلی از شبکهبرداری پیادهدر حال گام لینکیسه

گردد. علاوه بر این در گردد که به منظور حفظ پایداری سیستم، توسط یک پسخوراند از وضعیت کلی سیستم تغذیه میدرجه آزادی تشکیل می
عهده دارد. در ادامه لایه بالا، یک کنترلر مرکزی در نظر گرفته شده است که وظیفه آموزش این شبکه و نظارت بر حفظ پایداری سیستم را بر

توان سیستم در نظر گرفته شده را که یک شود، میداده شده است که به وسیله این شبکه کنترلی که با حداقل اطلاعات کنترلی تغذیه مینشان
  سیستم دینامیکی ناپایدار است، کنترل نمود.
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 Human walking is one of the most robust and adaptive locomotion mechanisms in nature, involves 

sophisticated interactions between neural and biomechanical levels. It has been suggested that the 
coordination of this process is done in a hierarchy of levels. The lower layer contains autonomous 

interactions between muscles and spinal cord and the higher layer (e.g. the brain cortex) interferes when 

needed. Inspiringly, in this study, we present a hierarchical control architecture in order to control 
under-actuated and high degree of freedom systems with limit cycle behavior and it is implemented for 

the walking control of a 3-link biped robot. In this architecture, the system is controlled by independent 

control units for each joint at the lower layer. In order to stabilize the system, these units are driven by a 
sensory feedback from the posture of the robot. A central stabilizing controller at the upper layer arises 

in case of failing the units to stabilize the system and take the responsibility of training the lower layer 

controllers. We show that using this architecture, a highly unstable system can be stabilized with 
identical simple controller units even though they do not have any feedback from all other units and the 

robot. 
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 مقدمه 1- 

های دو پا یکی از های زیرتحریک و به ویژه رباتهای اخیر، رباتدر دهه

های موضوعات مورد توجه محققین بوده است که منجر به عرضه و تولید ربات

ها همچنان فاصله برداری این رباتتوجهی گردیده است. با این وجود، گامقابل

پذیری و برداری انسان دارد و هیچ یک دینامیک، تطبیقبسیاری با گام

بر طراحی و برداری انسان را ندارند. ریشه این مشکل، علاوهمقاومت گام

 باشد. ها نیز مرتبط میها، با سیستم کنترلی آنساختار ربات

کنون برای کنترل ربات دو پا مورد استفاده قرار های متعددی تاروش

توان آن را در دو دسته دینامیک محور و صورت کلی میگرفته است که به

هایی هستند که براساس های دینامیک محور، روشمسیر محور قرار داد. روش

تم، سینماتیک و دینامیک ربات و با در دست داشتن کلیه پارامترهای سیس

ها با وجود مقاوم بودن در مقابل . این روش[1-7]گردد کنترل طراحی می
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صورت عموم اغتشاشات، از نیاز به دانش نسبت به کلیه پارامترهای سیستم به

های با درجه آزادی بالا رنج صورت ویژه در سیستمو نیاز به محاسبات بالا به

هایی هستند که وشهای طراحی مسیر محور، ربرند. در مقابل، روشمی

های دینامیک محور داشته و مسیر مطلوب قدمت بیشتری نسبت به روش

مربوط به هر درجه آزادی محاسبه شده و سپس توسط یک کنترلر پسخوراند، 

نیز  هاگردد. برای محاسبه این مسیرسعی به تبعیت سیستم از آن می

سازی های بهینهتوان به روشهای متعددی وجود دارد که از میان آن میروش

های و یا روش [12]های مشابه مکانیکی های مبتنی بر مدل، روش[11-8]

 اشاره کرد. [13-16]گرفته از طبیعت  الهام

دهد که رفتارهای تناوبی در انسان توسط تمرین تحقیقات نشان می

شود )کنترلر دینامیک محور( و پس از آموزش، این رفتارها کاملا آموخته می

رسد و شبیه به مدارهای عصبی تولید کننده رفتار متناوب به نظر می خودکار

رسد شیوه کنترلی بدن انسان . بنابراین، به نظر می[17])کنترل مسیر محور( 

 باشد. ترکیبی از دو روش ذکر شده می

گران قرار گرفته است. از اولین این ایده در دهه اخیر مورد پژوهش

اشاره  [18]توان به پژوهش کرونین و همکاران ها در این زمینه میپژوهش

مورد بررسی قرار  1نمود. در این پژوهش، یک ربات انسان نمای کاملا فعال

های دهفرض از داصورت پیشگرفته است که در آن مسیر هر یک از مفاصل به

عنوان ورودی مفاصل در نظر گرفته شده است. تجربی استخراج شده و به

در پژوهش خود، دو لایه کنترلی را برای  [19]همچنین، اوداشیما و همکاران 

اند که مسیریابی توسط لایه بالا و اجرا پا در نظر گرفته 6کنترل یک ربات 

واره دو لایه کنترلی در پذیرد. در این پژوهش همتوسط لایه پایین انجام می

باشند. در ادامه نیز، آرنا و تعامل با یکدیگر بوده و مستقل از یکدیگر نمی

سازی نموده است. در ایده فوق را بر روی ربات شش پا پیاده [20]همکاران 

این پژوهش نیز لایه بالای در نظر گرفته شده، یک نگاشت ورودی به خروجی 

 [21]ت. این ایده همانند موارد فوق در مرجع بوده که از قبل تعریف شده اس

های فوق ساختار کنترلی اساس ایدهگردد. در این پژوهش، برنیز ملاحظه می

سازی بر روی خلاف اسلاف، قابل پیادهنوینی ارائه شده است که بر

 های زیرفعال و ذاتا ناپایدار باشد. سیستم

و سطح کنترلی است بر این اساس، روش کنترلی در این مقاله شامل د

محور قرار داشته و تا زمانی که -که در سطح بالا، یک کنترلر دینامیک

محور( قابلیت کنترل سیستم را -کنترلرهای سطح پایین )کنترلرهای مسیر

پردازد. هنگامی که سطح پایین، نداشته باشد، به آموزش و کنترل سیستم می

سطح بالا خاموش شده و  دست آورد، کنترلرنظر را بهقابلیت کنترلی مد

گردد. در روش سیستم توسط شبکه گسترده کنترلی سطح پایین کنترل می

های پیشین، هر نوع کنترلی نوین ارائه شده، در سطح بالا، بر خلاف پژوهش

تواند استفاده گردد. از طرفی کنترلرهای سطح که سیستم را پایدار نماید می

باشد. بدین ستقل از سیستم میپایین، همگی ساختار یکسان داشته و م

سازی بر روی هر ربات، کافی است هر کنترلر بر یک درجه ترتیب برای پیاده

های تولید و ماژولار آزادی فعال نصب گردد. این موضوع سبب کاهش هزینه

 گردد.شدن سیستم می

به منظور نمایش نوآوری این مقاله و نمایش کارکرد روش ارائه شده و به 

سازی که سبب دور شدن از های مدلخودداری از ورود پیچیدگیمنظور 

گردد، این مدل کنترلی بر روی یک ربات ساده دو پا نظر میهدف مد

سازی ربات ارائه ابتدا مدل 2سازی شده است. بدین ترتیب، در بخش پیاده

                                                                                                                                  
1 Fully-actuated 

مورد بحث  3نظر در بخش گردیده است. سپس شرح چهارچوب کنترلی مد

 آورده شده است. 4سازی در بخش سپس نتایج شبیهقرار گرفته و 

 سازی رباتمدل2- 

یک مدل سه لینکی شامل یک  ،[22]مدل استفاده شده در این پژوهش 

ای به نام باشد که در نقطهعنوان تنه و دو لینک به عنوان دو پا میلینک به

رکت گردد که ح(. در این مدل فرض می1اند )شکل لگن به یکدیگر لولا شده

پذیرد. علاوه بر و در امتداد یک خط افقی صورت می 2تنها در صفحه کناری

گردد که در هنگام حرکت، پا ای بودن کف پا، فرض میاین، با توجه به نقطه

گردد زمان برخورد پا به زمین ناچیز روی زمین سر نخورد. همچنین فرض می

خورد صلب و کاملا صورت یک برتوان بهبوده و برخورد پا به زمین را می

بر این، با توجه به مدل ساده در نظر گرفته علاوه پلاستیک در نظر گرفت.

گردد که پای معلق پس از جدا شدن از زمین کمی از صفحه شده، فرض می

𝜃1خارج شده تا از برخورد آن به زمین جلوگیری شود و هنگامی که  = 𝜃1𝑑 

افتد گردد تا برخورد اتفاق گردد، این پا دوباره به صفحه کناری باز میمی

[22]. 

توان به دو بخش برداری ربات را میبا فرضیات در نظر گرفته شده، گام

( حرکت ربات هنگامی که یک پا بر روی زمین لولا بوده و 1تقسیم نمود: )

 برخورد پا به زمین.  (2پای دیگر معلق است و )

سازی نمود که توان با یک معادله دیفرانسیل مدلش اول حرکت را میبخ

𝑞در آن  = (𝜃1, 𝜃2, 𝜃3)  بردار حالات سیستم و𝑢 = (𝑢1, 𝑢2)  بردار ورودی

باشد. بردار ورودی شامل دو مولفه است که مولفه اول نماینده سیستم می

دهنده گشتاور ورودی میان مفصل پای روی زمین با تنه و المان دوم نشان

باشد. با استفاده از روش گشتاور ورودی میان مفصل پای معلق با تنه می

 صورت زیر نوشت:توان بهلاگرانژ، معادله حاکم بر سیستم را می

(1)  D(𝑞)�̈� + C(𝑞, �̇�)�̇� + 𝑔(𝑞) = B(𝑞)𝑢 

 صورت زیر قابل بازنویسی است:صورت فرم فضای فاز، بهکه به

(2)   
�̇� = [

�̇�

D−1(𝑞)(B(𝑞)𝑢 − C(𝑞, �̇�)�̇� − 𝑔(𝑞))
] 

    ≔ 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢,    

𝑥که در آن،  = (𝑞T, �̇�T)T باشد.می 

 

                                                                                                                                  
2 Sagittal 

 

Fig. 1 Schematic of considered biped robot model showing all model 
parameters [5] 

 [5]شمای مدل ربات مورد استفاده به همراه پارامترهای مدل  1شکل 
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معادلات بخش دوم حرکت با استفاده از روابط پایستگی تکانه در هنگام  

. با توجه به فرض [5]گردد برخورد و با فرض پلاستیک بودن آن استخراج می

صورت تغییر پای معلق به پای ثابت و ناچیز بودن زمان برخورد، این معادله به

 آن خواهد بود.های تبدیل پای ثابت به پای معلق به همراه جهش در سرعت

(3)   𝑥+ = 𝛥(𝑥−),          

صورت زیر بازنویسی نمود توان بهبدین ترتیب، معادله حاکم بر سیستم را می

[22]. 

 
(4) 

Σ ∶  {
�̇�(𝑡) =  𝑓(𝑥(𝑡)) + 𝑔(𝑥(𝑡))𝑢(𝑡), 𝑥−(𝑡) ∉ 𝒮

𝑥+ = 𝛥(𝑥−) 𝑥−(𝑡) ∈ 𝒮
  

 

مجموعه کلیه حالاتی ممکنی است که در آن برخورد قابل رخ  𝒮که در آن 

 صورت زیر قابل تعریف است:دادن است. این مجموعه به

(5)  𝒮 = {(𝑞, �̇�)|𝜃1 = 𝜃1
𝑑}. 

 چهارچوب کنترلی 3- 

( 1چهارچوب کنترلی در نظر گرفته شده دارای دو حالت کنترلی است: )

محور با  دینامیککنترلر سطح بالا که در آن سیستم توسط یک کنترلر 

( کنترلر سطح 2گردد. )استفاده از کلیه اطلاعات حالات سیستم، کنترل می

پایین که در آن، سیستم توسط یک شبکه متشکل از دو کنترلر ساده 

(. هر کنترلر مد نظر در این شبکه 2شود )ر.ک. شکل مسیرمحور کنترل می

صورت محلی آن به متناظر با یکی از مفاصل فعال ربات بوده و پسخوراند

 باشد. ساز می)سرعت و مکان مفصل مربوطه( به همراه یک سیگنال هماهنگ

سیستم مادامی که کنترل سطح پایین قابلیت کنترل آن را نداشته باشد، 

گردد. در این حالت، کنترلرهای سطح توسط کنترلر سطح بالا کنترل می

مکان، سرعت و سیگنال پایین در حالت آموزش قرار گرفته و سعی به تولید 

نمایند کنترلی تولید شده توسط کنترلر سطح بالا )مقادیر مطلوب( می

(. به موازات آن، این کنترلرها به ارزیابی مقادیر تولید 1)سامانه آموزش/تقلید

 ( و در صورت2شده توسط خود نسبت به مقادیر مطلوب نموده )سامانه ارزیاب

 

Fig. 2 the proposed control structure for considered model; 𝐶𝑙 

represents a low level controller node and 𝐶ℎ represents the high-
level controller 

نماینده یک  𝐶𝑙مدل مدنظر؛ . ساختار کنترلی در نظر گرفته شده برای 2شکل 

 باشد. نماینده کنترلر سطح بالا می 𝐶ℎگره در شبکه کنترلرهای سطح پایین و 
 

                                                                                                                                  
1 Learning/Imitating Agent 
2 Critic Agent 

های کنترلی مناسب، کنترلرهای سطح پایین اطمینان از قابلیت تولید سیگنال

از حالت آموزش به حالت تقلید رفته، کنترلر سطح بالا از مدار خارج گشته و 

( انجام 3کنترل سیستم توسط شبکه کنترلی سطح پایین )سامانه کنترلی

که مشکلی در کنترل سیستم توسط این حالت، به محض آنپذیرد. در این می

دست کنترلر سطح بالا شبکه رخ دهد، سامانه ارزیاب کنترل سیستم را به

های برد. نمایی از تعامل سامانهسپرده و شبکه را دوباره به حالت آموزش می

 "3شکل "موجود در یک گره کنترلی با کنترلر سطح بالا و با یکدیگر در 

 گردد.ملاحظه می

توان در مقابل کنترلر سطح بالا قرار داد که در آن این نوع کنترل را می

از کلیه مفاصل باید در آن واحد پسخوراند دریافت شود و شدیدا وابسته به 

شناخت کامل دینامیک سیستم است. هر گره کنترلی یک کنترلر ساده مسیر 

کنند. استفاده از این کار می صورت موازی با همباشد و همگی بهمحور می

ساختار، علاوه بر کاهش بار بر روی شبکه کنترلی )با توجه به سادگی ساختار 

کنترلی قرار گرفته روی هر مفصل(، منجر به افزایش مقاومت سیستم در برابر 

شود. در علت ساده شدن و توزیع شدن کنترلرها و افزایش تعداد، میخرابی به

 شود.ای یک ساختار توزیع شده کنترلر برخوردار میحقیقت ربات از مزای

های در ادامه به بررسی کنترلر سطح بالا و کنترلر سطح پایین و سامانه

 مربوطه برای مدل در نظر گرفته شده پرداخته خواهد شد.

 کنترلر سطح بالا 1-3-

گونه که ذکر گردید، کنترلر سطح بالا در این چهارچوب کنترلی، کاملاً همان

زادانه قابل انتخاب و طراحی است. در این مقاله، برای پیاده سازی کنترل آ

، استفاده شده [22]سطح بالا از روش ارائه شده توسط گریزل و همکاران، 

گردد و سپس است. در این روش، قیودی مجازی بر حرکت سیستم اعمال می

 گردد. بدین منظورسیستم کنترل می 4سازی پسخوراندتوسط روش خطی

 گردد:صورت زیر تعریف میقیود مطلوب زیر به
 (6) 𝑦 = G ⋅ ℎ(𝑞) 

 که در آن

(7) ℎ(𝑞) ≔ [
ℎ1

ℎ2
] = [

𝜃3 − 𝜃3𝑑

𝜃1 + 𝜃2
].  

𝜃1𝑑به عبارت دیگر در قید اول، مطلوب آن است که همواره زاویه تنه برابر  >

گردد که ربات رو به جلو حرکت نماید. قید دوم نیز باشد. این قید سبب می 0

گردد که پای معلق ربات رو به جلو حرکت نماید و به عبارت دیگر، سبب می

دهی به هر یک از قیود در منظور وزنبرداری نماید. همچنین بهربات گام

 شده است. صورت زیر در نظر گرفتهخروجی سیستم، ماتریس وزن قیود به

 

Fig. 3 the low-level controller structure for each node in interaction 
with the system and the high-level controller; the dashed line border 

area is the low-level controller boundary 
در هر گره در  ساختار کنترلی در نظر گرفته شده برای کنترلر سطح پایین 3شکل 

تعامل با سیستم و کنترلر سطح بالا؛ کنترلر سطح پایین در محدوده مشخص شده با 

 چین متمایز گردیده است.خط
 

                                                                                                                                  
3 Control Agent 
4 Feedback Linearization 
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(8) G ≔ [
𝑔1 0
0 𝑔2

] 

سازی پسخوراند، دینامیک قیود سیستم بدین ترتیب، با استفاده از روش خطی

 صورت زیر بازنویسی نمود:توان بهرا می

(9) d2𝑦

d𝑡2 = L𝑓
2 ℎ(𝑞, �̇�) + L𝑔L𝑓ℎ(𝑞)𝑢,  

,L𝑓 ℎ(𝑞که در آن  �̇�)  نماد مشتق لیℎ(𝑞, �̇�)  در راستای میدان برداری𝑓 

)که در ناحیه مورد مطالعه  L𝑔L𝑓ℎپذیر بودن ماتریس باشد. با فرض وارونمی

صورت زیر در توان به(، ورودی کنترلی را می[22]در این مسئله برقرار است 

 نظر گرفت.

(10) 𝑢 = (L𝑔L𝑓ℎ)
−1 

(−L𝑓
2 ℎ + 𝑣), 

توان ، می(9)در معادله دینامیک قیود  (10)بدین ترتیب، با جایگذاری رابطه 

 نوشت:
(11) �̈� = 𝑣  

توان قیود در نظر می 1گیرمشتق-بنابراین با استفاده از یک کنترلر تناسبی

 گرفته شده را پایدار نمود.
(12) 𝑣 = 𝑘1𝑦 + 𝑘2�̇�   

𝑘1که در آن  > 𝑘2و  0 > باشد. این ساختار پسخوراند، مبدا را در فضای می 0

نماید. با پایداری مجانبی مبدا در فضای قیود، صورت نمایی پایدار میقیود به

رفتار  اند کهبا استفاده از نگاشت پوآنکاره نشان داده [23]گزیرل و همکاران 

باشد. این بدان معناست که ربات سیستم تحت شرایط فوق تناوبی و پایدار می

 باشد.برداری پایدار میبرداری نموده و این گامگام

 کنترلر سطح پایین 2-3-

ای هستند در این چهارچوب کنترلی، کنترلرهای سطح پایین کنترلرهای ساده

سیستم خواهند بود و مطلوب آن که هر یک متناظر با یک درجه آزادی فعال 

تشکیل شده از این  است که با حداقل پسخوراند از وضعیت سیستم، شبکه

کنترلرها، قابلیت پایدارسازی و کنترل سیستم را داشته باشد. از این رو، 

های هر یک از این کنترلرها و تحلیل سیستم با وجود منظور مطالعه قابلیتبه

که معادلات حرکت در دستگاه مختصات نسبی  این شبکه کنترلی، لازم است

(�̅�, �̇̅� بازنویسی گردد که در آن )�̅� = (𝑞𝑢, 𝑞𝑎) باشد. در این دستگاه می

𝑞𝑢مختصات، = 𝜃1  نماینده درجه آزادی زیرفعال و𝑞𝑎 = (𝜓1, 𝜓2)  مختصات

𝜓1باشد که در آن درجات آزادی فعال می = 𝜃1 − 𝜃3  و𝜓2 = 𝜃2 − 𝜃3  تغییر

 باشد. فعال میزاویه در هر مفصل 

 صورت زیر بازنویسی نمود:توان بهبدین ترتیب، معادله حاکم بر سیستم را می
(13) D̅(�̅�)�̈̅� + C̅(�̅�, �̇̅�)�̇̅� + �̅�(�̅�) = B̅(�̅�) ⋅  𝑢, 

B̅(�̅� )توان نشان داد که که در آن، به سادگی می = [0, I2×2]𝑇  به عبارت .

باشد که دیگر، دینامیک حاکم بر هر درجه آزادی، یک دینامیک درجه دو می

 های ناشی از اثرات درجات آزادی دیگر وجود دارد. در آن ترم

توان به موارد زیر وظیفه هر کنترلر سطح پایین را می بدین ترتیب،

 بندی نمود:تقسیم

سط کنترلر سطح بالا: این آموزش و بازتولید مسیر مطلوب تولید شده تو .1

پذیرد که دارای دو حالت آموزش وظیفه توسط زیرسیستم مقلد انجام می

باشد. در حالت آموزش، مسیر تولید شده توسط سیستم و و تقلید می

سیگنال کنترلی تولید شده تحت کنترل سطح بالا به این زیرسیستم 

گردد. همچنین صورت پسخوراند وارد شده و سعی در بازتولید آن میبه

پس از تغییر وضعیت از حالت آموزش به حالت تقلید، مسیر تولید شده 

                                                                                                                                  
1 PD Controller 

گردد. این زیرسیستم و به عنوان ورودی زیرسیستم کنترلی استفاده می

 بیان شده است. 3-2-2خواص آن در بخش 

کنترل درجه آزادی فعال به منظور کاهش فاصله مسیر تولید شده از  .2

پذیرد. در وسط زیرسیستم کنترلی انجام میمسیر مطلوب: این وظیفه ت

این زیرسیستم که در حالت تقلید فعال است، از درجه آزادی متناظر 

پسخوراند گرفته و سعی در کاهش فاصله این مسیر نسبت به مسیر 

مورد بحث قرار گرفته  3-2-1شود. این زیرسیستم در بخش مطلوب می

 است.

بررسی فاصله  این زیرسیستم،ارزیابی قابلیت کنترل سیستم: وظیفه  .3

گیری در مورد تغییر میان مسیر تولید شده با مسیر مطلوب و تصمیم

وضعیت سیستم از حالت آموزش )کنترل سیستم توسط کنترلر سطح 

بالا( و حالت تقلید )کنترل سیستم توسط شبکه کنترلی سطح پایین( 

 ت.بررسی گردیده اس 3-2-3خواهد بود. این زیر سیستم در بخش 

 زیرسیستم کنترلی 1-2-3-

در زیر سیستم کنترلی، هدف آن است که فاصله میان مسیر مطلوب تولید 

شده توسط زیرسیستم مقلد و مسیر سیستم کمینه گردد و سیستم حول این 

 مسیر پایدار باشد. 

گردد مسیر تولید شده توسط منظور استخراج منطق کنترلی، فرض میبه

𝑞𝑎,𝑖)صورت ام، به𝑖زیرسیستم مقلد برای کنترلر سطح پایین 
∗ , �̇�𝑎,𝑖

∗ بوده و  (

𝑢𝑖صورت سیگنال کنترلی مطلوب به
 باشد.  ∗

𝑢𝑖بدیهی است که اگر سیستم ذاتا پایدار باشد، تنها با وارد کردن 
مسیر  ∗

دست آورد. اما در سیستم ناپایدار نیاز به یک کنترلر هتوان بمطلوب را می

باشد. بدین منظور، در این زیرسیستم، پسخوراند جهت پایدارسازی می

 شود.سیگنال ورودی به صورت زیر در نظر گرفته می
 (14) 𝑢𝑖 = 𝑢𝑖

∗ + 𝛿𝑢𝑖 

ر مطلوب را بر عهده وظیفه پایدارسازی سیستم حول مسی 𝛿𝑢𝑖که در آن، 

�̅�صورت دارد. اگر مسیر سیستم منحرف شده از مسیر مطلوب به = 𝑞𝑖
∗ + 𝛿𝑞𝑖 

در نظر گرفته شود، معادله حاکم به اغتشاش وارد بر سیستم برای درجه 

 (:1صورت زیر بازنویسی نمود )ر.ک. پیوست توان بهام را می𝑖آزادی فعال 

 (15) �̅�𝑖𝑖𝛿�̈̅�𝑖 + Δ𝑖
(1)

𝛿�̇̅�𝑖 + Δ𝑖
(2)

𝛿�̅�𝑖 + Δ𝑖
(3)

= 𝛿𝑢𝑖 . 

Δ𝑖آن،  که در
(𝑗) باشد. بدیهی است ها توابع وابسته به زمان )مسیر مطلوب( می

که در صورت پایداری سیستم فوق، مسیر سیستم به مسیر مطلوب همگرا 

شده و هدف کنترلی برآورده خواهد شد. بدین منظور یک ساختار پسخوراند 

 شود. در نظر گرفته می 𝛿𝑢𝑖زیر برای  2با وزن بالا

 (16) 𝛿𝑢𝑖 =  −
1

휀
(𝛿�̇̅�𝑖 + 𝑐𝛿�̅�𝑖), 

𝑐که در آن  > 휀و  0 ≪ منظور اثبات کارایی کنترلر فوق، باشد. بهمی 1

 صورت زیر بازنویسی نمود:توان بهدینامیک مداربسته سیستم را می

 (17) 

휀�̅�𝑖𝑖𝛿�̈̅�𝑖 + (1 + 휀Δ𝑖
(1)

) 𝛿�̇̅�𝑖 

               + (𝑐 + 휀Δ𝑖
(2)

) 𝛿�̅�𝑖 + 휀Δ𝑖
(3)

= 0,  

توان ، پاسخ معادله فوق را می[24] 3با استفاده از آنالیز اغتشاش تکین

 .صورت زیر نوشتبه

 (18) 

𝛿�̅�𝑖(𝑡) = 𝛿�̅�𝑖(0)𝑒−𝑐𝑡 + 𝒪(휀) 

𝛿�̇̅�𝑖(𝑡) = −𝑐𝛿�̅�𝑖(0)𝑒−𝑐𝑡 + (𝛿�̇̅�𝑖  (0)
+ 𝑐𝛿�̅�𝑖  (0) 𝛿_𝐷 ((𝑡 ) ⁄ 휀)
+ 𝒪(휀),  

                                                                                                                                  
2 High-Gain Feedback 
3 Singular perturbation analysis 
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𝛿𝐷(0)یابد و به صورت نمایی کاهش می (⋅)𝛿𝐷که در آن،  = 1 . 

نماید تضمین می (11)و  (11)بدین ترتیب، استفاده از ساختار کنترلی 

 از مسیر مطلوب باقی بماند. 𝒪(휀)که سیستم در همسایگی 

 زیرسیستم مقلد 2-2-3-

توان به دو بخش دینامیک با توجه به زیرفعال بودن سیستم مد نظر، آن را می

بندی نمود. در این حالت، دینامیک فعال صفر و دینامیک فعال تقسیم

سیستم، حول صفر پایدار بوده و دینامیک صفر، تولید مسیر در فضای فاز را 

فضای فاز کل آزادی تصویری از . بدین ترتیب، مسیر هر درجه[25]نماید می

 باشد. سیستم بوده که زاویه فاز آن، زاویه فاز دینامیک صفر می

هدف اصلی این زیرسیستم در هر گره کنترلی، آموزش و تقلید مسیر 

باشد. در واقع، این مسیر مطلوب، مطلوب برای درجه آزادی مرتبط با آن می

شد. بدین باتصویر مسیر سیستم در صفحه فضای فاز درجه آزادی مربوطه می

ترتیب، برای بازتولید آن، فضای فاز درجه آزادی مربوطه، توسط یک تبدیل 

 گردد. سپس،، به زاویه فاز و مکان آن بر روی مسیر تبدیل می1زاویه-عمل

گردد که تابعی مکان مسیر توسط یک نگاشت به نام شبکه شکل استخراج می

یر سیستم در نظر گرفته باشد که به عنوان ورودی به این زاز زاویه فاز می

 شود.می

با توجه به دینامیک سیستم و قیودهای در نظر گرفته شده، مکان پای 

. از این رو، این زاویه به عنوان [5]باشد روی زمین در هر سیکل یکنوا می

کننده مسیر مطلوب به عنوان ورودی نگاشت تولیدزاویه فاز مسیر مطلوب و به

 گردد. عنوان ورودی، اعمال میسیستم، به

عنوان نگاشت تولید به 2در این مقاله، از ترکیب خطی توابع پایه شعاعی

عبارت دیگر، برای مسیر و سیگنال ورودی کننده مسیر استفاده شده است. به

 .مطلوب، توابع زیر در نظر گرفته شده است

 (19) 

𝑞𝑎,𝑖
∗ = ∑ 𝑤𝑘

𝑖

𝑛

𝑘=1

Φ𝑘(𝜃1) + 𝑤𝑜
𝑖  

�̇�𝑎,𝑖
∗ = ∑ 𝑣𝑘

𝑖

𝑛

𝑘=1

Φ𝑘(𝜃1) + 𝑣𝑜
𝑖  

𝑢𝑖
∗ = ∑ 𝜃𝑘

𝑖

𝑛

𝑘=1

Φ𝑘(𝜃1) + 𝜃𝑜
𝑖  

 گردد.صورت زیر تعریف میباشد که بهتابع پایه شعاعی می (⋅)Φ𝑘که در آن، 

 (20) Φ𝑘(𝜃1) = exp (−
1

𝜂2
(𝜃1 − 𝜒𝑘)2) 

زاویه پای ایستا )متغیر زاویه فاز دینامیک صفر( بوده و ثوابت  𝜃1که در آن، 

𝑤𝑘
𝑖 ،𝑣𝑘

𝑖  و𝜃𝑘
𝑖 ،باشد.های توابع پایه میوزن 

باشد. این مرکز توابع پایه می 𝜒𝑘، (22)لازم به ذکر است که در رابطه 

گیری تصادفی در میان های مختلفی نظیر نمونهتواند توسط روشمراکز می

و یا  [26] 3پذیر کمترین مربعات متعامدها، استفاده از الگوریتم آموزشورودی

عرض توابع پایه را تعیین  𝜂نتخاب گردد. علاوه بر این، بندی ورودی ابا خوشه

نماید که به صورت معمول برای همگی توابع یکسان و ثابت در نظر گرفته می

 شود.می

ای گونههای توابع پایه بهدر حالت آموزش، مطلوب آن است که کلیه وزن

 نماید تا تابع هدف زیر کمینه گردد:تغییر می

 

                                                                                                                                  
1 action-angle 
2 RBF 
3 Orthogonal Least Square Learning Algorithm 

 (21) 

𝐽𝑖(𝑡) =
1

2
(𝑞𝑎,𝑖

∗ (𝑡) − 𝑞𝑎,𝑖(𝑡))
2

+
1

2
(�̇�𝑎,𝑖

∗ (𝑡) − �̇�𝑎,𝑖(𝑡))
2
 

         +
1

2
(𝑢𝑖

∗(𝑡) − 𝑢𝑖(𝑡))
2
 

منظور استخراج قوانین تطبیق به [27]بدین منظور، از روش گرادیان نزولی 

عنوان مثال، قوانین تطبیق مربوط به گردد. بههای توابع پایه استفاده میوزن

𝑤𝑘های وزن
𝑖 .ها به شرح زیر آورده شده است 

 (22) 

�̇�0
𝑖 =  −𝛾𝑤∇𝑤0

𝑖 𝐽𝑖 

       =  −𝛾𝑤(𝑞𝑎,𝑖
∗ − 𝑞𝑎,𝑖)       

 

 (23) 

�̇�𝑘
𝑖 =  −𝛾𝑤∇𝑤𝑘

𝑖 𝐽𝑖 

       =  −𝛾𝑤(𝑞𝑎,𝑖
∗ − 𝑞𝑎,𝑖)Φ𝑘(𝜙𝐼), 𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑛}       

(⋅)𝑥∇که در  =
𝜕

𝜕𝑥
لازم به ذکر است  .باشدضریب کنترل گرادیان می γ𝑤و  (⋅)

𝑣𝑖که قوانین تطبیق مربوط به
𝑘  ها و𝜃𝑘

𝑖 ها نیز همانند قوانین تطبیق فوق قابل

 باشد.استخراج می

که سیستم از حالت آموزش به حالت تقلید سوئیچ در نهایت، پس از آن

منظور تولید مقادیر مطلوب ها بهها ثابت گردیده و از آننماید، کلیه وزنمی

 گردد.یاستفاده م

 زیرسیستم ارزیاب 3-2-3-

های اصلی چهارچوب کنترلی طراحی شده سامانه ارزیاب، یکی از بخش

گیری در مورد قابلیت کنترل سیستم توسط کنترل باشد و وظیفه تصمیممی

عهده دارد. هنگامی که سیستم در حالت آموزش قرار دارد، سطح پایین را بر

ها، کنترلر د خروجی مطلوب در کلیه زماناساس توانایی تولیاین سامانه بر

نماید. در حالت تقلید نیز، این سامانه در صورت وارد سطح پایین را فعال می

شدن اغتشاش بیشتر از آستانه کنترلی، به سرعت سیستم را به حالت آموزش 

 سپارد.گرداند و کنترل سیستم را به کنترلر سطح بالا میبر می

شده، معیار در نظر گرفته شده برای  با توجه به وظیفه تعریف

 گیری، به صورت زیر در نظر گرفته شده است:تصمیم

 (24) 
𝑢𝛽,𝑖 = {

0 𝑒𝛽,𝑖 < 𝑒𝑖,max

1 در غیر این صورت
 

کمتر  𝑒𝑖,maxبه عبارت دیگر، در صورتی که خطای ترکیبی از مقدار مطلوب 

گردد )ناحیه قابل کنترل توسط کنترلر سطح باشد، خطایی مشاهده نمی

صورت خطا برابر یک خواهد شد. لازم به ذکر است که پایین( و در غیر این

𝑒𝛽,𝑖 باشد که به صورت خطای ترکیبی مابین مسیر مطلوب و مسیر واقعی می

 گردد:زیر تعریف می

 (25) 𝑒𝛽,𝑖 = 𝑘�̇�|�̇�𝑖| + 𝑘𝑒|𝑒𝑖|, 

 که در آن:

 (26) 
𝑒𝑖 = (𝑞𝑎,𝑖 − 𝑞𝑎,𝑖

∗ ) 

�̇�𝑖 = (�̇�𝑎,𝑖 − �̇�𝑎,𝑖
∗ ). 

بدین ترتیب، براساس خطای تعریف شده، سیستم ارزیاب حالت دینامیکی 

 نماید.صورت زیر به روزرسانی میخود را به

 (27) �̇�𝑖 = 𝜖𝑢𝑢𝛽,𝑖 (1 − 𝛽𝑖) −
1

𝜖𝑙
(1 − 𝑢𝛽,𝑖)𝛽𝑖 

کمتر گردد، سیستم از  𝛽𝑢از حد مرزی  𝛽𝑖در این معادله، در صورتی که مقدار 

نماید و پس از این سوئیچ، حالت کنترلر سطح بالا به سطح پایین سوئیچ می

بیشتر گردد، سیستم از حالت کنترلی  𝛽𝑙از حد مرزی  𝛽𝑖در صورتی که مقدار 

گردد. لازم به ذکر است که در معادله فوق، دو سطح پایین به سطح بالا باز می

نمایند. مقیاس زمانی کند، مختص مانی در تقابل با یکدیگر عمل میمقیاس ز

باشد. و سوئیچینگ از حالت کنترلر سطح بالا به سطح پایین می 𝛽𝑖افزایش 

دلیل تاثیر دادن اختلاف میان مسیر مطلوب و مسیر کندی این مقیاس به
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باشد که در باشد. در مقابل، مقایس زمانی تند میپسخوراند در طول زمان می

را به سرعت  𝛽𝑖هنگام افزایش خطای میان خروجی و مقدار مطلوب، مقدار 

 نماید.کاهش داده و سیستم را مجبور به استفاده از کنترلر سطح بالا می

 مقایسه هزینه محاسباتی سطوح کنترلی 3-3-

درجه آزادی فعال در دو سطح  𝑛برای یک سیستم با  هزینه محاسباتی

کنترلی قابل بررسی است. ساختار مطرح شده برای کنترلر سطح پایین، برای 

دهد، محاسبات جبری انجام میمحاسبه ورودی کنترلی در هر مفصل، 

های کنترلی از مرتبه بنابراین هزینه محاسباتی برای محاسبه کلیه ورودی

𝑂(𝑛)  های کنترلی در شبکه که این هزینه محاسباتی میان گرهخواهد بود

خواهد بود.  𝑂(1)عبارت دیگر هزینه محاسباتی در هر گره گردد. بهتوزیع می

های کنترلی از در صورتی که کنترلر سطح بالا برای محاسبه ورودی

نماید که در آن نیاز به حل یک دستگاه سازی پسخوراند استفاده میخطی

است. بدین ترتیب، هزینه محاسباتی برای این  𝑛ی از مرتبه معادلات خط

 که قابلیت توزیع آن نیز وجود ندارد.  [28]خواهد بود  𝑂(𝑛3) کنترلر از مرتبه

 سازیشبیه4- 

سازی، گردد. در این شبیهسازی مدل ذکر شده بررسی میدر این بخش، شبیه

 :گرفته شده است( به شرح زیر در نظر 1پارامترهای مدل )ر.ک. شکل 

 (28) 
𝑚 = 5kg, 𝑀𝐻 = 15kg, 𝑀𝑇 = 10kg, 
𝑟 = 1m, 𝑙 = 0.5m 

𝜃3𝑑برداری، همچنین فرض شده است که زاویه مطلوب تنه در هنگام گام =

π /6 ای که پای معلق به )زاویه باشد و زاویه مطلوب برخورد برای پایه ثابت

𝜃1dگردد( برابر با داخل صفحه باز می = π/8  در نظر گرفته شده است. علاوه

منظور پایدارسازی قیود، ضرایب پسخوراند، بر این در کنترلر سطح بالا، به

𝑘1 = 𝑘2و  5000 =  انتخاب گردیده است. 1000

 100به منظور تخمین مسیر و سیگنال کنترلی، تعداد توابع پایه شعاعی، 

𝑛عدد ) = توابع پایه ( در نظر گرفته شده است و ضریب تعیین عرض 100

(𝜂 = ( انتخاب گردیده است. علاوه بر این، ضریب کنترل گرادیان برای 0.07

𝛾𝑤کلیه توابع،  = 𝛾𝑣 = 𝛾𝜃 =  در نظر گرفته شده است. 3

زمانی که سیستم به حالت تقلید و کنترل توسط شبکه کنترلی سطح 

نماید، ضرایب در نظر گرفته شده برای زیر سیستم کنترلی پایین سوئیچ می

휀ابر با بر = 𝑐 و 10−4 =   باشد.می 0.01

همچنین مقادیر انتخاب شده برای پارامترهای زیرسیستم ارزیاب در 

 آورده شده است. 1جدول 
 

 سازیمقادیر مورد استفاده برای پارامترهای ارزیاب در شبیه 1جدول 
Table 1 Values of the critic agents’ parameters used in the simulation 

ثانیه با استفاده از  120با استفاده از این پارامترها، سیستم برای بیش از 

، فضای فاز تخمین زده "4شکل "سازی گردیده است. در شبیه 1افزار متلبنرم

شده دقیقا قبل از سوئیچ به حالت کنترلی سطح پایین آورده شده است. لازم 

به ذکر است که در این سیستم کنترلی، تنها نیاز به تخمین فضای فاز در 

، تنها این "4شکل "نماید. بنابراین، در حالتی است که پا به زمین برخورد نمی

گردد که غیر از نقاطی ه است. ملاحظه میبخش از فضای فاز تخمین زده شد

که تغییرات سریع در فاز رخ داده است )لحظه برخورد پا به زمین(، مابقی 

 نقاط به درستی تخمین زده شده است.

شود که تحول زمان این سوئیچینگ توسط زیرسیستم ارزیاب انجام می

گردد گونه که ملاحظه میآورده شده است. همان "5 شکل"حالات آن در 

کمتر شده است، سیستم به حالت  𝛽𝑢هنگامی که مقدار این حالات از مقدار 

، خطای مقدار مطلوب "6 شکل"کنترلی سطح پایین سوئیچ نموده است. در 

آزادی فعال آورده شده است. این خطا پس از زمان از مقدار واقعی درجات 

 "8 شکل" باشد. در ادامه،میسوئیچ، در حقیقت خطای ردگیری سیستم 

گونه که انتظار باشد. همانهای سیستم برحسب زمان مینمایانگر ورودی

رود، مقادیر ورودی سیستم پس از سوئیچ به کنترل سطح پایین به دلیل می

های برخورد، افزایش یافته است. لازم به ذکر عدم قابلیت تخمین در زمان

شناسایی ناپیوستگی،  است که در نقاط ضربه، به دلیل عدم توانایی سیستم در

یابد که با توجه به ضرایب کنترلی، سبب جهشی در مقدار خطا افزایش می

گردد. این مقادیر طبعا در واقعیت محقق نخواهد شد و مقادیر ورودی می

 رود. اما با توجه به حاشیه پایداری سیستم و تواناییسیستم در اشباع می
 

 

 

                                                                                                                                  
1 MATLAB 

 پارامتر توضیحات رمقدا

 𝑒max بیشینه مقدار خطا 0.05

 𝑘𝑒 وزن خطا 1

 𝑘�̇� وزن سرعت خطا 0

 𝜖𝑢 ثابت زمانی دینامیک سریع 0.5

 𝜖𝑙 ثابت زمانی دینامیک کند 0.1

0.02 
سطح سوئیچ از حالت آموزش به تقلید و کنترل 

 توسط شبکه کنترلی سطح پایین
𝛽𝑢 

0.3 
تقلید به آموزش و کنترل سطح سوئیچ از حالت 

 توسط کنترلر سطح بالا
𝛽𝑙 

 

Fig. 4 State space of actuated DoFs for desired trajectories and the 
output of imitating/learning agents just before the switching time 

فضای فاز درجات آزادی فعال برای مسیر مطلوب و مسیر تخمین زده  4شکل 

 شده توسط زیرسیستم مقلد قبل از زمان سوئیچ به حالت کنترلی سطح پایین
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اشباع نیز سیستم پایدار سیستم در رفع اغتشاشات ورودی، حتی با اعمال 

باشد. اما بدیهی های انجام شده نیز موید این موضوع میسازیماند. شبیهمی

توان اظهار است که در مورد پایداری برای این حالت به صورت کلی دیگر نمی

 نظری نمود.

مقدار قیود در نظر گرفته شده برای سیستم  ،"8 شکل"درعلاوه بر این، 

گونه که ملاحظه ها ترسیم شده است. همانبرای کل زمان ((3))ر.ک. رابطه 

گردد، با وجود سوئیچ سیستم به حالت کنترلی سطح پایین، سیستم می

همچنان پایدار باقی مانده و مقدار قیود همچنان در سطح مناسبی قرار دارد. 

سازی شده در طول برداری ربات شبیه، نمودار گام"9شکل "در نهایت، در 

دلیل تابعیت کنترل سطح ورده شده است. لازم به ذکر است که بهزمان آ

برداری قابل رخ دادن پایین به دینامیک غیرفعال سیستم، تغییر فرکانس گام

عبارت دیگر، فاصله میان تصاویر گردد. بهاست که در این تصویر ملاحظه می

 است. برداری کاهش یافته است که به معنای افزایش سرعت گام برداریعکس

 گیرینتیجه5- 

های زیرفعال ارائه در این مقاله، یک ساختار کنترلی با کاربرد در سیستم

باشد که در سطح گردیده است. ساختار ارائه شده شامل دو سطح کنترلی می

محور و بدون محدودیت قرار دارد که همانند نقش  -بالا، یک کنترلر دینامیک

دلیل نیاز به که این سطح کنترلی، بهنماید. بدیهی است مغز را ایفا می

های با درجه آزادی بالا، هزینه پسخوراند از کل سیستم، بالاخص در سیستم

محاسباتی و پهنای باند کنترلی بالایی نیاز دارند. در مقابل در سطح پایین 

ای داشته و یک شبکه از کنترلرها قرار دارد که همگی ساختار یکسان و ساده

شوند. این کنترلرهای ساده ک درجه آزادی فعال نصب میهر یک بر روی ی

تنها با استفاده از پسخوراندهای محلی )سرعت و مکان درجه آزادی خود( و 

تنها با استفاده از اطلاعات کلی سیستم، قادر هستند که آموزش دیده و 

های کنندهتوان همانند تولیدسیستم را کنترل نمایند. این سطح کنترلی را می

کزی الگو و سیستم اعصاب در بدن جانوران در نظر گرفت. بدین ترتیب، مر

 توان موارد زیر برشمرد:مزایای این چهارچوب کنترلی را می

( پایداری و مقاومت 2( سیستم دارای افزونگی بالای کنترلی خواهد بود. )1)

( پس از آموزش، مقدار 3یک کنترلر دینامیک محور را خواهد داشت. )

( پهنای باند مورد نیاز کاهش 4یابد. )نیاز دو مرتبه کاهش میموردمحاسبات 

 یابد. در نتیجه توزیع شدگی کنترل، می

منظور نمایش عملکرد و پرهیز از لازم به ذکر است که در این مقاله به

صورت خاص بر روی یک سازی و کنترلر سطح بالا، بهورودی به جزئیات مدل

سازی گردیده است و نتایج آن ارائه شده است. اما پیادهبرداری مدل ساده گام

های با های زیرتحریک و سیستماین ساختار، قابلیت بر روی کلیه سیستم

های آتی، عنوان پژوهشصورت کامل دارد. در این راستا، بهتحریک کامل را به

های و یا ربات های واقعیتوان این چهارچوب کنترلی را بر روی سیستممی

سازی نمود. علاوه بر آن، در زمینه تحقیقاتی، بررسی زیرسیستم موجود پیاده

ای با حداقل پسخوراند مقلد با کاهش میزان پسخوراندها و تشکیل شبکه

های آموزشی تواند مورد ارزیابی قرار گیرد. همچنین، بررسی الگوریتممی

 تواند به غنای این چهارچوب کمک نماید.تر میمناسب
 

 
 

Fig. 7 The inputs’ values of the system vs. time; the inputs have increased when the system is switched to low-level control mode 

 ها افزایش یافته است.ایین، مقدار ورودیمقدار ورودی سیستم بر حسب زمان؛ پس از زمان سوئیچ سیستم از کنترل سطح بالا به سطح پ 7شکل 
 

 

Fig. 5 Time evolution of the critic states; the system is switched to be 

controlled by low-level controller when all 𝛽𝑖s became less than 𝛽𝑢 
ها کمتر از 𝜷𝒊تحول زمانی حالات سامانه ارزیاب؛ سیستم زمانی که کلیه  5شکل 

𝜷𝒖 ای سطح پایین سوئیچ نموده است.گردیده است، به حالت استفاده از کنترلره 

 

Fig. 6 The error between the outputs of the imitating/learning agent 
and the actual angle of active DoFs 

 خطای خروجی زیرسیستم مقلد از مقدار واقعی برای درجات آزادی فعال  6شکل 
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Fig. 8 The outputs’ values of the system vs. time; the outputs have increased when the system is switched to low-level control mode 

 باشد.زمان سوئیچ سیستم از کنترل سطح بالا به سطح پایین میمقدار خروجی سیستم بر حسب زمان؛ زمانی که مقدار قیود افزایش یافته است،  8 شکل

 

 
 

 
Fig. 9 Simulated gait; the divider dashed line shows the position the system has been switched to be controlled by low level controllers. Some 

snapshots of the gait is shown by colored lines 

ای برخی از تصاویر لحظه  دهنده مکانی است که سیستم به حالت کنترلی سطح پایین سوئیچ نموده است.گام برداری شبیه سازی شده؛ خط چین جدا کننده نشان 9 شکل

 گام برداری با خطوط رنگی نمایش داده شده است.

 پیوست 6-

پرداخته شده است. بدین منظور،  (53)در این پیوست، به استخراج رابطه 

,∗𝑞)به صورت تانسوری نوشته شده و حول  (13)رابطه  𝑞∗̇) گردد. خطی می

صورت زیر توان بهرا برای حالات مغشوش شده می (13)به عبارت دیگر رابطه 

 بازنویسی نمود:

 (29) 
D̅𝑖𝑗(�̅�∗ + 𝛿𝑞)(�̈̅�𝑗

∗ + 𝛿�̈�𝑗 ) + C̅𝑖𝑗(�̅�∗ + 𝛿𝑞, �̇̅�∗ + 𝛿�̇�)(�̇̅�𝑗
∗

+ 𝛿�̇�𝑗) + �̅�𝑖(�̅�∗ + 𝛿𝑞)

= B̅𝑖𝑗 ⋅ (𝑢𝑗
∗ + 𝛿𝑢𝑗), 

گردد که ضرایب آن به استخراج می (53)با خطی سازی معادله فوق، رابطه 

 شرح زیر خواهد بود:

 (30) 

Δ𝑖
(1)

= 𝐶�̅�𝑗𝛿�̇̅�𝑗 + ∑ [
𝜕𝐶�̅�𝑘

𝜕�̇̅�𝑖

�̇̅�𝑘
∗ +

𝜕�̅�𝑖𝑘

𝜕�̇̅�𝑖

�̈̅�𝑘
∗ ]

𝑘
 

Δ𝑖
(2)

=
𝜕�̅�𝑖

𝜕�̅�𝑖
+ ∑ [

𝜕�̅�𝑖𝑘

𝜕�̅�𝑖
�̈̅�𝑘

∗ +
𝜕𝐶�̅�𝑘

𝜕�̅�𝑖
�̇̅�𝑘

∗ ]
𝑘

 

Δ𝑖
(3)

= ∑ [�̅�𝑖𝑗𝛿�̈̅�𝑗 + 𝛿𝑗�̅�𝑖 + 𝐶�̅�𝑗𝛿�̇̅�𝑗
𝑗≠𝑖

+ ∑ [𝛿𝑗�̅�𝑖𝑘 �̈̅�𝑘
∗ + 𝛿𝑗𝐶�̅�𝑘 �̇̅�𝑘

∗ ]
𝑘

] 

 گردد:به صورت زیر تعریف می δ𝑗که در آن اپراتور دیفرانسیلی 

 (31) 𝛿𝑗 = 𝛿�̅�𝑗

𝜕

𝜕�̅�𝑗
+ 𝛿�̇̅�𝑗

𝜕

𝜕�̇̅�𝑗
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