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گیرد. براي این در این مقاله، رفتار دینامیکی میکروسکوپ نیروي اتمی بر اساس تئوري غیر کلاسیک گرادیان کرنشی مورد مطالعه قرار می
انتهاي آن به صورت یک جرم متمرکز مدلسازي شده است. میکروتیر از طریق منظور، میکروتیر میکروسکوپ نیروي اتمی و سوزن متصل به 

برنولی -یک المان پیزوالکتریک متصل به انتهاي گیردار تحریک شده و معادله مشتقات جزئی غیرخطی حاکم بر سیستم براساس تئوري اویلر
شود. در بسیاري از مطالعات تجربی نسیل معمولی تبدیل میهاي جداسازي و گلرکین، به یک معادله دیفرااستخراج شده است با اعمال روش

یابد، اثر اندازه در رفتار دینامیکی این میکرو ساختارها نقش پیدا مشاهده شده است هنگامی که ابعاد سازه تا ناحیه میکرون و زیر میکرون کاهش 
باشد، به بینی رفتار مکانیکی ابزارهاي نانو میدقت پایینی در پیشکند. تئوري کانتینیوم کلاسیک به خاطر چشم پوشی از اثر اندازه، داراي می

وتیر به همین دلیل دو تئوري کلاسیک و غیرکلاسیک در تحلیل رفتار دینامیکی میکروتیر دیدگاه متفاوتی دارند. در این مقاله، ناحیه پایداري میکر
هاي ارائه شده در که این دو روش با هم تطابق دارند. تفاوت بین تحلیلدست آمده و با مقایسه نتایج مشخص گردیدصورت تحلیلی و عددي به 

شود که در رفتار دینامیکی میکروتیر توسط دو تئوري کلاسیک و غیرکلاسیک با رسم نمودارهاي گوناگونی نشان داده شده است. مشخص می
مکن است در حالیکه تئوري کلاسیک رفتاري پایدار براي میکروتیر دهد و منظر گرفتن اثر اندازه، ماهیت مسئله دینامیکی را به کلی تغییر می

- دست آمده در این مقاله براي طراحی و تحلیل میکروسکوپکند، اثر اندازه باعث وقوع پایداري دوگانه شود. نتایج به بینی میمیکروسکوپ پیش
.باشندهاي نیروي اتمی بسیار کارا می
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In this paper, the dynamic behavior of atomic force microscope (AFM) based on non-classical strain
gradient theory was analyzed. For this aim atomic force microscope micro-beam with attached tip has
been modeled as a lumped mass. Micro-beam, stimulated via a piezoelectric element attached to the end
of clamped and non-linear partial differential equation of the system has been extracted based on Euler-
Bernoulli theory and converted into ordinary differential equation by using Galerkin and separation
method. The classic continuum theory, because not taking size effect into consideration, has little
accuracy in predicting the mechanical behavior of Nano devices. In this study, the stability region of
micro-beam is determined analytically and validated by comparison with numerical results. Difference
between presented analysis in dynamic behavior of micro-beam by classic and non-classic theories has
been shown with a variety of diagrams. It is clear that considering the size effect changes the dynamical
behavior of the problem completely and it is possible, and while classical theory predicts stable
behavior for microscope the size effect is caused bi-stability. The results in this paper are very useful for
the design and analysis of atomic force microscope.
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مقدمه1-
ابعاد میکروسکوپ نیروي اتمی براي بررسی خواص و ساختار سطحی مواد در 

تواند در محیط خلاء، هوا و مایع عمل رود. این میکروسکوپ مینانو بکار می

هاي بررسی خواص سطوح، در این روش غالباً کند و برخلاف اکثر روش
محدودیت اساسی بر روي نوع سطح از جمله رسانا، عایق، نرم یا سخت، 

ارد. منسجم یا پودري، آلی و غیرآلی و همچنین روي محیط آن وجود ند
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هاي هندسی سطح، گیري ویژگیتوان از این دستگاه براي اندازههمچنین می
لصی سطحی استفاده کرد. توزیع چسبندگی، اصطکاك و ناخا

هاي اتمی براي تهیه تصاویر با وضوح بالا از سطح ساختارهاي میکروسکوپ
.[2,1]هاي هوا و مایع اختراع شده استهاي عایق و رسانا در محیطنمونه

باشند که یک سوزن به وتیر میها شامل یک میکراین میکروسکوپ
هاي هرمی یا مخروطی تیز و یا کروي، به انتهاي آن متصل شده است. این فرم

است. در 1ها مد تماسیباشد که یکی از آندستگاه شامل چند مود کاري می
ي کند و نیرود کاري سوزن با سطح در تماس است و آن را روبش میواین م

باشد و براساس انحناي میکروتیر بین نوك سوزن و سطح بصورت دافعه می
باشد، توپوگرافی سطح نمونه میی از نیروي بین نوك سوزن و سطح که ناش

هاي نرم قابل آید. مود تماسی به علت آسیب زدن به سطح نمونهبدست می
سطح براي تهیه تصویر از 2مود غیرتماسی1987استفاده نبود و در سال 

از مدهاي کاري دیگر این 3هاي نرم توسعه یافت. مود شبه تماسینمونه
در این شیوه، نوك سوزن .[3]معرفی شد 1993سال دستگاه است و در

که میکروتیر در حال ارتعاش تواند بالاي سطح نمونه شناور باشد در صورتیمی
غیرتماسی است. رفتار تر از اندازه دامنه در مود هاي خیلی بزرگدر دامنه

دینامیکی میکروتیر تأثیر قابل توجهی بر کیفیت تصویر سطح دارد. همیشه 
هاي گوناگونی براي میکروسکوپ نیروي اتمی در مورد دقت، رزولوشن چالش

هاي تصویر وجود داشته است و به این منظور براي مطالعه و عمق ویژگی
به کیفیت تصویر حاصله، سیستم میکروسکوپ نیروي اتمی و بهبود بخشیدن

به یک مدل جامع از میکروتیر نیاز است. 
اولین مدل پیشنهادي، مدل پارامترهاي متمرکز است که براي نمونه در 

تواند به اندازه اما این مدل نمی[4-6].شودکار آشاب، باسو و مارتین دیده می
تحریک هنگامی که مدهاي بالاترهاي بالا کافی براي نوسان در فرکانس

برنولی براي مدلسازي -شوند، دقیق باشد. سانگ و واکوئز از تیر اویلرمی
ا مدل پارامترهاي متمرکز بهتر اند که در مقایسه بمیکروتیر استفاده کرده

بعضی از محققان براي میکروتیر با در نظرگرفتن نیروهاي [8,7].باشدمی
.[7-10]انده کردهمختلف بین نوك سوزن و سطح نمونه، چندین مدل ارائ

براي مودهاي کاري مختلف این میکروسکوپ، نیروي متقابل بین سوزن و 
4ها بیان شده است: مدل تماسی هرتزصورت یکی از این مدله سطح نمونه ب

-مولر- و مدل درجاگویین[12]اي خطی تماسی، مدل تکه[11,7]
سازي هاي شبیهیکی از روش، توپورو-مولر-مدل درجاگویین[13].5توپورو

آن دو نوع نیرو در نظر گرفته باشد که درنیروهاي مکانیکی تماسی می
کند و شود، یکی نیروي چسبندگی که خارج از ناحیه تماس عمل میمی

باشد و در طی تماس سوزن ها میدیگري نیروي دافعه که ناشی از دافعه یون
که [14]6یکورب- وروي-لاندا- شود، مدل درجاگویینبا سطح اعمال می

والس و دافعه الکترواستاتیک بین نوك سوزن رترکیبی از نیروهاي جاذبه واند
باشد. اسلامی از تئوري تیر تیموشنکو براي و سطح نمونه در محیط مایع می

مدلسازي میکروتیر استفاده کرده است و میکروتیر توسط پیزوالکتریک متصل 
ا یک دامنه و فرکانس مشخصی شود. المان پیزو ببه ابتداي تیر تحریک می

کند، همچنین برآیند نیروهاي دافعه و جاذبه بین نوك سوزن و نوسان می
هاي منفی و مثبت درنظر گرفته سطح نمونه را به صورت مجموعی از توان

.[15]است

																																																																																																																																											
1 Contact mode
2 Non-Contact
3 Tapping mode
4 Hertz
5 DMT
6 DLVO

از 7هاي میکرو و نانو الکترومکانیکالتیرهاي استفاده شده در سیستم
جمله در میکروسکوپ نیروي اتمی، داراي ابعادي در حوزه میکرون و کمتر از 
آن می باشند که تغییر شکل و رفتارهاي نوسانی وابسته به اندازه در 

ده است.گذاري شهاي میکرو و نانو به طور تجربی و آزمایشگاهی صحهمقیاس
اثر طول سوزن، فنریت مجانبی و عمودي را برروي [16]8براي مثال وو

پاسخ نوسانی میکروسکوپ نیروي اتمی داراي میکروتیر مستطیلی بررسی 
[17]هاي نازك مسی، فلک روي سیم9کرد. در آزمایش میکرو پیچشی

ي ها منجر به افزایش قابل ملاحظهمشاهده کرد که کاهش در قطر سیم
تولکن یک افزایش قابل توجهی از سخت شود. اسها میسفتی پیچشی سیم

شدن کار پلاستیک که توسط کاهش ضخامت تیر در آزمایش میکرو خمشی 
در طول آزمایش .[18]روي تیرهاي نازك نیکل ایجاد شده بود را گزارش کرد

میکرو خمشی روي تیرهاي ساخته شده از اپوکسی پلیمرها، چانگ افزایش 
. [19]ش ضخامت تیر را مشاهده کردناشی از کاه10زیادي از صلبیت خمشی

اندازه یک خاصیت ذاتی مواد وابسته بهطبق این نتایج آزمایشگاهی، رفتار 
باشد و هنگامی داراي اثرات قابل توجهی است که اندازه مشخصه سازه می

تفاوت زیادي با مقیاس طولی ماده داخلی ندارد. تئوري مکانیک کلاسیک 
هایی با ابعاد میکرون و زیر ه اندازه را که در سازهتواند رفتارهاي وابسته بنمی

افتد، پیش بینی و تشریح کند.میکرون اتفاق می
، تئوري 11هاي غیرکلاسیک مانند تئوري الاستیسیته غیرمحلیتئوري

طور خوبی قادر به به12گرادیان کرنشی و تئوري تنش کوپل بهبود یافته
ند. به عنوان نمونه، ارینگن، پدیسون باشتفسیر رفتارهاي وابسته به اندازه می

13هاو ردي از تئوري الاستیسیته غیرمحلی براي آنالیز رفتار مکانیکی نانوسازه

میندلین، اثرات تنش کوپل در الاستیسیته خطی .[20-22]انداستفاده کرده
الاستیک را با تئوري تنش کوپل را بررسی کرده همچنین توپین، مواد 

لو از تئوري گرادیان کرنشی در فتحعلی.[24,23]سازي کرده استلمد
است و معانی با تئوري گرادیان کرنشی مدلسازي میکروتیر استفاده کرده

کهروبائیان با .[26,25]رفتار دینامیکی میکروتیر را بررسی کرده است
استفاده از تئوري تنش کوپل بهبود یافته رفتارهاي دینامیکی میکروتیر 

. [27]را بررسی کرده استمیکروسکوپ اتمی
معرفی شد. در این [28]تئوري گرادیان کرنشی بهبود یافته توسط لم 

تئوري سه پارامتر مقیاس طولی که عبارتند از: گرادیان چرخشی، گرادیان 
شود. کنگ ها در نظر گرفته میاتساع و گرادیان کششی مربوط به میکروسازه

کرنشی، رفتار استاتیکی و دینامیکی با استفاده از تئوري گرادیان [29]
رفتار ارتعاشی میکروتیرهاي برنولی را بررسی کرد. ونگ-میکروتیرهاي اویلر

. [30]مدل تیموشنکو را براساس تئوري گرادیان کرنشی مورد بررسی قرار داد
فرکانس تشدید و حساسیت میکروتیر میکروسکوپ نیروي اتمی [31]عباسی 

ن کرنشی بهبود یافته تحلیل کرده و نشان داده است را براساس تئوري گرادیا
که اگر سفتی تماسی زیاد باشد و ضخامت میکروتیر نزدیک پارامتر مقیاس 

باشند آنگاه استفاده از تئوري گرادیان کرنشی براي تحلیل رفتار 14طولی
رفتار ارتعاشی [32]باشد. همچنین عباسی در دینامیکی میکروتیر لازم می

براي میکروسکوپ نیروي اتمی [33]وتیري که توسط دایا در یک نوع میکر
پیشنهاد شده بود را براساس تئوري گرادیان کرنشی بررسی کرده است و 

																																																																																																																																											
7 Mems/Nems
8 Wu
9 Micro torsion
10 Flexural rigidity
11 Non-local Elasticity
12 Modified couple stress
13 Nano-structure
14 Length scale parameter
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نشان داده است که فرکانس تشدید و حساسیت این میکروتیر پیشنهاد شده 
بسیار به اندازه وابسته است بخصوص زمانی که سفتی تماسی خیلی زیاد یا 

تغییر شکل غیرخطی استاتیکی خمشی، مسئله [34]شد. ژائو خیلی کم با
کمانش و ارتعاش آزاد غیرخطی را براي میکروتیر دو سر مفصل که تحت پس

نیروي عرضی قرار گرفته براساس تئوري گرادیان کرنشی تحلیل کرده است 
، هنگامی که نسبت ضخامت به پارامترهاي مقیاس طولی ماده 1که اثر اندازه

باشد و با افزایش این طورتقریبی برابر یک یا دو باشد، قابل توجه میداخلی به
ارتعاشات [35]نسبت، اثر اندازه خیلی قابل ملاحظه نخواهد بود. وطنخواه 

اجباري غیرخطی یک میکروتیر دو سر مفصل را با در نظر گرفتن اثر 
کشیدگی صفحه میانی، براساس تئوري گرادیان کرنشی مدلسازي کرده و 

هاي تشدید اصلی، فوق هارمونیک و زیر هارمونیک را بررسی کرده دیدهپ
نشان داده است که تحلیل تئوري گرادیان [37,36]اخیراً معانی است. 

باشد.کرنشی نسبت به تئوري غیرمحلی، در تطابق بهتري با نتایج تجربی می
کرده هاي میکروالکترومکانیکال، در بحث پایداري اثبات همچنین در سیستم

در تئوري غیرکلاسیک به 2است که تبدیل ناحیه پایداري به پایداري دوگانه
.[26]افتدازاي ولتاژهاي بزرگتري نسبت به تئوري کلاسیک اتفاق می

در مقاله حاضر میکروتیري با مقطع مستطیلی و سوزن متصل در انتهاي 
ادله آزاد آن به صورت کروي در نظرگرفته شده است. پس از استخراج مع

هاي اویلر برنولی و گرادیان کرنشی، حرکت و شرایط مرزي براساس تئوري
دست آمده است. معادله غیرخطی حاصل مدل یک درجه آزادي میکروتیر به

و همچین روش تحلیلی براي تعیین 6مرتبه 3کوتاي- عددي رانگبا روش
ر، ناحیه پایداري سیستم، برحسب پارامتري وابسته به هندسه میکروتی

پارامتر وابسته به هندسه میکروتیر، بی بعد بوده و در .استفاده شده است
نشان داده شده است. نمودارهاي پاسخ زمانی و سرعت برحسب مقاله با 

رسم شده است. تغییرات بی بعد جایی، به ازاي دو مقدار از پارامترجابه
هاي کلاسیک و گرادیان براساس کاهش ابعاد میکروتیر، براي تئوريپارامتر 

کرنشی نشان داده شده و ناحیه تعادل ارائه شده توسط دو تئوري کلاسیک و 
غیرکلاسیک برحسب تغییرات فاصله محور افقی تا سطح نمونه به ازاي دو 
مقدار از ضخامت میکروتیر مقایسه شده است. همچنین نسبت فاصله محور 

یان کرنشی برحسب تغییرات افقی تا سطح نمونه در تئوري کلاسیک به گراد
ضخامت میکروتیر نشان داده شده است. سرانجام اثر اندازه، به وسیله کاهش 

گذارد، از دیدگاه دو ابعاد هندسی که روي نقاط تعادل سیستم تأثیر می
تئوري کلاسیک و گرادیان کرنشی با هم مقایسه شده است. 

مدلسازي ریاضی-2
مشخصات 1 جدولدهد همچنینمیکروتیر مورد نظر را نشان می1شکل

کند. در این قسمت براي استخراج مدل هندسی و مکانیکی آن را بیان می
است.فرضیات زیر در نظرگرفته شده ،1شکلمیکروتیر 

حالت کاري میکروسکوپ، غیرتماسی است و با دامنه ثابت سطح -
کند.را روبش می

صورت المان پیزو به سرگیردار میکروتیر متصل است و به -
کند.هارمونیکی و دامنه ثابت میکروتیر را تحریک می

محیط شکل بوده و کرويدر انتهاي آزاد تیر، سوزن به صورت -
شود.میکروتیر، هوا در نظر گرفته میکاري 

ووجود داردبین نوك سوزن و سطح نمونه نیروي واندروالس -
																																																																																																																																											
1 Size effect
2 Bi-stability
3 Runge kutta

باشد.می4داراي دمپینگ ویسکوزسیستم 
برنولی و گرادیان کرنشی استفاده شده - هاي تیر اویلراز تئوري-

است. درنهایت  معادله حرکت و شرایط مرزي با استفاده از اصل 
گردد.همیلتون استخراج می

باشد:انرژي جنبشی تیر به صورت زیر می

=
1
2 ℎ̇ + ̇ +

1
2 ℎ̇ + ̇ ( , )

ℎ( ) = ℎ sin( + ) (1)
, ℎ , ,ℎ( ), , ( , به ترتیب جابجایی نقاط میکروتیر و (

طول تیر، جابجایی سرگیردار که به صورت هارمونیکی از ،zدر راستاي محور
شود، جرم سوزن، دامنه، فرکانس تحریک طریق پیزوالکتریک به تیر اعمال می

باشند.و اختلاف فاز می

Fig. 1 schematic of micro beam of atomic force microscope
میکروتیر میکروسکوپ نیروي اتمی1شکل

میکروتیرمکانیکیوهندسیمشخصات1جدول
Table 1 Geometrical and mechanical characteristic of micro beam

واحدمقدارنماد

25μmعرض میکروتیر

0.05Nsmثابت دمپینگ

0.1μmپارامتر مقیاس طولی

156MPaمدول الاستیسیته

ℎ5μmضخامت میکروتیر

2.96ثابت هاماکر × 10J

ℎ0.18nmدامنه تحریک

100μmطول میکروتیر

10nmشعاع سوزن

میانگین فاصله محور طولی  تا 
30nmناهمواري سطح نمونه

Pa_برشیمدول 

_0.23ضریب پواسون
2330kgmچگالی

πفاز 3⁄rad

rad_فرکانس تحریک s⁄

																																																																																																																																											
4 Viscose damping
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(2)انرژي پتانسیل میکروتیر براساس تئوري گرادیان کرنشی به صورت رابطه 
باشد.می

=
1
2 +

= 2 +
4
5

= + (2 +
8

15
+ ) (2)

وپارامترهاي  , به ترتیب مدول یانگ، مدول برشی، ممان ,

,0هاي باشند، همچنین پارامترمقطع میکروتیر میاینرسی و مساحت 1 , 2

پارامترهاي مقیاس طولی هستند. در تئوري کلاسیک پارامترهاي مقیاس 
صورت زیر محاسبه خواهد کار نیروي ناپایستار نیز به باشند.طولی صفر می

شد:

(3)

. = ( , ) −

=
−
6

= + ( ( , ) + ℎ( ))
,پارامترهاي (3)در روابط  , , به ترتیب نیروي بین و ,

، شعاع سوزن، فاصله 1نوك سوزن و سطح نمونه، ثابت دمپینگ، ثابت هاماکر
تا هاي سطح نمونه، فاصله بین محور افقیمحور افقی تا میانگین ناهمواري

باشند. علت درنظرگرفتن منفی براي هاي سطح نمونه میمیانگین ناهمواري
نیروي واندروالس جاذبه بودن آن است که به نوك سوزن در جهت منفی 

دهد:را نشان میونتاصل همیل(4)شود. رابطه اعمال میzمحور

(4)( − + . ) = 0

اعمال (1-3)گیري روي روابط جزء تغییرات و انتگرال،(4)طبق رابطه 
.خواهد شد

(5)

= − ̇ + ℎ̇

− (ℎ̇ + ̇ ( , )) ( , )
پتانسیل نیز به صورت زیر محاسبه خواهد انتگرال جزء تغییرات انرژي 

شد:

(6)

=
( , ) ( , )

−
(0, ) (0, )

+
( , )

−
( , ) ( , )

−
(0, )

−
(0, ) (0, )

+ − ( , ) + ( , ) ( , )

+ ( , ) − ( , ) (0, )

+ −

شود:انتگرال کار مجازي به صورت زیر محاسبه می

(7). = ( − ) −

																																																																																																																																											
1 Hamaker constant

(8)معادله سیستم به صورت رابطه ، (4)در (5-7)با جایگذاري روابط 
حاصل خواهد شد.

(8)

− + + +

= ( − ) − ℎ̈
شرایط مرزي عبارتند از:

(9)

−
( , )

+
( , )

−
( , )

+ ℎ sin( + ) = 0

(0, ) = 0   ;
(0, )

= 0  ;
(0, )

= 0
( , )

= 0 ;
( , )

−
( , )

= 0

شوند.تعریف می(10)پارامترهاي بی بعد به صورت رابطه 

(10)= ; = ; ̂ =

بی بعد خواهند شد. معادله بی بعد (10)براساس رابطه (9)و (8) روابط 
شده عبارت است از:

(11)

+ + ̂ + ̂

=
− ( − )

+ (1, ̂) + ℎ( ̂)
+ sin(Ω ̂ + )

=
−

 ; =

= 6 ; Ω = ; = ; =
Ω ℎ

شرایط مرزي بی بعد شده عبارت است از:

(12)

(1, ̂)
+

(1, ̂)

+
ℎ

sin(Ω ̂ + )

=
(1, ̂)
̂

(0, ̂) = 0 ;
(0, ̂)

= 0 ;
(0, ̂)

= 0
(1, ̂)

= 0 ;
(1, ̂)

+
(1, ̂)

= 0

، مدل یک درجه (11)با اعمال روش جداسازي و گلرکین روي رابطه 
آزادي سیستم حاصل خواهد شد. به دلیل غالب بودن شکل مود اول، تابع 

خواهد شد.)13(صورت جواب با در نظرگرفتن یک شکل مود به
(13)( , ̂) = ( ) ( ̂)

و اعمال گلرکین، مدل یک (11)در معادله رابطه (13)با جایگذاري 
حاصل خواهد شد.(14)درجه آزادي سیستم به صورت رابطه 

(14)

̈ + ̇ + =
−

+ (1) ( ̂) + ℎ( ̂)
+ sin(Ω ̂ + )

= +

=
(1)

=

)تغییرمتغیر  ̂) = (1) ( ̂) + ℎ( اعمال (14)روي رابطه (̂
به صورت زیر بازنویسی خواهد شد:(14)شود، بنابراین رابطه می
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(15)

̈ + ̇ + =
−

(1 + )
+ + sin ̂ +

= (1) + −
ℎ

  ;  =
ℎ

= tan ; = +

=تغییرمتغیري به صورت  √ شود.اعمال می(15)روي معادله ̂

(16)

+ + =
−

(1 + ) + sin +

=
√

; =
(1)

; =
+

; =
√

هاي وابسته به زمان، شتاب و سرعت از براي تعیین ناحیه پایداري، ترم
حاصل خواهد شد.(17)حذف شده و رابطه (16)معادله 

(17)− (1 + ) − = 0 → + 2 + + = 0

باشد، این رابطه به صورت تابع می,ζتابعی از متغیرهاي (17)رابطه 
.شوددر نظرگرفته می)18(تعادلی 

(18)= + 2 + +
→با اعمال تغییرمتغیر  به صورت رابطه تابع ،(18)روي −

.خواهد شد(19)

(19)

= + +

= −
1
3 ; = −

2
27 +

زیر خواهد شد:به صورت (19)دلتاي معادله 

(20)Δ = 27 − 4

تعیین علامت شده است.2جدول در (20)رابطه 
هاي مشخصه، پاسخ برخی از نشان داده است که نسبت بین طول1شیارا

در تعیین این پارامترها با استفاده از نتایج [38]تواند تغییر دهدمسائل را می
تجربی یک فرض رایج در مقالات، هر سه پارامتر مقیاس طولی را یکسان در 

بنابراین براي بحث و مقایسه در رفتارهاي .[39,37,28]گیرندنظر می
- دینامیکی و استاتیکی میکرو و نانو تیرها براساس تئوري گرادیان کرنشی، به 

رض بر این است که پارامترهاي مقیاس طولی برابر باشند و طور معمول ف
.[28 ,40,34]در نظر گرفته شود معادل پارامتري مثل 

اعتبارسنجی معادله حرکت بدست آمده از روش گلرکین- 3
گذاري مدل یک درجه آزادي بدست آمده از روش گلرکین که براي صحه

باشد، رفتار استاتیکی سوزن میکروتیر برحسب فاصله می(16)معادله رابطه 
که از مقادیر موجود در جدول 3با توجه به پارامترهاي معین جدول 

نشان داده شده است و سپس با رفتار 2اتخاذ شده، در شکل [41]یونس
رفتار سوزن 2شکل مقایسه شده است. [41]استاتیکی نشان داده شده در 

دهد. مقایسه  رفتار استاتیکی سوزن نشان میراصله میکروتیر برحسب فا
کند که این دو شکل تطابق مناسبی با ، مشخص می2با شکل [41]در 

یکدیگر دارند به عبارت دیگر مدلسازي انجام شده براساس روش گلرکین 
هاي بعدي مقاله از این مدل توان براي قسمتداراي اعتبار بوده و لذا می

استفاده کرد.
براي این منظور ترم دافعه موجود در نیروي واندروالس نیز در نظر گرفته 

به صورت (16)بنابراین معادله جرم متمرکز موجود در رابطه [15]شود می
بازنویسی خواهد شد.(21)رابطه 

																																																																																																																																											
1 Sciarra

هاي پایداري سیستمبررسی حالت2جدول 
Table 2 Study of system stability states

fتابعهاي ریشه
تعادل تابع نقاط

پتانسیل
حالت پایداري

>
یک ریشه حقیقی 
ساده و دو ریشه 

مختلط
پایدارنایک نقطه مینیمم

=

یک ریشه ساده مثبت، 
یک ریشه تکراري 

منفی حقیقی
پایداریک نقطه مینیم

<

سه ریشه حقیقی؛ یک 
ریشه مثبت و دو 

ریشه منفی

دو نقطه مینیمم
گانهپایداري دوو یک ماکزیمم

= 0.1488

Fig. 2 Static behavior of tip of micro-beam according to
نمودار رفتار استاتیکی سوزن میکروتیر برحسب پارامتر2شکل 

(21)

+ + =
(1)

6 30 (1 + )

− (1 + ) + sin +

خواهد شد:(22)معادله استاتیکی سیستم بصورت رابطه 

(22)=
(1)

6 30 (1 + ) − (1 + )

بحث و بررسی- 4
چندشاخگی ناحیه تعادل1-4-

براي تعیین ناحیه پایداري به صورت عددي، نمودار نقاط تعادل برحسب

پارامترهاي میکروتیر براي اعتبار سنجی3جدول 
Table 3 Parameters of micro-beam for validation

واحدمقدارنماد
ℎ1.7μmضخامت
46μmعرض
449μmطول

150nmشعاع سوزن
-1.3596 × 10J m
-1.865 × 10J

z  (nm)
1 2 3 4 5 6 7 8 9

-1

-0.5

0

0.5

W
tip

Z0 (nm)
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با توجه به .نمایش داده شده است3شکل در برحسب تغییرات دامنه 
بعد کردن دامنه، مقدار بزرگتر از یک مفهوم فیزیکی نداشته و بنابراین این بی

نمایش داده شده 4شکل حذف شده و نتیجه در 3شکل ناحیه ناپایدار در 
هاي یک معادله بی بعد است براي حالت(18)با توجه به اینکه رابطه است. 

باشد در حالی که براي پارامترهاي کسان میکلاسیک و غیرکلاسیک ی
باشد.براساس دو تئوري متفاوت میفیزیکی یکسان، مقدار پارامتر بی بعد 

تطابق خوبی را براي روش تحلیلی و عددي 2و جدول 3مقایسه شکل 
شده در نمودار و جدول یکسان دهند. همچنین مقدار بحرانی ارئهنشان می

>به ازاي3باشد و با توجه به شکل می=باشند. درواقعمی
کند. براي نشان نوسان میسیستم حول نقطه تعادل پایدار متناظر به آن 

، به ازاي یک دسته از3دادن حالت کلی دینامیک سیستم با توجه به شکل 
=شرایط اولیه و پارامتر  5شکل ، نمودار صفحه فازي سیستم در 0.11

سیستم سه نقطه تعادل دارد که با توجه 5شکل رسم شده است. با توجه به 
Aبه میدان برداري رفتار سیستم حول این نقاط نشان داده شده است. نقطه 

از نوع نقطه مارپیچ پایدار است که مسیرهاي جواب با نرخ جبري به این نقطه 
با توجه به اینکه شوند ورسند، به همین دلیل به آرامی جذب این نقطه میمی

و1اي زینینقطهBاین نقطه مفهوم فیزیکی ندارد، نقطهدر دامنه بزرگتر از 

Fig. 3 Bifurcation diagram of equilibrium points according to
نمودار چندشاخگی نقاط تعادل برحسب پارامتر3شکل 

Fig. 4 Correct bifurcation diagram of equilibrium points according to
نمودار تصحیح شده چندشاخگی نقاط تعادل برحسب پارامتر4شکل 

																																																																																																																																											
1 Saddle

به ازاي دو نقطه مارپیچ پایدار است. همچنین Cنهایت ناپایدار است و در 
جایی سیستم به ، نمودارهاي پاسخ زمانی و سرعت برحسب جابهمقدار از 

رسم شده است.7و 6هاي ازاي یک شرایط اولیه معین در شکل
دهد، نقطه تعادل سیستم به ازاي الف نشان می6طور که شکلهمان

= =نیز به ازاي 2شکل است که در 0.1773−برابر 0.12 0.12 ،
کند.همین نقطه تعادل را مشخص می

=پاسخ زمانی، صفحه فاز و فضاي فاز سیستم به ازاي 1-1-4- .

Fig. 6a Time history diagram for = 0.12
=الف پاسخ زمانی به ازاي پارامتر 6شکل  0.12

Fig. 6b Phase plane diagram for = 0.12
=صفحه فاز به ازاي پارامتر ب 6شکل  0.12
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Fig. 6g Phase space diagram for = 0.12
=فضاي فاز به ازاي پارامتر ج 6شکل  0.12

=پاسخ زمانی و صفحه فاز سیستم به ازاي2-1-4- .

=، سیستم به ازاي مقدار الف7شکلمطابق ، از حالت نوسانی خارج 0.16
نیز نشان داده شدهب7شکل دهد. درشده و پایداري خود را از دست می

Fig. 7a Time history diagram for = .
=پاسخ زمانی به ازاي پارامتر الف7شکل  0.16

Fig. 7b Phase Portrait diagram for = .
=صفحه فاز به ازاي پارامتر ب 7شکل  0.16

=است که براي این سیستم به ازاي  هیچ نقطه تعادلی وجود ندارد. 0.16
که سیستم به رسانند این مفهوم را میب 7و الف3،7هاي بنابراین شکل

<ازاي  باشد.ناپایدار می0.1488

هاي برحسب نسبت ابعادي براي حالتنمودار تغییرات پارامتر 2-4-
کلاسیک و غیرکلاسیک

پارامتر نسبت ابعادي عبارتست از ضخامت اولیه به ضخامت ثانویه، نسبت 
صورت زیر تعریف گذارد و به ابعادي روي تمام پارامترهاي هندسی تأثیر می

شود:می

(23)=
ℎ
ℎ

هاي کلاسیک و غیرکلاسیک در هریک از تئوريروند تغییرات پارامتر 
ست.نشان داده شده ا8شکل برحسب نسبت ابعادي در 

در هردو تئوري پارامتر توجه به این شکل با افزایش نسبت ابعادي،با
یابد اما سرعت افزایش این پارامتر در تئوري کلاسیک نسبت به افزایش می

در 8شکل اي که طبق باشد. به گونهتئوري غیرکلاسیک خیلی بیشتر می
31.7طور تقریبی در نسبت ابعادي معادل بهتئوري کلاسیک این پارامتر 

به طور رسد ولی در تئوري غیرکلاسیک پارامتر میبه مقدار بحرانی 
خواهد رسید. به به مقدار بحرانی 84.27تقریبی در نسبت ابعادي 

تا سطح افقیهش همزمان ابعاد میکروتیر و فاصله محورعبارت دیگر با کا
نمونه، تئوري کلاسیک نسبت به غیرکلاسیک زودتر به مقدار بحرانی خواهد 

کند که اگر ، تئوري کلاسیک اعلام می8و 3هاي رسید و درواقع طبق شکل
شود اما از دیدگاه بیشتر شود سیستم ناپایدار می31.7نسبت ابعادي از مقدار 

84.27تئوري غیرکلاسیک اگر تمامی ابعاد طولی مذکور تا نسبت ابعادي
کاهش یابند سیستم هنوز در ناحیه پایدار قرار دارد.

نمودار نقاط تعادل برحسب فاصله محور افقی تا سطح نمونه3-4-
هاي تا سطح نمونه براي حالتافقینقاط تعادل برحسب فاصله محور

ℎهاي ازاي مقادیر ضخامتکلاسیک و غیرکلاسیک به  = 1, 0.1μm در
نشان داده شده است.10و 9هاي شکل

ℎبراي میکروتیر به ضخامت 9شکل با توجه به  = 1μm ؛ در حالت
باشد تا1.4878nmبه طور تقریبی باید معادل کلاسیک حداقل فاصله

Fig.8 The parameter changes  according to aspects ratio in classic and
non-classic theories

هاي کلاسیک و برحسب نسبت ابعادي از دیدگاه تئوريتغییرات پارامتر 8شکل 
غیرکلاسیک
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شود و درواقع سیستم در ناحیه پایداري قرار بگیرد، به عبارت دیگر >
باشد که اگر می1.4878nmبرابر از دیدگاه تئوري کلاسیک فاصله بحرانی

شود.و سیستم ناپایدار می<از این مقدار کمتر شود آنگاه فاصله
1.41nmطور تقریبی به اما براي حالت غیرکلاسیک حداقل فاصله 

واقع سیستم در ناحیه پایداري قرار بگیرد. به شود و در>تا باشدمی
کند و اعلام می1.41nmعبارت دیگر تئوري غیرکلاسیک فاصله بحرانی را 

اگر فاصله از این مقدار کمتر شود سیستم ناپایدار خواهد شد. تحلیل نمودار 
از دیدگاه هر دو تئوري Aنقطه به طریق دیگر این گونه است که9شکل 

از دیدگاه تئوري کلاسیک ناپایدار ولی از دیدگاه تئوري Bناپایدار است، نقطه 
از نظر هر دو تئوري در محدوده پایداري Cغیرکلاسیک پایدار است و نقطه 

قرار دارد.
ℎبراي میکروتیر به ضخامت10شکل  = 0.1μm رسم شده است که

طور تقریبی برابر در این شکل، تئوري کلاسیک حداقل فاصله را به 
14.87nmو سیستم درون ناحیه پایدار قرار شود>کند تا بیان می

از این مقدار بگیرد. به عبارت دیگر طبق تئوري کلاسیک اگر فاصله
شود. اما تئوري شده و سیستم ناپایدار می<بحرانی کمتر شود آنگاه

کند محاسبه می5.65nmطور تقریبی حدودغیرکلاسیک فاصله بحرانی را به
از دیدگاه تئوري و سیستم درون ناحیه پایدار قرار بگیرد.>تا 

<از این مقدار بحرانی کمتر شود آنگاه غیرکلاسیک اگر فاصله 
باشدبه این صورت می9شکل شود. تحلیل چار ناپایداري میشده و سیستم د

از Bاز دید هر دو تئوري در ناحیه ناپایداري قرار دارد و نقطه Aکه نقطه 
دیدگاه تئوري کلاسیک ناپایدار و از دیدگاه تئوري غیرکلاسیک پایدار است و 

نظر هر دو تئوري پایدار می باشد.از Cدر نهایت نقطه 
ℎکه مقدار ضخامت میکروتیر شود هنگامیمشاهده می = 1μm است

بحرانی مشخصی هر کدام از دو تئوري کلاسیک و غیرکلاسیک مقدار فاصله
را بیان کردند، یعنی حداقل مقدار فاصله براي اینکه سیستم در حوزه پایداري 

ℎقرار بگیرد را پیشنهاد دادند. وقتی مقدار ضخامت میکروتیر به  = 0.1μm
هاي بحرانی پیشنهاد شده توسط دو تئوري، درکند، فاصلهمیکاهش پیدا

ℎمقایسه با فواصل بحرانی ارائه شده براي میکروتیر با ضخامت  = 1μm ،
ℎاي که براي میکروتیري با ضخامت گونهشوند. بهبزرگتر می = 1μm

Fig. 9 System stable points as a function of  for ℎ = 1μm based on
two classic and non-classic theories

تا سطح نمونه به ازاي ضخامت افقینمودار نقاط تعادل برحسب فاصله محور 9شکل 
ℎ = 1μmهاي کلاسیک و غیرکلاسیک در تئوري

Fig. 10 System stable points as a function of  for ℎ = 0.1μm
based on two classic and non-classic theories

تا سطح نمونه به ازاي افقینمودار  نقاط تعادل برحسب فاصله محور 10شکل 
ℎضخامت  = 0.1μmهاي کلاسیک و غیرکلاسیکدر تئوري

طور تقریبیهاي بحرانی ارائه شده توسط تئوري کلاسیک به فاصله
1.4878nm 1.41و توسط تئوري غیرکلاسیکnmباشد ولی براي همان می

ℎمیکروتیر اگر ضخامت به  = 0.1μm کاهش یابد، فواصل بحرانی ارائه شده
,5.65هاي کلاسیک و غیرکلاسیک به ترتیب حدوددر تئوري 14.87nm

باشند. بنابراین اگر ضخامت میکروتیر کاهش یابد، از دیدگاه دو تئوري می
براي اینکه سیستم پایدار باشد، کلاسیک و غیرکلاسیک حداقل فاصله 

باید افزایش یابد.
هايشده توسط دو تئوري در ضخامتبا توجه به فواصل بحرانی ارائه

1, 0.1μmفواصل بحرانی دو شود که با کاهش ضخامت میکروتیر،دیده می
اي که گونهکنند بهتئوري کلاسیک و غیرکلاسیک، اختلاف بیشتري پیدا می

طور تقریبی معادلاختلاف فواصل بحرانی دو تئوري به1μmضخامت در
0.077nm0.1باشد و هنگامی که ضخامت به میμmیابد این کاهش می

میکروتیر دیدگاه شود. بنابراین با کاهش ضخامتمی9.22nmاختلاف برابر 
کنند. همچنین دو تئوري در ارائه فاصله بحرانی با هم تفاوت زیادي پیدا می

کند بزرگتر از فاصله بحرانی فاصله بحرانی را که تئوري کلاسیک ارائه می
باشد؛ نظریه کلاسیک براي اینکه سیستم در حالت تئوري غیرکلاسیک می

تر عمل یرکلاسیک محتاطانهري غپایدار قرار داشته باشد نسبت به تئو
هاي کوچک کند. در واقع به دلیل در نظر نگرفتن اثرات اندازه در مقیاسمی

براي پایدار ماندن سیستم، فاصله بیشتري را نسبت به تئوري غیرکلاسیک 
کند.پیشنهاد می

غیرکلاسیک به کلاسیک به ازاي تئورينمودار نسبت فاصله 4-4-
رحسب تغییرات ضخامتیکسان بپارامتر 

تا سطح براي میکروتیر با طول و عرض مشخص، نمودار تغییرات نسبت 
نمونه در تئوري غیرکلاسیک به کلاسیک به ازاي پارامتر یکسانی از

شکل باشد. با توجه به می11شکل برحسب افزایش ضخامت میکروتیر مطابق 
، نسبت1nmهاي پایین به طور مثال  شود در ضخامت، مشاهده می11

فاصله ارائه شده در حالت غیرکلاسیک به فاصله کلاسیک، به صفر نزدیک 
اصل ارائه شده در هر دو تئوري فو1μmشود و با افزایش ضخامت تا می
9هاي شکلتصدیق کننده 11شکل طور تقریبی برابر خواهند شد و درواقع به
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هاي میکرون و کمتر که ابعاد سازه در مقیاسباشد. در واقع هنگامیمی10و 
کنند و بهاز میکرون باشد، اثرات اندازه در رفتار دینامیکی سازه نقش پیدا می

دلیل در نظرنگرفتن اثرات اندازه توسط تئوري کلاسیک، وقتی ضخامت 
هاي شود، فواصل پیشنهاد شده توسط تئوريمیکروتیر خیلی کوچک می

کنند.تفاوت زیادي نسبت به هم پیدا میکلاسیک و غیرکلاسیک

هاي نمودار نقاط تعادل برحسب نسبت ابعادي براي حالت5-4-
کلاسیک و غیرکلاسیک

اگر همه مقادیر طولی تعریف شده براي میکروتیر به نسبت یکسان کاهش 
12شکل یابند آنگاه نمودار نقاط تعادل میکروتیر برحسب نسبت ابعادي 

، با افزایش نسبت ابعادي تا یک مقدار مشخصی 12شکل با توجه به باشد. می
یابد و همچنین ناحیه براي هر تئوري، اختلاف نقاط تعادل سیستم کاهش می

یابد. براي این میکروتیر، پایداري ارائه شده توسط هر تئوري افزایش می
=طور تقریبی معادل بیشترین نسبت ابعادي را بهتئوري کلاسیک 31.7

Fig. 11 Non-classic to classic critical  as a function of beam thickness
1nm  to 1μm

تغییرات نمودار نسبت فاصله تئوري غیرکلاسیک به کلاسیک برحسب 11شکل 
1μmتا 1nmضخامت از 

Fig. 12 System stable points as a function of aspect ratio based on two
classic and non-classic theories

هاي کلاسیک و براي تئورينمودار نقاط تعادل برحسب نسبت ابعادي12شکل 
غیرکلاسیک

=غیرکلاسیک بیشترین نسبت ابعادي را تقریبا معادل و تئوري  84.27
تا xکند. به عبارت دیگر براي اینکه ابعاد میکروتیر و فاصله محور پیشنهاد می

طور همزمان، حداکثر کاهش را داشته باشند و سیستم پایدار سطح نمونه به
باشد، از دیدگاه تئوري کلاسیک این کاهش متناظر با نسبت ابعادي 

= و از دیدگاه تئوري غیرکلاسیک این کاهش متناظر با 31.7
= باشد.می84.27

<تواند باشد که اگر تحلیل به این صورت نیز می شود آنگاه 31.7
شده و در نهایت <براساس نمودار تئوري کلاسیک8شکل طبق 

شود و در همان شکل براساس نمودار غیرکلاسیک سیستم ناپایدار می
< اگر شده و سیستم در ناحیه ناپایداري قرار <شود آنگاه 84.27
هاي ابعادي بالا، ناشی از هاي دو تئوري در نسبتگیرد. تفاوت بین دیدگاهمی

باشد. در نظر نگرفتن اثرات اندازه توسط تئوري کلاسیک می

نتیجه گیري- 5
میکروتیري که به انتهاي آزاد آن سوزن و در انتهاي دیگر یک در این مطالعه، 

. نیروي شودصورت هارمونیک تحریک میپیزوالکتریک متصل شده است به
باشد. در گام اول این بین  نوك سوزن و سطح نمونه از نوع واندروالس می

لسازي شده و سپس برنولی و گرادیان کرنشی مد- میکروتیر به روش تیر اویلر
شده است. در گام دوم  روش گلرکین براي استخراج مدل متمرکز به کار برده

هاي کلاسیک و غیرکلاسیک تحلیل پایداري و در گام سوم براساس تئوري
است. سرانجام اثرات اندازه روي رفتار دینامیکی میکرونانوتیر بررسی شده 

نتایج زیر حاصل شد:
(که یک پارامتر متناسب با ابعاد میکروسکوپ است) مدل پارامتر .1

هاي کلاسیک و براساس تئوري،متمرکز سیستم برحسب نسبت ابعادي
غیرکلاسیک بررسی و مقایسه شدند که با افزایش نسبت ابعادي، 

تري را نسبت به تئوري غیرکلاسیک نشان تئوري کلاسیک روند سریع
داد.

. اگر ابعاد هندسی میکروتیر ثابت باشد و فقط ضخامت میکروتیر 2
ي پایدار ماندن توسط دو تئوري براکاهش یابد فاصله بحرانی ارائه شده 

یابد.سیستم، افزایش می
. با ثابت بودن طول و عرض میکروتیر و کاهش ضخامت آن، فاصله بحرانی 3

دهد نسبت به فاصله بحرانی تئوري که تئوري غیرکلاسیک پیشنهاد می
و درواقع دیدگاه دو تئوري تفاوت کندکلاسیک اختلاف زیادي پیدا می

و بالعکس با افزایش ضخامت، فواصل کنندزیادي نسبت به هم پیدا می
شوند. به عبارت دیگر ارائه شده توسط دو تئوري به یکدیگر همگرا می

هاي میکرون و کمتر از میکرون باشد، که ابعاد سازه در مقیاسهنگامی
کند. وقتی ضخامت اندازه ابعاد در رفتار دینامیکی سازه نقش ایفا می

ل در نظر نگرفتن اثرات اندازه دلیشود، بهمیکروتیر خیلی کوچک 
کلاسیک و توسط تئوري کلاسیک، فواصل پیشنهاد شدهء تئوري

کنند.غیرکلاسیک تفاوت زیادي نسبت به هم پیدا می
. همواره براي میکروتیري با هر ضخامتی، فاصله بحرانی ارائه شده توسط 4

باشد؛ تئوري کلاسیک بزرگتر از فاصله بحرانی تئوري غیرکلاسیک می
رسد نظریه کلاسیک براي اینکه سیستم در حالت پایدار که به نظر می

تر عمل ري غیرکلاسیک محتاطانهقرار داشته باشد نسبت به تئو
کند. تئوري کلاسیک به دلیل در نظرنگرفتن اثرات اندازه در می

هاي کوچک با توجه به ارائه فاصله بحرانی بزرگتر براي پایدار مقیاس
کند.م، ناحیه پایداري کوچکتري را پیشنهاد میماندن سیست
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و همکارانمحمد علی محمديتئوري گرادیان کرنشیبررسی رفتار دینامیکی میکروسکوپ نیروي اتمی براساس 

9، شماره 16، دوره 1395مهندسی مکانیک مدرس، آذر 164
	

نگرفتن اثرات اندازه هاي دو تئوري، ناشی از در نظرتفاوت بین دیدگاه. 5
که نسبت ابعادي افزایش یابد، توسط تئوري کلاسیک، هنگامی

توان همه پارامترهاي براي میکروتیري با این مشخصات، نمیباشد.می
قیاس نانو کاهش داد.همزمان تا مطولی را به طور 

تشکر و قدردانی-6
به دلیل "صندوق حمایت از پژوهشگران و فناوران کشور"نگارندگان از 

حمایت مالی در راستاي به ثمر رسیدن این مقاله کمال تشکر را دارند.
)94000927(شماره طرح :
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