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قرار گرفته است. مجموعه معادلات اي ضخامت مورد بررسی هاي دایره اي و حلقوي با تغییرات پلهدر این مطالعه خمش دینامیکی ورق
- هاي سري توانی و رانجاساس تئوري برشی مرتبه اول استخراج شده و با استفاده از یک روش نیمه تحلیلی بر مبناي روشدیفرانسیل حاکم بر

ینامیکی مختلف از قبیل نیروهاي هاي دها تحت بارگذاريشده رفتار دینامیکی ورقاساس روند تحلیل ارائهکوتاي مرتبه چهارم حل شده است. بر
هاي نامتقارن تواند بر هر ناحیه دلخواهی از ورق اعمال شود، قابل محاسبه است. همچنین ورقاي، پالس مثلثی و نوسانی که میاي، پالس پلهپله

عادلات دیفرانسیل حاکم، اي متنوع و با شرایط مرزي مختلف قابل تحلیل است. جهت استخراج مجموعه مهاي پلهعرضی متشکل از قسمت
هاي مختلف حلقوي و یک اي نیز به قسمتاي دایرههاي پلههاي مختلف حلقوي با ضخامت ثابت و ورقاي حلقوي به قسمتهاي پلهورق

مربوط صورت مجزا نوشته شده، سپس شرایط پیوستگیها بهاند. معادلات حاکم براي هریک از قسمتاي ضخامت ثابت تقسیم شدهقسمت دایره
هاي مختلف اعمال شده است. مقایسه انجام شده با نتایج حاصل از حل عددي اجزاي محدود (با ها در محل اتصال بخشها و تنشجاییبه جابه

هاي متنوع تحت شده براي ورقدهد که روند تحلیل ارائهبعدي نشان میاساس تئوري الاستیسیته سهافزار آباکوس) براستفاده از نرم
.هاي دینامیکی مختلف از دقت بسیار خوبی برخوردار استگذاريبار

کلید واژگان:
رفتار دینامیکی

روش نیمه تحلیلی
خمش

ايورق پله

Dynamic behavior analysis of FG circular and annular plates with stepped
variations of thickness under various load

Mohammad Molla-Alipour*

Department of Mechanical Engineering, University of Mazandaran, Babolsar 47416-13534, Iran
* P.O.B. 47416-13534 Babolsar, Iran, m.mollaalipour@umz.ac.ir

ARTICLE INFORMATION ABSTRACT
Original Research Paper
Received 01 May 2016
Accepted 02 June 2016
Available Online 23 July 2016

In this study, dynamic bending of FG circular and annular plates with stepped thickness variations is
examined. System of governing differential equations is derived based on the first order shear
deformation theory and solved by using a semi-analytical method based on the power series and the
fourth-order Runge–Kutta methods. On the basis of presented solution procedure, dynamic behavior
may be obtained for the plates under various dynamic loads such as stepped, stepped pulse, triangular
pulse and harmonic loads which can be imposed on the arbitrary parts of plates. Also, transverse
asymmetric plates with various stepped segments with various boundary conditions may be analyzed.
For derivation of system of governing differential equations, Stepped annular plates are divided into
multiple constant thickness annular segments and stepped circular plates are divided into multiple
annular and one circular segment with constant thickness. Governing equations are written for each
segment, individually. Then, continuity conditions of displacements and stresses are imposed between
various segments. Comparisons made with results of a numerical finite element code (ABAQUS
software) on the basis of the three dimensional theory of elasticity reveal that the obtained results by
using the proposed solution procedure have very good accuracy for various stepped plates under various
dynamic loads.
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مقدمه1-
ها از اهمیت دهنده سازهعنوان اجزاء اصلی تشکیلها بهها و پوستهتحلیل ورق

ها و یا جهت اي برخوردار است. در برخی موارد به دلیل وجود محدودیتویژه
شوند. از اي ضخامت ساخته میاین اجزاء با تغییرات پلهسازي وزن، بهینه

هاي مختلف ثر بارگذاريسوي دیگر بررسی یافتن پاسخ دینامیکی اجزاء در ا

کند که به دلیل وجود پیچیدگی نسبی، کمک بسیاري به طراحان می
ها انجام شده است.مطالعات کمتري بر رفتار دینامیکی و گذراي سازه

اي متقارن را توسط تئوري تغییر هاي دایرهرفتار دینامیکی ورق[1]چن 
[2]ار داد. سیوالک هاي عددي مورد تحلیل قرشکل برشی مرتبه اول و روش

هاي هاي عددي، خمش استاتیکی و دینامیکی ورقبا استفاده از روش
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مستطیلی نازك مستقر بر بستر الاستیک را تحلیل کردند. در مطالعه مورد 
صورت یکنواخت بر سطح ورق توزیع شده و چهار حالت نظر نیروي عرضی به

ار گرفته است. الف) نیروي شده مورد ارزیابی قردینامیکی که در ادامه ارائه
صورت پله در ابتدا اعمال شده و همواره اي نامحدود که در آن یک نیرو بهپله

صورت سینوسی از صفر آغاز ماند. ب) بارگذاري نوسانی که بهثابت باقی می
شکل که در آن یک Nشود. ج) بارگذاري شده و در مدت محدودي اعمال می

یابد تا به همان صورت خطی کاهش میدارد بهنیروي ثابت که در ابتدا وجود
رسد. د) اي به صفر میصورت پلهمقدار در جهت مخالف برسد و سپس به

صورت بارگذاري مثلثی که در آن یک نیروي ثابت که در ابتدا وجود دارد به
[خطی کاهش می ] حالت 3یابد تا به مقدار صفر برسد. پنگ و همکاران 

متقارن را بررسی کردند. در این مطالعه از تئوري ايدینامیکی ورق دایره
شده است. ایشان ابتدا با هاي غیر خطی استفادهکلاسیک ورق و کرنش

اي از معادلات معادله غیرخطی را به مجموعه1استفاده از تئوري اغتشاشات
مژدهی و خطی تبدیل کردند و سپس معادلات خطی را تحلیل کردند. رضایی

به تحلیل استاتیکی و دینامیکی ورق با استفاده از تئوري [4]همکاران 
پرداختند. در 2گلرکین-بعدي و روش بدون مش پتروفالاستیسیته سه

صورت سینوسی تحلیل دینامیکی انجام شده، ورق تحت  نیروي نوسانی به
به حل 3با استفاده از روش المان مرزي[5]بررسی شد. یوسچ و آلبوکورك 

اي و مربعی همگن تحت هاي دایرهدینامیکی حاکم بر ورقعددي معادلات
هاي دینامیکی در سه حالت بارگذاري با توزیع یکنواخت پرداختند. بارگذاري

بررسی شد. الف) بارگذاري پالس، ب) افزایش نیرو با زمان از صفر تا مقداري 
مشخص، سپس نیرو کاهش یافته تا به همان مقدار با جهت مخالف برسد در 

هایت دوباره نیرو افزایش یافته تا به صفر برسد و حذف گردد. قابل ذکر است ن
کند. ج) صورت خطی با زمان تغییر میکه در این حالت نیرو همواره به

بارگذاري نوسانی، همچنین در مطالعه دیگري که توسط ایشان با استفاده از 
4پوسته کم، معادلات دینامیکی حاکم بر ورق و[6]همان روش صورت گرفت 

شده در هاي بیانبر بارگذاريعمق همگن حل شد که در این مطالعه علاوه
اي حالات ب و ج، دو نوع بارگذاري دیگر نیز بررسی شده است. بارگذاري پله

صورت خطی از صفر تا مقداري ایی که نیرو با زمان بهو بارگذاري به گونه
ا به صفر برسد. این حالت یابد تمشخص افزایش یافته، سپس نیرو کاهش می
[7]شود. گلمکانی و محرابیان بارگذاري دوباره تکرار شده و سپس حذف می

هاي بزرگ فون با استفاده از تئوري برشی مرتبه اول و معادلات تغییر شکل
هاي حلقوي کامپوزیتی را بررسی کردند. هانگ کارمن، خمش غیر خطی ورق

طیلی مستقر بر بستر الاستیک ارتعاش آزاد ورق مست[8]و همکاران 
به معادله مشخصه 5غیریکنواخت را مطالعه کردند و با استفاده از تابع گرین

6با استفاده از روش بدون مش[9]ارتعاش آزاد دست یافتند. ساتر و همکاران 

صورت هاي هدفمند تحت بارهاي عرضی که بهخمش دینامیکی ورق
خمش ورق تحت .سی قرار دادندیکنواخت روي سطح توزیع شده مورد برر

(اعمال نیرو در یک بازه زمانی کوتاه) در نیروهاي عرضی پله اي و پالس 
مطالعه انجام شده مورد تحلیل قرار گرفت

اي ضخامت انجام شده، ها با تغییرات پلهدر رابطه با مطالعاتی که بر ورق
ل ارتعاش آزاد هاي مقادیر ویژه خصوصاً تحلیبیشتر تحقیقات مربوط به تحلیل

اي را با استفاده تئوري اي پله] ارتعاش آزاد ورق دایره10است. وو و همکاران [

																																																																																																																																											
1Perturbation technique
2 Meshless local Petrov–Galerkin method
3 Boundary element method
4 shallow shells
5 Green function
6 Meshless Method

اساس تئوري برشی مرتبه برصورت عددي تحلیل کردند.کلاسیک ورق به
یک حل دقیق براي معادلات ارتعاش آزاد ورق [11]اول، هانگ و همکاران 

با اي همگن در حالتی که شرایط مرزي آزاد برقرار باشد ارائه کردند.دایره
هاي مستطیلی کمانش ورق[12]استفاده از روش انرژي، رهایی و همکاران 

با استفاده از تئوري کلاسیک ورق و روش گاه ساده را بررسی کردند.با تکیه
حل دقیق معادلات کمانش ورق مستطیلی [13]اولچیچ و درازیچ ، رادس7لوي
اي که دو مرز تحت نیروي فشاري گیردار و دو مرز دیگر آزاد باشد محاسبه پله

با استفاده از تئوري برشی مرتبه اول به [14]کردند. جبارزاده و همکاران 
مطالعه اي ضخامت متغیر پرداختند. در هاي دایرهتحلیل کمانش حرارتی ورق

نظر گرفته شده صورت پیوسته درشده توسط ایشان تغییرات ضخامت بهانجام
ایی تغییر می کند که سطح و همچنین خواص ورق در راستاي عرضی به گونه

میانی از جنس فلز خالص و سطوح آزاد از جنس سرامیک خالص باشد. 
حلقوي را اي و هاي دایرهارتعاش آزاد ورق[15]هاشمی و همکاران حسینی

اساس تئوري برشی مرتبه اول و با استفاده از یک حل دقیق مطالعه کردند. بر
انجام [17]و دووان و همکاران [16]در مطالعاتی که توسط دووان و وانگ 

اي نازك همگن با هاي مستطیلی و دایرهشد به ترتیب ارتعاش آزاد ورق
استفاده از تئوري کلاسیک بررسی شد.

اي انجام شده بسیار محدود هاي پلههایی که بر ورقتحلیلبه طور نسبی 
اي، داراي هاي پلهشده بر ورقبوده و همچنین بیشتر مطالعات انجام

توان به مواردي از جمله هاي تحلیل مختلفی است که میمحدودیت
(عمدتاً یک متقارن بوردن ورق در راستاي عرضی، تعداد ناپیوستگی محدود 

هاي معین و یا شرایط مرزي خاص اشاره کرد. طبق گذاريناپیوستگی)، بار
اي هاي پلهاي بر خمش دینامیکی ورقاطلاعات نویسنده، تاکنون مطالعه

اي و هاي دایرهصورت نگرفته است. این مقاله به بررسی خمش دینامیکی ورق
اي ضخامت تحت بارهاي دینامیکی در حالت حلقوي هدفمند با تغییرات پله

ردازد. بدین منظور از تئوري برشی مرتبه اول و یک روش نیمه پکلی می
هاي یابی به معادلات حاکم بر ورقتحلیلی استفاده شده است. جهت دست

ها نوشته شده و پس از حل اي، ابتدا معادلات حاکم بر هر یک از قسمتپله
جایی و تنش به همراه شرایط مرزي مربوط به معادلات، شرایط پیوستگی جابه

8هاي داخلی و خارجی ورق اعمال شده است. از روش سري توانیقسمت

جهت حل مجموعه معادلات دیفرانسیل نسبت به پارامتر هندسی استفاده 
جهت حل وابستگی زمانی 9کوتاي مرتبه چهارم- شده و همچنین از روش رانج

شده جهت تحلیل، محدودیتی معادلات بهره گرفته شده است. در روند ارائه
ها، نوع بارگذاري دینامیکی و شرایط مرزي وجود براي تعداد ناپیوستگی
اساس هاي نامتقارن عرضی نیز قابل تحلیل است. برنداشته و همچنین ورق

این تحلیل محدودیت اعمال نیروي یکنواخت بر تمام سطح ورق وجود نداشته 
شود.تواند نیروهاي دینامیکی دلخواه اعمال هاي مختلف میو بر قسمت

ايپله11و حلقوي10ايسازي دینامیکی ورق دایرهمدل2-
اي که مطابق شکل اي و یا حلقوي پلهدر این قسمت روابط حاکم بر ورق دایره

اند ارائه گردیده است. جهت ) تشکیل شدهmتا 1هاي مختلفی (از قسمت1
هاي آن ها، ابتدا معادلات حاکم براي هر یک از قسمتتحلیل این ورق

نوشته شده و سپس شرایط ]19,18[12براساس تئوري برشی مرتبه اول

																																																																																																																																											
7 Meshless Method
8 Power series method
9 Fourth-order Runge–Kutta
10 Circular
11 Annular
12 First order Shear Deformation Theory (FSDT)
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هاي مختلف گاهی به همراه شرایط پیوستگی در محل تماس قسمتتکیه
هاي داخلی و گاهی براي مرزشود. براي ورق حلقوي شرایط تکیهاعمال می

گاهی براي اي کامل شرایط تکیهخارجی باید برقرار گردد و براي ورق دایره
شود.ز خارجی و شرایط تقارن در مرکز ورق اعمال میمر

اي کامل مقدار آن صفر شعاع داخلی ورق است که براي ورق دایره
,خواهد بود.  , هایی است که شعاع محل وجود ناپیوستگی …

تواند ناشی از تغییرات ناگهانی جنس، ضخامت و یا بارگذاري باشد.می
خارجی ورق است.شعاع همچنین 

صورت هدفمند درنظر گرفته شده است که خواص ورق مورد بررسی به
کند.در راستاي ضخامت تغییر می(1)هر قسمت آن طبق رابطه 

(1)

( ) = ( ) − ( ) ( )( ) + ( ),
( ) = ( ) − ( ) ( )( ) + ( ),

( ) =
ℎ( ) +

1
2

( )

( )و ( مدول یانگ و چگالی هر قسمت از ورق است که در سطح (
)رویین فلز  ( ) , ( )و در سطح زیرین سرامیک (( ( ) , ( حاصل ((
)خواهد شد.  نیز نسبت حجمی فلز است.(

براساس تئوري برشی مرتبه اول در حالت متقارن محوري، معادلات 
توان به صورت سه معادله دیفرانسیل میها راحاکم براي هر یک از قسمت

بیان کرد.(2)صورت رابطه مرتبه دو به

(2)

( )
,

( ) + ,
( )

−
( )

+

      ( )
,

( ) + ,
( )

−
( )

= ( ) ̈ ( ) + ( ) ̈ ( )

( )
,

( ) + ,
( )

−
( )

+

               ( )
,

( ) + ,
( )

−
( )

             − ̅( ) ( ) + ,
( ) = ( ) ̈ ( ) + ( ) ̈ ( )

̅( )
,

( ) + ,
( ) + ̅( ) 1 ( ) + ,

( ) =
( )( ) + ( ) ̈ ( )

تغییر mتا 1هاي ورق است که از بیانگر هر یک از قسمتiبالانویس 
ضریب تصحیح برش در تئوري برشی مرتبه اول است که مقدار آن  کند.می

هر هاي شعاعی و عرضیجاییجابهw(i)و u(i)درنظر گرفته شده است. 5/6
u0قسمت از ورق بوده و همچنین

(i)جایی شعاعی لایه میانی و جابه( )

)چرخش محور عمود بر صفحه براي هر قسمت است.  ) ،( )و ( )

هاي مختلف در هر قسمت است.هاي جرمی مرتبهاینرسی
)̅و A(i)،B(i)،D(i)مقادیر (3)صورت رابطه ) به2در مجموعه روابط ((

قابل بیان است.

(3)

( )

( )

( )
=

( )

1 − ( )

1
( )

( )

,

̅( ) =
( )

2(1 + ( ))

( )

( )

(شعاع داخلیتکیهشرایط  گاهی مختلف در شعاع داخلی ورق حلقوي 

Fig. 1 Model of a stepped circular/annular plate
اياي یا حلقوي پلهمدلی از ورق دایره1شکل 

اي کامل (شعاع هاي حلقوي و دایره) و شعاع خارجی ورق(ri)1ورق شماره 
.قابل بیان است))4-6صورت روابط () بهm(ro)خارجی ورق شماره 

گاه گیردارالف) شرط مرزي براي تکیه

(4)

( , )
,

= 0,
( , )

,
= 0,

( , )
,

= 0

گاه سادهب) شرط مرزي براي تکیه

(5)

( , )
,

= 0,

( , )
,

= ( , )
,

( , ) +
( )

( , ) +

                             ( , )
,

( , ) +
( )

( , ) = 0,

( , )
,

= 0
گاه آزادج) شرط مرزي براي تکیه

 (6)

( , )
,

= ( , )
,

( , ) +
( )

( , ) +

                             ( , )
,

( , ) +
( )

( , ) = 0,

( , )
,

= ( , )
,

( , ) +
( )

( , ) +

                             ( , )
,

( , ) +
( )

( , ) = 0,
( , )

,
= ̅( , ) ( , ) + ,

( , ) = 0

(7)صورت رابطه اي کامل شرایط طبیعی در مرکز ورق بهبراي ورق دایره
گاهی در لبه خارجی اعمال شود.که باید با شرط تکیهاست

(7)

( ) = 0,
( ) = 0,

,
( ) = 0

هاي مختلفی با ضخامت، خواص و یا براي حالتی که ورق از قسمت
جایی و بارگذاري متفاوتی تشکیل شده باشد شرایط پیوستگی توابع جابه

است.(8)هاي تنش در محل تماس باید برقرار گردد به صورت رابطه منتجه
( ) = ( ) ,

( ) = ( ) ,

( ) = ( ) ,
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(8)

( ) = ( ) ,

( ) = ( ) ,

( ) = ( ) = 1,2, … , − 1

اي و حلقوي داراي ناپیوستگیحل معادلات دینامیکی ورق دایره3-
جایی به متغیرهاي مکانی و که در تحلیل دینامیکی، توابع جابهبا توجه به این

هاي سري توانی زمانی وابسته است جهت حل معادلات حاکم از ترکیب روش
هاي یابی به مؤلفهکوتاي مرتبه دوم براي دست-(سري تیلور) و رانج

هاي العه مؤلفهاساس مکان و زمان استفاده شده است. در این مطجایی برجابه
اند (سري نظر گرفته شدهدر(9)صورت رابطه جایی، سرعت و شتاب بهجابه

تیلور حول شعاع خارجی).

(9)

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ ( )( , ) = ,

( ) ( − ) ,

( )( , ) = ,
( ) ( − )

( ) ( , ) = ,
( ) ( − )

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ ̇ ( )( , ) = ,

( ) ( − ) ,

̇ ( )( , ) = ,
( ) ( − )

̇ ( ) ( , ) = ,
( ) ( − )

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ ̈ ( )( , ) = ,

( ) ( − ) ,

̈ ( )( , ) = ,
( ) ( − )

̈ ( ) ( , ) = ,
( ) ( − )

شمارنده مربوط به ضرایب سري lو شعاع خارجیroبالا روابطدر 
هندسی سري است. در حالت دینامیکی که سري توانی در هر لحظه تغییر 

جایی در لحظات مختلف استفاده براي بیان توابع جابهjکند از شمارنده می

)هاي زمانی است بیانگر شمارنده گامjشده است. در واقع  = ∆ ) .
r/1و مقادیر q(i)همچنین جهت حل معادلات حاکم، از بسط نیروي خارجی 

مورد استفاده قرار گرفته (10)صورت رابطه حول شعاع خارجی بهr2/1و 
است.

(10)

( ) = ( ) ( − ) ( )( )

1
= − −

1
( − )

1
= ( + 1) −

1
( − )

( صورت تواند بهتابع تغییرات نیرو نسبت به زمان است که می(
( ∆ بیان شود.(

و اعمال برخی (2)در مجموعه روابط (10)و (9)گذاري روابط با جاي
هاي مختلف صورت ضرایبی از توانتوان بهسازي، معادلات حاکم را میساده

( − استخراج کرد.(11)صورت رابطه به(

(11)

( ) (1 + 2)( + 1) ,
( ) −

−
1

( − + 1) ,
( ) −

( + 1) −
1

,
( ) +

( ) (1 + 2)( + 1) ,
( ) −

−
1

( − + 1) ,
( ) −

( + 1) −
1

,
( )

       − ( )
,

( ) − ( )
,

( ) ( − ) = 0

( ) ( + 1)( + 2) ,
( ) −

−
1

( − + 1) ,
( ) −

( + 1) −
1

,
( ) +

( ) ( + 1)( + 2) ,
( ) −

−
1

( − + 1) ,
( ) −

( + 1) −
1

,
( ) −

̅( )
,

( ) + ( + 1) ,
( ) − ( )

,
( )

           − ( )
,

( ) ( − ) = 0

̅( ) ( + 1) ,
( ) − −

1
,

( ) +

( + 1)( + 2) ,
( ) −

−
1

( − + 1) ( ) +

( ) ( )( Δ ) − ( )
,
( ) ( − ) = 0

Lها شود تا پاسختوانی است و به نحوي تعیین میهاي سري تعداد جمله
صورت با دقت مورد نظر همگرا گردد. جهت برقراري معادلات حاکم که به

)هاي مختلف بیان شده است، ضرایب توان(11)مجموعه روابط  − در (
هاي مختلف صفر شود.هر یک از روابط باید در زمان

جایی براساس سري بیان شده توسط رابطه هاي جابهگذاري مؤلفهبا جاي
(روابط (9) اساس شرایط مرزي در هر لحظه بر، )(4-6)در شرایط مرزي 

استخراج خواهند شد.،(12)سري، به صورت رابطه 
گاه گیردارالف) شرط مرزي براي تکیه
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(12)

,
( , ) ( − )

,

= 0,

,
( , ) ( − )

,

= 0,

,
( , ) ( − )

,

= 0

گاه سادهب) شرط مرزي براي تکیه
) مشابه w(i)و u(i)جایی شعاعی و عرضی (شرایط مرزي مربوط به جابه

(صفر بودن گشتاور خمشی در مرز) به(12)رابطه  صورت بوده و شرط دوم 
تغییر خواهد یافت.(13)رابطه 

(13)

( , ) ( + 1) ,
( , ) +

( )

,
( , ) +

( , ) ( + 1) ,
( , ) +

( )

,
( , )

( − )
,

= 0,

گاه آزادج) شرط مرزي براي تکیه
در این حالت باید شرط صفر بودن گشتاور خمشی در مرز که توسط 

بیان شد همراه شرایط صفر بودن نیروي محوري و نیروي برشی عرضی (13)رابطه 
برقرار گردد.(14)صورت روابط به

(14)

( , ) ( + 1) ,
( , ) +

( )

,
( , ) +

( , ) ( + 1) ,
( , ) +

( )

,
( , )

                                                     ( − )
,

= 0,

,
( , ) + ( + 1) ,

( , ) ( − )
,

= 0

صورتی ساده که در ادامه ارائه به)r=ro(شرایط مرزي در شعاع خارجی 
) قابل بیان است.15-17صورت روابط (شده به

الف) مرز گیردار

(15)

,
( ) = 0,

,
( ) = 0,

,
( ) = 0

ب) مرز ساده

(16)

,
( ) = 0,

( )
,

( ) +
( )

,
( ) +

( )
,

( ) +
( )

,
( ) = 0,

,
( ) = 0

ج) مرز آزاد

(17)

,
( ) +

( )

,
( ) = 0,

,
( ) +

( )

,
( ) = 0,

,
( ) + ,

( ) = 0

اي کامل نیز براساس سري بیان شده شرایط طبیعی در مرکز ورق دایره
قابل بیان است.(18)صورت رابطه ) در هر لحظه به9در رابطه (

(18)

,
( ) ( − ) = 0,

,
( ) ( − ) = 0,

( + 1) ,
( ) ( − ) = 0

قابل نوشتن (19)صورت روابط ها بهروابط پیوستگی نیز براساس سري
است.

 (19)

,
( ) ( − )

( )

= ,
( ) ( − )

( )

,

,
( ) ( − )

( )

= ,
( ) ( − )

( )

,

,
( ) ( − )

( )

= ,
( ) ( − )

( )

( ) ( + 1) ,
( ) +

( )

,
( ) +

+ ( ) ( + 1) ,
( ) +

( )

,
( ) ( − ) ( )=

( ) ( + 1) ,
( ) +

( )

,
( ) +

( ) ( + 1) ,
( ) +

( )

,
( ) (

− )
( )

( ) ( + 1) ,
( ) +

( )

,
( ) +

( ) ( + 1) ,
( ) +

( )

,
( ) ( − )

( )
=

( ) ( + 1) ,
( ) +

( )

,
( ) +

+ ( ) ( + 1) ,
( ) +

( )

,
( ) (

− )
( )

̅( )
,

( ) + ( + 1) ,
( ) ( − ) ( ) =

̅( )
,

( ) + ( + 1) ,
( ) (

− ) ( )
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هاي شتاب و سرعت در یک گام کوتا، مؤلفه-از سوي دیگر در روش رانج
جایی در گام هاي شتاب، سرعت و جابهبا مؤلفه(20)صورت رابطه زمانی به

زمانی پیشین ارتباط دارند (گام زمانی است):

 (20)

̈ , =
4

Δ , − , − Δ ̇ , −
1
4 Δ ̈ ,

̇ , = ̇ , +
Δ
2

̈ , +
Δ
2

̈ ,

صورت روابط شرایط اولیه ورق براي حالتی که ورق ساکن است به
) است.22,21(

 (21)⎩
⎨

⎧
( )( , 0) = 0 → ,

( ) = 0
( )( , 0) = 0 → ,

( ) = 0
( ) ( , 0) = 0 → ,

( ) = 0

(22)⎩
⎨

⎧ ̇ ( )( , 0) = 0 → ,
( ) = 0

̇ ( )( , 0) = 0 → ,
( ) = 0

̇ ( ) ( , 0) = 0 → ,
( ) = 0

هاي ورق در هر لحظه جایی هر یک از قسمتهاي جابهبراي یافتن مؤلفه
,باید ضرایب 

( ) ،,
( ,و (

( تعیین شود.(
صورت زیر است.روند یافتن این ضرایب به

هاي )، ضرایب مؤلفه11ابتدا با اعمال شرایط اولیه ورق در رابطه (·

,یعنی ضرایب t=0شتاب در لحظه 
( ) ،,

( ,و (
( )

(l=0,1,2,…, L).محاسبه خواهند گردید

(20)و استفاده از روابط j=1براي (11)با حل مجموعه معادلات ·
جایی در لحظه اول هاي جابه، ضرایب مربوط به مؤلفه(21)و 

,
( )،,

( )  و ( ≥ 2)    ,
( ,اساس بر(

( ) ،

,
( ) ،,

( ) ،,
( ) ،,

( ,و (
( ))6m (مجهول

بیان خواهند گردید.

رابطه)، شرایط 3گاهی در مرز خارجی (با اعمال شرط تکیه·
رابطه) و (m-1)6هاي مختلف (پیوستگی در محل تماس قسمت

گاهی در مرز داخلی ورق حلقوي و یا شرایط تقارن در شرط تکیه
خواهد شد که با رابطه حاصل 6mرابطه)، 3اي (مرکز ورق دایره
ها مجهولات بیان شده در گام پیشین تعیین استفاده از آن

خواهند شد.

هاي زمانی مختلف، توابع براي گام3و 2با تکرار مراحل ·
دست خواهند آمد.جایی در لحظات مختلف بهجابه

ارائه نتایج4-
اي اي و حلقوي تحت نیروههاي دایرهاین قسمت به ارائه و بررسی خیز ورق

هاي مختلف ازجمله هاي داراي ناپیوستگیپردازد. ورقدینامیکی مختلف می
ناپیوستگی خواص، ضخامت و بارگذاري با توجه به استفاده از روند تحلیل 

اي هاي پیشین قابل بررسی است. ورق با تغییرات پلهشده در قسمتبیان
یز مورد بررسی ایی که ورق در راستاي عرضی نامتقارن باشد نضخامت به گونه

توان به بررسی تمام که در یک مقاله نمیقرار گرفته است. با توجه به این
آلومینا ارائه -موارد پرداخت، در این مقاله نتایج براي ورق هدفمند آلومینیوم

صورت خطی به شده است که سطح رویین از جنس آلومینیوم بوده و به
)آلومینا در سطح زیرین  ( ) = رسد.می(1

صورت ضریب یانگ و چگالی براي فلز آلومینیوم و سرامیک آلومینا به
) است.23(رابطه 

لحاظ شده است.0.3ضریب پواسون نیز 
اي و سپس ورق حلقوي مورد بررسی ابتدا خمش دینامیکی ورق دایره

هاي مختلف رسم شده ها در شعاعگرفته و خمش دینامیکی این ورققرار 
که طبق اطلاعات نویسنده تاکنون نتایجی براي تحلیل است. با توجه به این
بررسی دقت و اي ارائه نشده است جهتاي و حلقوي پلهدینامیکی ورق دایره

توسط صحت نتایج حاصله، این نتایج با نتایج حاصل از حل اجزاي محدود که 
اي از نمونه2افزار آباکوس استخراج گردیده، مقایسه شده است. در شکل نرم

اي ضخامت نشان داده شده است.بندي ورق حلقوي با تغییرات پلهمش
بعدي در حالت متقارن در روش اجزاي محدود از روش الاستیسیته سه

مرتبه دوم هاي تر از المانمحوري استفاده شده است. جهت یافتن نتایج دقیق
ها ) استفاده شد. ابتدا همگرایی مربوط به تعداد المانCAX8Rگرهی (8

هاي هندسی مختلف بررسی شد. براي اطمینان از صحت نتایج براي شکل
ها بیشتر از حاصل از روش اجزاي محدود براي حالات مختلف، تعداد المان

ن منظور براي تعداد لازم براي همگرایی پاسخ در نظر گرفته شده است. بدی
اي با تغییرات المان، ورق دایره2000اي با ضخامت یکسان تحلیل ورق دایره

المان لحاظ شده است. جهت 5800المان و براي ورق حلقوي 4800ضخامت 

استفاده 1افزار آباکوس نیز از روش دینامیکی ضمنیتحلیل دینامیکی در نرم
هاي دینامکی همگرا شده نیز پاسخ1E-4شده است. اگرچه با گام زمانی 

هاي صحیح در حالات یابی به پاسخاست با این وجود جهت اطمینان از دست
درنظر گرفته شده است.1E-5صورت ثابت با مقدار مختلف، گام زمانی به

بندي افزار آباکوس از روش قسمتسازي ورق هدفمند در نرمجهت مدل
ق توسط خطوط افقی با فواصل مساوي استفاده شده است، بدین صورت که ور

هاي مختلفی تقسیم شده و سپس به هر قسمت خواص مجزایی به قسمت
اعمال شده است تا سطح رویین از جنس آلومینیوم بوده و به تدریج به 

ها، ورق هدفمند آلومینا در سطح زیرین برسد. با افزایش تعداد قسمت
یافتن تعداد تقسیمات مورد سازي خواهد شد. براي تر مدلصورت دقیقبه

30نیاز، یک بررسی همگرایی انجام و مشاهده شد که با تقسیم ورق به 
ها همگرا شده و افزایش تعداد قسمت مجزا و اعمال خواص هر قسمت، پاسخ

ها نخواهد داشت.ها تأثیري بر پاسخقسمت
جهت مقایسه نتایج حاصل از حل تحلیلی و اجزاي محدود، خیز 

هاي مختلف توسط هر دو روش استخراج و با یه میانی در شعاعدینامیکی لا
یکدیگر مقایسه شده است.

ايخمش دینامیکی ورق دایره1-4-
اي گیردار تحتدر این قسمت نتایج مربوط به خمش دینامیکی ورق دایره

Fig. 2 Discretization of the annular plates in ABAQUS software
افزار آباکوسورق حلقوي در نرمبندي مش2شکل 

																																																																																																																																											
1 Dynamic implicit

)23(
= 2700 / ,= 70 ,

= 3800 /= 380 ,
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خمش 6-3هاي هاي دینامیکی متنوع ارائه شده است. در شکلبارگذاري
نشان داده شده است که در 0.2اي با ضخامت ثابت دینامیکی ورق دایره

اند. این نحوه نیروهاي دینامیکی متنوعی اعمال شده0.1اي به قطر ناحیه
تواند مورد استفاده قرار ورق نیز میبارگذاري جهت بررسی ضربه در مرکز

ها تحت نیروي متمرکز، هرچند نیروها در هاي مربوط به سازهگیرد. در تحلیل
تر هاي مناسبمحدوده بسیار کوچک اعمال شوند، اما جهت یافتن پاسخ

طور تر است تا این نیرو بههاي تحت بارگذاري، مناسبویژه در قسمتبه
مورد بررسی قرار گیرد. براي نمونه در حالتی که گسترده در محدوده مشخص 

نیروي متمرکز درنظر گرفته شود نیروي برشی عرضی در محل بارگذاري 
نامحدود خواهد بود که نتیجه مناسبی نیست؛ بنابراین استفاده از نیروي 

تر است.تر بوده به حالت واقعی نزدیکگسترده در ناحیه معین مناسب
نوع بارگذاري دینامیکی مورد بررسی 3اي تحت ایرههاي ددر این قسمت ورق

قرار گرفته است:
ها به ورق زماندر تمام: نیرویی ثابتq(t)=H(t)بارگذاري پله- 1

شود.اعمال می
=q(t)اي بارگذاري پالس پله- 2  H(t)-H(t-t0) در این نوع :

به )t0(طی مدت اي تنها براي مدت کوتاهیبارگذاري، نیرویی پله
گردد.ورق اعمال می

صورت سینوسی و : بارگذاري بهq(t)=sin(ωt)بارگذاري نوسانی - 3
شود.هاي مختلف به ورق اعمال میبا فرکانس

H(t-t0) تابع پله که مقدار آن در زمانt <t0 صفر بوده و درt>t0 یک
است.

و 0.3هاي ، تغییرات زمانی خیز ورق در مرکز و شعاع6-3هاي در شکل
مربوط به خمش دینامیکی ورق تحت بارگذاري 3ارائه شده است. شکل 0.7

هاي پالس خیز ورق تحت بارگذاري4است. در شکل 1MPaپله با مقدار 
(بارگذاري پلهپله اي در یک مدت زمان کوتاه) ارائه شده که بار یکنواخت اي 

1MPa ثانیه اعمال میلی1و 0.5در ناحیه مرکزي به ترتیب در مدت زمان
شود که بارگذاري پله موجب حرکت نوسانی ورق با شده است. مشاهده می

ایی دوره زمانی ثابت شده و دامنه نوسان نقاط مختلف متفاوت است. به گونه
وده و با نزدیک شدن به مرز خارجیکه دامنه نوسان در مرکز ورق بیشینه ب

Fig.  3 Time variations of the deflection of the clamped FG circular
plate subjected to stepped load at the center of the plate

گاهی گیردار تحت اي هدفمند با شرایط تکیهتغییرات زمانی خمش ورق دایره3شکل 
بارگذاري پله در مرکز ورق

(a)
(الف)

(b)
(ب)

Fig.  4 Time variations of the deflection of the clamped FG circular
plate subjected to pulse load with time duration (a) 0.5 ms and (b) 1 ms
at the center of the plate

گاهی گیردار تحت اي هدفمند با شرایط تکیهتغییرات زمانی خمش ورق دایره4شکل 
ثانیه در مرکز ورقمیلی1و (ب) 0.5ه زمانی (الف) بارگذاري پالس با باز

کاهش یافته تا به صفر برسد. ورق تحت بارگذاري پله همواره از صفر تا یک 
کند.کند و جهت خیز تغییر نمیمقدار بیشینه نوسان می

در بارگذاري پالس نیز خیز ورق نوسانی است، اما دامنه نوسان در زمان 
آن متفاوت است. دامنه نوسان پس از حذف نیرو اعمال نیرو و پس از حذف

به میزان خیز در لحظه حذف نیرو بستگی دارد، همچنین پس از حذف بار 
هاي دهد و بین دو مقدار بیشینه با علامتخیز ورق تغییر علامت نیز می

کند.مخالف نوسان می
ثانیه دراساس میلیزمان تقریبی مربوط به خیزهاي بیشینه و کمینه بر

فرکانس نوسان 3اساس شکل نشان داده شده است. بر4و 3هاي شکل
هرتز 4215ها هرتز و با درنظر گرفتن باقی سیکل4187اساس سیکل اول بر

اي هدفمند شده بر فرکانس طبیعی ورق دایرهاست. با توجه به مطالعات انجام
=اي برابر با نخستین فرکانس طبیعی این ورق دایره[21,20]

هرتز است؛ بنابراین فرکانس غالب بر نوسان تقریباً همان فرکانس 4351.92
کانس طبیعی اول ورق، فرکانس غالبنیز فر4اساس شکل اول ورق است. بر
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بر نوسان است.
، خمش دینامیکی ورق تحت بارگذاري نوسانی 6و 5هاي در شکل

q(t) = sin( ) 1 هاي مختلف ارائه در ناحیه مرکزي ورق و با فرکانس6
، فرکانس بارگذاري برابر با اولین فرکانس طبیعی یعنی 5شده است. در شکل 

= طوري که مشاهده نظر گرفته شده است و هماندر4351.92
یابد که همان پدیده تشدید شود خیز ورق با گذشت زمان افزایش میمی

هاي نوسانی با نصف و دو برابر تحت بارگذاريخیز ورق5است. در شکل 
رود در یک گونه که انتظار میاولین فرکانس طبیعی آورده شده است. همان

ها با افزایش فرکانس نیروي اعمالی افزایش بازه زمانی مشخص، تعداد نوسان
یابد.می

اي که داراي سه اي با تغییرات ناپیوسته ضخامت به گونهخیز ورق دایره
هاي مختلف بوده و همچنین در راستاي عرضی نامتقارن حیه با ضخامتنا

نمایش داده شده است. ضخامت ورق مورد بررسی 8و 7هاي باشد در شکل
ها به این صورت است که در نواحی مرکزي، ورق داراي بیشترین در این شکل

یابد. در ضخامت بوده و با نزدیک شدن به مرز خارجی مقدار آن کاهش می
، در ناحیه 0.2داراي مقدار 0.3واقع ضخامت ورق در ناحیه داخلی به شعاع 

(تا 0.6تر از هاي بزرگو در شعاع0.15داراي مقدار 0.6و 0.3بین شعاع 
است.0.1) مقدار آن 1شعاع 

صورت ترکیبی از نیز به8و 7هاي بارگذاري ورق مورد بررسی در شکل
)صورت بارگذاري پله و نوسانی به ) = [1 + sin( )] است. در 6

(بیشترین ضخامت) 0.3این نیرو در ناحیه داخلی ورق با شعاع 7شکل 
اعمال شده است.
20هاي زمانی اي در بازه، نیروي ترکیبی نوسانی و پله8در شکل 

ثانیه میلی20گیرد. این نیرو ابتدا به مدت ثانیه بر نواحی مختلف قرار میمیلی
ثانیه به میلی40-20اعمال شده، در بازه زمانی 0.2بر ناحیه اول با ضخامت 

60-40منتقل شده، سپس در بازه زمانی 0.15ناحیه بعدي با ضخامت 
منتقل شده و سپس مجدداً به ناحیه 0.1ثانیه به ناحیه بعدي با ضخامت میلی

یابد.اول اعمال شده و این روند ادامه می
بعدي استخراج شده قایسه نتایج ارائه شده با حل الاستیسیته سهبا م

شود که روند تحلیل از دقت بسیارافزار آباکوس، مشاهده میتوسط نرم

Fig.  5 Time variations of the deflection of the clamped FG circular
plate subjected to sinusoidal load sin( ) 1 6 at the center of the
plate

گاهی گیردار اي هدفمند با شرایط تکیهتغییرات زمانی خمش ورق دایره5شکل 
)sinتحت بارگذاري سیسنوسی  ) 1E6در مرکز ورق

(a)
(الف)

(b)
(ب)

Fig.  6 Time variations of the deflection of the clamped FG circular
plate subjected to sinusoidal load (a) sin(0.5 ) 1E6  and (b)
sin(2 ) 1E6 at the center of the plate

گاهی گیردار اي هدفمند با شرایط تکیهتغییرات زمانی خمش ورق دایره6شکل 
sin(0.5تحت بارگذاري سیسنوسی (الف) ) 1E6 (ب) sin(2و  ) 1E6

در مرکز ورق

مناسبی برخوردار است.

خمش دینامیکی ورق حلقوي2-4-
گاهی مختلف مورد بررسی قرار در این قسمت ورق حلقوي تحت شرایط تکیه

لحاظ شده است. ورق داراي دو 0.2گرفته است. شعاع داخلی ورق 
اي که در این است، به گونه0.7و 0.3هاي ناپیوستگی ضخامت در شعاع

بوده و در خارج از این 0.2) داراي ضخامت 0.7تا 0.3محدوده (شعاع 
است. بارگذاري اعمالی نیز تنها بر ناحیه با 0.1محدوده داراي ضخامت 

صورت پالس مثلثی درنظر گرفته شده است. اعمال شده و به0.2ضخامت 
20صورت خطی با زمان تغییر کرده و در مدت بارگذاري دینامیکی اعمالی به

صورت خطی کاهش یافته دوباره بهرسد، سپس مگاپاسکال می1ثانیه به میلی
شود. توابع بارگذاري پیش ثانیه به صفر رسیده و حذف میمیلی40و در مدت 

)صورت ثانیه بهمیلی20از  ) = ( /0.002)1E6 تا20و در بازه زمانی
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Fig.  7 Time variations of the deflection of the clamped FG circular
plate with stepped thickness variations subjected to stepped and
harmonic dynamic load ( ) = [1 + sin( 1 )]1E6  at the center of
the plate

اي ضخامت اي هدفمند گیردار با تغییرات پلهتغییرات زمانی خمش ورق دایره7شکل 
)اي تحت بارگذاري دینامیکی ترکیبی نوسانی و پله ) = [1 + sin( 1 )]1E6

در مرکز ورق

Fig.  8 Time variations of the deflection of the clamped FG circular
plate with stepped thickness variations subjected to dynamic stepped
and harmonic dynamic load ( ) = [1 + sin( 1 )]1E6 at the various
parts of the plate

اي ضخامت اي هدفمند گیردار با تغییرات پلهتغییرات زمانی خمش ورق دایره8شکل 
)اي تحت بارگذاري دینامیکی ترکیبی نوسانی و پله ) = [1 + sin( 1 )]1E6

هاي مختلف ورقدر قسمت

)صورت ثانیه بهمیلی40 ) = [1 − ( − 0.002)/0.001]1E6.است
مربوط به خمش ورق نامتقارن عرضی است، حالتی که 11-9هاي شکل

سطح زیرین ورق مسطح بوده و ناپیوستگی در سطح رویین ورق وجود دارد. 
(تقارن هندسی نسبت به لایه 12در شکل  ورق در حالت متقارن عرضی 

میانی) بررسی شده است.
گاه داخلی گیردار و خمش دینامیکی مقاطع مختلف ورق حلقوي با تکیه

نشان داده 10و 9هاي گاه خارجی گیردار و ساده به ترتیب در شکلهتکی
شده است.

به نسبت مشابه بوده، ولی 11و 10هاي روند تغییرات خیز در شکل
گاه خارجی ساده باشد بیشتر از حالتیمقدار خیز ورق در حالتی که تکیه

Fig.  9 Time variations of the deflection of the clamped-clamped FG
annular plate with asymmetric stepped thickness variations subjected to
triangular pulse load

اي گیردار با تغییرات پله-اي هدفمند گیردارتغییرات زمانی خمش ورق دایره9شکل 
بارگذاري پالس مثلثینامتقارن ضخامت تحت 

Fig. 10 Time variations of the deflection of the clamped- simply
supported FG annular plate with asymmetric stepped thickness
variations subjected to triangular pulse load

اي با تغییرات پلهساده -اي هدفمند گیردارتغییرات زمانی خمش ورق دایره10شکل 
نامتقارن ضخامت تحت بارگذاري پالس مثلثی

گونه که مشخص است پس از گاه خارجی گیردار باشد. هماناست که تکیه
کند.حذف نیرو، ورق با دامنه ثابت حول وضعیت تعادل خود نوسان می

گاه خارجی گاه داخلی آزاد و تکیهخمش دینامیکی ورق حلقوي با تکیه
و 11هاي ي دو حالت نامتقارن عرضی و متقارن به ترتیب در شکلگیردار برا

مشخص است که در 12و 11هاي نشان داده شده است. با مقایسه شکل12
گاهی، خیز ورق نامتقارن عرضی حالت یکسان جرم، بارگذاري و شرایط تکیه

(حالت نسبت به ورق متقارن کمتر است. با توجه این که در حالت اول 
نامتقارن عرضی) فاصله ذرات نسبت به تار خنثی بیشتر از حالت دوم (حالت 
متقارن) است ورق در مقابل خمش استحکام بیشتري داشته و خیز کمتري 

ایجاد خواهد شد.

گیرينتیجه5-
-هاي توانی و رانجبر روش سريبا استفاده از یک روش نیمه تحلیلی مبتنی
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Fig. 11 Time variations of the deflection of the free-clamped FG
annular plate with asymmetric stepped thickness variations subjected to
triangular pulse load

اي گیردار با تغییرات پله-اي هدفمند آزادتغییرات زمانی خمش ورق دایره11شکل 
پالس مثلثینامتقارن ضخامت تحت بارگذاري 

Fig. 12 Time variations of the deflection of the free-clamped FG
annular plate with symmetric stepped thickness variations subjected to
triangular pulse load

اي گیردار با تغییرات پله-اي هدفمند آزادتغییرات زمانی خمش ورق دایره12شکل 
ضخامت تحت بارگذاري پالس مثلثیمتقارن

اي و حلقوي مورد اي دایرههاي پلهکوتاي مرتبه چهارم، رفتار دینامیکی ورق
اي بدون هاي پلهتوان ورقاساس تحلیل ارائه شده میبررسی قرار گرفت. بر

ها در حالت محدودیت در تعداد ناپیوستگی مورد مطالعه قرار گیرد. ورق
سادگی قابل تحلیل است. در قسمت ارائه نتایج، نامتقارن عرضی نیز ب

هاي مختلف ورق مورد هاي دینامیکی متنوع اعمال شده بر قسمتبارگذاري
بررسی قرار گرفت و مشاهده شد که در حالت بارگذاري پله، رفتار ورق 

صورت نوسانی بوده و فرکانس غالب بر نوسان همان فرکانس طبیعی اول به
هاي هندسی و شرایط مرزي مختلف نیز تحلیل ا شکلها باست، همچنین ورق

شد. جهت بررسی صحت و دقت نتایج حاصل از حل ارائه شده، این نتایج با 

افزار آباکوس آمده از نرمدستبعدي بههاي حاصل از حل الاستیسیته سهپاسخ
ردار است.مقایسه و مشاهده شد که روند تحلیل از دقت بسیار مناسبی برخو
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