
 

 522-514ص ص ،12شماره  ،17، دوره 1396اسفند ،مهندسی مکانیک مدرس مجله
        

 
 

 ماهنامه علمی پژوهشی 

 مدرس مکانیکمهندسی 

  mme.modares.ac.ir 

 

  

  

  

  
        

 

 

 :Please cite this article using :نمایید برای ارجاع به این مقاله از عبارت ذیل استفاده

M. R. Salehi Kolahi, H. Moeinkhah, Non-linear vibration of curved microbeam under electrostatic actuation by using reduced order model and finite element simulation, Modares 

Mechanical Engineering, Vol. 17, No. 12, pp. 514-522, 2018 (in Persian) 

با استفاده از  منحنی تحت تحریک الکترواستاتیک بررسی ارتعاشات غیرخطی میکروتیر

 سازی اجزای محدودمدل کاهش مرتبه و شبیه

 *2، حسین معین خواه1محمد رضا صالحی کلاهی

 مهندسی مکانیک، دانشگاه سیستان و بلوچستان، زاهداندانشجوی کارشناسی ارشد،  -1

 استادیار، مهندسی مکانیک، دانشگاه سیستان و بلوچستان، زاهدان -2
 hmoein@eng.usb.ac.ir،  987-98155* زاهدان، صندوق پستی 

 چکیده  اطلاعات مقاله
 مقاله پژوهشی کامل

 1396 مهر 18دریافت: 
 1396 آذر 14پذیرش: 

 1396دی  01ارائه در سایت: 

پله در این مقاله به بررسی رفتار دینامیکی و ارتعاشات غیر خطی یک میکروتیر دو سرگیردار با شکل اولیه منحنی و تحت تحریک الکترواستاتیک  
این ویژگی اساس پیدایش میکروتیرهای منحنی تحت بارگذاری عرضی، ممکن است دو حالت پایدار را از خود نشان دهند و  پرداخته شده است.

معادلات حرکت با استفاده از روش انرژی و اصل همیلتون استخراج شده و سپس با استفاده از  باشد.های میکروالکترومکانیکی دوپایا میسیستم
به  بعدلرکین، معادله بیبعد نوشته شده است. با استفاده از یک مدل کاهش مرتبه بر مبنای روش گابعد سازی مناسب، در فرم بیپارامترهای بی

کوتای مرتبه چهار برای -روش رانگ گسسته سازی شده و به یک دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی و غیرخطی تبدیل شده است. دست آمده
ت. در ادامه تأثیر فیزیکس استفاده شده اسافزار کامسول مولتیسازی اجزای محدود از نرمکار برده شده است. برای شبیهحل دستگاه معادلات به

ج نشان پارامترهای مختلف نظیر پارامتر ولتاژ، میرایی، خیز اولیه نقطه میانی و طول گپ بر روی رفتار دینامیکی میکروتیر بررسی شده است. نتای
متر میرایی از انتقال به یابد. همچنین مشاهده شد که افزایش پارادهد که با افزایش خیز اولیه نقطه میانی، ولتاژ بحرانی پولین کاهش میمی

 .کنددومین حالت پایدار جلوگیری می
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 In this research, the dynamic behavior and nonlinear vibration of a clamped-clamped initially curved 

microbeam under electrostatic step actuation is investigated. The initially curved microbeams under 
transverse loading may exhibit two different stable states and this is the basis of the emergence of bi-

stable micro electro mechanical systems (MEMS). The equation of motion is derived based on energy 

method and Hamiltonian principle, and re-written in non-dimensional form by using appropriate non-
dimensional parameters. The resultant equation of motion in non-dimensional form is discretized and 

converts to a system of nonlinear ordinary differential equations by using a reduced order model based 

on the Galerkin procedure. Runge-kutta method of order four is employed to solve the resulting system 
of nonlinear ordinary differential equations. COMSOL Multiphysics software is used for finite element 

simulation. Then, the effect of various parameters including voltage parameter, damping, initial 

midpoint elevation and gap length is investigated. It is concluded that the critical voltage of pull-in is 
decreased by increasing of the initial midpoint elevation. Also The results depict that by increasing of 

the damping parameter, the possibility of transition between two stable stats is eliminated. 
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 مقدمه 1-

های منحصر به فرد خود با ویژگی 1های میکرو الکترومکانیکیامروزه سیستم

نظیر اندازه کوچک، دقت بالا و توان مصرفی پایین مورد توجه بسیاری از 

های میکروالکترومکانیکی . در اکثر سیستم[1]اند پژوهشگران قرار گرفته

سیلیکون به دلیل داشتن خواص مکانیکی و فیزیکی مناسب به عنوان ماده 

                                                                                                                                  
1 Micro Electro Mechanical Systems (MEMS) 

ها، استفاده های موجود در این سیستم. یکی از ساختار[2]ارد اصلی کاربرد د

از میکروتیر تخت به عنوان الکترود متحرک بوده که توسط یک فضای 

. اعمال ولتاژ بین دو الکترود [3,4]شود الکتریک از الکترود ثابت جدا میدی

الکترودها و در  )فشار الکترواستاتیک( بر روی 2منجر به ایجاد فشار کولمب

گردد. با رسیدن ولتاژ به یک مقدار نتیجه تغییر شکل الکترود متحرک می

                                                                                                                                  
2 Coulomb Pressure 
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معین نیروهای داخلی میکروتیر از تعادل با فشار کولمب خارج شده و باعث 

( و با 1شوند که میکروتیر به سمت الکترود ثابت کشیده شده )پدیده پولینمی

های الکترومکانیکی دوپایا های اخیر سیستم. در سال[5]آن تماس پیدا کند 

اند، به دلیل داشتن کاربردهای های منحنی پدیدار شدهکه بر پایه میکروتیر

به طور  4و حافظه غیر فرار 3، میکروشیر2گوناگونی مانند حسگر، کلید نوری

های دوپایا . ساختار[8-6]اند ای در کانون توجه قرار گرفتهفزاینده

بارگذاری عرضی یکسان ممکن است دو حالت هایی هستند که تحت ساختار

 -پایدار از خود نشان دهند. به طور رایج انتقال بین دو حالت پایدار را اسنپ

های دوپایا لزوما از بدو ساخت به شکل منحنی . میکروتیر[9]گویند می 5ترو

تواند ناشی از بارگذاری محوری میکروتیر تخت و در نیستند، شکل منحنی می

های های استفاده از میکروتیر. یکی از مزیت[10]نتیجه کمانش آن نیز باشد 

گاه میکروتیر تر از فاصله بین الکترود ثابت و تکیهدوپایا امکان استفاده بیش

که به دون ایناین فاصله را ب %84توانند تا های دوپایا میباشد. میکروتیرمی

سمت الکترود ثابت کشیده شوند، به خود اختصاص دهند. این در حالی است 

 .[11,12]باشد می %75های تخت حدود که این مقدار برای میکروتیر

ای برای بررسی رفتار مطالعات آزمایشگاهی و عددی گسترده

های تخت انجام شده است، و این الکترواستاتیکی و الکترودینامیکی میکروتیر

های منحنی پرداخته شده تر به تحلیل رفتار میکروتیردر حالی است که کم

 است.

بررسی رفتار الکترواستاتیکی و های انجام گرفته پیرامون پژوهش

دهند که، امکان گذار بین دو های منحنی نشان میالکترودینامیکی میکروتیر

حالت پایدار به پارامترهایی چون میزان انحنای اولیه، ضخامت و شرایط مرزی 

های تئوری نشان دادند که وجود . پارک و ها با بررسی[13]باشد وابسته می

. داس و باترا با [14]دو حالت پایدار به تنش مانده محوری نیز بستگی دارد 

نتیجه دست یافتند که برای  استفاده از یک مدل اجزای محدود به این

. در سال [15]رود های زیاد امکان گذار بین دو حالت پایدار از بین میولتاژ

کریلو و دیک با بررسی رفتار الکترودینامیکی میکروتیر منحنی با  2010

دادند که میزان انحنای اولیه مورد نیاز  برای گذار از میرایی ویسکوز، نشان 

حالت پایدار اولیه به ثانویه در بارگذاری دینامیکی نسبت به بارگذاری شبه 

 .[16]باشد تر میاستاتیکی بیش

کریلو و همکارانش نتایج تئوری و آزمایشگاهی پژوهش  2008در سال 

های منحنی را منتشر خودشان در زمینه تحلیل رفتار استاتیکی میکروتیر

کردند . تطابق خوبی بین نتایج تئوری و آزمایشگاهی این پژوهش مشاهده 

های غیر . هو و همکاران با ارائه یک مدل که در آن تغییر شکل[11]شد 

خطی نادیده گرفته شده بودند، به بررسی ناپایداری پولین در حالت استاتیکی 

مقیمی زند با استفاده از روش اجزای محدود  2012. در سال [17]پرداختند 

به بررسی ناپایداری پولین برای میکروتیرهای منحنی در حالت دینامیکی و 

. ساری و پاکدمیرلی پاسخ دینامیکی [18]تحت تحریک ولتاژ پله پرداخت 

آل را و دارای شرایط مرزی غیر ایدهمیکروتیر منحنی بر روی بستر الاستیک 

گاه شیب و یا گشتاور در تکیه وجود تغییر شکل، مورد بررسی قرار دادند.

رزیکنی و  2013. در سال [19]آل باشد تواند دلیل شرط مرزی غیر ایدهمی

های فازی و مطالعه پاسخ فرکانسی یک میکروتیر همکاران با تحلیل نمودار

تحت بارگذاری محوری، که آن را با استفاده از نیروی الکترواستاتیک 

                                                                                                                                  
1 Pull-in 
2 Optical Switch 
3 Micro-valve 
4 Non-volatile Memory 
5 Snap-through 

با یک  6هارمونیک تحریک کرده بودند، نتیجه گرفتند که مدل کاهش مرتبه

باشد پاسخ میکروتیر به تحریک قابل قبول میبینی درجه آزادی برای پیش

. مدینا و همکاران با استفاده از مدل کاهش مرتبه، به تحلیل رفتار [20]

. در [21]الکترواستاتیکی میکروتیر با شکل منحنی ناشی از کمانش پرداختند 

تجددیان فر و همکاران از آنالیز هموتوپی برای یافتن حل  2017سال 

تقریبی برای پاسخ فرکانسی میکروتیرهای تخت و منحنی استفاده  -تحلیلی

 .[22]کردند 

در مطالعه حاضر رفتار دینامیکی میکروتیر منحنی دوسر گیردار، تحت 

تحریک الکترواستاتیک پله، بررسی شده است. مطالعات انجام شده نشان 

دهند که بیشتر رفتار استاتیکی میکروتیر منحنی مورد بررسی قرار گرفته می

هایی ترو و پولین ذاتا پدیده -اسنپهای که پدیدهاست. با توجه به این

دینامیکی هستند، بنابراین تحلیل و شناسایی رفتار دینامیکی میکروتیرهای 

ای های میکرو اهمیت ویژهها در سیستممنحنی با توجه به کاربرد حساس آن

دارد. با استفاده از اصل همیلتون معادله دیفرانسیلی با مشتقات جزئی حرکت 

مبنای روش تجزیه  آمده است. از یک مدل کاهش مرتبه برمیکروتیر به دست 

گالرکین، برای گسسته سازی و تبدیل معادله حرکت به یک دستگاه معادلات 

های دیگری مانند از روش خطی استفاده شده است.دیفرانسیل معمولی و غیر

توان برای حل معادله حرکت آنالیز اغتشاش و یا حل عددی مستقیم نیز می

ها به دلیل طولانی بودن پروسه حل کرد، اما استفاده از این روش استفاده

کوتای مرتبه چهار برای حل دستگاه -روش رانگ باشد.مقرون به صرفه نمی

افزار سازی اجزای محدود از نرمکار برده شده است. برای شبیهمعادلات به

نده استفاده شده است. تا جایی که مطالعات نگار 7کامسول مولتی فیزیکس

دهد، تا کنون برای تحلیل رفتار الکترواستاتیکی و الکترودینامیکی نشان می

افزار افزار کامسول استفاده نشده است. نرممیکروتیرهای منحنی از نرم

های بین سازی و تحلیل پروژهکامسول به دلیل چند منظوره بودن برای شبیه

 باشد.ای مناسب میرشته

یکروتیر به همراه تأثیر پارامترهای مختلف با در ادامه رفتار دینامیکی م

های تاریخچه زمانی و فضای فاز نشان داده شده است. علاوه بر رسم نمودار

سازی اجزای محدود برای محاسبه تنش و بررسی تغییر شکل، از شبیه

تواند برای های طبیعی نیز استفاده شده است. این پژوهش میفرکانس

 کترومکانیکی دوپایا مورد استفاده قرار گیرد.های میکروالطراحی سیستم

 مدل سازی 2-

پذیر و دارای شکل اولیه منحنی، در این بخش یک میکروتیر منشوری انعطاف

مطابق با  𝑑̅و ضخامت  𝑏̅با پهنای  𝐴و سطح مقطع مستطیلی  𝐿به طول 

شود. فرض ما بر این خواهد بود که میکروتیر از در نظر گرفته می 1شکل 

و  𝐸ای همگن و همسانگرد با الاستیسیته خطی، مدول یانگ جنس ماده

از ضخامت  𝑏̅جایی که در میکروتیرها پهنا از آن ساخته شده باشد. 𝜌چگالی 

𝑑̅ بایست از مدول یانگ مؤثر تر است، میخیلی بزرگ𝐸̃ = 𝐸 (1 − 𝜐2)⁄ 

نسبت پواسون  𝜐ای(. لازم به ذکر است که تفاده کرد )حالت کرنش صفحهاس

شکل اولیه میکروتیر  𝑤̅0شود، مشاهده می 1طور که در شکل باشد. همانمی

(𝑡̅ = 0 ،)𝑤̅  ،شکل میکروتیر پس از بارگذاری𝑔0  فاصله الکترود ثابت تا

شی از اعمال بار گسترده الکترواستاتیک نا 𝑓̅eگاه مکیروتیر )گپ(، و تکیه

( نشان دهنده این است که کمیت مورد نظر دارای ¯باشد. علامت )ولتاژ می

 باشد.بعد می

                                                                                                                                  
6 Reduced Order Model 
7 COMSOL Multiphysics 
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Fig. 1 Schematic model of curved microbeam under electrostatic 

actuation 
 مدل شماتیک میکروتیر منحنی تحت تحریک الکترواستاتیک 1شکل 

 کند.را توصیف می( شکل اولیه میکروتیر 1رابطه )

(1) 𝑤̅0(𝑥̅) = 𝑤̅(𝑥̅, 0) = ℎ̅0𝑧0(𝑥̅) 
یک  𝑧0خیز اولیه نقطه میانی میکروتیر نسبت به نقاط انتهایی، و  ℎ̅0که 

maxشود که ای انتخاب میتابع بدون بعد بوده و به گونه
0≤x≤𝐿

[𝑍0(𝑥̅)] = 1 

𝑤̅جایی عرضی هر نقطه از میکروتیر برابر باشد. لازم به ذکر است که جابه −

𝑤̅0 باشد. با فرض میℎ̅0 ≪ 𝐿  و𝑑̅ ≪ 𝐿 ها و نیز کوچک بودن تغییر شکل

 -توان در چارچوب تئوری تیر اویلردر برابر طول و ضخامت میکروتیر می

رفتار میکروتیر را توصیف  1های کم عمقبرنولی و ترکیب آن با تقریب کمان

 .[23,24]کرد 

 معادلات حاکم 3-

توان معادله حرکت میکروتیر را با استفاده از اصل همیلتون تعمیم یافته می

 نشان داده شده است. (2). این اصل در رابطه [25]استخراج کرد 

(2) δ ∫ (𝑈 − 𝑇 − 𝑊e) 𝑑𝑡̅ = 0

𝑡̅2

𝑡1̅

 

کار نیروی خارجی  𝑊eانرژی پتانسیل کرنشی و  𝑈انرژی جنبشی،  𝑇که 

 باشد.می

 انرژی جنبشی 1-3-

باشد، بنابراین با توجه به این که هدف بررسی رفتار دینامیکی میکروتیر می

دله شده در طول حرکت میکروتیر های مباانرژی جنبشی از جمله انرژی

 .باشددهنده انرژی جنشی میکروتیر می ( نشان3باشد. رابطه )می

(3) 𝑇 =
1

2
𝜌𝐴 ∫ (

𝜕𝑤̅

𝜕𝑡̅
)

2

𝑑𝑥̅

𝐿

0

 

لازم به ذکر است در محاسبه انرژی جنبشی، از اثر اینرسی محوری به 

 .نظر شده استدلیل ناچیز بودن صرف

 انرژی پتانسیل کرنشی 2-3-

میکروتیر  2انرژی پتانسیل کرنشی ناشی از خمش و کشیدگی صفحه میانی

 [.23قابل محاسبه است ] (4)بوده و به صورت رابطه 

𝑈 =
𝐸̃𝐼𝑦𝑦

2
∫ (

𝜕2𝑤̅

𝜕𝑥̅2 −
𝜕2𝑤̅0

𝜕𝑥̅2 )

2𝐿

0

𝑑𝑥̅ 

                                                                                                                                  
1 Shallow arch approximation 
2 Mid-plane stretching 

(4)                       +
𝐸̃𝐴

2
∫ (

𝜕𝑢̅

𝜕𝑥̅
+

1

2
(

𝜕𝑤̅

𝜕𝑥̅
)

2

−
1

2
(

𝜕𝑤̅0

𝜕𝑥̅
)

2

)

2𝐿

0

𝑑𝑥̅ 

 باشد.می 𝑥̅جایی در راستای محور جابه 𝑢̅ممان دوم سطح و  𝐼𝑦𝑦که 

 خارجیکار نیروی  3-3-

باشد. کار این می 𝑓̅eنیروی خارجی در واقع همان بار گسترده الکترواستاتیک 

 ( نشان داده شده است.5نیرو در رابطه )

(5) 𝑊e = ∫ −𝑓̅e (𝑤̅ − 𝑤̅0) 𝑑𝑥̅

𝐿

0

 

 معادله حرکت 4-3-

( و با لحاظ کردن اثر میرایی 2( در رابطه )5( و )4( و )3با جایگذاری روابط )

 آید.می( بدست 6ویسکوز رابطه )

∫ { 
𝐸̃𝐼𝑦𝑦

2
∫ 2

𝐿

0

(
𝜕2𝑤̅

𝜕𝑥̅2 −
𝜕2𝑤̅0

𝜕𝑥̅2 ) δ (
𝜕2𝑤̅

𝜕𝑥̅2 −
𝜕2𝑤̅0

𝜕𝑥̅2 ) 𝑑𝑥̅} 𝑑𝑡̅

𝑡̅2

𝑡1̅

 

 + ∫ {
𝐸̃𝐴

2
∫ 2 (

𝜕𝑢̅

𝜕𝑥̅
+

1

2
(

𝜕𝑤̅

𝜕𝑥̅
)

2

−
1

2
(

𝜕𝑤̅0

𝜕𝑥̅
)

2

)

𝐿

0

δ (
𝜕𝑢̅

𝜕𝑥̅
+

1

2
(

𝜕𝑤̅

𝜕𝑥̅
)

2
𝑡̅2

𝑡1̅

−
1

2
(

𝜕𝑤̅0

𝜕𝑥̅
)

2

) 𝑑𝑥̅} 𝑑𝑡̅                                          

  − ∫ {
1

2
𝜌𝐴 ∫ 2 (

𝜕𝑤̅

𝜕𝑡̅
) δ (

𝜕𝑤̅

𝜕𝑡̅
) 𝑑𝑥̅

𝐿

0

𝑡̅2

𝑡̅1

} 𝑑𝑡̅ + ∫ {𝑐̅

𝑡̅2

𝑡1̅

∫ δ (
𝜕𝑤̅

𝜕𝑡̅
) 𝑑𝑥̅

𝐿

0

} 𝑑𝑡̅ 

(6)    − ∫ {∫ −𝑓̅e δ (𝑤̅ − 𝑤̅0) 𝑑𝑥̅

𝐿

0

𝑡2̅

𝑡1̅

} 𝑑𝑡̅ = 0 

( ساده شده و معادلات 6حال با استفاده از انتگرال جزء به جزء رابطه )

 [.23شوند ]حاصل می (8,7)حاکم بر رفتار میکروتیر به شکل روابط 

(7) −𝐸̃𝐴
𝜕

𝜕𝑥̅
(

𝜕𝑢̅

𝜕𝑥̅
+

1

2
(

𝜕𝑤̅

𝜕𝑥̅
)

2

−
1

2
(

𝜕𝑤̅0

𝜕𝑥̅
)

2

) = 0 

 
𝜌𝐴

𝜕2𝑤̅

𝜕𝑡̅2
+ 𝑐̅

𝜕𝑤̅

𝜕𝑡̅
+ 𝐸̃𝐼𝑦𝑦 (

𝜕4𝑤̅

𝜕𝑥̅4 −
𝜕4𝑤̅0

𝜕𝑥̅4 ) 

(8)   −𝐸̃𝐴 (
𝜕𝑢̅

𝜕𝑥̅
+

1

2
(

𝜕𝑤̅

𝜕𝑥̅
)

2

−
1

2
(

𝜕𝑤̅0

𝜕𝑥̅
)

2

)
𝜕2𝑤̅

𝜕𝑥̅2
+ 𝑓̅e = 0 

( را به صورت یک رابطه مجزا 8( و )7این امکان وجود دارد که روابط )

صفحه میانی دهد که کرنش ناشی از کشیدگی ( نشان می7نوشت. رابطه )

انتگرال گرفت.  𝑥̅توان از آن نسبت به باشد، بنابراین میفقط تابعی از زمان می

 آید.( بدست می9(، رابطه )7گیری از رابطه )با انتگرال

(9) 𝜀𝑥(𝑡̅) =
𝜕𝑢̅

𝜕𝑥̅
+

1

2
(

𝜕𝑤̅

𝜕𝑥̅
)

2

−
1

2
(

𝜕𝑤̅0

𝜕𝑥̅
)

2

 

( حاصل 10( در طول میکروتیر رابطه )9گیری از رابطه )با انتگرال

 شود.می

𝜀𝑥(𝑡̅) =
1

𝐿
(𝑢̅(𝐿, 𝑡̅) − 𝑢̅(0, 𝑡̅) +

1

2
∫ [(

𝜕𝑤̅

𝜕𝑥̅
)

2

− (
𝜕𝑤̅0

𝜕𝑥̅
)

2

]

𝐿

0

𝑑𝑥̅) 

(10) 

در نقاط  𝑢̅باشد بنابراین که میکروتیر دو سرگیردار میبا توجه به این

 باشد.ابتدایی و انتهایی در هر لحظه، برابر صفر می

(11) 𝜀𝑥(𝑡̅) =
1

2𝐿
∫ [(

𝜕𝑤̅

𝜕𝑥̅
)

2

− (
𝜕𝑤̅0

𝜕𝑥̅
)

2

]

𝐿

0

𝑑𝑥̅ 
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( معادله حرکت میکروتیر به شکل 8( در رابطه )11با جایگذاری رابطه )

 آید.( به دست می12رابطه )

𝜌𝐴
𝜕2𝑤̅

𝜕𝑡̅2
+ 𝑐̅

𝜕𝑤̅

𝜕𝑡̅
+ 𝐸̃𝐼𝑦𝑦 (

𝜕4𝑤̅

𝜕𝑥̅4 −
𝜕4𝑤̅0

𝜕𝑥̅4 ) 

(12)             −
𝐸̃𝐴

2𝐿
{∫ [(

𝜕𝑤̅

𝜕𝑥̅
)

2

− (
𝜕𝑤̅0

𝜕𝑥̅
)

2

]

𝐿

0

𝑑𝑥}
𝜕2𝑤̅

𝜕𝑥̅2 + 𝑓̅e = 0 

 دهند.( شرایط مرزی و اولیه را نشان می14( و )13های )رابطه

(13) 𝑤̅(0, 𝑡̅) = 𝑤̅(𝐿, 𝑡̅) = 0           
𝜕𝑤̅

𝜕𝑥̅
(0, 𝑡̅) =  

𝜕𝑤̅

𝜕𝑥̅
(𝐿, 𝑡̅) = 0 

(14) 𝑤̅(𝑥̅, 0) = 𝑤̅0            
𝜕𝑤̅

𝜕𝑡̅
(𝑥̅, 0) = 0 

ای میدان الکتریکی چشم پوشی کرده و اثرات حاشیه برای سادگی کار از

شود های موازی تقریب زده میبا فرمول خازن ،𝑓̅𝑒بار گسترده الکترواستاتیک 

[26]. 

(15) 𝑓̅e(𝑥̅, 𝑡̅) =
𝜖0𝑏̅𝑉2

2(𝑔0 + 𝑤̅(𝑥̅, 𝑡̅))2
 

ϵ0که  = 8.854 × 10−12 F/m   ضریب گذردهی فضای آزاد و𝑉 

 باشد.ولتاژ اعمال شده بین الکترود ثابت و میکروتیر می

بعد بازنویسی کرده ( را به صورت بی12در نهایت به جهت سهولت رابطه )

 (.16شود )رابطه و در ادامه از آن استفاده می
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝑐

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ (

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
−

𝜕4𝑤0

𝜕𝑥4
) 

(16)     −𝛼 {∫ [(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

− (
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
)

2

]

1

0

𝑑𝑥}
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 +
𝛽

(1 + 𝑤)2 = 0 

 باشد.( می16بعد رابطه )نشان دهنده تعریف پارامترهای بی 1جدول 

 مدل کاهش مرتبه 4-

سازی معادله حرکت از یک مدل کاهش مرتبه بر مبنای روش برای گسسته

شود. بدین منظور شکل میکروتیر در حالت اولیه و پس گالرکین استفاده می

 شود.در نظر گرفته می (17)های روابط بارگذاری به صورت سریاز 

(17) 
𝑤(𝑥, 𝑡) ≈ ∑ 𝑞𝑖(𝑡)𝜑𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

          𝑤(𝑥, 0) = ∑ 𝑞0𝑖

𝑛

𝑖=1

𝜑𝑖(𝑥) 

امین تابع شکل 𝜑𝑖(𝑥) 𝑖مختصات تعمیم یافته زمانی و  𝑞𝑖(𝑡)که در آن 

 باشد.مود تیر تخت دوسر گیردار می

𝜑𝑖(𝑥) = 𝐶𝑖(cos 𝜆𝑖𝑥 − cosh 𝜆𝑖𝑥 −
cos 𝜆𝑖 − cosh 𝜆𝑖

sin 𝜆𝑖 − sinh 𝜆𝑖
(sin 𝜆𝑖𝑥 

(18)           − sinh 𝜆𝑖𝑥)) 
 

 های بدون بعدکمیت 1جدول 

Table 1 Non-dimensional quantities 
 کمیت بدون بعد تعریف

𝑥 مختصه طول  = 𝑥̅ 𝐿⁄  

𝑡 زمان  = 𝑡̅√𝐸̃𝐼𝑦𝑦 (𝜌𝐴𝐿4)⁄  

𝑤0 شکل اولیه  = 𝑤̅0 𝑔0⁄  
𝑤 شکل پس از بارگذاری  = 𝑤̅ 𝑔0⁄  

ℎ0 خیز نقطه میانی  = ℎ̅0 𝑔0⁄  
𝑑 ضخامت  = 𝑑̅ 𝑔0⁄  

𝛼 پارامتر کشیدگی  = (𝑔0
2𝐴) (2𝐼𝑦𝑦)⁄ = 6 𝑑2⁄  

𝑐 پارامتر میرایی = 𝑐̅√𝐿4 (𝜌𝐴𝐸̃𝐼𝑦𝑦⁄ ) 

𝛽 پارامتر ولتاژ  = (𝜖0𝑏̅𝑉2𝐿4) (2⁄ 𝑔0
3𝐸̃𝐼𝑦𝑦) 

1پاسخ معادله  𝜆𝑖که  − cos 𝜆𝑖 cosh 𝜆𝑖 = طوری  𝐶𝑖باشد، و ضریب می 0

maxشود که در نظر گرفته می
0≤x≤1

[𝜑𝑖(𝑥)] =  باشد. 1

های دقیق میکروتیر منحنی با استفاده از خطی سازی رابطه شکل مود

آیند، و همچنین نشان داده شده است که تأثیر ناچیزی بر دست می( به16)

( و با استفاده از 16( در رابطه )17. با جایگذاری رابطه )[27]دقت نتایج دارند 

روش گالرکین یک دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی و غیرخطی به شکل 

 آید.بدست می (19)رابطه 
Mq̈ + 𝑐Mq̇ + B(q − q0) + 𝛼(qTSq − q𝟎

TSq𝟎)Sq + 𝛽F = 0 
(19) 

qکه  = {𝑞𝑖}  بردار مختصات تعمیم یافته زمانی و( )T  نشان دهنده

Bهای باشد. ماتریسترانهاده ماتریس می = [𝑏𝑖𝑗] و M = [𝑚𝑖𝑗] وS =

[𝑠𝑖𝑗]  باشند. کشیدگی میبه ترتیب مربوط به سفتی خمشی، جرم و

 های بردار نیروی تعمیم یافتههای این سه ماتریس به همراه مؤلفهمولفه

F = {𝑓𝑖
e}  اند.( نشان داده شده21( و )20های )در رابطه 

𝑏𝑖𝑗 الف( -20) = 𝛿𝑖𝑗 ∫ 𝜑𝑖
″𝜑𝑗

″ 𝑑𝑥

1

0

 

𝑚𝑖𝑗 ب( -20) = 𝛿𝑖𝑗 ∫ 𝜑𝑖𝜑𝑗 𝑑𝑥

1

0

 

𝑠𝑖𝑗 پ( -20) = 𝛿𝑖𝑗 ∫ 𝜑𝑖
′𝜑𝑗

′ 𝑑𝑥

1

0

 

(21) 𝑓𝑖
e = ∫

𝜑𝑖

(1 + ∑ 𝑞𝑗
𝑛
𝑗=1 𝜑𝑗)2 𝑑𝑥

1

0

 

( با برابر صفر قرار دادن 13باشد. از رابطه )دلتای کرونکر می 𝛿𝑖𝑗که 

توان برای تحلیل رفتار الکترواستاتیکی استفاده های مشتقات زمانی میترم

 کرد.

( 19باشد که از رابطه )مدل فشرده، مدل یک درجه آزادی می ترینساده

شود. لازم به ذکر ( حاصل می17و تنها با در نظر گرفتن اولین ترم رابطه )

ترین شکل خود را ( حتی در این مورد که ساده21است که انتگرال رابطه )

ت را به صور 𝜑1توان دارد نیز حل تحلیلی ندارد، اما به طور جایگزین می

𝜑1 ≈ [1 − cos(2𝜋𝑥)] این صورت انتگرال  که در [28]تقریب زد  ⁄2

 مذکور حل تحلیلی خواهد داشت.

(22) 𝑓1
𝑒 = ∫

𝜑1

(1 + 𝑞1𝜑1)2

1

0

=
1

2√(1 + 𝑞1)3
 

به عنوان شکل اولیه میکروتیر، یک معادله  ℎ0𝜑1با در نظر گرفتن 

𝑞1خطی بر حسب دیفرانسیل معمولی و غیر = 𝑞 ( به 23به صورت رابطه )

 آید.دست می
𝑚11𝑞̈ + 𝑐𝑚11𝑞̇ + 𝑏11(𝑞 − ℎ0) 

(23)            +𝛼𝑠11
2 (𝑞2 − ℎ0

2)𝑞 +
𝛽

2√(1 + 𝑞)3
= 0 

𝑏11که  = 198.462 ،𝑚11 = 𝑠11و  0.396 = بوده و دو  4.878

𝑞(0)شرط اولیه برای معادله به صورت  = ℎ0   و𝑞̇(0) = باشد. لازم می 0

1−به ذکر است که  ≤ 𝑞 ≤ ℎ0 باشد.می 

های دیگری مانند آنالیز اغتشاش و یا حل عددی مستقیم نیز از روش

ها به دلیل ( استفاده کرد، اما استفاده از این روش16برای حل رابطه )توان می

باشد. دستگاه معادلات طولانی بودن پروسه حل مقرون به صرفه نمی

دیفرانسیل به دست آمده از مدل کاهش مرتبه نسبتاً ساده بوده و پروسه حل 

 باشد.ها میتر از سایر روشآن به مراتب ساده
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 سازی اجزای محدودشبیه 5-

افزار کامسول مولتی فیزیکس استفاده سازی اجزای محدود از نرمبرای شبیه

های بین افزار کامسول به دلیل چند منظوره بودن برای پژوهششده است. نرم

افزارهای چند فیزیکی دیگری نیز موجود باشد. البته نرمای مناسب میرشته

افزار کامسول در این است که، مدل سازی باشند، اما نقطه قوت نرممی

باشد، هایی کاملا متفاوت میها از حوزههایی که معادلات حاکم برآنسیستم

گیرد. دلیل این امر آن است که به صورت تر انجام میتر و سریعبسیار ساده

ها در نظر گرفته شده سازی و تحلیل سیستمهایی برای شبیهفرض ماژولپیش

 است.

سازی و تحلیل افزار کامسول ماژول مخصوصی که برای شبیهدر نرم

های های میکروالکترومکانیکی در نظر گرفته شده، یکی از زیر شاخهسیستم

 باشد.می 2با عنوان الکترومکانیک 1فیزیک مکانیک ساختاری

افزار امکان ترسیم افزار کامسول این است که در این نرممزیت دیگر نرم

ط روابط ریاضی وجود دارد، بنابراین شکل میکروتیر اشکال هندسی توس

 باشد.می ℎ0𝜑1افزار دقیقاً همان بررسی شده توسط نرم

ها افزار به صورت دو بعدی بوده و سایر فرضسازی انجام شده در نرممدل

مانند همگن و همسانگرد و با الاستیک خطی بودن میکروتیر و حالت کرنش 

سازی اعمال افزار نیز برای شبیهموجود در نرم هایای از طریق گزینهصفحه

شده است. با توجه به شکل هندسی میکروتیر از مش مثلثی و با درجه 

 کیفیت خیلی خوب استفاده شده است.

 نتایج و بحث 6-

( به همراه نتایج 19در این بخش نتایج حاصل از حل دستگاه معادلات )

الکترودینامیکی یک میکروتیر سازی اجزای محدود، برای تحلیل رفتار شبیه

𝑤0ای شکل )منحنی زنگوله = ℎ0𝜑1 از جنس پلی سیلیکون با ابعاد و ،)

ارائه شده است. به منظور رسم نمودارهای  2مشخصات داده شده در جدول 

( با در نظر گرفتن سه ترم اول رابطه 19تاریخچه زمانی، دستگاه معادلات )

-مرتبه چهار حل شده است. روش رانگ کوتا-( و با استفاده از روش رانگ17)

کوتا یک روش قوی و پرکاربرد برای حل انواع معادلات دیفرانسیل معمولی 

باشد. از مدل یک درجه آزادی نیز برای رسم فضای فاز متناظر استفاده می

 شده است.

ترو و پولین  -برای اطمینان از درستی نتایج به دست آمده، ولتاژ اسنپ

گیرد. در پژوهش آقایان اوکاد و یونس مورد بحث قرار می در حالت استاتیکی

𝑉Sترو برابر  -برای میکروتیر مورد نظر ولتاژ استاتیکی اسنپ [29] = 88 𝑉 

𝑉PIو ولتاژ استاتیکی پولین برابر  = 106 𝑉  گزارش شده است. در تحقیق

𝑉Sترو برابر  -ولتاژ استاتیکی اسنپ 2حاضر با توجه به شکل  = 90.7 𝑉  و

𝑉PIولتاژ استاتیکی پولین برابر  = 111.6 𝑉 باشد )بر حسب پارامتر ولتاژ می

𝛽S = 𝛽PIو  185 = و  %3ترو برابر  -(. درصد خطا برای ولتاژ اسنپ280

شود که تطابق خوبی وجود باشد. مشاهده میمی %5برای ولتاژ پولین برابر 

ق بسیار خوبی شود تطابمشاهده می 2طور که در شکل دارد. همچنین همان

شود. مقادیر سازی اجزای محدود دیده مینیز بین مدل کاهش مرتبه و شبیه

افزار کامسول به ترو و پولین محاسبه شده توسط نرم -ولتاژ استاتیکی اسنپ

𝑉Sترتیب برابر  = 88.8 𝑉  و𝑉PI = 107 𝑉 باشد. این نتایج با تعداد مش می

دلیل کوچک بودن ابعاد  حاصل شده است. لازم به ذکر است به 12407

 بر دقت نتایج دارد. %1میکروتیر، تعداد مش تأثیری کمتر از 
                                                                                                                                  
1 Structural Mechanics 
2 Electromechanics 

 مشخصات هندسی و مکانیکی میکروتیر منحنی 2جدول 
Table 2 Geometrical and mechanical properties of the curved 

microbeam 
 مقدار پارامتر 

 1000 μm (𝐿طول ) 
 30 μm (𝑏̅پهنا ) 
 2.4 μm (𝑑̅ضخامت ) 
 3.5 μm (ℎ̅0خیز اولیه نقطه میانی ) 
 10.1 μm (𝑔0گپ ) 
 2332 kgm-3 (𝜌چگالی ) 

 166 GPa (𝐸̃مدول یانگ موثر ) 
 

 
Fig. 2 Non-dimensional midpoint elevation of the curved microbeam 

versus different voltage parameter 
 میکروتیر بر حسب مقادیر مختلف پارامتر ولتاژبعد نقطه میانی خیز بی 2شکل 

بیشترین مقدار تنش در طول میکروتیر نشان داده شده است.  3در شکل 

طور که مشخص است در هنگام وقوع ناپایداری پولین احتمال شکست همان

 ها به دلیل مقدار بالای تنش وجود دارد.گاهاز ناحیه تکیه

الکترودینامیکی میکروتیر، تحریک به در تحقیق حاضر برای بررسی رفتار 

( نشان دهنده 23گیرد. رابطه )ای صورت میصورت ناگهانی و توسط ولتاژ پله

 باشد.پارامتر ولتاژ برای این حالت می

(24) 𝛽(𝑡) = 𝛽1𝐻(𝑡) 
 باشد.بزرگی پارامتر ولتاژ می 𝛽1ای هویساید و تابع پله 𝐻(𝑡)که 

ای، هارمونیک( دینامیکی گوناگونی )ضربههای توان بارگذاریاگرچه می

ها در حالت بارگذاری را جهت تحریک در نظر گرفت، اما اغلب پایداری سازه

شوند. البته این نوع ناگهانی برای یک مدت زمان نامحدود سنجیده می

ها زمان عملکرد باید تحریک اهمیت کاربردی نیز دارد، برای مثال در سوییچ

سه  4اری به شکل تابع پله موثر خواهد بود. در شکل حداقل باشد و بارگذ

ζپاسخ ممکن برای میکروتیر مورد نظر با نسبت میرایی  = تحت  0.05

 ( نشان داده شده است. پارامتر میرایی توسط رابطه23تحریک رابطه )

𝑐 = 2ζ𝜆1
بعد تیر فرکانس طبیعی پایه و بی 𝜆1شود که در آن توصیف می 2

 اشد.بتخت دو سرگیردار می

برای سه مقدار متفاوت ولتاژ رفتار دینامیکی میکروتیر نشان  4در شکل 

شود، برای یک مقدار مشاهده می a-4طور که در شکل داده شده است. همان

𝛽1ولتاژ پایین ) = (، میکروتیر حول یک موقعیت پایدار نزدیک به 154

یک مقدار  تر ازبا مقداری بیش کند. برای ولتاژموقعیت اولیه نوسان می

𝛽1بحرانی مشخص ) > 𝛽Sترو شناخته  -(، که با عنوان ولتاژ دینامیکی اسنپ
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شود. در نهایت با شود، انتقال میکروتیر به حالت پایدار دوم مشاهده میمی

𝛽1افزایش ولتاژ به یک مقدار بزرگ ) = 𝛽PI میکروتیر دچار ناپایداری پولین )

فضای فاز متناظر  b-4کند. در شکل شده و با الکترود ثابت تماس پیدا می

شود که نمودار فاز به نشان داده شده است. برای هر سه حالت مشاهده می

 باشد.موقعیت نهایی میکروتیر همگرا می

( بر پاسخ دینامیکی میکروتیر 17های رابطه )تأثیر تعداد ترم 5در شکل 

ک درجه شود مدل یمشاهده می 5طور که در شکل بررسی شده است. همان

تواند رفتار سیستم را توصیف نماید. دلیل این امر آزادی با دقت مطلوبی می

باشد که سیستم تنها شکل مود آن است که نحوه بارگذاری به گونه ای می

 کند.اول را تجربه می

تواند، از انتقال افزایش میرایی ضمن کاهش مدت و دامنه نوسان می

یا حتی ناپایداری پولین نیز جلوگیری کند، میکروتیر به دومین حالت پایدار و 

𝛽1برای  6این اثر در شکل  = ترو برای  -، که ولتاژ دینامیکی اسنپ169

ζ =  a-6طور که در شکل باشد، نشان داده شده است. همانمی 0.05

ترو نداشته و تنها  –مشخص است، کاهش میرایی تأثیری بر پدیده اسنپ 

ده است. این در حالی است که افزایش باعث افزایش مدت و دامنه نوسان ش

 میرایی از انتقال میکروتیر به دومین حالت پایدار جلوگیری کرده است.

تغییرات میرایی بر روی ناپایداری پولین نیز اثر مشابهی دارد. کاهش 

تر به سمت الکترود ثابت جذب شود. و شود تا میکروتیر سریعمیرایی باعث می

تواند از ناپایداری پولین جلوگیری کند. در یافزایش آن تا حد مشخصی م

𝛽1برای  7شکل  = ζ، که ولتاژ دینامیکی پولین برای 237 = 0.05 

طور که مشاهده شده است. همان باشد، اثر افزایش میرایی نشان دادهمی

 شود از ناپایداری پولین جلوگیری شده است.می

اثر مقدار خیز اولیه نقطه میانی، با ثابت بودن سایر ابعاد بر  8در شکل 

طور که مشاهده ترو و پولین نشان داده شده است. همان -های اسنپپدیده

 یابد.شود با افزایش خیز نقطه میانی، ولتاژ بحرانی پولین کاهش میمی

شود میکروتیر تخت بیشترین مقدار مشاهده می 8طور که در شکل همان

تاژ پولین را داراست. از طرف دیگر وجود دومین حالت پایدار برای مقادیر ول

بایست مقدار خیز اولیه کوچک خیز اولیه نقطه میانی امکان پذیر نیست و می

نقطه میانی از حد مشخصی بیشتر باشد. دلیل این مورد این است که با 

شود و یتر مشکل منحنی میکروتیر به حالت تخت نزدیک ℎ0تر شدن کوچک

 برای 8بنابراین رفتاری مانند میکروتیر تخت خواهیم داشت. با توجه به شکل 
 

 

Fig. 3 Maximum von Mises stress for snap-through and pull-in 
configuration 

 ترو و پولین -های اسنپماکزیمم تنش در معیار ون مایسس برای حالت 3شکل 

 

 
Fig. 4 Time history response of the microbeam to step actuation (a) and 

corresponding phase plane (b) 
و فضای فاز متناظر  (a)نمودار تاریخچه زمانی پاسخ میکروتیر به تحریک پله  4شکل 

(b) 

 
Fig. 5 Comparison between dynamic response of the microbeam to step 

actuation using first mode shape and three first mode shapes for 𝛽1 =
154 & ζ = 0.05 

مقایسه بین پاسخ دینامیکی میکروتیر به تحریک پله با در نظر گرفتن شکل  5شکل 

ζمود اول و سه شکل مود اول برای  = 𝛽1 و 0.05 = 154 

 
ℎ0 < یابد و تنها دچار میکروتیر به دومین حالت پایدار انتقال نمی 0.28

 گردد.ناپایداری پولین می

 دینامیکی میکروتیر نشان داده شدهاثر طول گپ بر رفتار  9در شکل 
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Fig. 6 Time history response of the microbeam to step actuation (a),(b) 

and corresponding phase plane (c),(d) for two different damping ratio, 

(a) & (c) for ζ = 0.005, (b) & (d) for ζ = 0.5, 𝛽1 = 169 
و فضای فاز   (a),(b)نمودار تاریخچه زمانی پاسخ میکروتیر به تحریک پله 6شکل 

ζبرای  (a),(c)برای دو نسبت میرایی متفاوت،  (c),(d)متناظر  =  (b),(d)و  0.005

ζبرای  = 𝛽1، برای هر دو نسبت میرایی 0.5 = 169 

 

Fig. 7 Time history response of the microbeam to step actuation (a) and 

corresponding phase plane (b), for ζ = 0.5 & 𝛽1 = 237 
و فضای فاز متناظر  (a)نمودار تاریخچه زمانی پاسخ میکروتیر به تحریک پله  7شکل 

(b)،  برایζ = 𝛽1و  0.5 = 237 

 

 شود ابتدا با افزایش طول گپ ولتاژ بحرانیطور که مشاهده میاست. همان

ترو مشاهده  -ای که پدیده اسنپیابد و سپس از نقطهپولین کاهش می

خطی سفتی گیرد. دلیل این امر تأثیر غیربه خود میشود، روندی افزایشی می

باشد. با توجه به شکل خمشی و کشیدگی صفحه میانی بر رفتار میکروتیر می

 باشد.ترو به طول گپ نیز وابسته می -پدیده اسنپ 9

ها به صورت افزار کامسول اطلاعات مفید دیگری که محاسبه آننرم

ار ما قرار دهد. به طور مثال در تحریک تواند در اختیعددی مشکل است را می

 باشد.هارمونیک میکروتیر، تابع ولتاژ به شکل زیر می

(25) 𝑉(𝑡) = 𝑉DC + 𝑉AC cos(2𝜋𝑓𝑡) 
در این نوع تحریک، میکروتیر برای انتقال به دومین حالت پایدار علاوه 

باشد. مطالعات انجام شده بر مقدار ولتاژ به فرکانس تحریک نیز وابسته می

های طبیعی های تحریک نزدیک به فرکانسدهند که در فرکانسنشان می

های دهد. بنابراین در طراحی سیستمترو رخ می -میکروتیر پدیده اسنپ

میکروالکترومکانیکی دوپایا برای کاربردهایی که از این نوع تحریک استفاده 

زیادی  های طبیعی اهمیتشود )مانند فیلتر و تشدیدگر( دانستن فرکانسمی

پنج فرکانس طبیعی اول میکروتیر مورد نظر که توسط  3دارد. در جدول 

[ مقایسه 27اند با مقادیر گزارش شده توسط مرجع ]افزار محاسبه شدهنرم

 در جدول آورده شده است. بعد شدهاند. برای مقایسه با مرجع مقادیر بیشده
 

 
Fig. 8 Critical dynamic snap-through & dynamic pull-in values of the 

voltage parameter versus different initial midpoint elevation 
ترو و پولین بر حسب مقادیر مختلف  -مقادیر بحرانی ولتاژ دینامیکی اسنپ 8شکل 

 خیز اولیه نقطه میانی

 
Fig. 9 Critical dynamic snap-through & dynamic pull-in values of the 
voltage parameter versus different gap values 

ترو و پولین بر حسب مقادیر مختلف  -مقادیر بحرانی ولتاژ دینامیکی اسنپ 9شکل 

 گپ
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های طبیعی میکروتیر تابعی از ولتاژ نیز هستند. تغییرات اولین فرکانس

نشان داده شده است. مشاهده  10فرکانس طبیعی بر حسب ولتاژ در شکل 

یابد. این اثر با عنوان شود که با افزایش ولتاژ فرکانس طبیعی کاهش میمی

 [.27] شودنرم شدگی فنری شناخته می

های میکروتیرهای طور که در مقدمه اشاره شد یکی از مزیتهمان

تر شدن میکروتیر منحنی منحنی نسبت به میکروتیرهای تخت، امکان نزدیک

های که دچار ناپایداری پولین گردد. از تحریکالکترود ثابت بوده بدون این به

ها توان استفاده کرد، یکی از انواع این تحریکمختلفی جهت این کار می

 باشد.ای میتحریک دو پله

 باشد.ای می( نشان دهنده پارامتر ولتاژ برای تحریک دو پله26رابطه )

(26) 𝛽(𝑡) = 𝛽1𝐻(𝑡) − (𝛽1 − 𝛽2)𝐻(𝑡 − 𝑡1) 
 𝑡1بزرگی پارامتر ولتاژ پله دوم بوده و پس از گذشت بازه زمانی  𝛽2که 

یک حالت از پاسخ دینامیکی میکروتیر  11در شکل شود. می 𝛽1جایگزین 

مورد بحث به این تحریک نشان داده شده است. در این حالت شاهد رفتار 

نشان داده شده  11شکل  طوری که درتری از میکروتیر نیز هستیم، بهپیچیده

است، میکروتیر ابتدا به حالت پایدار دوم منتقل شده و پس از تعدادی نوسان 

 گردد.به موقعیتی نزدیک به حالت اولیه باز می

 گیرینتیجه 7-

خطی یک میکروتیر با شکل در این پژوهش رفتار دینامیکی و ارتعاشات غیر

بررسی شد. از یک مدل کاهش اولیه منحنی تحت تحریک الکترواستاتیک پله 

مرتبه جهت گسسته سازی معادله حرکت میکروتیر و تبدیل آن به یک 

 دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی استفاده شد. دستگاه معادلات دیفرانسیل

به دست آمده از مدل کاهش مرتبه نسبتاً ساده بوده و پروسه حل آن به 

 افزار کامسول برایمچنین از نرمباشد. هها میتر از سایر روشمراتب ساده

 سازی اجزای محدود استفاده شد. با رسم نمودارهای تاریخچه زمانی وشبیه
 

 های طبیعی میکروتیرفرکانس 3جدول 
Table 3 Natural frequencies of the microbeam 

 𝑓𝑖فرکانس طبیعی  سازیشبیه [27روش عددی ] درصد خطا

3.86 42.46 44.1 𝑓1 
2.53 61.64 63.2 𝑓2 
1.97 128.76 131.3 𝑓3 
1.69 201.37 204.7 𝑓4 

2 300 306.8 𝑓5 
 

 
Fig. 10 First natural frequency versus voltage 

 تغییرات فرکانس طبیعی اول بر حسب ولتاژ 10شکل 

فضای فاز، تأثیر پارامترهای مختلف بر رفتار دینامیکی میکروتیر بررسی شد. 

میکروتیرهای منحنی تحت بارگذاری عرضی، ممکن است دو حالت پایدار را از 

ترو  -دو حالت پایدار را اسنپ به طور رایج انتقال بینخود نشان دهند. 

افتد که نیروهای داخلی گویند. ناپایداری پولین هنگامی اتفاق میمی

به سمت  میکروتیر از تعادل با فشار الکترواستاتیک خارج شده و میکروتیر

نتایج نشان داد که  کند.الکترود ثابت کشیده شده و با آن تماس پیدا می

افزایش میرایی ویسکوز تأثیر قابل توجهی بر رفتار دینامیکی میکروتیر منحنی 

تواند از انتقال میکروتیر به دومین حالت پایدار و یا دارد، به طوری که می

های ین به هنگام طراحی سیستمحتی ناپایداری پولین جلوگیری کند. بنابرا

میکروالکترومکانیکی دوپایا باید به کم فشار یا پر فشار بودن محیط استفاده از 

ها توجه شود. از طرفی دیگر رفتار دینامیکی میکروتیر به هندسه این سیستم

ترو و پولین  -باشد، در ترسیم مقادیر بحرانی ولتاژ اسنپنیز وابسته می

تر شدن خیز اولیه نقطه طه میانی مشاهده شد که با کمبرحسب خیز اولیه نق

رود. میانی از مقداری خاص امکان انتقال به دومین حالت پایدار از بین می

همچنین مشاهده شد که طول گپ نیز بر رفتار دینامیکی میکروتیر تأثیر 

گذار به دومین حالت پایدار به ازای حداقلی از  8و  7های دارد. مطابق شکل

 ترباشد. بدین معنی که با کممی ار خیز اولیه و طول گپ امکان پذیرمقد

 شدن مقدار خیز اولیه و طول گپ از مقداری مشخص امکان صورت گرفتن

 رود. تغییر نوع تحریک نیز بر رفتار دینامیکیترو از بین می -پدیده اسنپ
 

 

 
Fig. 11 Time history response of the microbeam to two step actuation 

(a) and corresponding phase plane (b), for 𝛽1 = 270, 𝛽2 = 140, 𝑡1 =
0.1 & ζ = 0.05 

و فضای فاز متناظر  (a)ای نمودار پاسخ زمانی میکروتیر به تحریک دو پله 11شکل 

(b) برای ،𝛽1 = 270 ،𝛽2 = 140 ،𝑡1 = ζو  0.1 = 0.05 
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ای میکروتیر موثر است. مشاهده شد که تحریک الکترواستاتیک دو پله

 تری را از خود نشان دهد.تواند باعث شود که میکروتیر رفتار پیچیدهمی

سازی با نتایج مدل کاهش مرتبه و برخی از پژوهش مقایسه نتایج شبیه

افزار کامسول نرمتوان از های انجام شده نشان داد که با دقتی بسیار بالا می

 های میکروالکترومکانیکی دوپایا استفاده کرد.برای تحلیل و طراحی سیستم

 فهرست علائم 8-

𝑏̅  ( پهنای میکروتیرμm) 

B  ماتریس سفتی خمشی 

𝑑̅ ( ضخامت میکروتیرμm) 

𝐸 ( مدول یانگGPa) 

F بردار نیروی تعمیم یافته 

𝑔0 ( گپμm) 

ℎ̅0 ( خیز اولیه نقطه میانیμm) 

𝐿 طول میکروتیر 

M ماتریس جرم 

q بردار مختصات تعمیم یافته زمانی 

S ماتریس سفتی کشیدگی 

𝑤̅0 شکل اولیه میکروتیر 

𝑤̅ شکل میکروتیر پس از بارگذاری 

 علائم یونانی

𝛼 پارامتر کشیدگی 

𝛽 پارامتر ولتاژ 

 𝜌 ( 3چگالی-kgm) 

𝜑𝑖 𝑖 گیردارامین تابع شکل مود تیر تخت دوسر 

𝜐 نسبت پواسون 

ζ  نسبت میرایی 
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