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ی است. هدف اصلی اين پژوهش ارائهسازی ديناميکی کوادروتور با توجه به تغييرات در شرايط کاری آن تمرکز شدهدر اين مقاله روی مدل 
آن لاگرانژ و با درنظر گرفتن تمامی نيروهای آيروديناميکی که بر حرکت -معادلات ديناميکی کامل حاکم بر کوادروتور با استفاده از روش اويلر

است. مطالعه ديناميک کوادروتور به  باشد. در مقالات پيشين، معادلات ديناميکی هيچگاه به طور جامع درنظر گرفته نشدهگذارند میتاثير می
انجامد. با حصول چنين مدلی کنترل کوادروتورا به مراتب کند و به حصول يک مدل دقيق از سيستم میشناخت فيزيک و رفتار آن کمک می

جهت درنظر گرفتن مجموعه نيروها و گشتاورهای دخيل در ديناميک کوادروتور، از مطالعات انجام  شود.های غيردقيق موجود میتر از مدلساده
شود. در انتها ها، مدل ديناميکی کامل کوادروتور ارائه میشود و پس از شرح دادن هر يک از نيروها و روابط دقيق آنشده پيشين استفاده می

به  رد سيستم در دو شرايط کاری متفاوت يکی بدون درنظر جسم متصل خارجی به کوادروتور و ديگری در شرايط کوپل شده با يک دوربين،عملک
شود. در شرايط کاری اول در دو آزمون متفاوت به گذاری میها مدل ديناميکی حاصل صحهگردد و به کمک آنسازی میصورت عددی شبيه

معادلات ديناميکی کار حاضر با کارهای پيشين پرداخته خواهد شد. در شرايط کاری دوم عملکرد کوادروتور تحت تاثير دوربين بررسی و مقايسه 
 .شوددهد، بررسی میصورت پيوسته تغيير میمتصل به آن که با حرکت خود معادلات ديناميکی سيستم را به
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 This paper focuses on the dynamic modeling of quadrotor with respect to changes in operating 
conditions. The main objective of this investigation is to provide complete governing quadrotor 

dynamic equations using the Euler-Lagrange method considering all aerodynamic forces which affect 

its motion. In previous papers, dynamical equations are never considered comprehensively. The study of 
quadrotor's dynamics permits to understand its physics and behavior and provides a precise model of the 

system. Once such a model is obtained, the control of quadrotor turns much simpler than current 

inaccurate models. In order to take into account, the set of forces and torques involved in quadrotor 

dynamics, the previous studies are used and after describing each of the forces and their precise terms, 

the complete dynamic quadrature model is presented. At the end, the system's performance is simulated 

in two different operating conditions, one regardless of the external object coupled with quadrotor, and 
the other in the coupled condition with a camera, and by this means, the achieved dynamic model is 

validated. In the first operating conditions in two different tests, the dynamic equations of the present 

work will be compared against the previous ones. In the second operating conditions, the quadrotor 
performance under influence of a connected camera whose motion changes continuously the system 

dynamic equations is studied. 
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 مقدمه 1-

ی ی وسایل نقلیههایی قابل توجه در زمینههای اخیر شاهد پیشرفتدر سال

روتورها به صورت ها مالتیمیان آنایم که در سرنشین بودهخودکار بدون

روند. کوادروتورها کار میگسترده در کاربردهای نظامی و غیرنظامی به

ی کوچک، که به دلیل مزایایی مانند اندازه روتوها هستندای از مالتیدسته

ی تعمیر و نگهداری کم و مانورپذیری بالا چابکی، شناور ماندن، هزینه

ی رباتیک شامل نظارت، جستجو و نجات، ینهکاربردهای فراوانی در زم

های اضطراری، کسب اطلاعات و تصویربرداری از اهداف و... دارند. با این کمک

حال این وسایط، تجهیزاتی با دینامیک بسیار پیچیده و به تبع آن نیازمند 

تاکنون  کننده مناسب بوده و موضوعات مهمی در این زمینهطراحی کنترل 

کننده یافتن دینامیک دقیق سیستم جهت طراحی کنترل است.باز مانده 

های اندک ای که وجود تفاوتمناسب از اهمیت بالایی برخوردار است. به گونه
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در دینامیک استخراج شده و دینامیک واقعی سیستم به نتایج کاملا متفاوتی 

 یکها، دینامپذیری بالشود. انعطافسازی تئوری و عملی منتج میدر پیاده

سازی داخلی موتورها، محل قرارگیری مرکز جرم، تغییر متغیرها و ... مدل

دلیل چند است. این معادلات بهدینامیکی سیستم را کاملا دشوار کرده 

شده سیستم، رفتارهای غیرخطی، متغیره بودن، مشخصات به شدت کوپل

ای مناسبی کارهکه باید راههای بزرگی بوده نقص در تحریک و... دارای چالش

ها آزمود. به این ترتیب و با توجه به اهمیت شناخت برای مواجهه با آن

 .[2,1]سازی گردد دینامیک ربات، این دینامیک باید تا حد امکان دقیق مدل

ی درجه 6توان با در نظر گرفتن در فضا را می حرکت یک جسم صلب

 ت انتقالی و سهآزادی توصیف کرد که در این میان سه درجه برای بیان حرک

شود. در یک درجه دیگر برای بیان حرکت چرخشی جسم استفاده می

کوادروتور با تنظیم سرعت چرخشی چهار پروانه که مستقل از هم هستند، 

توان توان به هر دو نوع حرکت انتقالی و چرخشی در فضا دست یافت. میمی

ستم را در سطوح ی تحقیقات و کاربرد وسیله، دینامیک سیبا توجه به زمینه

متفاوتی از پیچیدگی استخراج نمود. به طور کلی دینامیک کوادروتور مشتق 

ی معادلات حرکت کوادروتور هستند که هم شامل حرکت شده از مجموعه

 .[3,2]شود انتقالی و هم شامل حرکت چرخشی آن می

نیروها و سازی دینامیکی کوادروتور، استخراج ترین مسأله در مدلمهم

 میزان دقت مورد نیازشوند. وابسته به اورهایی است که به ربات وارد میگشت

سازی دینامیکی کوادروتور باید تاثیر تعداد نیروها و گشتاورهای در مدل

خارجی بیشتری را بررسی کرد و در معادلات گنجاند. برهمین اساس 

و درگ تنها با درنظر گرفتن نیروهای تراست  [1-4]ترین مدل دینامیکی ساده

باشد آید. حرکت کوادروتور ناشی از همین دو نوع نیرو میروتورها بدست می

آیند. در و سایر نیروها و گشتاورها در معادلات نوعی اغتشاش به حساب می

نیروی مقاومت هوایی که در درحین حرکت به کوادروتور اعمال  [2]کار 

طی در نظر گرفته است که این نیرو به صورت خ شود، در معادلات آمدهمی

اثرات ژیروسکوپ  [6-10]اثرات ژیروسکوپ بدنه و در  [5,3]است. در  شده

. اثر [11]بدنه و روتورها نیز به معادلات دینامیکی افزوده شده است. در مقاله 

سازی دینامیکی نیروی مقاومت هوای خطی و اثرات ژیروسکوپ در مدل

اثر گرانش ناشی از تغییرات  [12]است. همچنین در  کوادروتور لحاظ شده

اثر زمین به صورت مستقل مورد بررسی  [14,13]مرکز جرم کوادروتور و در 

های نیرویی نسبت به دیگر کارهای مشابه، ترم [15] است. پژوهشقرار گرفته 

 است.سازی دینامیکی کوادروتور درنظر گرفته و گشتاوری بیشتری را در مدل

ازی دینامیکی کامل کوادروتور با در نظر سهدف از مقاله حاضر مدل

باشد و خیلی روی گرفتن تمامی نیروهای آیرودینامیکی دخیل در حرکت می

کننده شود و برای این قسمت از یک کنترلکننده مانور داده نمیکنترل

LQR است و به خوبی برای کوادروتور جواب  که در کارهای پیشین ارائه شده

به معرفی ساختار کوادروتور و ارتباط  2د. در بخش شودهد استفاده میمی

 3شود. در بخش می بین سرعت روتورها با حرکت سیستم در فضا پرداخته

های دوران که برای استخراج معادلات تعریفی از زوایای اویلر و ماتریس

مقاله،  4گردد. سپس در بخش دینامیکی ربات موردنیاز هستند، ارائه می

گذارند به صورت آیرودینامیکی که بر حرکت سیستم تاثیر میتمامی نیروهای 

سازی و نتایج حاصل از آن گیرند. در نهایت شبیهمجزا مورد بررسی قرار می

 است.آورده شده  5در بخش 
 

 معرفي ساختار سيستم -2

 دو بخش حرکت خطی مرکز جرم و حرکتتوان به حرکت کوادروتور را می

 

چرخشی حول مرکز جرم تقسیم نمود. بنابراین جهت توصیف حرکت آن در 

ی آزادی نیاز است. از این تعداد سه درجه برای درجه 6فضا، در هر لحظه به 

و سه درجه برای حرکت  y ،x و zحرکت انتقالی در راستای محورهای 

 یاو3 (𝜓)و   پیچ2 (𝜃)، رول1 (𝜙)که به  y ،x و zچرخشی حول محورهای

 .[3]رود شوند، به کار مینامیده می

شود، برای کنترل این شش مشاهده می "1شکل "طور که در همان

درجه آزادی تنها چهار ورودی وجود دارد. به همین علت سیستم ساختاری 

با تحریک ناقص دارد. اما از طرفی با توجه به کوپلینگ موجود در ساختار 

به کمک زوایای رول و پیچ ممکن  کوادروتور، کنترل هر شش درجه آزادی

گردد. کنترل این شش درجه آزادی با تنظیم سرعت چرخش چهار روتور می

چرخش روتورها به صورت دو به دو مخالف هم باعث  شود.کوادروتور انجام می

اجتناب شود. بنابراین  zگردد تا از چرخش مداوم سیستم حول محورمی

نخواهیم  zد، چرخشی حول محور درصورتی که سرعت روتورها یکسان باش

داشت. اما اگر بین سرعت روتورها عدم توازنی ایجاد شود، سیستم شروع به 

برای حرکت عمودی باید سرعت چرخش هر کند. می zچرخش حول محور 

(. برای چرخش  a-2)شکل چهار پروانه به صورت همزمان کم یا زیاد شود

)کم( و سرعت چرخش روتور  زیاد 2باید سرعت چرخش روتور  xحول محور 

( و به طور مشابه برای چرخش  b-2به همان اندازه کم )زیاد( شود )شکل 4

)کم( و سرعت چرخش روتور  زیاد 1باید سرعت چرخش روتور  yحول محور 

 (. در نهایت برای چرخش حولc-2به همان اندازه کم )زیاد( شود )شکل  3

ندازه افزایش )کاهش( و سرعت به یک ا 3و  1باید سرعت روتورهای  𝑧محور 

 .[5,4](  d-2به همان اندازه کاهش )افزایش( یابد )شکل 4و  2روتورهای 

 

 

Fig.1 Free body diagram of a quadrotor [1] 
 [1]دیاگرام آزاد کوادروتور  1 شکل

 
Fig. 2 Mechanism of quadrotor manoeuvers 

 مکانیزم مانور کوادروتور 2شکل 

                                                                                                                                  
1 Roll 
2 Pitch 
3 Yaw 
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 زوايای اويلر -3

های مختصاتی که برای پیش از معرفی ساختار کوادروتور به بررسی دستگاه

شود. جهت توصیف حرکت بیان حرکت کوادروتور لازم است پرداخته می

و دیگری  کوادروتور از دو دستگاه مختصاتی، یکی دستگاه مختصات اینرسی

ختصات اینرسی (. دستگاه م3گردد )شکل استفاده می دستگاه مختصات بدنه

باشد و در آن قانون شود، ثابت میکه دستگاه مختصات جهانی نیز نامیده می

دوم نیوتون برقرار است. دستگاه مختصات بدنه که در اکثر مقالات جهت 

سازی روابط مبدأ آن منطبق با مرکز جرم کوادروتور است، همراه با ساده

ن فرض انجام نشده و در ادامه کند. اما در مقاله حاضر ایکوادروتور تغییر می

 اثر این عدم تطابق در معادلات سیستم مورد بررسی قرار خواهد گرفت.

آمده  "3شکل "جهت برقرای ارتباط بین دو دستگاه مختصاتی که در 

شود. با استفاده از زوایای اویلر برای توصیف است از زوایای اویلر استفاده می

)رول(،  xچرخش حول  ه پارامترچرخش یک جسم سه بعدی در فضا به س

که این  )یاو( نیاز داریم z )پیچ( چرخش حول محور yچرخش حول محور 

شوند. اگر به ترتیب به زوایا به طور مطلق نسبت به مختصات جهانی بیان می

 zحول محور   𝜓و به اندازه  yحول محور  𝜃به اندازه  ،xحول محور  𝜙اندازه 

های (، به کمک این سه زاویه که ماتریس4چرخش داشته باشیم )شکل 

توان هر نوع دوران را در فضا را تفسیر صورت زیر است، میها بهدوران آن

 .[7,6]نمود 

 الف( -1)
Rx = [

1 0 0
0 c𝜙 −s𝜙

0 s𝜙 c𝜙

]   , 𝜙 ∈ (−π ، π) 

 ب( -1)
Ry = [

c𝜃 0 s𝜃

0 1 0
−s𝜃 0 c𝜃

]   , 𝜃 ∈ (−
π

2
 ،
π

2
) 

 ج( -1)
Rz = [

c𝜓 −s𝜓 0

s𝜓 c𝜓 0

0 0 1

]   , 𝜓 ∈ (−π ، π) 

s𝜃که در روابط بالا  = sin(𝜃) وc𝜃 = cos(𝜃)  حال با  .باشدمی

های اینرسی و بدنه که دستگاه Rzyxترتیب دوران ذکر شده، ماتریس دوران 

صورت زیر تعریف های بالا بهسازد براساس ماتریسرا به هم مرتبط می

 :[17,16]شود می

Rzyx الف( -2) = Rz ∙ Ry ∙ Rx 

 (ب -2)
Rzyx = [

c𝜃c𝜓 s𝜙s𝜃c𝜓 − c𝜙s𝜓 c𝜙s𝜃c𝜓 + s𝜙s𝜓

c𝜃s𝜓 s𝜙s𝜃s𝜓 + c𝜙c𝜓 c𝜙s𝜃s𝜓 − s𝜙c𝜓

−s𝜃 s𝜙c𝜃 c𝜙c𝜃

] 

 معادلات ديناميکي سيستم -4

لاگرانژ بدون -جهت استخراج معادلات دینامیکی سیستم از روش اویلر

 :[4]کنیم استفاده می استهلاک انرژی به صورت زیر 

(3) 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕q̇
) −

𝜕𝐿

𝜕q
= Q   

 

 
Fig.3 Inertial frame and body frame [3] 

  [3]دستگاه مختصات بدنه و جهانی 3شکل 

های شکل یافته کوادروتور )با جهتبردار مختصات تعمیم qکه در این رابطه 

 شود:( در هر لحظه بوده و به صورت زیر تعریف تعریف می1

(4) q = [𝑥 𝑦 𝑧 𝜙 𝜃 𝜓]T 
باشد. مجموع نیروها و گشتاورهای اعمالی به سیستم می Qهمچنین 

 آید:دست میی زیر بهاز رابطه 𝐿(q،q̇)لاگرانژین سیستم 

(5) 𝐿 (q،q̇) = 𝑇trans + 𝑇rot − 𝑈 

  𝑇rotانرژی جنبشی حاصل از حرکت انتقالی،  𝑇transکه در این رابطه 

انرژی پتانسیل سیستم ناشی از  𝑈انرژی جنبشی حاصل از حرکت چرخشی، 

ها، لاگرانژین سیستم به گذاری این ترمباشد. با جایتغییر ارتفاع سیستم می

های آید. در این محاسبات جهت مثبت دستگاهصورت زیر به دست می

 است.   انتخاب شده "5شکل "مختصات بدنه و جهانی به صورت 

(6) 
𝐿 (q،q̇) =

1

2
𝑚(�̇�2 + �̇�2 + �̇�2) +

1

2
(𝐼xx�̇�

2 + 𝐼yy�̇�
2

+ 𝐼zz�̇�
2  ) + 𝑚𝑔𝑧 

 لاگرانژ به صورت زیر است:-سمت چپ معادله اویلر

(7) 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕q̇
) −

𝜕𝐿

𝜕q
=

[
 
 
 
 
 
 

𝑚�̈�
𝑚�̈�

 𝑚�̈� − 𝑚𝑔

𝐼xx�̈� + 𝐼ẋx�̇�

 𝐼yy�̈� + 𝐼ẏy�̇�

𝐼zz�̈� + 𝐼�̇�𝑧�̇�]
 
 
 
 
 
 

    

معادلات لاگرانژ  Qشوند در ترم نیروها و گشتاوهایی که به ربات وارد می

 ه به صورت مجزا بررسی خواهند شد.شوند و در ادامظاهر می

 و گشتاورهای حاصل از آن 1نیروی تراست -4-1

های یک پروانه در راستای عمود بر آن، نیروی نیروهای وارد بر تیغهبرآیند 

 های(. این نیرو براساس ترکیب تئوری5)شکل  شودتراست روتور گفته می

  ی زیر قابل محاسبه استام از رابطه𝑖و اندازه حرکت برای روتور  المان پره

[18,10]: 

𝑇𝑖 الف( -8) = 𝑏ω𝑖
2    , 𝑖 = 1,2,3,4                     

فاکتور تراست نامیده  𝑏ام و 𝑖ای روتور سرعت زاویه ω𝑖در این رابطه 

 :[16]آید شود و از رابطه زیر بدست میمی

𝑏 ب( -8) = 𝐶T𝜌𝐴𝑅2 

𝐶T ج( -8)

𝜎𝑎
= (

1

6
+

1

4
𝜇2) 𝜃I0 − (1 + 𝜇2)

 𝜃tw

8
  −

𝜆

4
 

 ایجاد شده در هرکدام از روتورها،با جمع کردن نیروهای تراست مجزای 
 

                                                                                                                                  
1 Thrust force 

 
Fig. 4 Euler Angles 

 زوایای اویلر  4شکل 
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Fig. 5 The Thrust Force of propeller [10] 

  [10]نیروی تراست پروانه 5شکل 

مجموع نیروی تراست اعمال شده بر کوادروتور از سوی روتورها به دست 

باشد. با فرض دستگاه مختصات بدنه می zآید. این نیرو همواره در راستای می

تمامی پارامترهای دخیل در نیروی تراست روتورها، مقدار فاکتور یکسان بودن 

 تراست برای هر چهار روتور یکسان خواهد بود، پس:

 الف( -9)
F = [

0
0
𝑢1

] 

 ب( -9)
𝑢1 = 𝑇1 + 𝑇2 + 𝑇3 + 𝑇4 
      = 𝑏(ω1

2 + ω2
2 + ω3

2 + ω4
2) 

با استفاده از ماتریس دوران، نگاشت این نیرو در دستگاه مختصات 

 آیند:میدست اینرسی به

FI الف( -10) = RxyzF 

 ب( -10)
FI = [

(c𝜙s𝜃c𝜓 + s𝜙s𝜓)𝑢1

(c𝜙s𝜃s𝜓 − s𝜙c𝜓)𝑢1

c𝜙c𝜃𝑢1

] 

 شودمی y و xاما این نیروها موجب ایجاد گشتاورهایی حول محورهای 

طول بال کوادروتور  𝑙آیند که دست میکه براساس شکل از روابط زیر به

 (.6باشد )شکل می

 الف( -11)
MT = [

𝑢2

𝑢3

0
] 

𝑢2 ب( -11) = 𝑙(𝑇4 − 𝑇2) 
𝑢3 ج( -11) = 𝑙(𝑇1 − 𝑇3) 

 1گشتاور درگ -4-2

گشتاور حول شفت روتور که ناشی از نیروهای آیرودینامیکی وارد شده بر 

گویند و براساس تئوری المان پره های پروانه است را گشتاور درگ میتیغه

ام درجهت عکس سرعت چرخشی پروانه به صورت زیر قابل 𝑖برای روتور 

 (:7محاسبه است )شکل 

𝐷𝑖 الف( -12) = 𝑑ω𝑖
2                       

𝑑 [15]آید دست میشود و از رابطه زیر بهفاکتور درگ نامیده می: 

𝑑 ب( -12) = 𝐶D𝜌𝐴𝑅3 

 ج( -12)
𝐶D

𝜎𝑎
=

1

8𝑎
(1 + 𝜇2)𝐶D

̅̅̅̅ + 𝜆 (
𝜃I0

6
−

𝜃tw

8
−

𝜆

4
) 

است. با توجه به این  zجهت این گشتاور برای همه روتورها در راستای 

 چرخند،صورت دو به دو عکس هم میکه روتورهای یک کوادکوپتر به
 

                                                                                                                                  
1 Drag moment 

 
Fig. 6 The Thrust Force of propeller 

 های کوادروتورنیروی تراست پروانه 6شکل 

 
Fig. 7 The Drag Moment of propeller [10]  

  [10]گشتاور درگ پروانه 7شکل 

گشتاورهای درگ حاصل نیز دو به دو علامت عکس هم دارند. پس با توجه به 

دستگاه مختصات بدنه کوادروتور در نظر  zراستای مثبتی که برای محور 

 به صورت زیر است: گرفتیم، حاصل این گشتاورها حول این محور

 الف( -13)
MD = [

0
0
𝑢4

] 

𝑢4 ب( -13) = ∑(−1)𝑖𝐷𝑖

4

𝑖=1

 

 2نیروی هاب -4-3

های یک پروانه در صفحه روتور، نیروی هاب برآیند نیروهای وارد بر تیغه

های یک پروانه و در (. با توجه به تقارن تیغه8شود )شکل روتور گفته می

جمع برداری ها، نتیجه آن متقارن و معکوس بودن نیروی افقی وارده بر پروانه

های قبلی از این این نیروها باید صفر باشد. بر همین اساس در غالب مقاله

ها یکسان نیست و منجر به است. اما توزیع بار روی تیغه نظر شدهنیرو صرف

شود. عامل ایجاد این نیرو یکسان نبودن ایجاد نیرویی در صفحه روتور می

قی کوادروتور است. نیروی های یک پروانه در حرکت افسرعت نسبی تیغه

 :[10]ام به صورت زیر است 𝑖برای روتور  هاب

𝐻𝑖 الف( -14) = 𝐶H𝜌𝐴𝜔𝑖
2𝑅2 

𝐶H ب( -14) =
1

4
𝜎𝜇𝐶D +

1

4
𝜎𝑎𝜇𝜆(𝜃tw − 𝜃I0) 

𝜇 ج( -14) =
𝑉hor

𝜔𝑖𝑅
 

پیشرو  )گام 𝜇، مقدارشود( مشاهده می14طور که در رابطه )همان

 سته است. بنابراین اگر کوادروتورواب کوادروتور 𝑉horسرعت افقی به  (3روتور
 

                                                                                                                                  
2 Hub force 
1 Rotor advance ratio 
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Fig. 8 The hub Force of propeller [10] 

 [10] نیروی هاب پروانه 8شکل 

راستای افقی حرکتی نداشته باشد مقدار نیروی هاب و گشتاور رول که در در 

 .[19]الف( صفر خواهد بود  -17شود )رابطه ادامه بررسی می

ربات با صفحه  به عنوان فاصله بین مرکز جرم ℎنظر گرفتن پارامتر با در 

اند، گشتاور مشخص شده "6شکل "عنوان طول هر بال که در به 𝑙روتورها و 

MH  و نیرویFH اند:نیروی هاب روتورها از رابطه زیر قابل محاسبه حاصل از 

(15) 

MH =

[
 
 
 
 
 
 

ℎ ∑𝐻𝑖,y

4

𝑖=1

−ℎ ∑𝐻𝑖,x

4

𝑖=1

𝑙(𝐻1,y − 𝐻3,y + 𝐻4,x − 𝐻2,x)]
 
 
 
 
 
 

       

(16) 

FH =

[
 
 
 
 
 
 
∑𝐻𝑖,x

4

𝑖=1

∑𝐻𝑖,y

4

𝑖=1

0 ]
 
 
 
 
 
 

   

 1گشتاور رول -4-4

گشتاور رول کاملا مشابه نیروی هاب است و عامل ایجاد آن تولید نیروی 

ام به صورت زیر 𝒊لیفت بزرگتر تیغه جلو نسبت تیغه عقبی است و برای روتور 

 (:9است )شکل 

𝑅𝑖 الف( -17) = 𝐶R𝜌𝐴𝜔𝑖
2𝑅3 

 

 

Fig. 9 The rolling moment Force of propeller [10] 
 [10] گشتاور رول پروانه 9شکل 

                                                                                                                                  
2 Rolling moment 

𝐶R ب( -17) = 𝜎𝑎𝜇 (
𝜃I0

6
−

𝜃tw

8
−

𝜆

4
)      

صورت زیر در معادلات گشتاور حاصل از چهار روتور بر کوادروتور به

 شود:دینامیکی اعمال می

(18) 

MR =

[
 
 
 
 
 
 
∑(−1)𝑖+1 𝑅𝑖,x

4

𝑖=1

∑(−1)𝑖+1 𝑅𝑖,y

4

𝑖=1

0 ]
 
 
 
 
 
 

 

 نیروی مقاومت هوا -4-5

در خلاف جهت حرکت جسم در حین حرکت یک جسم درون سیال نیرویی 

شود. برای جسمی که در هوا در حال حرکت از سوی سیال به جسم وارد می

این  شود.به عنوان نیروی مقاومت یا نیروی درگ معرفی میاست این نیرو 

به صورت زیر در نظر  ،با معادلات غیرخطی y ،x و zنیرو را در سه راستای 

 : [11]گیریممی

(19) 

FR =

[
 
 
 
 
 −

1

2
𝑐𝜌𝐴x�̇�|�̇�|

−
1

2
𝑐𝜌𝐴y�̇�|�̇�|

−
1

2
𝑐𝜌𝐴z�̇�|�̇�| ]

 
 
 
 
 

        

 2اثر زمین -4-6

های گردابی هوای ایجاد شده به هنگام پرواز کوادروتور در ارتفاع کم، جریان

این  هند.ناشی از چرخش روتورها، حرکت کوادروتور را تحت تاثیر قرار می

پدیده باعث تحت تاثیر قرار دادن نیروی تراست تولیدی توسط روتورها 

یابد که به آن اثر های کمتر از شعاع روتور بیشتر نمود میشود و در ارتفاعمی

شود. مدلی که برای تخمین نیروی تراست روتور تحت تاثیر اثر زمین گفته می

به ترتیب   𝑇OGEو 𝑇IGE شود به صورت زیر است که در آن زمین ارائه می

الف(  -8نیروی تراست با تاثیر اثر زمین و خارج از محدوده تاثیر آن )رابطه 

 .[14]باشند می

(20) 𝑇IGE =
1

1 −
𝑅2

16𝑧2

𝑇OGE 

 3اثر گرانش -4-7

در صورتی که مرکز دستگاه مختصات بدنه با مرکز جرم کوادروتور یکسان 

شود. اگر تاثیرگذار می نباشد، نیروی گرانش زمین در معادلات پیچشی

 مختصات مرکز جرم کوادروتور را نسبت به مرکز مختصات بدنه معادل

rG = [𝑥G 𝑦G 𝑧G]𝑇  باشد و�̂�z  را بردار یکه در راستایz  مختصات اینرسی

در نظر بگیریم، گشتاور حاصل از نیروی وزن کوادروتور از رابطه زیر قابل 

 :[12]محاسبه است 

 الف( -21)
FG = Rxyz

T 𝑚𝑔�̂�𝑧 = 𝑚𝑔 [ 

−s𝜃

c𝜃s𝜙

c𝜃c𝜙

]  

MG ب( -21) = rG × FG 

 ج( -21)
MG = 𝑚𝑔 [

𝑦Gc𝜃c𝜙 − 𝑧G𝑐𝜃𝑠𝜙

−𝑧𝐺s𝜃 − 𝑥Gc𝜃c𝜙

𝑥Gc𝜃s𝜙 + 𝑦Gs𝜃

]   

                                                                                                                                  
3 Ground effect 
1 Gravity effect 
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 1اثرات ژیروسکوپ -4-8

های دیگری نیز دخیل هستند. در معادلات حرکت چرخشی کوادروتور ترم

باشند. اثر ژیروسکوپ ای مربوط به اثر ژیروسکوپ بدنه نیز میهای زاویهشتاب

باشد و همانطور که در ای مختصات بدنه میبدنه ناشی از سرعت زاویه

گر نسبت های دو زاویه دیبینیم، شتاب یک زاویه با سرعتمعادلات زیر می

توان به صورت مستقیم از . اثرات ژیروسکوپی بدنه را می[20]مستقیم دارد 

لاگرانژ نیز استخراج کرد. اما در این پژوهش آن را به صورت -معادلات اویلر

 کنیم:جداگانه و در کنار سایر اثرات ژیروسکوپی به شکل زیر بیان می

θ̇�̇�(𝐼yyاثر ژیروسکوپ بدنه زاویه رول    − 𝐼zz) 

�̇��̇�(𝐼yyاثر ژیروسکوپ بدنه زاویه پیچ    − 𝐼zz) 

�̇��̇�(𝐼yy   اثر ژیروسکوپ بدنه زاویه یاو  − 𝐼zz) 

باشند. اثر ژیروسکوپ مجموعه دیگر گشتاورها اثرات ژیروسکوپ روتور می

 .[21]باشد روتور ناشی از اینرسی روتور، جمع جبری سرعت زاویه روتورها می

(22) Ωr =  ω1 − ω2 + ω3 − ω4 
 𝐽r�̇�Ωrاثر ژیروسکوپ روتور زاویه رول   

 𝐽r�̇�Ωrاثر ژیروسکوپ روتور زاویه پیچ   

مشابه اثر ژیروسکوپ روتور  zهمچنین گشتاور مقاوم اینرسی حول محور 

 .[22]باشد می yو  xحول محورهای 

 𝐽rΩ̇rگشتاور مقاوم اینرسی    

شوند می هایی که در این بخش به معادلات دینامیکی چرخشی اضافهترم

 به صورت زیر هستند.

(23) 
Mgyro = [

�̇��̇�(𝐼yy − 𝐼zz) + 𝐽r�̇�Ωr

�̇��̇�(𝐼zz − 𝐼xx) − 𝐽r�̇�Ωr

�̇��̇�(𝐼xx − 𝐼yy) + 𝐽rΩ̇r

]   

 معادلات کلی حاکم 9-4-

های ذکر شده در حال معادلات حرکت سیستم را با درنظر گرفتن تمامی ترم

 آوریم.میدست لاگرانژ به-های پیشین و با استفاده از معادلات اویلربخش
𝑚�̈� = (c𝜙s𝜃c𝜓 + s𝜙s𝜓)𝑢1 − FH,x − FR,x + Fw,x 

𝑚�̈� = (c𝜙s𝜃s𝜓 − s𝜙c𝜓)𝑢1 − FH,y − FR,y + Fw,y  
𝑚�̈� = 𝑚𝑔 − c𝜙c𝜃𝑢1 − FR,z + Fw,z  
𝐼xx�̈� = 𝑢2 − 𝐼ẋx�̇� + Mgyro,x − MH.x + MR.x + MG.x + τw,x 
𝐼yy�̈� = 𝑢3 − 𝐼ẏy�̇� + Mgyro,y − MH,y + MR,y + MG.y + τw,y 
𝐼zz�̈� = 𝑢4 − 𝐼żz�̇� + Mgyro,z − MH,z + MR,z + MG.z  + τw,z    

(24)    

که در این معادلات
z
  و 

y
 ،

x
های اول، دوم به ترتیب مولفه  

 τw.𝑗و  𝑗نیروی باد در راستای  Fw.𝑗هستند. همچنین  و سوم بردار 

𝑗)باشد می 𝑗گشتاور باد حول محور  = x،y،z) [3]. 
 

 شبیه سازی و نتایج 5-

کاری متفاوت، یکی صحت معادلات دینامیکی استخراج شده را در دو شرایط 

بدون درنظر جسم متصل خارجی به کوادروتور و دیگری در شرایط کوپل شده 

کنیم. تمامی بررسی می LQRکننده گیری از کنترلبا یک دوربین و با بهره

باشند. لیست پارامترها و ها در مختصات جهانی مینتایج در این مثال

  .[22]است آمده 1د در جدول انسازی استفاده شدههایی که برای شبیهثابت
 

 1شرایط کاری  -5-1

در این قسمت به بررسی و مقایسه پاسخ ورودی پله و همچنین رفتار 
                                                                                                                                  
2 Gyroscopic effects 

( و معادلات دینامیکی استخراج شده 24دینامیکی معادلات دینامیکی رابطه )

 باشند:شود. این معادلات به صورت زیر میپرداخته می [6-10]در کارهای 

(25) 

𝑚�̈� = (c𝜙s𝜃c𝜓 + s𝜙s𝜓)𝑢1 
𝑚�̈� = (c𝜙s𝜃s𝜓 − s𝜙c𝜓)𝑢1 

𝑚�̈� = 𝑚𝑔 − c𝜙c𝜃𝑢1 
𝐼xx�̈� = 𝑢2 + �̇��̇�(𝐼yy − 𝐼zz) + 𝐽r�̇�Ωr 
𝐼yy�̈� = 𝑢3 + �̇��̇�(𝐼zz − 𝐼xx) − 𝐽r�̇�Ωr 

𝐼zz�̈� = 𝑢4 + �̇��̇�(𝐼xx − 𝐼yy) 

استفاده  [17]کننده ارائه شده در ها از کنترلسازیبرای تمامی شبیه

 زیر تعریف کردیم:را به صورت R و  Qهای است. ماتریسشده

(26) Q = I12∗12                               

(27) R = 10−4I4∗4 

 (:10را به صورت زیر بدست آوردیم )شکل  Kو ماتریس گین 

(28) 

K = [

0
0

22.03
0

0
−70.71

0
0

70.71
0
0
0

0
55.46

0
0

0
0

53.68
0

0
0
0
10

 

     

0
0

21.08
0

0
−30.61

0
0

18.47
0
0
0

0
−0.94
00.93

0

0
0

0.93
0

0
0
0

10.01

  ] 

 رفتار دینامیکی مدل در پاسخ پله -5-1-1

متر به  1برای بررسی رفتار کوادروتور در پاسخ به ورودی پله، مقدار مطلوب 

( 𝜓رادیان به زاویه یاو ) 1و  y ،x و zهای عنوان ورودی کنترلی در جهت

یک بار برای معادلات دینامیکی ارائه شده - اعمال گردید "10شکل "سیستم 

و بار دیگر برای معادلات کارهای قبلی یعنی  24در این مقاله یعنی روابط 

 حاصل شد. 19تا  11 و نتایج (25روابط )

(29) Xref = [1 1 1 0 0 1]T 

های انجام شده، با مقایسه سازیعنوان یک معیار راستی آزمایی شبیهبه

 با نتایج عملی کار "17شکل "سرعت روتورها در حالت شناور بودن ربات در 

 

 

Fig. 10 Control loop  
 حلقه کنترلی 10شکل 

 

Fig. 11 Position result of previous work  
 موقعیت کار قبلی  نتیجه 11شکل 

 

Fig. 12 Position result of present work  
 موقعیت کار حاضر نتیجه 12شکل 
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 هالیست ثابت 1 جدول

Table 1 List of constants 
 مقدار واحد نماد نام پارامتر

ممان اینرسی کوادروتور به 

 zو  x ،yترتیب حول محور 
𝐼xx 

𝐼yy 

𝐼zz 

kgm2 

kgm2 
kgm2 

 

8.1 × 10−3 
8.1 × 10−3 

14.2 × 10−3 

مشتق ممان اینرسی 

کوادروتور به ترتیب حول 

 zو  x ،yمحور 

𝐼ẋx 
𝐼ẏy 
𝐼żz 

kgm2s−1 

kgm2s−1 
kgm2s−1 

 

0 

0 
0 

 𝑚 kg 1 جرم کوادروتور
 𝑔 ms−2 9.81 شتاب گرانش زمین

 𝜎 − 0.0821 1نسبت جماد
 𝐶D − 0.05 ضریب درگ

 𝑎 rad−1 6.283 2شیب ضریب برآ
 𝜆 − 0.11 3نسبت جریان ورودی

 𝜃l0 rad 0.67 4زاویه نصب
 𝜃tw rad 0.29 5زاویه پیچش اولیه

 𝜌 kgm−3 1.2 چگالی هوا
𝐴 m2 75.5 مساحت روتور × 10−3 

 𝑅 m 0.155 شعاع روتور
ارتفاع مرکز جرم کوادروتور 

 در دستگاه بدنه
ℎ m 0.05 

فاصله مرکز روتور تا مرکز 

 دستگاه  بدنه
𝑙 m 0.024 

کوادروتور در مساحت مؤثر 

 𝑧و  x  ،y راستای محور

𝐴x 
𝐴y 

𝐴z 

m2 

m2 
m2 

0.1 
0.1 

0.2 

 𝑐 kgm−1s−1 0.8 ضریب لزجت هوا
𝐽r kgm2 1.08 ممان اینرسی روتور × 10−6 

موقعیت مرکز جرم در 

 دستگاه بدنه
𝑥G 
𝑦G 

𝑧G 

m 

m 
m 

0.05 
0.04 

0.06 
 

 

Fig. 13 Position difference of present work and previous work 

(𝑒𝑥 =  𝑥peresent work − 𝑥previous work , 𝑒𝑦 =  𝑦peresent work −

 𝑦previous work and 𝑒𝑧 = 𝑧peresent work − 𝑧previous work)  
 تفاوت موقعیت کار حاضر و کار قبلی 13شکل 

 
Fig. 14 Yaw angle result of previous work  

 قبلیزاویه یاو کار  نتیجه 14شکل 
 

 شود که نتایج به دست آمده اختلاف بسیار ناچیزی دارند.ملاحظه می [22]

 شود هم برای موقعیت و هم برایمیملاحظه  "16تا  11های شکل"در 
                                                                                                                                  
1 Solidity ratio 
2 Lift slope 
3 Inflow ratio 
4 Zero angle of incidence 
5 Twist angle of incidence 

 

زاویه یاو، نتیجه کنترلی کار حاضر با کار قبلی تقریبا مشابه است. اما با 

کنترلی که برای رسیدن توان دید که بهای می "19تا  17های شکل"مقایسه 

شود، کاملا در این دو کار کاملا کوادروتور به اهداف تعیین شده پرداخت می

 اف باید به نیروهای آیرودینامیکینابرابر است. چرا که برای رسیدن به این اهد
 

 

Fig. 15 Yaw angle result of peresent work  
 زاویه یاو کار حاضر نتیجه 15شکل 

 

Fig. 16 Yaw angle difference of present work and previous work 

(𝑒𝜓 = 𝜓peresent work − 𝜓previous work) 
 تفاوت زاویه یاو کار حاضر و کار قبلی 16شکل 

aw

 
Fig. 17 Rotor velocity results of previous work   

 سرعت روتورها در کار قبلی نتیجه 17شکل 

 
Fig. 18 Rotor velocity results of peresent work  

 سرعت روتورها در کار حاضر نتیجه 18شکل 
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Fig. 19 Rotor velocity difference of present work an previous work 

 تفاوت سرعت روتورها در کار حاضر و کار قبلی 19شکل 

و  17های شکل"شود غلبه گردد. در که در حین پرواز به کوادروتور اعمال می

 (24شود که سرعت روتورها در حالت دینامیک ساده رابطه )ملاحظه می "18

( بسیار متفاوت هستند و عامل این تفاوت از 25و دینامیک کامل رابطه )

نیروهای آیرودینامیکی است که در مدل استفاده شده در کارهای پیشین از 

بینیم که می "18شکل "ها صرف نظر شده است. همچنین در حالت پایدار آن

بودن ربات برابر نیستند. این نتیجه  سرعت نهایی روتورها به هنگام شناور

رن ساختار کوادروتور و منطبق نبودن مرکز جرم کوادروتور حاصل از عدم تقا

با مرکز هندسی و مبدأ مختصات بدنه آن است. این درحالی است که این عدم 

به این مهم  x-yتطابق کاملا منطقی است و در صورتی که بتوان در صفحه 

 امری محال است. zدست یافت در راستای 

 مسیر رفتار دینامیکی مدل در ردیابی -5-1-2

جهت بررسی رفتار دینامیکی کوادروتور و نیروهای آیرودینامیکی )بجز نیروی 

تراست و گشتاور درگ( که در طول زمانی کوادروتور یک مسیر مشخص را 

برای مدل  "10شکل "کند، مسیر زیر به عنوان ورودی به سیستم دنبال می

حاصل شد.  21و  20( اعمال شد و نتایج 24بدست آمده در این مقاله )رابطه 

شود زمانی که کنترلر درحال تلاش برای کم کردن اختلاف ملاحظه می

تعبیه شده است، نیروهای آیرودینامیکی  موقعیت کوادروتور با مسیر

ای دارند و با کم شدن این ها اندازه قابل ملاحظهوگشتاورهای حاصل از آن

آیرودینامیکی کمتر اختلاف و با قرار گرفتن کوادروتور روی مسیر، نیروهای 

 شوند.شوند، اما هرگز صفر نمیمی

𝑥 = sin (
𝑡

2
+

π

6
) +  الف( -30)     1

𝑦 = sin (
𝑡

2
) +  (ب -30)         1

𝑧 =
log(𝑡 + 1)

10
+  (ج -30)                                           3

 2شرایط کاری  -5-2

است و اثر آن گردد دوربینی به کوادروتور متصل شدهدر این حالت فرض می

گیرد. دوربین با یک بازوی رباتیک سه لینکی مطابق مورد بررسی قرار می

شود. لینک اول ثابت و سازی میمعادل 3و با مشخصات جدول  "19شکل "

باشد. برای اجتناب از در مرکز مختصات بدنه، به بدنه کوادروتور متصل می

 سازی دینامیکی این ربات، جرم هر لینک متمرکز در وسط آنمدلپیچیدگی 

 r2، دوم r1های اول گردد. با عنایت به این موضوع، مختصات لینکفرض می
 

 
Fig. 20 Position result in 3D trajectory traking of present work     

 در ردیابی مسیر سه بعدی  کار حاضرموقعیت  نتیجه 20شکل 

 
Fig. 21 Aerodynamic forces result in 3D trajectory traking of present 

work 
 در ردیابی مسیر سه بعدی کار حاضرنیروهای آیرودینامیکی  نتیجه اندازه 21شکل 

 

Fig. 22 Diagram of camera connection arm 
 دیاگرام بازوی اتصال دوربین 22شکل 

 بازوی رباتیکمشخصات  2جدول 

Table 2 Characteristics of quadrotor 
 مقدار واحد نماد نام پارامتر

 𝑚1 kg 0.25 1جرم لینک 
 𝑚2 kg 0.25 2جرم لینک 

 𝑚3 kg 0.2 3جرم لینک 
 𝑑1 m 0.1 1طول لینک 
 𝑑2 m 0.05 2طول لینک 

 𝑑3 m 0.02 3طول لینک 

 

 :در دستگاه بدنه به صورت زیر است r3 و سوم

 الف( -31)
r1 = [

0
0
𝑑1

] 

 ب( -31)

r2 =

[
 
 
 
 
𝑑2

2
cos(𝛼2)

𝑑2

2
sin(𝛼2)

𝑑1 ]
 
 
 
 

 

 ج( -31)

r3 =

[
 
 
 
 
 (

𝑑2

2
+

𝑑3

2
cos (𝛼3)) cos(𝛼2)

(
𝑑2

2
+

𝑑3

2
cos (𝛼3)) sin(𝛼2)

𝑑1 +
𝑑3

2
sin (𝛼3) ]

 
 
 
 
 

 

 ی و مرکز جرم مجموعه ربات و بازوحرکت بازو باعث تغییر مداوم اینرس

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
97

.1
8.

3.
53

.4
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

23
 ]

 

                             8 / 11

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1397.18.3.53.4
https://mme.modares.ac.ir/article-15-11828-en.html


  

 و همکاران رامین افهمی تحلیل دينامیکی يک کوادروتور در شرايط کاری متغیر

 

 643 03شماره  18، دوره 1397 خردادمهندسی مکانیک مدرس، 
 

 

مرکز جرم جدید گردد. به منظور بررسی اثر مرکز جرم مجموعه، مختصات می

 نویسیم:را به صورت زیر می

rG2 الف( -32)
=

𝑚rG + 𝑚1r1 + 𝑚2r2 + 𝑚3 r3

𝑚t
 

=         ب( -32) 𝑚 + 𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3 

 الف( -33)
FG2

= Rxyz
T 𝑚t𝑔�̂�z = 𝑚t𝑔 [ 

−s𝜃

c𝜃s𝜙

c𝜃c𝜙

]  

MG2 ب( -33)
= rG2

× FG2
 

 ج( -33)
MG2

= 𝑚t𝑔 [

𝑦G2
c𝜃c𝜙 − 𝑧G2

c𝜃s𝜙

−𝑧G2
s𝜃 − 𝑥G2

c𝜃c𝜙

𝑥G2
c𝜃s𝜙 + 𝑦G2

s𝜃

] 

همچنین به منظور بررسی اثر اینرسی، بار دیگر معادلات لاگرانژین 

های جنبشی انتقالی و به ترتیب انرژی 𝑈و 𝑇trans  شوند.بازنویسی می

و  𝑇rot1 ،𝑇rot2انرژی جنبشی چرخشی کوادروتور و  𝑇rotپتانسیل مجموعه، 

𝑇rot3 شکل "های اول، دوم و سوم بازوی . به ترتیب انرژی جنبشی لینک

 به صورت زیر هستند: "19

(34) 𝑇trans =
1

2
𝑀t(�̇�

2 + �̇�2 + �̇�2) 

𝑈 = −𝑚𝑔𝑧 − 𝑚1𝑔𝑧 − 𝑚2𝑔𝑧 − 𝑚3𝑔 (𝑧 −
𝑑3

2
sin(𝛼3))   

(35)  

(36) 𝑇rot =
1

2
𝐼xx�̇�

2 +
1

2
𝐼yy�̇�

2 +
1

2
𝐼zz�̇�

2 

(37) 𝑇rot1 =
1

2
𝐼1,x�̇�

2 +
1

2
𝐼1,y�̇�

2 +
1

2
𝐼1,z�̇�

2 

(38) 𝑇rot2 =
1

2
𝐼2,x�̇�

2 +
1

2
𝐼2,y�̇�

2 +
1

2
𝐼2,z(�̇� + �̇�2)

2
 

𝑇rot3 =
1

2
𝐼3,x(�̇�

2 + �̇�3cos(𝛼2))
2
+

1

2
𝐼3,y(�̇�

2 + �̇�3cos(𝛼2))
2
 

(39)            +
1

2
𝐼3,z(�̇�

2 + �̇�2
2) 

𝑘که در روابط بالا برای  = 1,2,3 ،𝐼𝑘,x ،𝐼𝑘,y  و𝐼𝑘,z  به ترتیب اینرسی

باشد. بنابراین لاگرانژین سیستم به می y ،x و zحول محورهای 𝑘لینک 

 باشد:صورت زیر می

(40) 𝐿 = 𝑇trans + 𝑇rot + 𝑇rot1 + 𝑇rot2 + 𝑇rot3 − 𝑈 

صورت زیر بیان ( به3لاگرانژ )رابطه -ی اویلرحال سمت چپ معادله

 شود:می

𝑑 الف( -41)

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 𝑀t�̈� 

 ب( -41)
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑦
= 𝑀t�̈� 

𝑑 ج( -41)

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑧
= 𝑀t�̈� − 𝑀t𝑔 

 د( -41)

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜙
= 𝐼xx�̈� + 𝐼ẋx�̇� + 𝐼1,x �̈� + 𝐼1̇,x �̇�

+ 𝐼2,x �̈� + 𝐼2̇,x �̇�

+ 𝐼3,x(�̈� + �̈�3cos(𝛼2)

− �̇�2�̇�3sin (𝛼2))

+ 𝐼3̇,x(�̇� + �̇�3cos𝛼2) 

 ه( -41)

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜃
= 𝐼yy�̈� + 𝐼ẏy�̇� + 𝐼1,y �̈� + 𝐼1̇,y �̇�

+ 𝐼2,y �̈� + 𝐼2̇,y �̇�

+ 𝐼3,y(�̈� + �̈�3sin (𝛼2)

− �̇�2�̇�3cos(𝛼2))

+ 𝐼3̇,y(�̇� + �̇�3sin(𝛼2)) 

 و( -41)

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜓
= 𝐼zz�̈� + 𝐼żz�̇� + 𝐼1,z �̈� + 𝐼1̇,z �̇�

+ 𝐼2,z (�̈� + �̈�2) + 𝐼2̇,z (�̇�

+ �̇�) + 𝐼3,z(�̈� + �̈�2) + 𝐼3̇,z(�̇�

+ �̇�) 
ج( و سایر نیروهای  -28براساس روابط بالا و همچنین اثر زمین، رابطه )

است، معادلات دینامیکی مجموعه به آمده  4آیرودینامیکی که در بخش 

 صورت است:
𝑀t�̈� = (𝑐𝜙𝑠𝜃𝑐𝜓 + 𝑠𝜙𝑠𝜓)𝑢1 − FH,x − FR,x + Fw,x 
𝑀t�̈� = (𝑐𝜙𝑠𝜃𝑠𝜓 − 𝑠𝜙𝑐𝜓)𝑢1 − FH,y − FR,y + Fw,y  
𝑀t�̈� = 𝑀t𝑔 − 𝑐𝜙𝑐𝜃𝑢1 − FR,z + Fw,z   
𝐼X�̈� = 𝑆𝜙 + 𝑢2 + Mgyro,x − MH,x + MR,x + MG2,x + τw,x 
𝐼Y�̈� = 𝑆𝜃 + 𝑢3 + Mgyro,y − MH,y + MR,y + MG2,y + τw,y 
𝐼Z�̈� = 𝑆𝜓 + 𝑢4 + Mgyro,z − MH,z + MR,z + MG2,z + τw,z  

(42)  

به ترتیب اینرسی مجموعه حول محورهای  𝐼Zو  𝐼X ،𝐼Yکه در روابط بالا 

x ،y  وz  و به صورت زیر است. همچنین𝑆𝜙 ،𝑆𝜃  و𝑆𝜓  جهت اجتناب از

 است.پیچیدگی معادلات به صورت زیر تعریف شده

𝐼X الف( -43) = 𝐼xx + 𝐼1,x + 𝐼2,x + 𝐼3,x  
𝐼Y ب( -43) = 𝐼yy + 𝐼1,y + 𝐼2,y + 𝐼3,y  

𝐼Z ج( -43) = 𝐼zz + 𝐼1,z + 𝐼2,z + 𝐼3,z  
𝑆𝜙 = −𝐼ẋx�̇� − 𝐼1̇,x �̇� − 𝐼2̇,x �̇� − 𝐼3,x(�̈�3cos (𝛼2) 

(�̇�2�̇�3sin (𝛼2)−            الف( -44) − 𝐼3̇,x(�̇� + �̇�3cos (𝛼2)) 
𝑆𝜃 = −𝐼ẏy�̇� − 𝐼1̇,y �̇� − 𝐼2̇,y �̇� − 𝐼3,y(�̈�3sin(𝛼2) 

(�̇�2�̇�3cos(𝛼2)−            ب( -44) − 𝐼3̇,y(�̇� + �̇�3sin(𝛼2)) 

𝑆𝜓 = −𝐼żz�̇� − 𝐼1̇,z �̇� − 𝐼2,z �̈�2 − 𝐼2̇,z �̇� − 𝐼3,z�̈�2 − 𝐼3̇,z(�̇� + 𝛼)̇ 

  ج( -44)

برای بررسی رفتار کوادروتور کوپل با بازو در پاسخ به ورودی پله، مقدار 

رادیان به  1و  y ،x و zهای ورودی کنترلی در جهت sمتر به عنوان  1مطلوب 

( و 42اعمال گردید. برای معادلات روابط ) "10شکل "( سیستم 𝜓زاویه یاو )

ای بازوی حاصل شد. همچنین موقعیت زاویه "24و  23های شکل"نتایج 

 ( در حال تغییر هستند.46و  45براساس معادلات ) "22شکل "

(45) 𝛼2 = sin(2𝑡) 

(46) 𝛼3 = sin (0.5𝑡 +
π

6
) 

های موجود در معادلات شود که در این حالت چون ترمملاحظه می

اندازه است، ( بیشتر شده 24ای نسبت به حالت قبل یعنی معادلات )زاویه

گشتاورهایی که در فاصله رسیدن کوادروتور به مقادیر داده شده در ورودی 

 شوند بسیار بیشتر است.اعمال می کنترلی به کوادروتور

 نتيجه گيری 6-

 سازی دینامیکی کوادروتور با توجه به تغییرات در شرایطدر این مقاله مدل

 کوادروتور، از روشمحیطی انجام شد. برای استخراج معادلات حاکم بر 
 

 

Fig. 23 Position results for step response of arm-carrying quadrotor    
 موقعیت در پاسخ پله کوادروتور حامل بازو نتیجه 23شکل 
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Fig. 24 Aerodynamic forces result 
 نیروهای آیرودینامیکی نتیجه اندازه 24شکل 

لاگرانژ استفاده شد و تمامی نیروهای آیرودینامیکی که بر حرکت آن -اویلر

گذارند در نظر گرفته شدند. در مقالات پیشین، معادلات دینامیکی به تاثیر می

است. بنابراین پس از تشریح هر یک از نیروهای طور جامع درنظر گرفته نشده

آن ارائه شد. در انتها دخیل در حرکت کوادروتور، مدل دینامیکی جامع برای 

کننده گیری از کنترلعملکرد سیستم در دو شرایط کاری متفاوت با بهره

LQRها مدل دینامیکی به سازی شده و به کمک آن، به صورت عددی شبیه

 گذاری شد.دست آمده صحه

در شرایط کاری اول در دو آزمون متفاوت به بررسی و مقایسه معادلات 

شد. در آزمون پاسخ به ورودی  کارهای پیشین پرداخته دینامیکی کار حاضر با

پله، رفتار دینامیکی کوادروتور براساس معادلات دینامیکی کار قبلی با مدل 

دینامیکی ارائه شده در کار حاضر مقایسه شد و مشاهده شد که با وجود 

خروجی کنترلی تقریبا مشابه دو سیستم رفتاری متفاوت دارند و سرعت 

های برابر کاملا متفاوت هستند. همچنین در آزمون ازای ورودی روتورها به

ردیابی مسیر تأثیر نیروهای آیرودینامیکی استخراج شده در این مقاله، زمانی 

کند ملاحظه شد و دیدیم که کوادروتور مسیر از پیش تعیین شده را دنبال می

را کاهش  کند اختلاف موقعیت کوادروتور و مسیرزمانی که کنترلر تلاش می

ای دارند. همچنین با قرار گرفتن دهد، این نیروها اندازه قابل ملاحظه

ها همچنان روی حرکت تأثیر گذار هستند. در کوادروتور روی مسیر این ترم

شرایط کاری دوم نیز عملکرد کوادروتور تحت تاثیر دوربین متصل به آن که با 

دهد، یوسته تغییر میحرکت خود معادلات دینامیکی سیستم را به صورت پ

بررسی شد. در این شرایط نیز نتایج حاصل از رفتار دینامیکی ،تأثیر نیروهای 

 از حرکت بازوی رباتیک ارائه شد. آیرودینامیکی و نیروها و گشتاورهای حاصل

 فهرست علايم 7-

دهنده نشان 𝑘دهنده روتور اول، دوم، سوم و یا چهارم، نشان 𝑖در این قسمت، 

 zو یا  x  ،yدهنده محور نشان 𝑗لینک یک، دو و یا سه بازوی رباتیک و 

 باشد.می

𝐴  مساحت(m2) 

𝐴x  مساحت مؤثر کوادر روتور در راستای محورx (m2) 

𝐴y  مساحت مؤثر کوادروتور در راستای محورy (m2) 

𝐴z  مساحت مؤثر کوادروتور در راستای محورz (m2) 

𝑏  فاکتور تراست(Ns2) 

𝐶H ضریب نیروی هاب 

𝐶Q ضریب گشتاور روتور 

𝐶T ضریب تراست 

𝐶T
IGE ضریب نیروی تراست با در نظر گرفتن اثر زمین 

𝐶T
OGE ضریب نیروی تراست بدون در نظر گرفتن اثر زمین 

𝑑  فاکتور درگ(Nms2) 

𝑑𝑘  طول لینک𝑘 ام(m) 

�̂�x  بردار یکه در راستایx مختصات اینرسی 

�̂�y  بردار یکه در راستایy مختصات اینرسی 

�̂�z  بردار یکه در راستایz مختصات اینرسی 

�̂�x́  بردار یکه در راستایx مختصات بدنه 

�̂�ý  بردار یکه در راستایy مختصات بدنه 

�̂�ź  بردار یکه در راستایz مختصات بدنه 

𝑒 تفاضل 

E خطای ردیابی 

FH  بردار نیروی هاب(N) 

FI  بردار نیروی کوادروتور در دستگاه اینرسی(N) 

FG  بردار نیروی وزن در دستگاه بدنه(N) 

FR  بردار نیروی مقاومت هوا(N) 

𝐹𝑤.𝑗 نیروی باد در راستای محور 𝑗  (N) 

𝐻𝑖  نیروی هاب روتور(N) 

𝐼  اینرسی(kgm2) 

𝐿 لاگرانژین (J) 

𝑚  جرم کوادروتور(kg) 

𝑚𝑘  جرم لینک𝑘 ام(kg) 

𝑚t  مجموع جرم کوادروتور و بازو(kg) 

MD  بردار گشتاور حاصل از نیروهای درگ(Nm) 

MG بردار گشتاور اثر زمین(Nm) 

Mgyro بردار گشتاور اثر ژیروسکوپ (Nm) 

MH  بردار گشتاور هاب(Nm) 

MR  بردار گشتاور رول(Nm) 

MT  بردار گشتاور حاصل از نیروهای تراست(Nm) 

Q  نیروها و گشتاورهای آیرودینامیکی(N) 

Q  بردار حالت 

𝑄𝑖  گشتاور روتور(Nm) 

𝑅𝑖  گشتاور رول روتور(Nm) 

rG  بردار موقعیت مرکز جرم کوادروتور در دستگاه بدنه(m) 

r𝑘  بردار موقعیت مرکز جرم  لینک𝑘 ام در دستگاه بدنه(m) 

𝑇𝑖  نیروی تراست روتور𝑖ام(N) 

𝑇IGE  نیروی تراست با در نظر گرفتن اثر زمین(N) 

𝑇OGE  نیروی تراست بدون در نظر گرفتن اثر زمین(N) 

𝑇rot  انرژی جنبشی حرکت چرخشی(J) 

𝑇rot1  1انرژی جنبشی چرخشی لینک (J) 

𝑇rot2  2انرژی جنبشی چرخشی لینک (J) 

𝑇rot3  3انرژی جنبشی چرخشی لینک (J) 

𝑇trans  انرژی جنبشی حرکت انتقالی(J) 

𝑈  انرژی پتانسیل(J) 

𝑢1 ها مجموع نیروی تراست پروانه(N) 

𝑢2  گشتاور حاصل از نیروهای تراست حول محور𝑥  دستگاه بدنه
(Nm) 

𝑢3  گشتاور حاصل از نیروهای تراست حول محور𝑦  دستگاه بدنه
(Nm) 

𝑉  سرعت خطی(ms−1) 

𝑥  موقعیت خطی کوادروتور در راستایx  دستگاه اینرسی(m) 

X بردار موقعیت 

𝑦  موقعیت خطی کوادروتور در راستای y دستگاه اینرسی(m) 
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𝑧  موقعیت خطی کوادروتور در راستایz  دستگاه اینرسی(m) 

 علایم یونانی

𝛼2 2ای لینک موقعیت زاویه  (rad) 

𝛼3 3ای لینک موقعیت زاویه  (rad) 

 (rads−1)عدد کوچک و مثبت  ∆

𝜃 ای کوادروتور در راستای موقعیت زاویهy  دستگاه اینرسی(rad) 

𝜇 گام پیشرو روتور 

τw.𝑗  گشتاور باد در راستای محور𝑗 (Nm) 

𝜙 ای کوادروتور در راستای موقعیت زاویهx  دستگاه اینرسی(rad) 

𝜓  ای کوادروتور در راستای زاویهموقعیتz  دستگاه اینرسی(rad) 

Ω𝑟   جمع جبری سرعت زاویه روتورها(rads−1) 

𝜔H ای روتورها برای شناور ماندن کوادروتور سرعت چرخش زاویه
(rads−1) 

𝜔𝑖 ای روتور سرعت چرخش زاویه(rads−1) 

 هابالانویس

T ترانهاده 

 هازیرنویس

G مرکز جرم 

gyro ژیروسکوپ 

hor افقی 

IGE در محدوده اثر زمین 

𝑖  4تا  1اعداد 

𝑗  محور𝑥 ،𝑦  و یا𝑧 

𝑘  3تا  1اعداد 

OGE اثر زمین خارج از محدوده 
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