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ای مستطیلی واقع بر بستر الاستیک تحت عبور مجموعه پیوسته در این مقاله، ناپایداری ناشی از وقوع تشدید پارامتریک در ارتعاش عرضی ورق 
ای حاکم بر حرکت با بارهای متحرک، بررسی شده است. برای استخراج معادله دیفرانسیل پاره های متحرک به عنوان مدلی از تعامل پلاز جرم

ای ای حاکم به مجموعهیافته بکار گرفته شده است. متعاقباً با استفاده از روش گالرکین، معادله دیفرانسیل پارهعرضی ورق، اصل همیلتون تعمیم
های شتاب جرم متحرک از جمله شتاب محلی، کریولیس و مرکزگرا ی مولفهه است. لحاظ کردن همهاز معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل گردید

های ی جرمهای متغیر با زمان جرم، میرایی و سختی در ضرایب معادله شده است. عبور متناوب و پیوستهدر تحلیل، منجر به ظاهر شدن ماتریس
دینامیکی مورد بررسی را به سیستمی تحت تحریک پارامتریک با ضرایب پریودیک  متحرک در طول مسیری مستقیم روی سطح ورق، سیستم

تحلیلی هارمونیک بالانس نموی بر معادلات بدست آمده، پایداری سیستم برای مقادیر وسیعی از جرم و کند. با اعمال روش نیمهتبدیل می
بر این، تأثیر سختی بستر الاستیک بر پایداری ورق نیز بررسی شده سرعت بارهای عبوری و شرایط مرزی مختلف ورق تحلیل شده است. علاوه 

ای ناپایدار ها روی سطح ورق، منجر به تشکیل زبانههای ورود و خروج جرمهای گیردار برای لبهگاهدهد که استفاده از تکیهاست. نتایج نشان می
شود که با شود. همچنین، مشاهده میگاه ساده پدیدار نمیتفاده از تکیهای که در صورت اسشود؛ زبانهی پارامترهای جرم عبوری میدر صفحه

بینی های عددی، صحت نتایج پیشسازییابد. با انجام شبیههای متحرک افزایش میهای بحرانی جرمافزایش سختی بستر الاستیک، سرعت
 .تحلیلی، تأیید شده استشده با روش نیمه
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 In this paper, instability due to occurrence of parametric resonance in transverse vibration of a 

rectangular plate on an elastic foundation under passage of continuous series of moving masses is 

examined as a model of bridge-moving loads interaction. The extended Hamilton’s principle is 

employed to derive the partial differential equation of motion. Subsequently, the governing partial 

differential equation is transformed into a set of ordinary differential equations by the Galerkin 

procedure. Considering local, Coriolis and centripetal acceleration components of the moving masses in 

the analysis leads to appearance of time-varying mass, damping and stiffness matrices in the 

coefficients of the governing equation. The passage of continuous series of moving masses along the 

rectilinear path results in a parametrically excited system with periodic coefficients. Applying 

incremental harmonic balance method as a semi-analytical method to the governing equations, stability 

of the system is investigated for a wide range of masses and velocities of the passing loads and different 

boundary conditions of the plate. Moreover, effect of the foundation stiffness on stability of the plate is 

examined. Results indicate that using clamped supports for the edges of entrance and departure of 

masses over the plate’s surface leads to formation of an instability tongue in the parameters plane which 

does not appear for the case of using simply supports. Also, it is observed that critical velocities of the 

moving masses will be increased by escalation of the foundation stiffness. Numerical simulations 

confirm the accuracy of the semi-analytical results. 
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 مقدمه 1-

های الاستیک تحت بارهای متحرک در بررسی رفتار دینامیکی سازه

های پل ونقل کابلی،های حملسیستم همچونهای مختلف مهندسی زمینه

کاری از اهمیت بالایی های سقفی و پروسه ماشینجرثقیل عبور وسائل نقلیه،

تعامل بین سازه و بار متحرک در کاربردهای برخوردار است. پیچیدگی 

های مندی محققین در سالمرتبط، منجر به تبدیل این موضوع به علاقه

با احتساب تأثیرات اینرسی بارهای متحرک در معادلات  گذشته شده است.

ی جرم عنوان مسألهآید که بهتری حاصل میبندی دقیقدینامیکی، فرمول

ارتعاش ورق کیرشهف با  [1]دنام و همکاران شود. شامتحرک شناخته می

های ساده تحت عبور جرم متحرک را فقط با در نظر گاهشرایط مرزی تکیه

ی عمودی شتاب جرم متحرک، مورد بررسی قرار دادند. نیکخو و گرفتن مولفه

ها تحت عبور بارها و ی رفتار دینامیکی ورقهایی در زمینههمکاران پژوهش

مستطیلی  اند که شامل پاسخ ارتعاش عرضی ورقنجام دادههای متحرک اجرم

، [3]ای از بارهای اینرسی متحرک و رشته [2]نازک تحت تأثیر جرم متحرک 

به بررسی رفتار دینامیکی ورق مستطیلی نازک با  [4]باشد. نیاز و نیکخو می

دار، پرداختند. قزوینی و شرایط مرزی مختلف تحت عبور جرم متحرک شتاب

های مستطیلی نازک با ضخامت متغیر پاسخ دینامیکی ورق [5]کاران هم

تحت بارگذاری جرم متحرک را با استفاده از روش بسط تابع ویژه ارزیابی 

های پیزوالکتریک به منظور کنترل پاسخ دینامیکی استفاده از وصلهکردند. 

 .، مطالعه شد[6]های نازک حامل جرم متحرک توسط نیکخو و رفوئی ورق

های مستطیلی تحت بارگذاری جرم متحرک توسط دینامیک غیرخطی ورق

، بررسی شد. جیبادیان و دادا [8]و انشائیان و رفوئی  [7]رفوئی و همکاران 

پاسخ دینامیکی ورق مستطیلی میندلین حامل جرم متحرک توزیعی را  [9]

ثرات پاسخ دینامیکی ورق مورب را با لحاظ کردن ا [10]ارزیابی کردند. وو 

نیروهای گریز از مرکز و کریولیس ناشی از جرم متحرک بررسی کرد و متذکر 

های بالای حرکت جرم عبوری، نیروهای گریز از مرکز و شد که برای سرعت

واثقی امیری و  کنند.کریولیس نقش مهمی در پاسخ دینامیکی ورق ایفا می

رایط مرزی های مستطیلی ضخیم با شرفتار دینامیکی ورق [11]همکاران 

های متحرک را با بکارگیری روش بسط تابع ویژه و بر مختلف تحت عبور جرم

روشی مبتنی بر  [12]د. اسن اساس تئوری برشی مرتبه اول، بررسی کردن

های مستطیلی نازک تحت ی ارتعاش عرضی ورقالمان محدود برای مطالعه

 [13]ی دیگر ابارگذاری جرم متحرک، ارائه کرد. همچنین، او در مطالعه

های مستطیلی نازک روشی مشابه برای بررسی ارتعاش طولی و عرضی ورق

-زاده حسنتحت عبور بارهای متحرک با سرعت متغیر، بکار گرفت. ابراهیم

های مستطیلی نازک تحت تأثیر وقوع تشدید در ورق [14]آبادی و همکاران 

  های متحرک را بررسی کردند.ای از جرمسری پیوسته

های فیزیکی، الکتریکی و بیولوژیکی، رفتار نوسانی بسیاری از سیستمدر 

های دینامیکی ناشی از تحریک متناوب، توجه بسیاری از دانشمندان و سیستم

ی اجباری و های نوسانی به دو دستهمهندسین را جلب کرده است. تحریک

تد که افشوند. تحریک اجباری هنگامی اتفاق میبندی میپارامتریک تقسیم

سیستم دینامیکی توسط ورودی متناوبی برانگیخته شده باشد. حال اینکه 

ی وجود پارامترهای متغیر با زمان )متناوب با زمان( تحریک پارامتریک نتیجه

در سیستم است. بیشتر توجهات به تحریک پارامتریک به علت وقوع نوع 

باشد. ها میسیستممنحصر به فردی از تشدید به نام تشدید پارامتریک در این 

اگر فرکانس پارامترهای متناوب، نزدیک به دو برابر فرکانس طبیعی سیستم 

 ی آن افزایشک خواهد شد که نتیجهشود، سیستم دچار تشدید پارامتری
 

 ی نوسانات است.نامحدود دامنه

ی تحت بارگذاری، از دسته مواردی است که سازه ی جرم متحرکمسأله

شود. از آنجایی که مکان جرم متحرک بر سطح یک میدچار تحریک پارامتر

ی جرم متحرک را اساساً باید کند، لذا مسألهبا گذشت زمان تغییر می سازه

بندی کرد. ماهیت وابسته به زمان این قبیل جزء مسایل  متغیر با زمان دسته

های ها، فقط در مطالعات محدودی )در مقایسه با حجم وسیع پژوهشسیستم

. در این مطالعات، [15-19]شده در این زمینه( در نظر گرفته شده است  انجام

ی بستر، ضرایب متغیر با زمان ها بر سازهبا در نظر گرفتن عبور متناوب جرم

های درپی جرمتشدید ناشی از عبور پیشوند. تبدیل میپریودیک به ضرایبی 

تحت بارگذاری ی تواند منجر به پیامدهایی ناخواسته در سازهمتحرک می

فعال ی کنترلرهای فعال یا نیمهشود. به منظور تنظیم شرایط تشدید به وسیله

 ها بررسی شود.لازم است که شرایط وقوع تشدید در این قبیل سیستم

تاکنون پاسخ دقیقی برای معادلات با ضرایب پریودیک به صورت کلی 

توان تحلیلی میهای عددی و نیمهارایه نشده است، اما به کمک برخی روش

محدود یا نامحدود بودن پاسخ این قبیل معادلات را بررسی کرد. معمولاً این 

کنند که هایی را در فضای پارامترهای معادله مشخص میها، ناحیهروش

سیستم به ازای پارامترهای متعلق به آن دچار تشدید پارامتریک شده و در 

 آید.می نتیجه، ناپایداری در پاسخ معادله به وجود

برنولی تحت عبور -ناپایداری حاصل از تشدید پارامتریک در تیر اویلر

و  [15]های متحرک اولین بار توسط نلسون و کونوور مطرح شد متناوب جرم

با استفاده از تئوری فلاکه نواحی پایدار و ناپایدار فضای پارامترهای سیستم 

های گاهبرنولی با تکیه-پایداری دینامیکی تیر اویلر [16]مشخص شد. رائو 

های چندگانه ساده تحت عبور بار متحرک را با استفاده از روش مقیاس

های تشدید خارجی، داخلی و پارامتریک ارزیابی کرد. در این مطالعه، پدیده

ی اثرات بررسی گردید و گزارش شد که اگرچه تشدید خارجی در نتیجه

افتد ولی وقوع تشدید پارامتریک و داخلی فقط متحرک اتفاق می ای بارجاذبه

به پارامترهای جرم و سرعت بار عبوری بستگی دارد. پیرمرادیان و همکاران 

با استفاده از روش هارمونیک بالانس نموی، تشدید پارامتریک در تیر  [17]

کسان های متحرک یدرپی جرمهای ساده تحت عبور پیگاهتیموشنکو با تکیه

را در ی پاسخ همزمان وقوع پدیده [18]پور و همکاران را بررسی کردند. کریم

جرم متحرک گزارش کردند و اهمیت توجه -ی ناپایداری سیستم تیرمطالعه

 را در طراحی مهندسی بیان نمودند.به آن 

دهد که شرایط وقوع تشدید مروری بر مطالعات پیشین نشان می

ی تیر تحت بارگذاری جرم ناشی از آن در سازهپارامتریک و ناپایداری 

جرم متحرک، هرچند -متحرک بررسی شده است. در مورد سیستم ورق

هایی برای سرعت ی تشدید خارجی و یافتن محدودیتمطالعاتی در زمینه

[، لیکن با توجه به بهترین دانش 14,11,6,2جرم عبوری انجام گرفته است ]

ی وقوع تشدید پارامتریک در این قبیل زمینهنویسندگان، تاکنون تحقیقی در 

ی حاضر با در نظر گرفتن ها صورت نگرفته است. بنابراین، در مطالعهسیستم

های متحرک بر سطح سازه، ورق تحریکی از نوع پارامتریک ای جرمعبور نوبه

شوند. ی حاکم به ضرایبی متناوب تبدیل میکند و ضرایب معادلهرا تجربه می

شود که به کمک ی هیل، سعی میبه شباهت این معادله با معادلهبا توجه 

ی پایداری سیستم استخراج گردد. علاوه روش هارمونیک بالانس نموی صفحه

بر این، اکثر مطالعات انجام شده در این زمینه، محدود به شرایط مرزی 

د های ممتکه عملکرد دینامیکی سیستمباشد. حال اینهای ساده میگاهتکیه

تواند حساسیت بالایی به شرایط مرزی داشته باشد. بنابراین، در این مقاله می
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نتایجی ارایه  با در نظر گرفتن شرایط مرزی مختلف در تحلیل ناپایداری ورق،

های مکانیکی و عمرانی بسیار ی سازهها در حوزهشده است که توجه به آن

طح ورق مسیری های متحرک روی سحایز اهمیت است. برای حرکت جرم

مستقیم در نظر گرفته شده است؛ مسیری که در مسائلی همچون حرکت 

ی ناوهای هواپیمابر مطرح ها و همچنین عرشهوسایل نقلیه و قطارها روی پل

 است.

 معادلات حرکت 2-

در  𝑀پذیر واقع بر بستر الاستیک در معرض عبور جرم متحرک ورقی انعطاف

 در نظر بگیرید. "1شکل "، مطابق 𝑉با سرعت ثابت  طول مسیری مستقیم

و   ν، ضریب پواسون 𝐸، مدول یانگ ℎ، ضخامت 𝑏، عرض 𝑎ورق دارای طول 

و با در نظر گرفتن ضخامت کم نسبت به طول  است. 𝜌جرم واحد حجم 

عرض ورق و استفاده از تئوری ورق کیرشهف، از اثرات اینرسی دورانی و 

شود. مطابق تئوری ورق کیرشهف، میدان نظر میرفهای برشـی صتغییرشکل

توان به صورت را می 𝑧و  𝑥 ،𝑦برای هر نقطه از ورق در جهات  𝑢جابجایی 

 ( بیان کرد.1ی )رابطه

(1) 

𝑢𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = −𝑧
𝜕𝑤

𝜕𝑥
 

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = −𝑧
𝜕𝑤

𝜕𝑦
 

𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

,𝑤(𝑥که  𝑦, 𝑡) باشد. بر اساس تغییرشکل عرضی سطح میانی ورق می

( بدست 2ی )های تانسور کرنش به صورت رابطهفرضیات کیرشهف، مولفه

 آیند.می

(2) 

휀𝑥𝑥 = 𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
,     휀𝑦𝑦 = 𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
,    휀𝑥𝑦 = 𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
,     

휀𝑧𝑧 = 휀𝑥𝑧 = 휀𝑦𝑧 = 0 

( تعریف 3ی )رابطه صورتکرنش به -براساس قانون هوک، روابط تنش

 شوند.می

(3) 

𝜎𝑥𝑥 =
𝐸

1 − 𝜈2
(휀𝑥𝑥 + 𝜈휀𝑦𝑦),        

𝜎𝑦𝑦 =
𝐸

1 − 𝜈2
(휀𝑦𝑦 + 𝜈휀𝑥𝑥) 

𝜎𝑥𝑦 = 𝐺휀𝑥𝑦 

مدول برشی ورق است. تابع انرژی کرنشی برای یک ورق همگن  𝐺که 

 شود.می ( تعریف4ی )تغییرشکل یافته به صورت رابطه

 

(4) 
𝑈𝑝 =

1

2
∫ [ ∫ (𝜎𝑥𝑥휀𝑥𝑥 + 2𝜎𝑥𝑦휀𝑥𝑦 + 𝜎𝑦𝑦휀𝑦𝑦)𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

]

 

𝐴

 𝑑𝐴   

گیری در راستای ضخامت ( و انتگرال4( در )3( و )2با جایگذاری روابط )

 ورق، انرژی کرنشی برابر خواهد شد با:

𝑈𝑝 =
𝐷

2
∫[(∇2𝑤)2 + 2(1 − 𝜈) ((

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

−
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)]

 

𝐴

 𝑑𝐴   

(5)  

𝐷که  = 𝐸ℎ3 12(1 − 𝜈2)⁄ .انرژی پتانسیل  سختی خمشی ورق است

 ( نوشت.6ی )توان به صورت رابطهجرم متحرک را می

(6) 𝑈𝑀 = − ∫𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑡)

 

𝐴

𝑤 𝑑𝐴  

( بیان 7ی )تابع بارگذاری مرتبط با جرم متحرک به صورت رابطه

 شود.می

(7) 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑀 (𝑔 −
𝑑2𝑤

𝑑𝑡2
)𝛿(𝑥 − 𝑥𝑀)𝛿(𝑦 − 𝑦𝑀) 

معرف تابع دلتای دیراک است و برای نشان دادن موقعیت جرم  𝛿که 

 نظر در و ورق با جرم کامل تماس فرض روی ورق استفاده شده است. با

به فرم روابط  𝑤های زمانی اول و دوم های اینرسی آن، مشتقی ترمگرفتنهمه

 یابد.( گسترش می9( و )8)

(8)   
𝑑𝑤

𝑑𝑡
=

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑡
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑡
+

𝜕𝑤

𝜕𝑡
 

(9) 

𝑑2𝑤

𝑑𝑡2
=

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑡
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑡
+

𝜕𝑤

𝜕𝑡
)
𝜕𝑥

𝜕𝑡
 

          +
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑡
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑡
+

𝜕𝑤

𝜕𝑡
)
𝜕𝑦

𝜕𝑡
 

          +
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑡
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑡
+

𝜕𝑤

𝜕𝑡
) 

ی ( و جایگذاری رابطه9ی )جبری بر رابطه عملیات مقداری انجام با

نتیجه  مستقیم عبور جرم (، در نهایت تابع بارگذاری برای مسیر7حاصل در )

 :[12]شود می

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑀 (𝑔 −
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
− 2𝑉

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑡
− 𝑉2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)𝛿(𝑥 − 𝑉𝑡) 

(10)                        𝛿(𝑦 − 𝑏 2⁄ ) 
𝑀𝜕2𝑤های ترم که 𝜕𝑡2⁄ ،2𝑀 𝜕2𝑤 𝜕𝑥𝜕𝑡⁄  و𝑀𝑉2 𝜕2𝑤 𝜕𝑥2⁄  به

انرژی پتانسیل ترتیب معرف نیروهای اینرسی، کریولیس و مرکزگرا هستند. 

 شود.( تعریف می11ی )به صورت رابطهبستر الاستیک 

(11) 𝑈𝑤 =
1

2
∫𝑘w𝑤2

 

𝐴

 𝑑𝐴  

سختی بستر وینکلر است. همچنین، انرژی جنبشی ورق به فرم  𝑘𝑤که 

 شود.( بیان می12)ی رابطه

(12) 𝐾𝑝 =
1

2
∫𝜌ℎ (

𝜕𝑤

𝜕𝑡
)
2

 

𝐴

 𝑑𝐴  

 اصل همیلتونباید به منظور استخراج معادله حرکت سیستم، 

اصل همیلتون متداول که در استخراج معادلات استفاده شود.  یافتهتعمیم

های بسته فقط برای سیستم شودها به کار گرفته میحرکت سیستم

ها تغییر ی آنت تشکیل دهندههایی که جرم ثابت دارند و ذرا)سیستم

ر غیاب ه دپایستار کی های بستهف سیستمرخلابکنند( معتبر است. نمی

 هایکند، برای سیستمغییر نمیو ت ها ثابت استنیروهای ناپایستار انرژی آن

شود. دم حضور نیروهای ناپایستار لزوماً منجر به پایستاری انرژی نمیعاز ب

هایی که ذرات تشکیل برای سیستم و ضروری است که این اصل لازم بنابراین

کند، تعمیم یابد. این مطلب به ها با گذشت زمان تغییر میی آندهنده

های انتقال سیال و یا شلیک خصوص در مسایلی مانند عبور سیال از لوله

های سلاح مهم بوده و عدم توجه به ورود و خروج شار یا جرم به گلوله از لوله

های نتیجه تحلیل در استخراج معادلات و در سیستم، منجر به بروز خطا

 این مقاله نیز دربحث در سیستم مورد شود. غلط می ناصحیح و حصول نتایج

 

 
Fig. 1 A moving mass traveling along a straight path 

 جرم متحرک در حال حرکت در طول مسیری مستقیم 1شکل 
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 و همکاران احسان ترکان متحرک هایای از جرمهای مستطیلی واقع بر بستر الاستیک تحت عبور مجموعه پیوستهوقوع تشدید پارامتریک در ارتعاشات عرضی ورق

 

 9شماره  17، دوره 1396 ذرآمهندسی مکانیک مدرس،  222
 

های با جرم ورق از دسته سیستم ها بر رویای جرمنوبهخروج  ی ورود ونتیجه

( قابل بیان است 13ی )متغیر خواهد بود. فرم کلی این اصل به صورت رابطه

[20]. 

∫ الف(-13) 𝛿(𝐿)0 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ ∫ 𝛿𝐻 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

= 0 

𝛿𝐻 ب(-13) = 𝛿𝑊 + ∬(𝜌𝑚�⃗� ∙ 𝛿𝑟 )(�⃗� 𝐵 − �⃗� ) ∙ �⃗�  𝑑𝑠

 

𝐵0(𝑡)

 

0(𝐿)که  = (𝐾𝑝 − 𝑈𝑝 − 𝑈𝑀−𝑈𝑤)
0

لاگرانژین سیستم با حجم  

کار مجازی انجام شده روی این سیستم است. عبارت  𝛿𝑊کنترل باز و 

توان به مثابه کار مجازی حاصل از ممنتوم ( را میب-13ی )انتگرال در معادله

به حساب آورد. از آنجایی  𝐵0(𝑡)های عبوری( از سطح باز شار عبوری )جرم

های عبوری در طول مسیری که در این پژوهش فرض بر این است که جرم

کنند، بنابراین های طولی ورق حرکت میمستقیم با سرعت ثابت موازی لبه

𝛿𝑊جرم متحرک در طول این مسیر جابجایی مجازی ندارد ) = (. سرعت 0

= �⃗�جرم در ورود و خروج از سطح ورق برابر  �⃗� ̇ + 𝑉𝑡   که است�⃗�   و𝑡   به

ترتیب بردارهای جابجایی و مماس یکه در ابتدا و انتهای ورق هستند. 

 سرعت نسبی عبور از مرزهای سطوح برابر باهمچنین، 

(�⃗� − �⃗� 𝐵) ∙ �⃗�  = ±𝑉 توان به ب( را می-13)ی است. با این تفاسیر، رابطه

 ( بیان کرد.14ی )صورت رابطه

(14) 

𝛿𝐻 = 0 + ∬ (𝜌𝑚�⃗� ∙ 𝛿𝑟 )(�⃗� 𝐵 − �⃗� ) ∙ �⃗�  𝑑𝑠 
 

𝑆𝑖(𝑡)∪𝑆𝑒(𝑡)

 

       = (−𝑀𝑉 (�⃗� ̇ + 𝑉𝑡 ) 𝛿𝑟 )|
𝑥=0

𝑥=𝑎

 

ی انتقال ممنتوم مجازی در نتیجهگر ( بیان14ی )که سمت راست رابطه

های ورود و از سطح کنترل است. در این مقاله، برای لبه 𝑀𝑉جریان ترافیکی 

استفاده شده های ساده و گیردار گاهخروج جرم روی سطح ورق نوعاً از تکیه

ها وجود ندارد گاهاست. از آنجایی که جابجایی مجازی در این نوع تکیه

(𝛿𝑟 = ی ( برابر صفر خواهد شد و نهایتاً رابطه14ی )ی رابطه( لذا نتیجه0

 ( ساده خواهد شد.15ی )( به صورت رابطه13)

(15) ∫ 𝛿(𝐿)0 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

= 0 

و/یا خروج جرم از روی  ی ورودقابل ذکر است در مواردی که برای لبه

شود، برای جلوگیری از ایجاد خطا در های آزاد استفاده میگاهورق از تکیه

 ( در معادلات حرکت لحاظ شود.14ی )ها الزاماً باید رابطهتحلیل

( و گرفتن 15ی )رابطهدر ( 12( و )11(، )6، )(5)با جایگذاری روابط 

 :شود، نتیجه می𝑤تغییرات اول نسبت به 

∫ ∫[𝜌ℎ
𝜕𝑤

𝜕𝑡

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑡
− 𝐷 {(∇2𝑤)(

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑦2
)

 

𝐴

𝑡2

𝑡1

 

+(1 − 𝜈) (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑥

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑥
−

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑦2
 

 −
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
} − 𝑘w𝑤𝛿𝑤 + 𝐹𝛿(𝑥 − 𝑉𝑡)𝛿(𝑦 − 𝑏 2⁄ )𝛿𝑤] 𝑑𝐴 𝑑𝑡 

(16)   = 0 
ی اخیر و نهایتاً قرار دادن مختلف معادلههای گیری از قسمتبا انتگرال

ی ای حرکت به صورت رابطهبرابر صفر، معادله دیفرانسیل پاره 𝛿𝑤ضرایب 

 شود.( استخراج می17)

𝐷∇4𝑤 + 𝜌ℎ
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝑘w𝑤 + 𝑀 (−𝑔 +

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝑉2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

(17)      +2𝑉
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑡
)𝛿(𝑥 − 𝑉𝑡)𝛿(𝑦 − 𝑏 2⁄ ) = 0 

 هارمونیک است.دیفرانسیلی بایعملگر  4∇که 

 سازی معادله حرکتگسسته 3-

و  ای که شرایط مرزی اساسییافتن تابع آزمایشی به عنوان تابع مقایسه

جرم متحرک را تأمین کند، دشوار است. از این رو، -ورق یمسأله طبیعی

. [21]شود ای حرکت اعمال میروش گالرکین به معادله دیفرانسیل پاره

شود و با ضرب طرفین معرفی می 𝑤برای تابع آزمایش  �̅�بنابراین، تابع وزنی 

ی حاصل روی گیری از معادلهو سپس انتگرال �̅�در تابع وزنی  (17)ی رابطه

 شود:سطح ورق، نتیجه می

∫𝐷 (
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
�̅� + 2

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
�̅� +

𝜕4𝑤

𝜕𝑦4
�̅�)

 

𝐴

𝑑𝐴 + ∫𝜌ℎ

 

𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
�̅� 𝑑𝐴 

   + ∫𝑘w𝑤�̅�

 

𝐴

 𝑑𝐴 + ∫𝑀 (−𝑔�̅� +
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
�̅� + 𝑉2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
�̅�

 

𝐴

 

(18)    +2𝑉
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑡
�̅�) 𝛿(𝑥 − 𝑉𝑡) 𝛿(𝑦 − 𝑏 2⁄ ) 𝑑𝐴 = 0 

-رابطه توان به صورتهای عرضی ورق را میتابع آزمایشی برای جابجایی

 ( تقریب زد.19ی )

(19) 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑𝜙𝑖(𝑥, 𝑦)𝑞𝑖(𝑡)

𝑁

𝑖=1

 

,𝜙𝑖(𝑥تعداد توابع پایه،  𝑁که  𝑦) ای و توابع مقایسه𝑞𝑖(𝑡)  توابع وابسته

به زمان ناشناخته هستند که محاسبه خواهند شد. لازم به ذکر است که 

𝜙𝑖(𝑥, 𝑦) شوند ای انتخاب میباشند و به گونهجا توابع شکل ورق میدر این

که شرایط مرزی مسأله را ارضا کنند. تابع وزنی مرتبط با تابع آزمایشی توسط 

 شود.تقریب زده می (20ی )رابطه

(20) �̅�(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑𝜙𝑗(𝑥, 𝑦)�̅�𝑗(𝑡)

𝑁

𝑗=1

 

باشند. با جایگذاری معادلات توابع وابسته به زمان دلخواه می �̅�𝑗(𝑡)که 

استفاده از خاصیت تابع دلتای دیراک  ، سپس(18)ی در معادله (20)و  (19)

 :های بارگذاری به صورتبرای ترم

∫ 𝑝(𝑥)𝛿̅(𝑛)(𝑥 − 𝑥0) 𝑑𝑥 = {

(−1)𝑛𝑝(𝑛)(𝑥0)      𝑥1 < 𝑥0 < 𝑥2

 

 در  غیر این صورت                           0

𝑥2

𝑥1

 

(21)  

باشد، در نهایت امین مشتق تابع دلتای دیراک می-𝑛بیانگر  (  )𝛿̅(𝑛)که 

در ، معادله دیفرانسیل گسسته شده �̅�𝑗(𝑡)با توجه به دلخواه و غیر صفر بودن 

 آید.بدست می  (22ی )ماتریس به صورت رابطه-فرم بردار

(22) M(𝑡)q⃗ ̈(𝑡) + C(𝑡)q⃗ ̇(𝑡) + K(𝑡)q⃗ (𝑡) = F⃗ (𝑡) 

q⃗ (𝑡)که در آن  = {𝑞1(𝑡), 𝑞2(𝑡), … }T های مودال است. بردار مختصه

 عبارتند از:  (22) یهای ظاهر شده در رابطههای ماتریسمولفه

𝑀𝑖𝑗 = ∫𝜌ℎ𝜙𝑖(𝑥, 𝑦)𝜙𝑗(𝑥, 𝑦) 

 

𝐴

𝑑𝐴 + 𝑀𝜙𝑖(𝑥M, 𝑦M)𝜙𝑗(𝑥M, 𝑦M) 

𝐶𝑖𝑗 = 2𝑀𝑉
𝜕𝜙𝑖(𝑥M, 𝑦M)

𝜕𝑥
𝜙𝑗(𝑥M, 𝑦M) 

𝐾𝑖𝑗 = 𝐷 ∫
𝜕4𝜙𝑖(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥4
𝜙𝑗(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴

 

𝐴

 

        +2𝐷 ∫
𝜕4𝜙𝑖(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
𝜙𝑗(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴

 

𝐴
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         +𝐷 ∫
𝜕4𝜙𝑖(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦4
𝜙𝑗(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴

 

𝐴

 

          + ∫𝑘w𝜙𝑖(𝑥, 𝑦)𝜙𝑗(𝑥, 𝑦)

 

𝐴

 𝑑𝐴 

          +𝑀𝑉2
𝜕2𝜙𝑖(𝑥M, 𝑦M)

𝜕𝑥2
𝜙𝑗(𝑥M, 𝑦M) 

(23) 𝐹𝑗 = 𝑀𝑔𝜙𝑗(𝑥M, 𝑦M) 

اگرچه ورق ذاتاً نامیرا در نظر گرفته شده است، اما به  قابل ذکر است که

های شتاب جرم متحرک در معادلات حاکم، ی مولفهخاطر لحاظ کردن همه

های متغیر با زمان میرایی )در اثر شتاب علاوه بر ماتریس جرم، ماتریس

( 22ی )ب معادلهکوریولیس( و سختی )در اثر شتاب مرکزگرا( نیز در ضرای

 ظاهر شده است.

 تحلیل پایداری 4-

های ممتد مستلزم این است که براساس شرایط بررسی ارتعاشات سیستم

های طبیعی سیستم استخراج شوند. این مرزی مسأله، توابع شکل و فرکانس

های مستطیلی نازک با شرایط مرزی مختلف به صورت توابع برای ورق

ارائه شده است. شرایط مرزی در نظر گرفته شده در  [22]تحلیلی توسط لیسا 

 ها از قرار زیر هستند:این مطالعه و توابع شکل مرتبط با آن

SSSSهای سادهگاهی ورق تکیه: هر چهار لبه 

 توابع شکل در این حالت عبارتند از:

(24) 𝜙𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑚𝑛(𝑥, 𝑦) =
2

√𝑎𝑏
sin (

𝑚π𝑥

𝑎
) sin (

𝑛π𝑦

𝑏
) 

مودهای ارتعاشی در راستای طول و عرض ورق به ترتیب  𝑛و  𝑚که 

 هستند.

CCCCهای گیردارگاهی ورق تکیه: هر چهار لبه 

 توابع شکل در این حالت عبارتند از:

(25) 

𝜙𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑚𝑛(𝑥, 𝑦) 

                =
2

3√𝑎𝑏
(cos (

2𝑚π𝑥

𝑎
) − 1) (cos (

2𝑛π𝑦

𝑏
) − 1) 

SCSCدیگر سادههای های گیردار و لبهگاهی طولی ورق تکیه: دو لبه 

 توابع شکل در این حالت عبارتند از: 

(26) 

𝜙𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑚𝑛(𝑥, 𝑦) 

                 =
2

√3𝑎𝑏
sin (

𝑚π𝑥

𝑎
) (cos (

2𝑛π𝑦

𝑏
) − 1) 

CSCSهای دیگر گیردارهای ساده و لبهگاهی طولی ورق تکیه: دو لبه 

 توابع شکل در این حالت عبارتند از:

(27) 

𝜙𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑚𝑛(𝑥, 𝑦) 

                 =
2

√3𝑎𝑏
(cos (

2𝑚π𝑥

𝑎
) − 1) sin (

𝑛π𝑦

𝑏
) 

SFSFهای دیگر سادههای آزاد و لبهگاهی طولی ورق تکیه: دو لبه 

 توابع شکل در این حالت عبارتند از:

(28) 𝜙𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑚𝑛(𝑥, 𝑦) = √
2

𝑎𝑏
sin (

𝑚π𝑥

𝑎
) 

CFCFهای دیگر گیردارهای آزاد و لبهگاهی طولی ورق تکیه: دو لبه 

 توابع شکل در این حالت عبارتند از:

(29) 𝜙𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑚𝑛(𝑥, 𝑦) = √
2

3𝑎𝑏
(cos (

2𝑚π𝑥

𝑎
) − 1) 

و در نظر گرفتن مود  (22در ) (24ی )به عنوان نمونه، با جایگذاری رابطه

 برای ورق با شرایط دیفرانسیل حاکم بر مختصات مودال اول ارتعاشی، معادله
 

 آید.می( بدست 30ی )شکل رابطهبه  SSSSمرزی 

(1 + 4
𝑀

𝜌ℎ𝑎𝑏
sin2 (

π𝑉𝑡

𝑎
)) �̈�(𝑡) 

     + (8
𝑀𝑉π

𝜌ℎ𝑎2𝑏
sin (

π𝑉𝑡

𝑎
) cos (

π𝑉𝑡

𝑎
)) �̇�(𝑡) 

     + (𝜔1
2 +

𝑘w

𝜌ℎ
− 4

𝑀𝑉2π2

𝜌ℎ𝑎3𝑏
sin2 (

π𝑉𝑡

𝑎
)) 𝑞(𝑡) 

(30)     =
2𝑀

𝜌ℎ√𝑎𝑏
𝑔 sin (

π𝑉𝑡

𝑎
) 

𝜔1که  = √π4𝐷 𝜌ℎ⁄ (1 𝑎2 + 1 𝑏2⁄⁄ فرکانس طبیعی مود اول  (

 (31ی )تعریف شده در رابطه بعدبی استفاده از پارامترهای ارتعاشی ورق است.

 به فرم

𝛼 ≜
𝑀

𝜌ℎ𝑎𝑏
,         𝛽 ≜

π𝑉

𝑎𝜔1
,       𝜏 ≜ 𝛽𝜔1𝑡,        𝐾

∗ ≜
𝑘w

𝜌ℎ𝜔1
2 

(31) 𝑄 ≜
𝑞

𝑎𝑏
,       𝑔∗ ≜

𝑔

𝜔1
2√𝑎𝑏

        

دیفرانسیل حاکم بر  ای، معادلهی مشتق زنجیرهو استفاده از قاعده

 شود.( حاصل می32ی )رابطه بعد به شکلسیستم در فرم بی
𝛽2(1 + 4𝛼 sin2(𝜏))𝑄′′(𝜏) + 8𝛼𝛽2 sin(𝜏) cos(𝜏) 𝑄′(𝜏) 

(32)      +(1 + 𝐾∗ − 4𝛼𝛽2 sin2(𝜏))𝑄(𝜏) = 2𝛼𝑔∗ sin(𝜏) 
است. تا  𝜏بعد که بالانویس پرایم به معنای مشتق نسبت به زمان بی

( با 32ی )زمانی که جرم روی سطح ورق در حرکت است، ضرایب معادله

به محض اینکه جرم ورق را ترک کند عامل کنند. گذشت زمان تغییر می

ی ارتعاش آزاد ورق تبدیل ( به معادله32ی )شود و معادلهتحریک حذف می

گردد. بنابراین، به منظور ایجاد تحریک از نوع پارامتریک باید مجموعه می

ها باعث تحریک ورق شوند. در این مقاله، با در نظر گرفتن ای از جرمپیوسته

ی های متحرک مشابه با فواصلی به اندازهای از جرمپیوستهعبور مجموعه 

شود جرم بعدی روی آن طول ورق )وقتی یک جرم از انتهای ورق خارج می

کند( تحریکی پریودیک بر ورق وارد شده و با سرعت ثابت روی آن حرکت می

ای از حت عبور پیوسته و نوبهشود. در واقع با این فرض، ورق تاعمال می

Tای متحرک با تناوب هجرم = 𝑎 𝑉⁄ گیرد. به منظور انعکاس این قرار می

ی ضرایب متغیر با زمان ی حاکم، با نوشتن بسط فوریهفرض در معادله

 شود:، نتیجه می(32)ی معادله
𝛽2(1 + 2𝛼(1 − cos(2𝜏)))𝑄′′(𝜏) + 4𝛼𝛽2 sin(2𝜏)𝑄′(𝜏) 
      +(1 + 𝐾∗ − 2𝛼𝛽2(1 − cos(2𝜏)))𝑄(𝜏) 

(33)        =
2𝛼𝑔∗

𝛽2
(
2

π
+ ∑

4

π(1 − 4𝑘2)
cos(2𝑘𝜏)

∞

𝑘=1

) 

-در سیستم تحت تحریک پارامتریک مدنظر، نیروی گرانش ناشی از جرم

. بنابراین، با [16]های عبوری تأثیری بر شرایط وقوع تشدید پارامتریک ندارد 

بعد حاکم بر سیستم متناوب با دوره همگن بی نظر کردن از آن، معادلهصرف

Tتناوب  = π آید.( بدست می34ی )ت رابطهبه صور 

 𝛽2(1 + 2𝛼(1 − cos(2𝜏)))𝑄′′(𝜏) + 4𝛼𝛽2 sin(2𝜏)𝑄′(𝜏) 

(34)        +(1 + 𝐾∗ − 2𝛼𝛽2(1 − cos(2𝜏)))𝑄(𝜏) = 0 
 

 روش هارمونیک بالانس نموی 1-4-

ها دارای ی حاکم بر آنهایی که معادلهبرای سیستم مطابق با تئوری فلاکه،

های گذار در فضای هستند، روی منحنی Tضرایب پریودیک با دوره تناوب 

وجود دارند که  2Tو  Tهای پریودیکی با دوره تناوب پارامترهای معادله، پاسخ

هر روشی که بتوان به کنند. بنابراین، نواحی پایدار و ناپایدار را از هم جدا می

معادله دیفرانسیل حاکم بر مسأله را یافت،  2Tو  Tهای با دوره تناوب پاسخ

 [
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واهد شد. در این مقاله، با استفاده مرز بین نواحی پایدار و ناپایدار مشخص خ

سرعت بار -ی جرماز روش هارمونیک بالانس نموی این مرزها در صفحه

های عددی مانند تئوری فلاکه دقت شود. اگرچه روشعبوری مشخص می

اند، اما مطالعات های پریودیک ارائه کردهخوبی در تحلیل پایداری سیستم

های یلی قادر به مشخص کردن پدیدهتحلهای نیمهاند که روشنشان داده

های عددی ی پاسخ همزمان هستند که با روشخاصی همچون پدیده

 .[23]ها را توجیه کرد توان آننمی

,𝛼0)گام اول روش هارمونیک بالانس نموی، روند نمو است. اگر  𝛽0)  به

اولیه واقع بر مرز بین نواحی پایدار و ناپایدار متناظر با پاسخ  یعنوان نقطه

توان با اضافه کردن نمو مرتبط به ی مجاور را میباشد، نقطه 𝑄0(𝜏)پریودیک 

 ( بیان کرد.35ی )ت رابطهصور
𝛼 = 𝛼0 + Δ𝛼,       𝛽 = 𝛽0 + Δ𝛽,        

(35) 𝑄(𝜏) = 𝑄0(𝜏) + Δ𝑄(𝜏) 

نموهای کوچک هستند. با جایگذاری روابط  Δ𝑄(𝜏)و  Δ𝛼  ،Δ𝛽که 

های غیرخطی نموهای کوچک، نظر از ترم( و با صرف34) یرابطه( در 35)

 آید.( بدست می36ی )رابطه معادله نموی خطی به فرم
𝛽0

2(1 + 2𝛼0(1 − cos(2𝜏)))∆𝑄′′ + 4𝛼0𝛽0
2 sin(2𝜏) ∆𝑄′ 

    +(1 + 𝐾∗ − 2𝛼0𝛽0
2(1 − cos(2𝜏)))∆𝑄 

    = 𝑅 − (2𝛽0
2(1 − cos(2𝜏))𝑄0

′′ + 4𝛽0
2sin(2𝜏)𝑄0

′  

    −2𝛽0
2(1 − cos(2𝜏))𝑄0)Δ𝛼 

    −(2𝛽0(1 + 2𝛼0(1 − cos(2𝜏)))𝑄0
′′ + 8𝛼0𝛽0sin(2𝜏)𝑄0

′  

(36)     −4𝛼0𝛽0(1 − cos(2𝜏))𝑄0)Δ𝛽 

 که در آن

𝑅 = −(𝛽0
2(1 + 2𝛼0(1 − cos(2𝜏)))𝑄0

′′ + 4𝛼0𝛽0
2 sin(2𝜏)𝑄0

′  
(37)      +(1 + 𝐾∗ − 2𝛼0𝛽0

2(1 − cos(2𝜏)))𝑄0) 
𝑅  متعلق به مرز بین نواحی پایدار عبارت باقیمانده است که به ازای نقاط

 شود.و ناپایدار به صفر نزدیک می

گام دوم روش هارمونیک بالانس نموی، روند هارمونیک بالانس است. در 

و  𝑄0(، با گسترش 34ی )های پریودیک معادلهاین گام به منظور یافتن جواب

∆𝑄 پریودیک های ی محدود و اعمال روش گالرکین، جوابهای فوریهسری به

توان به را می Tهای پریودیک با دوره تناوب شوند. پاسخدست آورده میبه

 ( بیان نمود.38ی )رابطه صورت

  𝑄0(𝜏) = ∑ [𝑎𝑝 cos(𝑝𝜏) + 𝑏𝑝 sin(𝑝𝜏)]

𝑝=0,2,4,...

= T⃗⃗ evenA⃗⃗ even 

Δ𝑄0(𝜏) = ∑ [Δ𝑎𝑝 cos(𝑝𝜏) + Δ𝑏𝑝 sin(𝑝𝜏)]

𝑝=0,2,4,…

 

(38)                = T⃗⃗ evenΔA⃗⃗⃗⃗  ⃗
even 

 که در آن

(39) 

T⃗⃗ even = [1, cos(2𝜏), cos(4𝜏), … , sin(2𝜏), sin(4𝜏), …] 
A⃗⃗ even = [𝑎0, 𝑎2, 𝑎4, … , 𝑏2, 𝑏4, … ]T 

ΔA⃗⃗⃗⃗  ⃗
even = [∆𝑎0, ∆𝑎2, ∆𝑎4, … , ∆𝑏2, ∆𝑏4, … ]T 

به فرم  𝑄0∆و  2T ،𝑄0های پریودیک با دوره تناوب همچنین برای پاسخ

 شوند.( فرض می40ی )رابطه

𝑄0(𝜏) = ∑ [𝑎𝑝 cos(𝑝𝜏) + 𝑏𝑝 sin(𝑝𝜏)] = T⃗⃗ oddA⃗⃗ odd

𝑝=1,3,5,…

 

Δ𝑄0(𝜏) = ∑ [Δ𝑎𝑝 cos(𝑝𝜏) + Δ𝑏𝑝 sin(𝑝𝜏)] = T⃗⃗ oddΔA⃗⃗⃗⃗  ⃗
odd

𝑝=1,3,5,…

 

(40)  

 که در آن

T⃗⃗ odd = [cos(𝜏), cos(3𝜏), cos(5𝜏)… , sin(𝜏), sin(3𝜏), …] 

(41) 
A⃗⃗ odd = [𝑎1, 𝑎3, 𝑎5, … , 𝑏1, 𝑏3, … ]T 

ΔA⃗⃗⃗⃗  ⃗
odd = [∆𝑎1, ∆𝑎3, ∆𝑎5, … , ∆𝑏1, ∆𝑏3, … ]T 

( برای یک دوره تناوب، نتیجه 36ی )با اعمال روش گالرکین بر معادله
 شود:می

∫ 𝛿(∆𝑄)T[𝛽0
2(1 + 2𝛼0(1 − cos(2𝜏)))∆𝑄′′

π

0

 

    +4𝛼0𝛽0
2 sin(2𝜏) ∆𝑄′ 

    +(1 + 𝐾∗ − 2𝛼0𝛽0
2(1 − cos(2𝜏)))∆𝑄] 𝑑𝜏 

    = ∫ 𝛿(∆𝑄)T
π

0

[𝑅 − (2𝛽0
2(1 − cos(2𝜏))𝑄0

′′ + 4𝛽0
2sin(2𝜏)𝑄0

′  

    −2𝛽0
2(1 − cos(2𝜏))𝑄0)Δ𝛼 

    −(2𝛽0(1 + 2𝛼0(1 − cos(2𝜏)))𝑄0
′′ + 8𝛼0𝛽0sin(2𝜏)𝑄0

′  

(42)     −4𝛼0𝛽0(1 − cos(2𝜏))𝑄0)Δ𝛽]𝑑𝜏 

های اساس ویژگی( و بر42( در )40( یا )38ی )فرم فشرده با جایگذاری

ΔA⃗⃗⃗⃗های ای از معادلات خطی از ترمتغییرات، مجموعه  ⃗ ،Δ𝛼  وΔ𝛽 به فرم 

 شود.( حاصل می43ی )رابطه

(43) S∆A∆A⃗⃗⃗⃗  ⃗ + S∆α∆𝛼 + S∆β∆𝛽 = R 
 که در آن

 

S∆𝐴 = ∫ T⃗⃗ T[𝛽0
2(1 + 2𝛼0(1 − cos(2𝜏)))T⃗⃗ ′′

π

0

 

         +4𝛼0𝛽0
2 sin(2𝜏)T⃗⃗ ′ 

        +(1 + 𝐾∗ − 2𝛼0𝛽0
2(1 − cos(2𝜏)))T⃗⃗ ] 𝑑𝜏 

S∆𝛼 = ∫ T⃗⃗ T[2𝛽0
2(1 − cos(2𝜏))T⃗⃗ ′′

π

0

+ 4𝛽0
2sin(2𝜏)T⃗⃗ ′ 

        −2𝛽0
2(1 − cos(2𝜏))T⃗⃗ ] A⃗⃗  𝑑𝜏 

S∆𝛽 = ∫ T⃗⃗ T[2𝛽0(1 + 2𝛼0(1 − cos(2𝜏)))T⃗⃗ ′′
π

0

 

         +8𝛼0𝛽0sin(2𝜏)T⃗⃗ ′ − 4𝛼0𝛽0(1 − cos(2𝜏))T⃗⃗ ] A⃗⃗  𝑑𝜏 

  R = −∫ T⃗⃗ T[𝛽0
2(1 + 2𝛼0(1 − cos(2𝜏)))T⃗⃗ ′′

π

0

 

          +4𝛼0𝛽0
2 sin(2𝜏)T⃗⃗ ′ 

(44)           +(1 + 𝐾∗ − 2𝛼0𝛽0
2(1 − cos(2𝜏)))T⃗⃗ ] A⃗⃗  𝑑𝜏 

ای است که برای بدست آوردن مرزهای ناپایداری ( معادله43ی )معادله

شود. این معادله در حقیقت یک استفاده می 𝛽0و  A⃗⃗   ،𝛼0های برای ترم

ها است. به جای حل این معادلات ی غیرخطی برحسب این کمیتمعادله

A⃗⃗⃗⃗∆غیرخطی معادلاتی که برحسب   ⃗ ،∆𝛼  و∆𝛽  خطی هستند، در یک

شوند. از آنجایی که تعداد متغیرهای مجهول از الگوریتم بازگشتی حل می

تا بیشتر است، برای برابر شدن تعداد معادلات و مجهولات، دو  تعداد معادلات

برابر یک و نمو متناظر آن در   A⃗⃗بدون کاهش کلیت حل مسأله، یک المان 

∆A⃗⃗⃗⃗ به عنوان پارامتر  𝛼نین با انتخاب شود. همچبرابر صفر در نظر گرفته می ⃗ 

ی شود. حال در معادلهبرابر صفر در نظر گرفته می 𝛼∆معلوم در روند حل، 

(، تعداد معادلات و مجهولات برابر شده و قابل حل است. الگوریتم 43)

 شرح زیر است:بازگشتی استفاده شده به 

 را انتخاب کنید.  A⃗⃗و  𝛽0مقدار ابتدایی برای  -1

 ( را حل کنید.45ی خطی )لهمعاد -2

(45) [S̃∆A S∆β] {
∆Ã
∆𝛽

} = R 

 امین ستون-iبا حذف کردن  S∆𝐴ی تغییر شکل یافته S̃∆𝐴که در آن 
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A⃗⃗⃗⃗∆ی بردار تغییر شکل یافته Ã∆و  آن امین المان -iبا حذف کردن  ⃗ 

 آن است.

‖R‖ی همگرایی پاسخ را با بررسی برقراری رابطه -3 ≤ 휀  .بررسی کنید

휀  پارامتر خیلی کوچک است که به عنوان پارامتر همگرایی مورد

 گیرد.استفاده قرار می

4- 𝛽0  وA⃗⃗   را با استفاده از روابط𝛽0
new = 𝛽0 + ∆𝛽 و 

A⃗⃗ new = A⃗⃗ + ∆A⃗⃗⃗⃗ به روز کنید و اگر همگرایی حاصل نشد روند را از  ⃗ 

 تکرار کنید. 2ی مرحله

را برای تعیین  5تا  1های انتخاب کنید و گام 𝛼0مقدار جدیدی برای  -5

 متناظر تکرار کنید.  A⃗⃗و  𝛽0مقادیر 

روش هارمونیک بالانس نموی در حقیقت آن دسته از پارامترهای جرم 

𝛼ی عبوری در صفحه − 𝛽 کند که منجر به حصول پاسخ را مشخص می

های شود. منحنی مرزی متناظر با پاسخ( می34ی )پریودیکی برای معادله

برای ورق مستطیلی نازک بدون بستر الاستیک، با  Tپریودیک با دوره تناوب 

های متحرک در طول مسیر تحت عبور متناوب جرم SSSSشرایط مرزی 

ی ی هاشور خورده ناحیهرسم شده است. ناحیه "2شکل "مستقیم، در 

 مگراییی پایدار است. در این تحلیل پارامتر هی سفید ناحیهناپایدار و ناحیه

휀 به صورت = در نظر گرفته شده است. واضح است که هرچه تعداد  10−5

( یا 38ارائه شده در روابط ) های فوریهبیشتری از سری جملات هارمونیک

یابد. همانطور ( در تحلیل لحاظ شود، دقت منحنی حاصل نیز افزایش می40)

م هارمونیک و نمایش داده شده است، نتایج حاصل از سه تر "2شکل "که در 

چهار ترم هارمونیک در تحلیل، همگرا شده است. با اجرای مجدد الگوریتم 

، 2Tهای پریودیک با دوره تناوب روش هارمونیک بالانس نموی برای پاسخ

شکل "ی پارامترها ظاهـر شده است. این منحنی در منحنی دیگری در صفحه

مفهوم تئوری فلاکه، خطوط منقطع نمایش داده شده است. براساس  با "3

ی نواحی پایدار و ناپایدار در فضای پارامترهای این منحنی باید جدا کننده

های عددی انجام شده برای پارامترهای سازیمسأله باشد، در صورتی که شبیه

دهد. این منحنی انتخابی از دو طرف این منحنی، پاسخ پایدار را نتیجه می

ان است. در این پدیده، دو منحنی تشکیل ی پاسخ همزمگر وقوع پدیدهبیان

ی پارامترهای سیستم کاملاً بر ی ناپایداری در صفحهی یک زبانهدهنده

 دهند.ی ناپایدار بسته و پنهان را تشکیل مییکدیگر منطبق شده و یک زبانه

جرم متحرک و اهمیت آگاهی از آن توسط -وقوع این پدیده برای سیستم تیر

 توانمی "3شکل "بحث و بررسی شده است. از  [18] پور و همکارانکریم

ورق تأثیر  اتمشاهده کرد که سرعت و جرم بارهای عبوری بر پایداری ارتعاش

 ر( بسیا𝛼ی بستر )گذار است. اگر نسبت جرم بارهای عبوری به جرم سازه
 

 

Fig. 2 Boundary curve corresponding to T-periodic solution for plate 

with SSSS boundary conditions 
برای ورق با شرایط مرزی  Tمنحنی مرزی متناظر با پاسخ پریودیک با تناوب  2شکل 
SSSS 

 
Fig. 3 Boundary curve corresponding to T and 2T-periodic solution for 

plate with SSSS boundary conditions 
برای ورق با شرایط  2Tو  Tمنحنی مرزی متناظر با پاسخ پریودیک با تناوب  3شکل 

 SSSSمرزی 

کوچک باشد، ارتعاش ورق برای مقادیر بسیار بالایی از سرعت بارهای عبوری، 

افزایش پیدا کند، ناپایداری به ازای  𝛼ناپایدار خواهد شد. با این حال، هرچه 

 افتد.های کمتری از بارهای عبوری اتفاق میسرعت

 ها دارایاز آنجایی که بررسی تأثیر شرایط مرزی بر رفتار دینامیکی سازه

باشد، در این مقاله، حساسیت پایداری دینامیکی ورق حامل اهمیت بالایی می

های متحرک به شرایط مرزی بررسی شده است. با اجرای الگویی مشابه جرم

های ساده انجام شد، صفحه پایداری برای ورق بدون گاهآنچه برای ورق با تکیه

 CFCFو  CCCC ،SCSC ،CSCS ،SFSFبستر الاستیک و با شرایط مرزی 

 (."4شکل "استخراج شد )

توان دریافت که شرایط مرزی تأثیر زیادی بر پایداری می "4شکل "از 

پوشی کرد. توان از آن چشمدینامیکی دارد که در کاربردهای مهندسی نمی

نشان داده شده است در ورق با شرایط مرزی  "الف-4شکل "طور که در همان

CCCC ی نسبت به ورق با شرایط مرزSSSS (" علاوه  "3شکل ،)دیده شود

ی ی ناپایدار مقدار کمی افزایش پیدا کرده است، زبانهبر اینکه وسعت ناحیه

𝛽ناپایداری که شروع آن  =  وجود آمده است.هب ،باشدمی 1

واضح است که برای ورق با شرایط  "ج-4و  ب-4های شکل"ی با مقایسه

 2Tهای پریودیک با دوره تناوب ، دو منحنی متناظر با پاسخSCSCمرزی 

ی پاسخ همزمان اتفاق ی آن پدیدهکاملاً بر یکدیگر منطبق شده و در نتیجه

این دو منحنی بر  CSCSکه برای ورق با شرایط مرزی افتاده است، در حالی

ی پارامترها ی ناپایدار نسبتاً وسیعی در صفحهیکدیگر واقع نبوده و زبانه

 اند.تشکیل داده

 نمایش "د-4شکل "در  SFSFپایداری مرتبط با شرایط مرزی صفحه 

بعد حاکم بر ورق با شرایط مرزی یجایی که معادله بداده شده است. از آن

SFSF های متحرک در طول مسیر مستقیم، مشابه تحت عبور متناوب جرم

 های ساده در معرض عبورگاهتکیه برنولی با-ی حاکم بر تیر اویلرمعادله
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 (b)ب( )

 
 (c)ج( )

 
 (d)  )د(

 
 (e))ه( 

Fig. 4 Stable and unstable zones in parameters plane for plate with (a) 

CCCC, (b) SCSC, (c) CSCS, (d) SFSF and (e) CFCF boundary 

conditions 
نواحی پایدار و ناپایدار صفحه پارامترها برای ورق با شرایط مرزی )الف(  4شکل 

CCCC )ب( ،SCSC )ج( ،CSCS )د( ،SFSF  )و )هCFCF. 

 

رود که شرایط وقوع باشد، بنابراین انتظار میهای متحرک میمتوالی جرم

های تشدید پارامتریک در این دو سیستم، برابر باشد. منحنی متناظر با پاسخ

 و همچنین منحنی پاسخ همزمان که در Tپریودیک با دوره تناوب 

های مشابه در نمایش داده شده است، مطابقت خوبی با منحنی "د-4شکل "

، "4شکل "دارند. قابل ذکر است که در میان نتایج ارائه شده در  [18]مرجع 

 اصایدار را به خود اختصی پترین ناحیهوسیع SFSFورق با شرایط مرزی 
 

 داده است.

اگرچه منحنی  CFCFدهد که برای شرایط مرزی نشان می "ه-4شکل "

نسبت به همان منحنی در شرایط مرزی  Tهای با دوره تناوب مرتبط با پاسخ

SFSF ای ناپایدار برای شرایط مرزی تغییر بسیار اندکی داشته، اما زبانه

CFCF کرد. به عنوان پوشی توان از آن چشمبوجود آمده است که نمی

های ورود و خروج جرم های ساده برای لبهگاهای کلی، استفاده از تکیهقاعده

زمان شده است. این در حالی است که ی پاسخ هممنجر به وقوع پدیده

 ها، منجر به بوجود آمدنهای گیردار برای این لبهگاهاستفاده از تکیه

پارامترها شده است. علاوه بر این، از  یی پایدار صفحهناپایدار در ناحیهایزبانه

ها دارند، کاربرد وسیعی در پل CFCFو  SFSFآنجایی که شرایط مرزی 

های ساده در این قبیل گاهتوان بیان کرد که استفاده از تکیهبراساس نتایج می

های گیردار در بحث گاهها قابلیت اطمینان بالاتری نسبت به تکیهسازه

 دارند.پایداری دینامیکی 

 تأثیر بستر الاستیک بر پایداری دینامیکی 1-1-4-

( بر نواحی پایدار و ناپایدار ∗𝐾، تأثیر سختی بستر الاستیک )"5شکل "در 

شود سختی ی پارامترها بررسی شده است. همانطور که مشاهده میصفحه

بستر الاستیک تأثیری مثبت بر نواحی پایدار دارد و با افزایش مقدار آن 

وسعت نواحی ناپایدار برای تمامی شرایط مرزی کاهش یافته و در نتیجه ورق 

به ازای مقادیر بیشتری از جرم و سرعت بارهای عبوری پایدار است. همچنین 

سختی بستر، برای یک دهد که با افزایش ضریب نشان می "الف-5شکل "

 افتد.جرم مشخص بار عبوری، ناپایداری در سرعت بالاتری اتفاق می

 های عددیسازیشبیه 2-4-

 پایدار است که حل مطابق تئوری پایداری لیاپانوف، پاسخ دینامیکی زمانی

ای مشخص و محدود ی حاکم بر سیستم با گذشت زمان، در دامنهمعادله

ی ارتعاش ورق به حاضر هرگاه با گذشت زمان، دامنهی نوسان کند. در مطالعه

 رویه افزایش یابد و واگرایی در پاسخ دینامیکی حاصل شود، گوییم کهطور بی
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 (c)ج( )

 
 (d)د( )

 
 (e)ه( )

 
 (f)و( )

Fig. 5 Effect of foundation stiffness on plate stability diagram  for  (a) 

SSSS, (b) CCCC, (c) SCSC, (d) CSCS, (e) SFSF and (f) CFCF 

boundary conditions 
تآثیر سختی بستر الاستیک بر دیاگرام پایداری ورق برای شرایط مرزی )الف(  5شکل 

SSSS )ب( ،CCCC )ج( ،SCSC )د( ،CSCS )ه( ،SFSF  )و )وCFCF 

 

سیستم به سمت ناپایداری میل کرده است. از اینرو، در این بخش به منظور 

بررسی صحت و دقت نواحی حاصل، با حل عددی معادلات حاکم به کمک 

𝑞(0)ی کوتا مرتبه چهار با شرایط اولیه-روش رانگ = �̇�(0)و  0 = برای  1

پارامترهای متعلق به این نواحی، تاریخچه زمانی و مسیر فاز ارتعاش نقطه 

,𝑤(0.5𝑎)میانی ورق  0.5𝑏, 𝑡) = 𝜙1(0.5𝑎, 0.5𝑏)𝑞1(𝑡)) محاسبه و ،

ها یک ورق مستطیلی فولادی به طول سازیترسیم شده است. در این شبیه

10m 5، عرضm 20، ضخامتcm 200، مدول یانگ × 109Pa،  ضریب

Kg 7850و جرم واحد حجم  0.3پواسون  m3⁄ .در نظر گرفته شده است 

نمایش  "6شکل "، در SSSSها برای ورق با شرایط مرزی سازیشبیه

𝛼)داده شده است. اولین نقطه  = 0.35, 𝛽 = ی پایدار در از ناحیه (1.2

مجاورت مرز بین نواحی پایدار و ناپایدار، انتخاب شده و تاریخچه زمانی و 

ترسیم شده است.  "ب-6الف و -6های شکل"مسیر فاز مرتبط با این نقطه در 

ها، پاسخ زمانی و مسیر فاز نقطه میانی ورق با گذشت زمان مطابق این شکل

 رهای انتخابی رفتاری پایدارباشد و در نتیجه ورق برای پارامتمحدود می

تاریخچه  "د-6ج و -6های شکل"دهد. بینی از خود نشان میمطابق پیش

𝛼)زمانی و مسیر فاز مرتبط با نقطه  = 0.35, 𝛽 = ی واقع بر ناحیه (1.3

 یها، دامنهدهد. بر اساس این شکلناپایدار در مجاورت مرز را نشان می

سرعت انتخابی، به صورت نمایی و نوسانات ورق برای پارامترهای جرم و 

 کند. ازغیرنوسانی افزایش یافته است و ورق رفتاری ناپایدار را تجربه می

 هایآنجایی که پاسخ دینامیکی ورق به ازای پارامترهای متعلق به منحنی

ی پارامترها الزاماً باید محدود و پریودیک باشد، تاریخچه زمانی گذار از صفحه

𝛼)ی با نقطهو مسیر فاز مرتبط  = 0.35, 𝛽 = برگرفته از منحنی  (0.6669

نمایش داده شده است، صحت  "و-6ه و -6های شکل"پاسخ همزمان که در 

های زمانی عددی و ، پاسخ"ه-6شکل "کند. در این منحنی را اثبات می

 توان مشاهده کرد که تطابق خوبیاند. میتحلیلی با یکدیگر مقایسه شدهنیمه
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 (d)د( )

 
 (e))ه( 

 
 (f))و( 

Fig. 6 Time history and phase trajectory corresponding to SSSS 

boundary condition for parameters (a), (b) (𝛼 = 0.35, 𝛽 = 1.2) 

belonging to stable zone, (c), (d) (𝛼 = 0.35, 𝛽 = 1.3) blonging to 

unstable zone and (e), (f) (𝛼 = 0.35, 𝛽 = 0.6669) blonging to 

coexistence curve 
برای پارامترهای  SSSSتاریخچه زمانی و مسیر فاز مربوط به شرط مرزی  6شکل 

𝛼))الف( و )ب(  = 0.35, 𝛽 =  ی پایدار، )ج( ومتعلق به ناحیه (1.2

𝛼))د(  = 0.35, 𝛽 =  ناپایدار و )ه( وی متعلق به ناحیه (1.3

𝛼))و(  = 0.35, 𝛽 =  متعلق به منحنی پاسخ همزمان (0.6669
 

های عددی و هارمونیک بالانس نموی وجود دارد. علاوه بر این، با بین روش

ثانیه است و  0.0625، دوره تناوب نوسانات تقریباً برابر "ه-6شکل "توجه به 

( 46ی )توسط رابطهباشد که ها مینزدیک به دو برابر تناوب عبور جرم

 محاسبه شده است.

(46) 
2𝑎

𝑉
=

2π

𝛽𝜔1
=

2π

𝛽π2√
𝐷

𝜌ℎ
((

1

𝑎
)
2
+ (

1

𝑏
)
2
)

= 0.06248 

دهد. را نشان می CCCCنتایج مربوط به شرایط مرزی  "7شکل "

𝛼)ی تاریخچه زمانی و مسیر فاز برای نقطه = 0.6, 𝛽 = برگرفته از  (0.85

رسم شده است.  "الف و ب-7های شکل"ی پایدار و در نزدیکی مرز، در ناحیه

 ها، پاسخ محدود و نوسانی است. نتایج مرتبط با نقاطاین شکل مطابق
(𝛼 = 0.35, 𝛽 = 𝛼)و  (1.2 = 0.35, 𝛽 = که به ترتیب  (0.6669

 ج تا-7های شکل"ی ناپایدار هستند، در ی ناپایدار و زبانهمتعلق به ناحیه

که در نمایش داده شده است. این دو نقطه، شامل پارامترهایی هستند  "و-7

اند، اما در ورق با دار شدههای ساده، منجر به ارتعاش پایگاهورق با تکیه

ی ارتعاش ورق شده است. این دامنه رویههای گیردار باعث رشد بیگاهتکیه

واضح در رفتار دینامیکی حاکی از اهمیت بالای شرایط مرزی در  تغییر

 باشد.ها میطراحی این قبیل سیستم

جا انجام شد برای ورق بدون بستر عددی که تا به این هایسازیشبیه

𝑘w)الاستیک  = است. حال به منظور بررسی تأثیر سختی بستر  (0

های عددی برای نقاطی که در سازیالاستیک بر پایداری پاسخ سیستم، شبیه

 اند، مجدداً با فرضمنجر به پاسخی ناپایدار شده "7و  6های شکل"

 

 
 (a))الف( 

 
 (b)ب( )

 
 (c))ج( 

 
 (d)د( )

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
96

.1
7.

9.
48

.4
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

18
 ]

 

                            10 / 12

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1396.17.9.48.4
https://mme.modares.ac.ir/article-15-12146-en.html


  

 و همکاران احسان ترکان های متحرکای از جرمهای مستطیلی واقع بر بستر الاستیک تحت عبور مجموعه پیوستهوقوع تشدید پارامتریک در ارتعاشات عرضی ورق

 

 232 9شماره  17، دوره 1396 ذرآمهندسی مکانیک مدرس، 
 

 
 (e))ه( 

 
 (f))و( 

Fig. 7 Time history and phase corresponding to CCCC boundary 

condition for parameters (a), (b) (𝛼 = 0.6, 𝛽 = 0.85) belonging to 

stable zone, (c), (d) (𝛼 = 0.35, 𝛽 = 1.2) blonging to unstable zone and 

(e), (f) (𝛼 = 0.35, 𝛽 = 0.6669) blonging to instability tongue. 
برای پارامترهای  CCCCتاریخچه زمانی و مسیر فاز مربوط به شرط مرزی  7شکل 

𝛼))الف( و )ب(  = 0.6, 𝛽 =  ی پایدار، )ج( ومتعلق به ناحیه (0.85

𝛼))د(  = 0.35, 𝛽 =  ی ناپایدار و )ه( ومتعلق به ناحیه (1.2

𝛼))و(  = 0.35, 𝛽 =  ی ناپایدارمتعلق به زبانه (0.6669

𝑘w = 2.5 × 109  N m3⁄8های شکل"طور که در ، انجام شده است. همان 

های شود، لحاظ کردن سختی بستر الاستیک در تحلیلمشاهده می "9و 

 عددی باعث پایدار شدن پاسخ شده است.

 گیرینتیجه 5-

 هایدر این مطالعه، وقوع تشدید پارامتریک در ارتعاشات عرضی ورق

های متحرک بررسی شد. ای از جرممستطیلی تحت عبور مجموعه پیوسته

سازی شد. در ابتدا معادله دیفرانسیل ورق با استفاده از تئوری کیرشهف مدل

ای حاکم بر حرکت عرضی ورق با در نظر گرفتن مسیری مستقیم برای پاره

دودیتی گونه مححرکت جرم روی آن با استفاده از اصل همیلتون و بدون هیچ

های شتاب جرم متحرک در ی مولفهبرای شرایط مرزی، استخراج شد. همه

سازی ی حاکم لحاظ شد. این معادله با اعمال روش گالرکین گسستهمعادله

های متحرک در این نوع مسیر منجر به حصول شد. عبور متناوب جرم

روش دیک گردید. با بکارگیری معادلاتی با ضرایب متغیر با زمان و پریو

ی تحلیلی هارمونیک بالانس نموی، نواحی پایدار و ناپایدار صفحهنیمه

ی مختلف ورق ارائه شد. با پارامترهای جرم عبوری برای شرایط مرز

ی عددی تاریخچه زمانی و مسیر فاز نقطه میانی ورق به ازای محاسبه

پارامتریک، صحت و دقت نتایج پارامترهای مختلف متعلق به نواحی 

توان دست آمده از این پژوهش را مینتایج بهحلیلی تأیید گردید. تنیمه

 صورت زیر خلاصه کرد:به

شرایط مرزی نقش بسیار مهمی در پایداری دینامیکی ورق مستطیلی  1-

 کند که در کاربردهایحرک ایفا میهای متتحت عبور متوالی جرم
 

 پوشی کرد.توان از آن چشممرتبط نمی

های ورود و خروج جرم، منجر های گیردار برای لبهگاهاستفاده از تکیه 2-

 شود. این دری پارامترها میای ناپایدار در صفحهبه بوجود آمدن زبانه

ها، باعث های ساده برای این لبهگاهحالی است که استفاده از تکیه

ی ی آن زبانهشود که در نتیجهی پاسخ همزمان میوقوع پدیده

 شوند.ی پایدار بسته و پنهان میپایدار واقع در ناحیهنا

 تأثیری مثبت بر نواحی پایدار دارد بهافزایش سختی بستر الاستیک  3-
 

 

 
Fig. 8 Time history and phase trajectory corresponding to SSSS 

boundary condition for parameters 𝑘w = 2.5 × 109 and  
(𝛼 = 0.35, 𝛽 = 1.3) 

برای پارامترهای  SSSSتاریخچه زمانی و مسیر فاز مربوط به شرط مرزی  8شکل 

𝑘w = 2.5 × 𝛼)و  109 = 0.35, 𝛽 = 1.3) 
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 (c))ج( 

 
 (d))د( 

Fig. 9 Time history and phase trajectory corresponding to CCCC 

boundary condition for parameters 𝑘w = 2.5 × 109 and 

(a) (𝛼 = 0.35, 𝛽 = 1.2) (b) (𝛼 = 0.35, 𝛽 = 0.6669) 
برای پارامترهای  CCCCتاریخچه زمانی و مسیر فاز مربوط به شرط مرزی  9شکل 

𝑘w = 2.5 × 𝛼)و )الف(  109 = 0.35, 𝛽 =  و (1.2

𝛼))ب(  = 0.35, 𝛽 = 0.6669) 

طوری که ورق به ازای مقادیر بیشتری از جرم و سرعت بارهای 

 عبوری پایدار است.

تحلیلی کارآمد و دقیق روش هارمونیک بالانس نموی یک روش نیمه  4-

جرم متحرک -با زمان حل کوتاه برای تحلیل پایداری سیستم ورق

 است.

های عددی انجام شده تطابق بسیار خوبی با نتایج سازینتایج شبیه -5

 بینی شده توسط روش هارمونیک بالانس نموی دارد.پیش
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