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های توان به استفاده از واحدامروزه استفاده از خودروهای طویل مفصلی رو به افزایش است. از دلایل اصلی گرایش به این نوع خودروها می 
-تریلر، مینمود. به عبارت دیگر برای حمل مقدار بار یکسان، به جای استفاده از چند کشنده شبهکشنده کمتر برای حمل دو یا چند تریلر اشاره 

ای کمتر و همچنین بکارگیری های گلخانهتوان از تعداد کمتری خودروی طویل مفصلی استفاده نمود. کاهش مصرف سوخت، تولید آلودگی و گاز
ار یکسان به نسبت خودروی مفصلی معمولی از دیگر مزایای استفاده از خودروهای طویل نیروی انسانی کمتر جهت هدایت خودرو برای حمل ب

باشد، که موجب ها مانورپذیری ضعیف در سرعت پایین و عملکرد جانبی نامناسب در سرعت بالا میباشد. مشکل عمده این خودرومفصلی می
ها به یک سیستم کنترلی نیاز است، که عملکرد خودروهای طویل را ارتقا ایمنی آنشود. بنابراین برای های جانی و مالی میها و خسارتتصادف

در این پژوهش پس از استخراج و صحه گذاری مدل دینامیکی، از یک متد کنترلی جدید مبتنی  ها جلوگیری نماید.بهبود بخشد و از ناپایداری آن
به منظور تنظیم دینامیک سمتی خودروی طویل مفصلی استفاده لغزشی بازگشتی، کننده اختلالات و مد های فعال حذفکنندهبر ترکیب کنترل

 باشد.های بهینه خطی و مد لغزشی میگر برتری این متد جدید نسبت به کنترل کنندهشده است. نتایج به دست آمده نشان
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 Today, the use of articulated long vehicles is surging. The main reasons for tendency of utilizing these 

vehicles is use of less tractor unit fitted to carry two or more trailers. In other words, in order to carry 

the same amount of goods, instead of using some tractor semi-trailers, we can make use of fewer 
articulated long vehicles. Reduction of fuel consumption, a significant decrease in the production of 

greenhouse gasses as well as using less manpower to direct the vehicle to carry the same load which is 
related to typical articulated vehicle is of other advantages of long articulated vehicles. The major 

problems of these vehicles are poor maneuverability at low speed and inappropriate lateral performance 

at high speed, which would lead to crashes and financial damages. Hence, a control system is required 
for enhancing the safety of these vehicles, improving the performance of long vehicles and preventing 

from being unstable. In this study, after mining and verifying the dynamic model, a new control method 

based on a combination of active disturbance rejection control and backstepping sliding mode control 
for adjusting lateral dynamic of articulated long vehicles has been utilized. The results portray the 

superiority of this new method than LQR and sliding mode controllers. 
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 مقدمه 1- 

ای واحدهای صلب دوتکه خودروی سنگين مفصلی مطابق تعريف، ترکيبی از

اند. های مکانيکی به هم متصل شدهباشد که بواسطة کوپلينگيا بيشتر می

و  1کشنده خودرو مفصلی در مرسومترين شکل خود از دو قسمت اصلی واحد

                                                                                                                                  
1 Tractor unit 

خودروهای مفصلی را تحت عنوان خودروهای  تشکيل شده است. 2واحدتريلر

شناسند. همچنين خودروهای مفصلی با بيش از يک تريلر با ترکيبی نيز می

د. با افزايش تقاضای حمل و نقل کالاها، شونعنوان قطار خودرويی معرفی می

خودروهای طويل مفصلی به عنوان يک جايگزين مناسب برای خودروهای 

                                                                                                                                  
2 Trailer unit 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
97

.1
8.

4.
26

.9
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

10
 ]

 

                             1 / 12

http://mjmec.ir/
https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1397.18.4.26.9
https://mme.modares.ac.ir/article-15-16834-en.html


  

 و همکاران ناصر اسماعیلی   کننده اختلالات مد لغزشی بازگشتیحذفبه کمک روش کنترلی  خودروی طویل مفصلیافزایش پایداری 

 

 04شماره  18، دوره 1397 تیرمهندسی مکانیک مدرس،  452
 

شوند. يکی از فوايد آشکار استفاده از خودروهای سنگين متداول معرفی می

باشد. می طويل مفصلی کاهش مصرف سوخت و در نتيجه کاهش آلودگی

ی حمل يک ميزان بار به نسبت اشغال کردن فضای کمتری از جاده برا

-خودروهای سنگين متداول از ديگر فوايد استفاده از اين نوع خودروها می

باشد. مشکل عمده در ايمنی اين خودروها که نياز به بهبود دارد، عملکرد 

و انحراف  جانبی ضعيف اين خودروها در سرعت بالا است. تاب خوردن تريلر

باشد. بهبود عملکرد عملکرد جانبی ضعيف می ای اززياد از مسير کشنده نمونه

چرا که واژگونی بر اثر  .تواند به کاهش خطر واژگونی منجر شودمی جانبی،

تشديد  دهد.يک مانور شديد و به تبع آن شتاب جانبی بيش از اندازه رخ می

های مبتنی بر عملکرد عملکرد جانبی و خروج از مسير در حالت مانا، مشخصه

و باشند که توسط کميسيون ملی حمل خودروهای طويل مفصلی میجانبی 

تاليف شده  ، ای استراليا تحت عنوان استانداردهای مبتنی بر عملکردجاده نقل

نمايند. مشخصه اول اند و نقش بسياری در پايداری اين نوع خودروها ايفا می

واحد به صورت نسبت بيشينه مقدار متغير حرکت مطلوب انتهايی ترين 

 خودرو به بيشينه مقدار متغير حرکت مطلوب واحد هدايت کننده خودرو

شود، که معمولاً برای تغييرات سرعت چرخشی و يا شتاب جانبی تعريف می

رود. اين معيار افزايش خطر تاب خوردن يا واژگونی آخرين واحد در به کار می

کند را بيان می مقايسه با آن چيزی که راننده در واحد هدايت کننده احساس

تشديد عملکرد جانبی ممکن است بر اساس بهره پاسخ خودرو در  کند.می

معيار دوم در نظر  .حوزه فرکانس و يا در يک مانور گذرای خاص محاسبه شود

در حالت مانا،  مفصلی، بهنگام دورزدن مسير منحنی شکل دارد که خودروی

يک خودرو بلند در  کهحداقل عرض مسير حرکت را جاروب کند. هنگامی

کند، انتهای خودرو مسيری را در داخل مسير تقاطعی به آهستگی گردش می

طی شده توسط قسمت جلويی خودرو خواهد پيمود. مقادير زياد خروج از 

تری را جاروب کرده و طبيعتاً مسير نامطلوب است، زيرا خودرو مسير عريض

ممکن است باعث شود که  شود. اين مسئلهفضای بزرگتری از جاده اشغال می

رو و يا مسير مخالف منحرف شده و با خودروهای ديگر، عابرين خودرو به پياده

 و وسايل کنار جاده برخورد نمايد. 

 بهبود و پايداری افزايش راستای در فراوان تحقيقات انجام وجود با    

 و پايداری بهبود زمينة در شده ارائه تحقيقات سواری، خودروهای هندلينگ

 موارد از بسياری در و بوده ناکافی مفصلی طويل خودروهای مانورپذيری

 ديناميک از مفصلی طويل خودروی در حالی که .رسدمی بنظر ناکارآمد

 مورد و مطلوب رفتار و بوده برخوردار سواری خودروی به نسبت تریپيچيده

 به ديگر طرف از. سازدنمی آورده بر کم هایسرعت در حتی را راننده انتظار

 ناپايداری مفصلی، سنگين خودروهای زياد بسيار اينرسی ممان و جرم علت

 از يکی. گرددمی تلقی ایجادّه ونقلحمل برای ایتوجهّ قابل تهديد هاآن

 کشنده مسير دقيق تعقيب مفصلی، طويل خودروی حرکت در راننده انتظارات

 کم هایسرعت در حتی که است اين مهم نکته. است تريلر هایواحد توسط

 کنترلی، هایسيستم مداخله با تا است لازم و نشده برآورده خواسته اين نيز

 خودروهای با مشابه طور شود. به واداشته کشنده واحد مسير تعقيب به تريلر

 دو در توان می را مفصلی طويل خودروهای در کنترلی هایسيستم سواری،

 گيرندمی قرار توجه مورد هايیسيستم اول، گروه  در. نمود بررسی عمده گروه

 در و دهندمی قرار تاثير تحت مستقيم طور به را خودرو طولی ديناميک که

 تنظيم را خودرو سمتی ديناميک که شوندمی مطرح هايیسيستم دوم گروه

 کمک به مفصلی طويل خودروی پايداری افزايش مقاله اين در. نمايندمی

 سيستم يک نويچ،جوج 2005در سال .است شده انجام سمتی تنظيم ديناميک

 که شوندمی تعريف نحوی به فرمان زوايای آن در که نمود طراحی کنترلی

 سال در[. 1]نمايد رديابی را پنجم چرخ زاويةکورس تريلر، انتهای زاويةکورس

 نحوی به را فيدبک سازخطی کنندةکنترل يک همکارانش و فلتچر ،2006

 واحد، آن انتهای تريلر،نيمه هایچرخ زاويةفرمان تغيير با که کردند طراحی

 ايدة ، کريشنا 2007 سال در[. 2]شودمی واداشته مفصل مسير تعقيب به

 را رويکرد اين تاثير و نمود پياده مفصلی خودروی يک روی بر را فرمان کنترل

 .[3]داد قرار بررسی مورد بالا، و کم هایسرعت در مسير از خروج کاهش در

زاوية  تغيير با که نمودند پيشنهاد را کنندهکنترل چنگ يک ،2008 سال در

 اوّل، کنترلی هدف. نمايدمی دنبال را کنترلی هدف دو تريلر، هایچرخ فرمان

 واژگونی پايداری افزايش دوم، کنترلی هدف و مسير از خروج کردنکمينه

 سال در [.4]است تريلرنيمه جانبی شتاب محدود ساختن به واسطة خودرو

 فرمانزوايای  تنظيم جهت را فعاّلفرمان  سيستم يک ای،کره محقّقان 2009

 سنجش مورد راآن عملکرد و طراحی تريلرنيمه و کشنده انتهايی هایچرخ

 و کشنده انتهايی هایچرخ فرمان زوايای ها،آن کنترلی روش در. اندقرارداده

 چرخ زاوية فرمان از تابعی بصورت خودرو، حرکت هندسة مبنای بر تريلر،نيمه

 هاچرخ در صفر زاوية لغزش به صورتی که شوند،می تعريف زاوية مفصل و جلو

 نيز انتاريو دانشگاه محققان ،2013 تا 2010 هایسال طی . در[5]نمايند ايجاد

 مفصلی خودروی مانورپذيری و پايداری بهبود جهت ارزشمندی تحقيقات

 خودروی که است گرفته شکل اساس اين بر هاآن اصلی ايدة. اندداده انجام

 بالا هایسرعت در و دارد مانورپذيری مشکل پايين هایسرعت در مفصلی

رگولاتور خطی  کنندةکنترل يک طراحی. کندمی پيدا اهميتّ آن پايداری

 محققان ،2013 سال در .[7-6] بود هاآن پژوهش دستاوردهای از  1درجه دو

 نيمه توسط پنجم چرخ مسير تعقيب ايدة تا اندکرده تلاش کمبريج دانشگاه

 2013در سال  در پژوهش انجام شده توسط خرازی .[8]دهند بهبود را تريلر

کننده فرمان فعال جهت بهبود مانورپذيری يک خودروی طويل يک کنترل

استراتژی کنترلی در اين پژوهش بر مبنای کاهش  مفصلی ارايه شده است.

باشد. ورودی کنترلی برای فرمان دادن به می سرعت چرخشیتشديد نرخ 

های تريلر از دو بخش پسخور و پيشخور تشکيل شده است. ايده اصلی چرخ

در اين استراتژی اين است که به گونه ای به چرخ های تريلر فرمان داده شود 

واحد انتهايی، نرخ سرعت چرخشی واحد کشنده را با  که نرخ سرعت چرخشی

يک تاخير زمانی دنبال نمايد. اين کنترل  کننده برای خودروی مفصلی شامل 

اسلام به  2014در سال  [9]است.سازی شده کشنده، دالی و شبه تريلر شبيه

برای يک خودروی مفصلی با دو تريلر  طراحی يک سيستم فرمان فعال

های مختلف کنترلی و با استفاده از ستفاده از استراتژیپرداخت. وی با ا

کننده خطی به بهبود رفتار خودرو پرداخته است . ضرايب کنترل کنندهکنترل

سازی پيچيده و با توجه به دو معيار دنباله روی در در يک الگوريتم بهينه

-سرعت پايين و کاهش تشديد شتاب جانبی در سرعت بالا، بهينه می

 از خروج حذف جهت همکاران و کاظمی آقای  ،2015 سال . در[10]شوند

 بهبود که نمودند ارائه جديد روشی مفصلی سنگين خودروی يک در مسير،

 يک سينماتيکی، و هندسی اصول مبنای بر. دارد پی در را آن مانورپذيری

 در همچنين .[11]گرديد ارائه مطلوب مفصل زاوية ايجاد جهت مرجع مدل

 زاويه نمودن محدود يا و تنظيم اهميت به اشاره با ايشان از ديگر پژوهشی

 مدل يک ، مفصلی خودروی حرکتی کميت مهمترين عنوان به جانبی لغزش

 روش يک اتخاذ با و انتخاب مفصلی خودروی از ای صفحه آزادی درجه 14

 به ابتدا در مقاله اين در .[12] است شده بررسی کميت اين اهميت مناسب

                                                                                                                                  
1 LQR 
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. است شده پرداخته مفصلی طويل خودروی يک گذاریصحه و سازیمدل

کننده کنترل يک طراحی مرجع، کنترلی متغيرهای تعريف از پس سپس

های فعال حذف اختلالات و مد لغزشی کنندهمبتنی بر ترکيب کنترلجديد 

 انجام به منظور تنظيم ديناميک سمتی خودروی طويل مفصلیبازگشتی، 

 گرديده و مد لغزشی مقايسه خطی های بهينهکنندهکنترل با نتايج شده است.

باشد. لازم به ها میاست که حاکی از برتری روش جديد به نسبت ساير روش

های طراحی شده بر روی کنندهسازی، کنترلذکر است در بخش نتايج شبيه

مدل خودروی استخراج شده در نرم افزار متلب و مدل خودروی مبتنی بر نرم 

 واقع در .سازی شده و با يکديگر مقايسه گرديده استسيم، پيادهتراکافزار 

کننده کنترل يک همراه به مفصلی طويل خودروی از خطی غير مدل يک نبود

 .است مقاله اين از نو آوری های اصلی مبتنی بر مدل غير خطی، جديد

 مدلسازی دینامیکی  -2

-نيمه دو و کشنده اصلی قسمت سه از نظر مورد ، خودروی "1شکل "مطابق 

 نوزده مدل يک فوق خودروی از شده ارائه مدل. است شده تشکيل تريلر

 گرفته نظر در ديناميکی مدل برای که آزادی درجات. باشدمی آزادی درجه

 چرخشی حرکت کشنده، واحد عرضی و طولی حرکت: از عبارتند است، شده

 حرکت نيز تريلر نيمه واحدهای محور عمودی و برای حول کشنده واحد

 چهارده .است شده گرفته درنظر کشنده واحد از مستقل طور به چرخشی

 جهت به .دارد هاچرخ دورانی حرکت به اختصاص نيز باقيمانده آزادی درجة

غلت و شيرجة  حرکت از مقاله، اين در شده ارائه مدلسازی سازی درساده

 است. شده نظر ها صرفواحد تمامی

 حرکتهای معادله -2-1

 مختصات دستگاه در واحد هر به مربوط حرکت هایمعادله بخش اين در

 باشود. می استخراج جداگانه صورت به واحد همان جرم مرکز به چسبيده

( ارائه 3(و)2(،)1های)حرکت کشنده در رابطه هایمعادله ، "2شکل " به توجه

 شده است.

 
Fig. 1 Multi trailer articulated vehicle 

 خودروی طويل مفصلی با دو تريلر 1شكل 

 
Fig. 2 The forces enter tractor   

 کشنده به وارد نيروهای  2شكل 

(1) 
     ∑𝐹𝑥 = 𝑚1(�̇�𝑥1 − 𝑉𝑦1𝜔1) = 𝐹15𝑥 + 

         (𝐹3𝑥 + 𝐹4𝑥 + 𝐹5𝑥 + 𝐹6𝑥) cos(𝛿2) − (𝐹1 + 𝐹2)sin(𝛿1)  
− (𝐹3𝑦 + 𝐹4𝑦 + 𝐹5𝑦 + 𝐹6𝑦) sin(𝛿2) 

 

(2) 
        ∑𝐹𝑦 = 𝑚1(�̇�𝑦1 + 𝑉𝑥1𝜔1) = 𝐹15𝑦 + 

         = (𝐹3𝑦 + 𝐹4𝑦 + 𝐹5𝑦 + 𝐹6𝑦) cos(𝛿2)

+ (𝐹1 + 𝐹2) cos(𝛿1) +  (𝐹3𝑥 + 𝐹4𝑥
+ 𝐹5𝑥 + 𝐹6𝑥) sin(𝛿2) 

)3( 

∑𝑀𝐶𝐺 = 𝐼1�̇�1 = −(𝐹5𝑦 + 𝐹6𝑦) cos(𝛿2) 𝑏3 − 𝐹15𝑦𝑏10 

 −(𝐹3𝑦 + 𝐹4𝑦) cos(𝛿2) 𝑏2 − (𝐹3𝑥 + 𝐹4𝑥) sin(𝛿2)𝑏2 

  +(𝐹3𝑥 − 𝐹4𝑥) cos(𝛿2)𝑑7 − (𝐹5𝑦 + 𝐹6𝑦) sin(𝛿2) 𝑏3 

 +(𝐹1 + 𝐹2)𝑏1 cos(𝛿1) + (𝐹5𝑥 − 𝐹6𝑥) cos(𝛿2)  𝑑7 
 −(𝐹6𝑦 − 𝐹5𝑦) sin(𝛿2) 𝑑7 − (𝐹4𝑦 − 𝐹3𝑦) sin(𝛿2)𝑑7 

 +(𝐹2 − 𝐹1)𝑑6 sin(𝛿1) 

( 6(و)5(،)4)های رابطهحرکت تريلر اول در  معادلات "3شکل " به توجه با

 ارائه شده است.

(4) 

 ∑𝐹𝑥 = 𝑚2(�̇�𝑥2 − 𝑉𝑦2𝜔2)

= 𝐹16𝑥 + 𝐹17𝑥
− (𝐹7 + 𝐹8 + 𝐹9 + 𝐹10) sin(𝛿2) 

(5) 

∑𝐹𝑦 = 𝑚2(�̇�𝑦2 + 𝑉𝑥2𝜔2)    

= 𝐹16𝑦 + 𝐹17𝑦
+ (𝐹7 + 𝐹8 + 𝐹9 + 𝐹10) cos(𝛿2)   

)6( 

∑𝑀𝐶𝐺 = 𝐼2�̇�2 = 𝐹16𝑦𝑏4 − (𝐹7 + 𝐹8) cos(𝛿2) 𝑏5 

              −(𝐹9 + 𝐹10) cos(𝛿2) 𝑏6 − 𝐹17𝑦𝑏11 

       +(𝐹8 − 𝐹7) sin(𝛿2) 𝑑8 + (𝐹10 − 𝐹9) sin(𝛿2)𝑑8             
( 9(و)8(،)7) هایرابطهحرکت تريلر دوم در  معادلات "4شکل " با توجه به

 ارائه شده است.

(7) 

∑𝐹𝑥 = 𝑚3(�̇�𝑥3 − 𝑉𝑦3𝜔3)  

= 𝐹18𝑥
− (𝐹11 + 𝐹12 + 𝐹13 + 𝐹14) sin(𝛿3) 

(8) 

∑𝐹𝑦 = 𝑚3(�̇�𝑦3 + 𝑉𝑥3𝜔3)

= 𝐹18𝑦
+ (𝐹11 + 𝐹12 + 𝐹13 + 𝐹14) cos(𝛿3) 

)9( 

∑𝑀𝐶𝐺 = 𝐼4�̇�4 = −(𝐹11 + 𝐹12) cos(𝛿3) 𝑏8 

         −(𝐹13 + 𝐹14) cos(𝛿3)𝑏9 + 𝐹18𝑦𝑏7 

       +(𝐹12 − 𝐹11) sin(𝛿3) 𝑑10 + (𝐹14 − 𝐹13) sin(𝛿3) 𝑑10 

های مفصل بين کشنده و تريلر اول و همچنين تريلر اول و تريلر دوم به زاويه

 گردد.( ارائه می11( و )10های)صورت رابطه

 
Fig. 3 The forces enter first trailer  

 اول تريلر به وارد نيروهای  3 شكل

 
Fig. 4 the forces enter second trailer  

 دوم تريلر به وارد نيروهای  4 شكل
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              )10  (  𝛤1 = 𝜙2 −𝜙1 

  )11  (  𝛤2 = 𝜙3 − 𝜙2 

با حذف نيروهای قيدی معادلات خودروی طويل مفصلی به صورت پنج 

نيروهای طولی و عرضی موثر بر تاير در محل  معادله اصلی بدست می آيد.

طولی جهت شتابگيری و  نيروهایشوند. می ايجادبا کف جاده  تايرتماس 

خواهند شد. در  ايجادجهت حرکت خودرو  تنظيمعرضی به منظور  نيروهای

استفاده شده  تايرسازی رفتار  شبيهجهت  1جادويیپژوهش از مدل  اين

مدل تاير جادويی در مرکز تحقيقات ديناميک خودرو دلف . [13-14]است

ملا شناخته شده به توسعه داده شده و اکنون به عنوان يک مدل دقيق و کا

رود. در حالتی طور وسيعی در شبيه سازی های ديناميک خودرو به کار می

تواند شوند، نيروی حاصل شده میکه تنها نيروهای طولی و جانبی حاصل می

 اينهای ورودیبه عنوان تابعی از متغير ورودی به صورت معادله بيان شود. 

و ضريب  نرمال تايرها نيروهای ،، نسبت لغزشتايرلغزش جانبی  زاويهمدل 

 معادله اصلی تاير در پيوست ذکر شده است. باشند.می اصطکاک

 صحه گذاری  –3

 استفاده 2سيمتراک افزار نرم از شده، استخراج مدل عملکرد ارزيابی منظور به

 هایتست انجام جهت يک نرم افزار تخصصی افزار اين نرم. است شده

صحه  نتايج. است مختلف خودروهای سنگين روی بر دلخواه يا و استاندارد

 استخراج مدل نتايج که باشدمی تکی خط تعويض مانور يک به مربوط گذاری

 سيم مقايسهتراک افزار نرم از آمده بدست نتايج در نرم افزار متلب با شده

 و نمايدمی ساعت بر کيلومتر  60سرعت با خودرو مانور اين در. است شده

 اعمال فرمان یزاويه تغييرات .شودمی اعمال آن به سينوسی فرمان ورودی

 مطابق و درجه 3 یدامنه با سينوسی صورت به مانور اين برای هاچرخ به شده

افزار  نرم و مطلب مدل نمودار "7شکل "و  "6شکل " در .باشدمی "5شکل "

مفصل  همچنين زاويه و اول و تريلر بين کشنده مفصل زاويه برای سيم،تراک

 است. شده داده نشان هم کنار در دوم تريلر و اول بين تريلر

 تعیین متغیرّهای کنترلی و مقادیر مطلوب -4

 اولّين قدم در طراحی هر سيستم کنترلی، تعريف اهداف کنترلی است که
 

 
Fig. 5 Steering Angle  

 ورودی زاویه فرمان  5شکل 

 
Fig. 6 Comparison of first articulation angle in Matlab and Trucksim 

 سيممقايسه زاويه مفصل اول در نرم افزار متلب و تراک6 شكل

                                                                                                                                  
1 Magic formula tire model 
2 Trucksim 

 
Fig. 7 Comparison of second articulation angle in Matlab and Trucksim  

 سيممقايسه زاويه مفصل دوم در نرم افزار متلب و تراک 7شكل 

برای الگوريتم کنترلی مشخص شود. در کنترل ديناميک سمتی بايستی 

خودروی سواری، سرعت چرخشی جهت تأمين فرمانپذيری مناسب و زاوية 

لغزش جانبی جهت تأمين پايداری خودرو به عنوان متغيّرهای حرکتی اصلی 

ها، ديناميک جانبی خودرو تصحيح واسطه کنترل آنشوند و بهمطرح می

توجه به بالاتر بودن مرتبه خودروی طويل مفصلی نسبت به گردد. با می

خودروی سواری، چهار متغيّر حرکتی سرعت چرخشی کشنده، سرعت جانبی 

کشنده، زاوية مفصل بين کشنده و تريلر اول و زاوية مفصل بين تريلر اول و 

  اند.عنوان متغيّرهای کنترلی انتخاب شدهتريلر دوم، به

ت چرخشی تريلر اول و سرعت چرخشی تريلر لازم به ذکر است، سرع

دوم نيز از اهميّت بالايی در تنظيم ديناميک سمتی خودروی طويل مفصلی 

باشد. بر اساس رابطه برخوردار است. ولی اين متغيّرهای حرکتی، مستقل نمی

( سرعت چرخشی تريلر اول وابسته به سرعت چرخشی کشنده و نرخ 10)

( سرعت چرخشی 11مچنين بر اساس رابطه )تغييرات زاويه مفصل اول و ه

تريلر دوم وابسته به سرعت چرخشی تريلر اول و نرخ تغييرات زاويه مفصل 

 باشد.دوم می

برای سرعت چرخشی کشنده به  طلوبمدل م، [11]بر اساس مرجع

 .استخراج شده است (12صورت رابطه )

(12) 𝜔1
𝛿driver

=
𝑉𝑥1

𝐿𝑔 + 𝐾𝑢𝑉𝑥1
2 

گراديان کند فرمان تعميم يافته  𝐾𝑢طول تعميم يافته و   𝐿𝑔 (12در رابطه )

 سرعت جانبی و زاوية لغزش جانبیباشد. برای خودروی طويل مفصلی می

 باشند.(، با يکديگر در ارتباط می13کشنده، مطابق با رابطة )

(13  ) 𝛽𝑡 = arctan (
𝑉𝑦1
𝑉𝑥1
) 

از قيچی کردن محدود ساختن زاوية لغزش جانبی کشنده در پيشگيری 

باشد با توجه به مدل خودرويی که در کشنده و تاب خوردن تريلرها موثر می

گردد. شود، سرعت جانبی خودرو، تنظيم میکننده استفاده میطراحی کنترل

 گردد.در اين مقاله مقدار مطلوب سرعت جانبی کشنده صفر تعريف می

و توسعه روش ذکر شده برای خودروی طويل  [15,11]جع ابر اساس مر

آيد که رديابی آن سبب مفصلی زوايای مفصل مطلوب به نحوی به دست می

شود، انتهای تريلر اول، مسير مفصل اول و انتهای تريلر دوم  مسير مفصل 

توان به ها رديابی نمايد. بنابراين، مقادير مورد نظر را میدوم را در تمام سرعت

به منظور توسعة روش  رجع، برای سيستم کنترلی تعريف نمود.عنوان مدل م

𝑇و 𝑇فوق، يک خودروی طويل مفصلی درلحظه  + 𝑇𝑑 و𝑇 + 𝑇𝑠 8شکل "در"  
، مدت زمان مورد نياز خودروی مفصلی  𝑇𝑑فاصله زمانی  نشان داده شده است.

،  𝑇𝑠برای پيمودن فاصله بين انتهای تريلر اول و مفصل اول و فاصله زمانی 

مدت زمان مورد نياز خودروی مفصلی برای پيمودن فاصله بين انتهای تريلر 

و در زمان  𝑇 دوم و مفصل دوم می باشد. موقعيت مفصل اول، در زمان

𝑇 + 𝑇𝑑 به ترتيب با 𝑓(𝑇) و 𝑓(𝑇 + 𝑇𝑑)  نشان داده شده است. همچنين

𝑇 و در لحظة  T موقعيت انتهای تريلر اول در زمان  + 𝑇𝑑  به ترتيب با𝑠(𝑇)  و

𝑠(𝑇 + 𝑇𝑑) نشان داده شده است. موقعيت مفصل دوم ، در زمان 𝑇  و در زمان
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𝑇 + 𝑇𝑠 به ترتيب با𝑔(𝑇) و 𝑔(𝑇 + 𝑇𝑠)  نشان داده شده است. همچنين

𝑇 و در لحظة 𝑇موقعيت انتهای نيمه تريلر دوم در زمان  + 𝑇𝑠  به ترتيب با

ℎ(𝑇)  وℎ(𝑇 + 𝑇𝑠)  نشان داده شده است. هدف اصلی اين مقاله، حذف خروج

و  𝑓(𝑇)از مسير و به عبارت ديگر، از بين بردن انحراف موقعيت، بين نقاط 

𝑠(𝑇 + 𝑇𝑑)   و همچنين انحراف موقعيت بين نقاط𝑔(𝑇)  وℎ(𝑇 + 𝑇𝑠)  می-

𝛤1𝑟(𝑇، با رديابی زاويةهای مفصل مرجع  "8شکل "باشد. بر اساس  + 𝑇𝑑)  و

𝛤2𝑟(𝑇 + 𝑇𝑠) ( نشان دهنده 15(و )14توان به اين هدف نائل شد. روابط )می

 باشند.های مفصل مرجع اول و دوم میزاويه

 )14  (   𝛤1𝑟(𝑇 + 𝑇𝑑) = tan
−1
∆𝑦𝑓

∆𝑥𝑓
 

 )15  (   𝛤2𝑟(𝑇 + 𝑇𝑠) = tan
−1
∆𝑦𝑟
∆𝑥𝑟

 

 کنترلطراحی سیستم  -5

در اين بخش کنترل ديناميک سمتی خودروی سنگين طويل مفصلی با 

استراتژی کنترلی فرمان پايه  باشد.استفاده از زير سيستم فرمان مد نظر می

در کنسرسيوم ديناميک توان در تحقيقی که برای خودروهای مفصلی را می

رگولاتور خطی  کنندةيافت؛ جايی که يک کنترل خودرو کمبريج انجام شد

تريلر آزمايشی اجرا شد. شبه توسعه داده شد و بر روی يک کشنده درجه دو

تريلر برای بهبود پايداری های محورهای شبهکنندة فوق به چرخکنترل

استفاده از سيستم .[16]دهدمیغلتشی و اصلاح مسير مورد پيمايش، فرمان 

مورد  [17] مرجعفرمان فعال برای خودروهای طويل توسط رانگاوَجولا در 

رگولاتور خطی  کنندةبررسی قرار گرفته است. در اين مطالعه يک کنترل

برای به حداقل رساندن نرخ شتاب جانبی به جای هدف قرار دادن  درجه دو

کننده از بازخوردهای ين کنترلکاهش خروج از مسير، پيشنهاد شده است. ا

کند و به محورهای تريلر اوّل و دوم فرمان ی متغير خودرو استفاده میهمه

سازی شده در سرعت متوسط دهد و خروج از مسير را در مانور شبيهمی

های کنترل کارگيری روشخلاء بهنمايد. حذف میکيلومتر بر ساعت 54

دو مفصل هدف اصلی اين بخش  غيرخطی، در خودروهای سنگين مفصلی با

مهمترين دستاورد اين بخش، ارائة يک روش مناسب جهت پياده  باشد.می

کننده حذف کننده اختلالات مد لغزشی بازگشتی، به منظور سازی کنترل

تنظيم ديناميک سمتی خودروی طويل مفصلی است. مهمترين عاملی که 

باشد. ساختار تايرها می نمايد، نيروهای جانبیرفتار خودرو را غيرخطی می

 راحتی رفتار غيرخطی تاير راگردد که بهکنترلی پيشنهادی به نحوی ارائه می

    Fig. 8 Desired articulation angles for articulated long vehicle 

 مرجع برای خودروی طويل مفصلیهای مفصل زاويه  8 شكل

دهد. همچنين هر چهار متغير کنترلی با استفاده از روش پوشش می

 گردند.پيشنهادی به راحتی تنظيم می

 کنترلی بهينة خطی بر روشکنندة فرمان فعّال مبتنی کنترل1-5-

کننده، مدل خطی ارائه شده از خودروی طويل در قدم اوّل از طراحی کنترل

در اين مدل که جهت طراحی سيستم کنترلی گيرد. نظر قرار میمفصلی مد 

های شود، از ديناميک طولی و غلت صرفنظر شده است و چرخبکار گرفته می

، "9شکل "با توجه به  طرفين يک محور در قسمت مرکزی آن فرض شده اند.

رابطة اصلی حاکم بر مدل فوق، با درنظر گرفتن سرعت جانبی کشنده، سرعت 

عنوان متغيرهای حالت هها بنرخ تغييرات آنکشنده، زوايای مفصل و  چرخشی

توان به شوند. معادلات خطی سيستم را میسيستم خطی، در نظر گرفته می

  .معرفی نمود (،16رابطة )صورت 

 )16  (  𝑀

{
  
 

  
 
�̇�𝑦1
�̇�1
𝛤1̈
𝛤1
𝛤2̈
𝛤2̇

̇

}
  
 

  
 

= 𝐴

{
 
 

 
 
𝑉𝑦1
𝜔1
𝛤1̇
𝛤1
𝛤2̇
𝛤2 }
 
 

 
 

+ 𝐶{

𝛿1
 𝛿2
𝛿3
𝛿4

}              

 )17  (  𝑥𝑙 = [𝑉𝑦1    𝜔1    𝛤1̇    𝛤1   𝛤2̇   𝛤2 ]
T
    

𝑀  و𝐴 های شش در شش و ماتريس𝐵 باشنديک ماتريس شش در چهار می. 

به فرم فضای حالت به صورت  𝑀−1( را می توان با ضرب طرفين در 16رابطة )

 .( ارائه نمود18معادله )

          )18  (  �̇�𝑙 = 𝐴𝑙𝑥𝑙 + 𝐵𝑙𝑢𝑙       
𝐴𝑙 = 𝑀−1𝐴 , 𝐵𝑙 = 𝑀

−1𝐶   

ساز پيشخور و پسخور است. به منظور کننده خطی شامل دو جبرانکنترل

های کنترلی و توان با تفاضل متغيرطراحی کنترل کننده، خطای رديابی را می

 ( تعريف نمود.19متغيرهای کنترلی مرجع به صورت رابطه )

 )19  (  𝑒𝑙 =

{
 
 

 
 
𝑉𝑦1
𝜔1
𝛤1̇
𝛤1
𝛤2̇
𝛤2 }
 
 

 
 

−

{
 
 

 
 
𝑉𝑦1𝑟
𝜔1𝑟
𝛤1𝑟̇

𝛤1𝑟
𝛤2𝑟̇

𝛤2𝑟 }
 
 

 
 

= 𝑥𝑙 − 𝑥𝑟         

 
Fig. 9 Simple model of long articulated vehicle  

 مدل ساده از خودروی طويل مفصلی  9 شكل
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( ، معادلة ديفرانسيل حاکم بر خطای رديابی را 19با مشتقگيری از رابطه )

 .( بيان نمود20توان به فرم رابطه )می

) 20  (  �̇�𝑙 = 𝐴𝑙𝑒𝑙 +𝐵𝑙𝑢𝑙 − �̇�𝑟 + 𝐴𝑙𝑥𝑟 

توان به صورت دو قسمت پيشخور و پسخور به حال ورودی کنترلی را می

 ( تعريف نمود.21صورت رابطه )

) 21  (  𝑢𝑙 = 𝑢𝑓𝑓 + 𝑢𝑓𝑏 

𝑢𝑓𝑏ورودی پيشخور و 𝑢𝑓𝑓(21در رابطة) باشد. جايگزينی ورودی پسخور می  

 دهد.( را نتيجه می22(، رابطة )20( در رابطه )21رابطه )

  )22) �̇�𝑙 = 𝐴𝑙𝑒𝑙 +𝐵𝑙𝑢𝑓𝑏 +𝐵𝑙𝑢𝑓𝑓 − �̇�𝑟 + 𝐴𝑙𝑥𝑟 

 گردد:( تعريف می23براين اساس، ورودی کنترلی پيشخور به صورت رابطه)

) 23  (  𝑢𝑓𝑓 = 𝐵𝑙
−1(�̇�𝑟 − 𝐴𝑙𝑥𝑟) 

𝐵𝑙مربعی نمی باشد و 𝐵𝑙لازم به ذکر است که ماتريس 
يک شبه معکوس  1−

حال با  گيرد.پيشخور مورد استفاده قرار می است که جهت محاسبة ورودی

( بيان 24( معادلة حالت خطا به فرم مرسوم رابطه )02( و )02ترکيب رابطة )

  گردد.می

) 24) �̇�𝑙 = 𝐴𝑙𝑒𝑙 +𝐵𝑙𝑢𝑓𝑏 

کنترلی  شود. ورودیبا استفاده از قانون کنترل بهينه تعيين می کنترل فيدبک

کمينه سازی شاخص عملکردی زير بدست توان با شرط پسخور بهينه را می

 آورد.

) 25  (  𝐽 = ∫ (𝑒𝑙
T𝑄𝑙𝑒𝑙 + 𝑢𝑓𝑏

T 𝑅𝑙𝑢𝑓𝑏)𝑑𝑡              
∞

0

 

 کنترل کنندة فرمان فعّال با استفاده از روش کنترلی مد لغزشی2-5- 

در اين قسمت مدل خودروی مفصلی در قالب يک سيستم غيرخطی چند 

کننده بر مبنای روش مد لغزشی شود و کنترلورودی چندخروجی ديده می

در قدم اوّل از طراحی سيستم کنترلی مورد نظر،  [18-20]. گرددطراحی می

يک مدل ديناميکی از خودروی طويل مفصلی مورد نياز است. با استفاده مدل 

خودروی چهار درجه آزادی، رابطة حاکم بر ديناميک سمتی خودروی مفصلی 

 ( ارائه نمود.26صورت رابطه )توان در فرم ماتريسی به را می

)26) 𝑁�̇� + 𝐷𝜔1𝑉𝑥1 = 𝑈𝑡       
)27  (  𝑞 = [𝑉𝑦1    𝜔1    𝛤1̇    𝛤2̇ ]

T
 

)28( 𝑈𝑡=[

𝑈1
𝑈2
𝑈3
𝑈4

] =

[
 
 
 
 

𝐹𝑦1 + 𝐹𝑦2 + 𝐹𝑦𝑟3 + 𝐹𝑦𝑟4

𝐹𝑦1𝑏1 −
𝐹𝑦2(𝑏2+𝑏3)

2
− 𝐹𝑦3𝑏10 − 𝐹𝑦4𝑏10

−𝐹𝑦3(𝑏4 + 𝑏6)

−𝐹𝑦4(𝑏7 + 𝑏9) ]
 
 
 
 

 

𝑁 چهار در چهار و  يک ماتريس𝐷 در  .باشديک ماتريس چهار در يک می

بردار متغيّرهای کنترلی است که  𝑞بردار ورودی کنترلی و  𝑈𝑡(، 28رابطة )

توانند متغيّرها را بايد پاسخ مطلوب را رديابی کند. سطوح لغزشی که می

( تعريف 29های مطلوب را رديابی نمايد به صورت رابطه)مجبور سازد تا پاسخ

 گردند.می

) 29  (  

𝑠1 = 𝑣𝑡 + Λ0∫ 𝑉𝑦1𝑑𝑡
𝑡

0

 

𝑠2 = 𝜔1 − 𝜔1𝑟 + Λ1∫ (𝜔1 − 𝜔1𝑟)𝑑𝑡
𝑡

0

 

𝑠3 = 𝛤1̇ − 𝛤1𝑟̇ + Λ2(𝛤1 − 𝛤1𝑟) + Λ3∫ (𝛤1 − 𝛤1𝑟)𝑑𝑡
𝑡

0

 

𝑠3 = 𝛤2̇ − 𝛤2𝑟̇ + Λ3(𝛤2 − 𝛤2𝑟) + Λ5∫ (𝛤2 − 𝛤2𝑟)𝑑𝑡    
𝑡

0

 

کارگرفته های انتگرالی در رابطة بالا جهت حذف خطای حالت ماندگار بهترم

که در صورتی مقادير مثبتی دارند.  Λ5تا  Λ0اند. از طرف ديگر پارامترهای شده

سطوح کنترلی به صفر ميل نمايند، تمامی متغيرهای حرکتی، مقادير 

در فرم ماتريسی  مطلوبشان را رديابی خواهند نمود. با نوشتن سطوح کنترلی

 نماييم.( تعريف می31تابع لياپانوف را به فرم رابطه )

  )30) 

S = 𝑞 − 𝑞𝑟                      
S = [𝑠1    𝑠2    𝑠3    𝑠4 ]

T   

𝑞𝑟 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 −Λ0∫ 𝑉𝑦1𝑑𝑡

𝑡

0

𝜔1𝑟 − Λ1∫ (𝜔1 − 𝜔1𝑟)𝑑𝑡
𝑡

0

𝛤1𝑟̇ − Λ2(𝛤1 − 𝛤1𝑟) − Λ3∫ (𝛤1 − 𝛤1𝑟)𝑑𝑡
𝑡

0

𝛤2𝑟̇ − Λ4(𝛤2 − 𝛤2𝑟) − Λ5∫ (𝛤2 − 𝛤2𝑟)𝑑𝑡
𝑡

0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                

 )31) V(t) =
1

2
ST𝑁S 

در مقدار صفر است. با مشتق  سطوح کنترلیهدف کنترلی در اينجا، حفظ 

(  33( قانون کنترلی مناسب را می توان به صورت رابطة )31گرفتن از رابطة )

باشد که اگر ديناميک سيستم ورودی کنترلی می  Ûتعريف نمود، که در آن 

به  Ûنمايد. بنابراين را برابر صفر می V̇به صورت دقيق شناخته شده باشد، 

 مقادير مثبتی دارند.  𝑘4تا  𝑘1پارامترهای  گردد.( بيان می34صورت رابطة )

 )32) V̇(t) = ST𝑁Ṡ=ST(𝑈𝑡  − 𝐷ω1Vx1 − 𝑁q̇r) 

)33) 
U = Û − Ksgn(S) 
K = diag[𝑘1 𝑘2 𝑘3 𝑘4] 

 )34) Û = N̂�̇�𝑟 + D̂𝜔1𝑉𝑥1 

باشد. می𝐷 و  𝑁به ترتيب مقادير نامی ماتريسهای   D̂و   N̂( 34در رابطه )

 .گرددسازی منظور میعنوان خطاهای مدلبنابراين حدود زير به

   )35) Ñ ≥ |N̂ − 𝑁| & D̃ ≥ |D̂ − 𝐷| 

 ( 36رابطه )توان به صورت مشتق زمانی تابع لياپانوف را می

 .بازنويسی نمود

 )36) V̇(𝑡) ≤ ST(D̃�̇�𝑡𝑢t + Ñq̇r) −∑𝑘𝑖

4

𝑖=1

|𝑠𝑖|          

 .تعريف نمود (37) رابطهتوان به صورت را می  𝑘𝑖متعاقباً پارامترهای 

 )37) 𝑘𝑖 ≥ |[D̃�̇�𝑡𝑢t + Ñ�̇�𝑟]𝑖| + 𝜂𝑖 

منجر به ارضای  (38)باشند ومطابق رابطة ها ، پارامترهای  مثبت می 𝜂𝑖که 

 گردند.شرط لغزش می

 )38) V̇(t) ≤ −∑𝜂𝑖

𝟒

𝑖=1

|𝑠𝑖| 

در زمان محدودی لغزش صفر اين شرط لغزش تضمين می کند که به سطح  

(، رابطة ميان بردار ورودی کنترلی و بردار 28رابطه )دست يابيم. با ملاحظة 

 ( بيان نمود.39توان به صورت رابطه)نيروی جانبی را می

(39) 

𝑈𝑡 = 𝑍𝑓𝐹𝑦 

𝑍𝑓 =

[
 
 
 
 
1
𝑏1
 
0
0

1

   
−(𝑏2 + 𝑏3)

2
 

0
0

1
−𝑏10
 

−(𝑏4 + 𝑏6) 
0

1
−𝑏10
 

 −(𝑏4 + 𝑏11)
 −(𝑏7 + 𝑏9) ]

 
 
 
 

&𝐹𝑦 =

[
 
 
 
𝐹𝑦1
𝐹𝑦2
𝐹𝑦3
𝐹𝑦4]

 
 
 

 

راحتی با ضرب توان بهمعکوس پذير است و نيروهای جانبی را می 𝑍𝑓ماتريس

معکوس اين ماتريس در ورودی کنترلی تعيين نمود. بنابراين نيروهای جانبی 

گردند. در مرحله بعد با استفاده از مدل معکوس تاير، هر محور تعيين می

محور ،  (𝛼2(،محور عقبی کشنده )𝛼1زاوية لغزش جانبی محور جلوی کشنده)

(از مدل چهار درجه 𝛼4تريلر دوم)(و محور عقبی نيمه𝛼3تريلر اول)عقبی نيمه

توان زاوية ها، در قدم نهايی، میگردند و با استفاده از آنآزادی تعيين می

سازی رفتار تاير از های محور مربوطه را محاسبه نمود. جهت مدلفرمان چرخ

ر اينجا، برای پرهيز از محاسبات مدل جادوئی تاير استفاده شده است، ولی د

پيچيده، از مدل سادة نيروی جانبی پيشنهاد شده توسط دانشمند سرشناس 

-برای محاسبة  زاويه که تطابق بسيار مناسبی با مدل جادوئی دارد ماساتو ابه
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 نماييم.های لغزش استفاده می

(40) 

𝐹𝑦𝑖

=

{
 
 

 
 
−[𝐶𝑖𝛼𝑖 − sgn(𝛼𝑖)

𝐶𝑖
2

4𝜇𝐹𝑧𝑖
𝛼𝑖
2]√(1 − (

𝐹𝑥𝑖
𝜇𝐹𝑧𝑖

)
2

 |𝛼𝑖| <
2𝜇𝐹𝑧𝑖
𝐶𝑖

 

−sgn(𝛼𝑖)𝜇𝐹𝑧𝑖√(1− (
𝐹𝑥𝑖
𝜇𝐹𝑧𝑖

)
2

      |𝛼𝑖| ≥
2𝜇𝐹𝑧𝑖
𝐶𝑖

 

نيز  𝐶𝑖همچنين و ضريب اصطکاک  است نشان دهنده  𝜇 (،40در رابطه )

بنابراين، با معلوم بودن  .ثابت دور زنی برای چرخهای هر محور می باشد

توان زاوية لغزش محور ( می40نيروی جانبی هر محور، بااستفاده از رابطة )

در قدم آخر پس از محاسبة زوايای لغزش محورها،  مربوطه را تعيين نمود.

 شود.( محاسبه می41زاوية فرمان هر محور، از رابطه)

 )41( 

𝛿1 = 𝛼1 + tan
−1 (

𝑉𝑦1 +𝜔1𝑏1
𝑉𝑥1

) 

𝛿2 = 𝛼2 + tan
−1(

𝑉𝑦1 − 𝜔1
(𝑏2+𝑏3)

2

𝑉𝑥1
) 

𝛿3 = 𝛼3 + tan
−1 (

𝑉𝑦2 −𝜔2𝑏6
𝑉𝑥2

) 

𝛿4 = 𝛼4 + tan
−1 (

𝑉𝑦3 −𝜔3𝑏9
𝑉𝑥3

) 

     

کنترل کنندة فرمان فعّال با استفاده از روش کنترلی حذف 3-5-

 اختلالات مد لغزشی بازگشتی

و مدلغزشی  حذف اختلاتدر اين بخش يک روش جديد بر اساس متد 

گردد. به دليل پيچيدگی خودروی سنگين مفصلی از مدل میبازگشتی معرفی 

نماييم. در واقع نوآوری اين روش جديد استفاده میاده اما غيرخطی خودرو س

شود که در عين پيچيدگی نياز به خطی سازی مدل در اينجا مطرح می

 نماييم.باشد و از يک مدل صفحه ای خودرو استفاده میخوروی مفصلی نمی
کننده های هر دو کنترلدر اين پژوهش بر اساس الگوريتم پيشنهادی از مزيت

تی و کنترل فعال اختلالات به طور همزمان استفاده شده و مد لغزشی بازگش

کننده جديد به نام کنترلر فعال اغتشاشات مد برای اولين بار يک کنترل

در  گردد.لغزشی تطبيقی بازگشتی برای خودروی طويل مفصلی طراحی می

کنترل کوآدراتور به وسيله چهار ورودی کنترلی جهت پايداری  [21]مرجع

حرکت انتقالی و چرخش حول سه محور انجام شده است. جهت تخمين 

گر متغير توسعه يافته  غير خطی به کار گرفته سيستم، مشاهده ختلالاتا

شده است. در اين مقاله با تعريف سطوح کنترلی مناسب جهت دنبال کردن 

به  ختلالاتو استفاده از آن در متد کنترلی حذف کننده ا متغيرهای مرجع

کنترل [22] در مرجع ی توانسته است پايداری سيستم را تضمين نمايد.بخو

کننده بازگشتی تطبيقی برای يک گلايدر زير آب طراحی شده است. اين 

های های فضای حالت يک گلايدر و بر پايه فرضروش بر اساس معادله

ده است. زاويه غلت، زاويه پيچ و سرعت گلايدر به عنوان منطقی استخراج ش

اند و يک تابع لياپانوف حاصل از خطای متغيرهای کنترلی در نظر گرفته شده

روی از متغيرهای کنترلی تعريف شده است. بر اساس تئوری پايداری دنباله

دنباله روی به لياپانوف، قوانين کنترلی طوری استخراج شده اند که خطای

-کننده با نتايج يک کنترلمت صفر ميل کند. در انتها نتايج اين کنترلس

در  کننده درجه دو خطی مقايسه و برتری اين متد نشان داده شده است.

به بررسی ارتعاشات سيستم تعليق يک خودروی کامل جهت  [23]مرجع

تم سپس از استخراج مدل سي رنشين پرداخته شده است.سراحتی  بهبود

زنی و زنی و کلهغلت ،ودرو و در نظر گرفتن حرکات عمودیتعليق يک خ

کننده جهت تضعيف تقسيم آن به سه زير سيستم، برای هر بخش يک کنترل

گر متغير شده طراحی شده است. مشاهده بندیجرم فنر برارتعاشات وارد 

در اين  سيستم به کار گرفته شده است. ختلالاتتوسعه يافته جهت تخمين ا

تناسبی  ، خطیختلالاتهای حذف کننده اکنندهترکيب کنترل پژوهش از

 جهت تضعيف ارتعاشات استفاده شده است. تناسبی مشتقی و فازی مشتقی

کننده ترکيبی نسبت به تک تک سازی نشان داده برتری اين کنترلشبيه

 هاست.کننده کنترل

از  "9شکل "سازی اين متد بر روی خودروی طويل با توجه به برای پياده

نماييم. معادلات استفاده می مدل ساده اما غير خطی خودروی طويل مفصلی

 ( بيان شده اند.45( تا )42های )اين مدل در رابطه

−ℎ{𝑚2 +𝑚3}(�̇�𝑦1 + 𝑉𝑥1𝜔1) +   

            {𝐼1 +𝑚2ℎ2(ℎ1 + 𝑎2) +  𝑚3ℎ1(ℎ1 + 𝑙
∗
2 + 𝑎3)}�̇�1 

(43) 
{𝑚2ℎ1𝑎2 +𝑚3ℎ1(𝑙

∗
2 + 𝑎3)}𝛤1̈ +𝑚3ℎ1𝑎3𝛤2̈ 

   = 𝐹𝑦1𝑎1 − 𝑏1𝐹𝑦2 − ℎ1(𝐹𝑦3 + 𝐹𝑦4)                           

−{𝑚2𝑎2 +𝑚3𝑙
∗
2}(�̇�𝑦1 + 𝑉𝑥1𝜔1) +   

            +{𝐼2 +𝑚2𝑎2(ℎ1 + 𝑎2) + 𝑚3𝑙
∗
2(ℎ1 + 𝑙

∗
2 + 𝑎3)}�̇�1 

(44) 
+{𝐼2 +𝑚2𝑎2

2 +𝑚3𝑙
∗
2(𝑙

∗
2 + 𝑎3)}𝛤1̈ +𝑚3𝑎3𝑙

∗
2𝛤2̈ 

   = −𝑙2𝐹𝑦3 − 𝑙
∗
2𝐹𝑦4 

−𝑚3𝑎3(�̇�𝑦1 + 𝑉𝑥1𝜔1) + {𝐼3 +𝑚3𝑎3(ℎ1 + 𝑙
∗
2 + 𝑎3)}�̇�1   

            +{𝐼3 +𝑚3𝑎3(𝑙
∗
2 + 𝑎3)}𝛤1̈ + {𝐼3 +𝑚3𝑎3

2}𝛤2̈ = −𝑙3𝐹𝑦4  
(45)  

ها را به فرم فضای حالت بازنويسی جهت استفاده از اين متد، لازم است معادله

ها را به شکل چهار معادله مستقل نماييم. با استفاده از نرم افزار متلب معادله

 نويسيم.( می46غير خطی به فرم معادله )

(46) 

�̇�1 = 𝑥2            

�̇�2 = 𝑓(𝑉𝑥1, 𝑉𝑦1,𝜔1, 𝛤1, 𝛤1̇, 𝛤2, 𝛤2̇) + 𝑈in 

𝑓 = [𝑓1    𝑓2    𝑓3     𝑓4   ]
T                         

𝑈in = [𝑢1in    𝑢2in    𝑢3in    𝑢4in   ]
T                         

𝑥1 = [𝑉𝑦1    𝜔1    𝛤1̇     𝛤2̇   ]
T
 

های متشکل از ترکيب ترم  𝑓(𝑡)لازم به ذکر است هر سطر از ماتريس 

و ترم های جرم و ممان اينرسی و ابعاد خودروی طويل مفصلی  𝑥2ماتريس 

-ظاهر نمی 𝑓(𝑡)در ماتريس  𝑥2های ماتريس باشد، حال آنکه مشتق ترممی

از  شود و بنابراين چهار معادله غير خطی ايجاد شده است. همچنين هر سطر

-شامل ترکيبی از نيروی جانبی محورهای خودروی طويل می 𝑈𝑖𝑛ماتريس 

گر خطی مشاهدهجهت تخمين متغير از حذف اختلات باشد. در متد کنترلی 

هر کدام از چهار معادله خودروی طويل  شود.استفاده می 1توسعه يافته

مثال توان به صورت فضای حالت بازنويسی نمود. به عنوان مفصلی را می

 باشند.( مربوط به زاويه مفصل دوم خودرو می50( تا )47معادله های )

(47) 𝛤1̈ = 𝑓3(𝑉𝑥1, 𝑉𝑦1, 𝜔1, 𝛤1, 𝛤1̇, 𝛤2, 𝛤2̇) + 𝑢3in , 𝑦 = 𝛽 

(48) 
𝛽1 = 𝛤1, 𝛽2 = 𝛤1̇, 𝛽3 = 𝑓3 

𝛽 = [𝛽1    𝛽2    𝛽3 ]
T 

(49) 
𝛽1̇ = 𝐴𝛽 + 𝐵𝑢3in + 𝐸ℎ     

𝑦 = 𝐶𝛽, ℎ = 𝑓3̇ 

(50) 𝐴 = [
0
0
0
   
1
0
0
   
0
1
0
  ] , 𝐵 = [

0
1
0
0

] , 𝐶 = [1 0 0], 𝐸 = [
0
0
1
] 

( قابل 51) گر برای زاويه مفصل دوم خودرو در معادلهمشاهده ههمچنين معادل

 باشد.رويت می

(51) 

휀̇ = 𝐴휀 + 𝐵𝑢3in + 𝐿(𝑦 − �̂�)      
�̂� = 𝐶휀 
휀 = [휀1    휀2    휀3 ]

T 

𝐿 =  [𝑙1    𝑙2    𝑙3 ]
T 

                                                                                                                                  
1 LESO 

{𝑚1 +𝑚2 +𝑚3}(�̇�𝑦1 + 𝑉𝑥1𝜔1)   

            −{𝑚2(ℎ1 + 𝑎2) +𝑚3(ℎ1 + 𝑙
∗
2 + 𝑎3)}�̇�1 

(42) 

−{𝑚2𝑎2 +𝑚3(𝑙
∗
2 + 𝑎3)}𝛤1̈ −𝑚3𝑎3𝛤2̈ 

   = 𝐹𝑦1 + 𝐹𝑦2 + 𝐹𝑦3 + 𝐹𝑦4   
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موجود در اين باشد و پارامترهای گر میبهره مشاهده 𝐿( ماتريس 51دررابطه)

کننده باشند. الگوريتم کلی روش حذفماتريس دارای مقدار ثابت می

قابل مشاهده  "10شکل "اختلالات برای هر يک از چهار متغير کنترلی در 

 است.

تواند خطی يا غير کننده به کار گرفته شده در اين الگوريتم میکنترل

کننده مد لغزشی بازگشتی حذف کننده خطی باشد که در اين مقاله از کنترل

ايده به کار گيری اين روش  "11شکل "اختلالات استفاده شده است. در 

کننده برای هر متغير خود های کنترلشرح داده شده است. هر کدام از بلوک

 باشند.می "10شکل "شامل 

در گام اول با توجه به متغيرهای خودرو نظير سرعت طولی و عرضی و 

احد کشنده، سرعت چرخشی واحد های تريلر اول و دوم يا زاويه چرخشی و

مفصل اول و دوم به تعيين سرعت جانبی مرجع، سرعت چرخشی مرجع، و 

پردازيم. در مرحله بعد هر يک از چهار متغير اصلی زوايای مفصلی مرجع می

يعنی سرعت جانبی و چرخشی واحد کشنده و زاويه های مفصل اول و دوم 

رجع متناظر خود وارد يکی از چهار بلوک کنترلی نشان داده در با مقدار م

 شوند. می "11شکل "

-( تعريف می53( و )52های تخمين زده شده به فرم معادله های )متغير

 شوند.

(52) 𝑥1 = [�̂�𝑦1    �̂�1   𝛤1̇
̂      𝛤2̇

̂    ]
T

 

(53) 𝑥2 = [ �̂̇�𝑦1    �̂̇�1    𝛤1̈
̂      𝛤2̈

̂    ]
T

 

ها گر چهار متغير خودرو که قصد کنترل آنمشاهدههای با استفاده از معادله

را  z2و  z1نويسيم. ماتريس ( می54) را داريم به فرم ماتريسی در معادله

 نماييم.( مشخص می58ها را در معادله )تعريف نموده و رابطه بين آن

(54) 

      �̂̇�1 = 𝑥2 + 𝑙1(𝑥1 − 𝑥1)                  
      �̂̇�2 = 𝑥3 + 𝐵𝑈in + 𝑙2(𝑥1 − 𝑥1) 
      �̂̇�3 = 𝑙3(𝑥1 − 𝑥1)                         

𝐵 = [

1
0
0
0

 

0
1
0
0

 

0
0
1
0

 

0
0
0
1

] 

 

 
Fig. 10 Active Disturbance Rejection control method   

  کننده اختلالاتحذفکنترلی الگوريتم روش  10 شكل

 

(55) 𝑧1 = 𝑥1 − 𝑥1𝑑 

(56) 𝑧2 = 𝑥2 − �̇�1𝑑 + 𝛼𝑧1 

(57) �̇�1 = �̇�1 − �̇�1𝑑 = 𝑥2 − �̇�1𝑑 = 𝑧2 − 𝛼𝑧1 

(58) 

 𝑧2 = �̇�1 + 𝛼𝑧1 

𝛼 = [

𝛼1
0
0
0

 

0
𝛼2
0
0

 

0
0
𝛼3
0

 

0
0
0
𝛼4

] 

 مقدارهای مثبت و ثابتی دارند. 𝛼پارامترهای ماتريس 

( 56های )( در معادله54را با توجه به معادله ) 𝑥2و  𝑥1حال تخمين ماتريس 

 ( بدست آيند.61( تا )59دهيم تا معادله های )( قرار می57و )

(59) 𝑧1 = 𝑥1 − 𝑥1𝑑 
(60) �̇�1 = �̇̂�1 − �̇�1𝑑 = 𝑥2 + 𝑙1(𝑥1 − 𝑥1) − �̇�1𝑑 
(61) 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑙1(𝑥1 − 𝑥1) − �̇�1𝑑 + 𝛼𝑧1                                      

نماييم و مشتق آن را در ( تعريف می62اولين تابع لياپانف را به فرم معادله )

 نويسيم.( می63معادله )

(62) 
𝑉1 =

1

2
𝑧1
T𝑧1 

(63) �̇�1 = 𝑧1
T
�̇�1 = 𝑧1

T(𝑧2 − 𝛼𝑧1) 

 ( تعريف نمود.64توان به فرم رابطه )سطوح کنترلی را می

(64) 

  𝑠 = 𝑘𝑧1 + 𝑧2 = (𝑘 + 𝛼)𝑧1 + �̇�1 

𝑘 = [

𝑘1
0
0
0

 

0
𝑘2
0
0

 

0
0
𝑘3
0

 

0
0
0
𝑘4

] 

( مقدارهای مثبت و ثابتی دارند. دومين تابع 64پارامترهای ماتريس رابطه )

نويسيم. با مشتق ( می65لياپانف را بر اساس متد بازگشتی به فرم معادله )

 شود.( حاصل می66(، رابطه )65گرفتن از رابطه )

(65) 𝑉2 = 𝑉1 +
1

2
𝑠T𝑠 

(66) 

�̇�2 = �̇�1 + 𝑠
T�̇� = 𝑧1

T(𝑧2 − 𝛼𝑧1) + 𝑠
T(𝑘�̇�1 + �̇�2) = 

           𝑧1
T𝑧2 − 𝑧1

T𝛼𝑧1 + 𝑠
T[𝑘(𝑧2 − 𝛼𝑧1) + 𝑥3 +𝐵𝑈in 

     +𝑙2(𝑥1 − 𝑥1)+𝑙1(�̇�1 − �̇̂�1) − �̈�1𝑑 + 𝛼�̇�1]         

نماييم که تابع لياپانوف منفی شود را به نحوی تعيين میحال ورودی کنترلی 

 و پايداری سيستم تضمين گردد.

(67) 

𝑈in = 𝐵
T[−𝑘(𝑧2 − 𝛼1𝑧1) − 𝑥3 + 𝑙2(𝑥1

− 𝑥1)+𝑙1(�̇�1 − �̇̂�1) + �̈�1𝑑
+ 𝛼�̇�1 − 𝑅1(𝑠 + 𝑅2sgn(𝑠))] 

( تعريف شده اند و پارامترهای آن ها 68در رابطه ) 𝑅1و   𝑅1ماتريس های 

 ثابت دارند.مقدارهايی مثبت و 

(68) 

𝑅1 = [

𝑟1
0
0
0

 

0
𝑟2
0
0

 

0
0
𝑟3
0

 

0
0
0
𝑟4

]  & 𝑅2 = [

𝑟5
0
0
0

 

0
𝑟6
0
0

 

0
0
𝑟7
0

 

0
0
0
𝑟8

] 

Fig. 11 Active Disturbance Rejection control theory for articulated long vehicle 
 طويل مفصلیکننده اختلالات برای خودروی دياگرام روش کنترلی حذف 11 شكل
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با مشخص شدن هر يک از چهار ورودی کنترلی با استفاده از يک دستگاه 

-ها میچهار معادله و چهار مجهول به تعيين نيروی جانبی هر يک از محور

( و 40پس از مشخص شدن نيروی هر محور، با توجه به رابطه های ) پردازيم.

 شود.کنترلی هر محور مشخص می ( زاويه فرمان41)

 سازینتایج شبیه -6

 برای مشاهده و مقايسه نتايج، خودرو در معرض دو مانور در سرعت بالا و

ابتدا از يک مانور تعويض خط استفاده  گيرد.پايين در جاده خشک قرار می

 ساعت بر کيلومتر 80سرعت خودروی طويل مفصلی با مانور اين نماييم. درمی

 یزاويه تغييرات .شودمی اعمال آن به سينوسی فرمان ورودی و کرده حرکت

 صورت به مانور اين برای های جلو واحد کشندهچرخ به شده اعمال فرمان

در  .باشدای میثانيه چهار کامل ی دوره يک و درجه 3 ی دامنه با سينوسی

 کرده حرکت ساعت بر کيلومتر 15سرعت  خودروی طويل مفصلی بامانور دوم 

 90درجه جهت عبور از پيچ  16 ی دامنه پله ای شکل با فرمان ورودی و

های طراحی شده بر روی مدل کنندهشود. کنترلمی اعمال آن درجه به

نرم افزار متلب و مدل خودروی مبتنی بر نرم افزار خودروی استخراج شده در 

ر مقايسه با يکديگ "25تا  12های شکل"سازی شده و در سيم، پيادهتراک

حرکت واحد کشنده  مسير "20 شکل"در لازم به ذکر است .گرديده است

در  مختلف و هایکنندهخودروی طويل مفصلی در مانور تعويض خط با کنترل

های کنندهو دوم با کنترل تغييرات زاويه مفصل اول "22و  21های شکل"

 نشان داده شده است. مختلف

 
Fig. 12 Lane change paths of vehicle without control 

 کنندهمسيرحرکت خودروی مفصلی در مانور تعويض خط بدون کنترل  12 شكل

 
Fig. 13 Changes in articulation angles without control 

  کنندهکنترل اول و دوم بدون مفصل زاويه تغييرات  13 شكل

 
Fig. 14 Lane change paths of vehicle with lqr controller 

 خطیکننده کنترل بامسيرحرکت خودروی مفصلی در مانور تعويض خط   14 شكل

 
Fig. 15 Changes in articulation angles with LQR controller 

 کننده خطیکنترلبا  اول و دوم مفصل زاويه تغييرات  15 شكل
 

 
Fig.16 Lane change paths of vehicle with sliding mode controller 

 کننده مد لغزشیکنترل بامسيرحرکت خودرو  در مانور تعويض خط   16 شكل
 

 
Fig. 17 Changes in articulation angles with sliding mode controller 

 کننده مد لغزشیبا کنترل اول و دوم مفصل زاويه تغييرات  17 شكل
 

 
Fig. 18 Lane change paths of vehicle with new controller 

 جديدکننده کنترل با حرکت خودروی مفصلی در مانور تعويض خط مسير  18 شكل
 

 
Fig. 19 Changes in articulation angles with new controller 

 کننده جديدبا کنترل اول و دوم مفصل زاويه تغييرات  19 شكل
 

 
Fig. 20 Tractor path with various controllers 

 کشنده با کنترل کننده های مختلف مسيرحرکت 20 شكل
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Fig. 21 Changes in first articulation angle with various controllers 

 کننده های مختلفبا کنترل تغييرات زاويه مفصل اول  21 شكل

 

 
Fig. 22 Changes in second articulation angle with various controllers 

 کننده های مختلفبا کنترل دومتغييرات زاويه مفصل   22 شكل

 
Fig. 23 Paths of vehicle with LQR controller 

 خطی کنندهکنترل بامسيرحرکت خودروی مفصلی   23 شكل

 
Fig. 24 paths of vehicle with sliding mode controller 

 کننده مد لغزشیمسيرحرکت خودرو  با کنترل  24 شكل

 
Fig. 25 Lane change paths of vehicle with new controller 

 کننده جديدمسيرحرکت خودروی مفصلی با کنترل  25 شكل

 نتیجه گیری 7- 

و به بهبود رفتار آن سازی در اين مقاله يک خودروی طويل مفصلی مدل

ها مانورپذيری ضعيف در سرعت پرداخته شده است. مشکل عمده اين خودرو

ها باشد، که موجب تصادفپايين و عملکرد جانبی نامناسب در سرعت بالا می

شود. در ادامه يک متد کنترلی جديد، مبتنی های جانی و مالی میو خسارت

به لالات و مد لغزشی بازگشتی، های فعال حذف اختکنندهبر ترکيب کنترل

-منظور تنظيم ديناميک سمتی خودروی طويل مفصلی معرفی و نتايج شبيه

های بهينه خطی و کنندهسازی در مانورهای با سرعت بالا و پايين با کنترل

نتايج به  مقايسه شده است.سيم در هر دو نرم افزار متلب و تراکمد لغزشی 

 باشد.متد جديد میگر برتری اين دست آمده نشان

 پیوست-9

 هاکنندهکنترل و خودرومشخصات  -9-1

Table 1 Vehicle parameters 

 مشخصات خودرو 1جدول 

 مقدار پارامتر
(کشنده) تراک وزن  6308 kg 

 kgm-2 19665  محور عمودی حول کشنده اينرسی ممان

کشنده جرم مرکز تا جلو محور فاصله    1.384 m 

کشنده جرم مرکز تا وسط محور فاصله    3.616 m 

کشنده جرم مرکز تا عقب محور فاصله    4.886 m 

مفصل اول محل تا کشنده جرم مرکز فاصله    4.251 m 

کشنده جلو چرخ دو فاصله نصف    1.015 m 

کشنده عقب چرخ دو فاصله نصف  0.9315 m 

بار بدون اول تريلر وزن  kg 5927 

 kgm-2 179992  محور حول اول تريلر اينرسی ممان

اول تريلر جرم مرکز تا جلو مفصل محل فاصله    5.5 m 

اول تريلر جرم مرکز تا وسط محور فاصله    0.5 m 

اول تريلر جرم مرکز تا عقب محور فاصله     2.94 m 

اول تريلر جرم مرکز تا عقب مفصل فاصله     2.84 m 

اول تريلر چرخ دو فاصله نصف    0.9315 m 

دوم تريلر جرم  kg  5927 

 kgm-2 179992    محور عمودی حول دوم تريلر اينرسی ممان
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تريلر دوم جرم مرکز تا جلو مفصل محل فاصله  5.5 m 

دوم تريلر جرم مرکز تا وسط محور فاصله    0.5 m 

دوم تريلر جرم مرکز تا عقب محور فاصله     2.94 m 

دوم تريلر چرخ دو فاصله نصف  0.9315 m 

 171000 های جلو کشندهثابت دور زنی چرخ ث  

 161000 های عقب کشندهثابت دور زنی چرخ      

 90000 چرخ های نيمه تريلر ها ثابت دور زنی      

Table 2 Controllers parameters 
 پارامترهای کنترل کننده ها 2جدول 

مقدار     پارامتر  

Λ0 10 

Λ1 5 

Λ2 8 

Λ3 10 

Λ4 15 

Λ5 4 

𝑘1 1500 

𝑘2 1000 

𝑘3 1200 

𝑘4 14000 

𝛼1 1 

𝛼2 2 

𝛼3 4 

𝛼4 3 

𝑟1 1 

𝑟2   1.5 

𝑟3 3 

𝑟4 2 

𝑟5 3 

𝑟6 2 

𝑟7 4 

𝑟8 3 

  
 

  مدل تایر جادوییمعادله  -9-2

مدل تاير جادويی به عنوان يک مدل دقيق و کاملا شناخته شده به طور 

رود. در حالتی که تنها خودرو به کارمیوسيعی در شبيه سازی های ديناميک 

می تواند به  𝑌نيروهای طولی و جانبی حاصل می شوند، نيروی حاصل شده 

 به صورت معادله بيان شود. 𝑋عنوان تابعی از متغير ورودی 

(69) 𝑌(𝑥) = 𝐷sin[𝐶arctan{𝐵𝑥 − 𝐸(𝐵𝑥 − arctan𝐵𝑥)] 

گر ضريب بيان𝐵گر ضريب شکل، بيان𝐶گر مقدار بيشينه ،بيان𝐷 در معادله 

گر ضريب انحنا می باشد. پارامترهای مدل با استفاده از مراجع بيان𝐸 سختی و

 مدل تاير جادويی نرم افزار تراک سيم استخراج گرديده اند. [14]و  [13]

  فهرست علائم -8

𝑏1 کشنده جرم مرکز تا جلو محور فاصله 

𝑏2 کشنده جرم مرکز تا وسط محور فاصله 

𝑏3 کشنده جرم مرکز تا عقب محور فاصله 

𝑏4 جرم تريلر اول مرکز تا جلو مفصل فاصله 

𝑏5 اول تريلر جرم مرکز تا وسط محور فاصله 

𝑏6 اول تريلر جرم مرکز تا عقب محور فاصله 

𝑏7 جرم تريلر دوم مرکز تا جلو مفصل فاصله 

𝑏8 دوم تريلر جرم مرکز تا وسط محور فاصله 

𝑏9 دوم تريلر جرم مرکز تا عقب محور فاصله 

𝑏10 2مفصل محل تا کشنده جرم مرکز فاصله 

𝑏11 اول تريلر جرم مرکز تا عقب مفصل فاصله 

𝑐1 های جلو کشندهثابت دور زنی چرخ 

𝑐2 های عقب کشندهثابت دور زنی چرخ 

𝑐3 های تريلر اولثابت دور زنی چرخ 

𝑐4 های تريلر دومثابت دور زنی چرخ 

𝑑6 کشنده جلو چرخ دو فاصله نصف 

𝑑7 کشنده عقب چرخ دو فاصله نصف 

𝑑8 اول تريلر چرخ دو فاصله نصف 

𝑑9 دوم تريلر چرخ دو فاصله نصف 

𝐼1 محور حول تراک اينرسی ممان Z 

𝐼2 محور حول اول تريلر اينرسی ممان Z 

𝐼3 محور حول دوم تريلر اينرسی ممان Z 

𝑚1 کشنده وزن 

𝑚2 بار بدون اول تريلر وزن 

𝑚3 دوم تريلر جرم 

𝑉𝑦1 سرعت جانبی کشنده 

𝑉𝑥1 سرعت طولی کشنده 

 علایم یونانی

𝜔1 سرعت طولی کشنده 

𝜙1 )زاويه ياو کشنده )انتگرال سرعت چرخشی 

𝛤1 زاويه مفصل اول 

𝛤2 زاويه مفصل دوم 
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