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 چکیده  اطلاعات مقاله
 مقاله پژوهشی کامل

 1396 دی 21دریافت: 
 1396اسفند  11پذیرش: 

 1396اسفند  26ارائه در سایت: 

توان به ها میی این روشاست. از جمله های عددی برای حل مسائل مهندسی کاربرد بسیاری یافتهاستفاده از روش ،هابا توسعه روزافزون رایانه 
هایی همچون تفاضل محدود، المان محدود، حجم محدود، روش المان مرزی و ... اشاره نمود. در این پژوهش از روش المان مرزی برای روش
هایی همچون روش المان محدود در ریاضیات حاکم بر مسأله است. در با روش المان مرزی تفاوت روش است.سازی عددی استفاده شدهشبیه

گیری منجر به کاهش یک بعد از ابعاد مسأله شود. این انتگرالبار انتگرال گرفته میبر مسأله یک ماین روش ابتدا از معادله دیفرانسیلی حاک
ود. در این پژوهش ابتدا با استفاده از یک تغییر متغیر معادله ناویر استوکس به معادله ناویر در شسازی میگردد و سپس اقدام به شبیهمی

شود. در واقع های پیشنهادی برای مسأله الاستواستاتیک، برای حل جریان سیال لزج استفاده میگردد. سپس از روشالاستواستاتیک تبدیل می
است.  ی پیشنهادی در روش المان مرزی در پاسخ بنیادینی است که در این شیوه از آن استفاده شدههاتفاوت اصلی میان این شیوه و سایر شیوه

ای کامپیوتری برای حل در این پژوهش از پاسخ بنیادین معادله ناویر استفاده شده است. در پایان با درنظر گرفتن ریاضیات حاکم بر مسأله، برنامه
 100و  600که به ترتیب تا اعداد رینولدز  ،مه برای دو هندسه متفاوت داخل حفره و پشت پله اعمال گردیدجریان سیال لزج نوشته شد. این برنا

 های همگرا حاصل گردید.پاسخ

 کلید واژگان:
 روش المان مرزی

 جریان سیال لزج

 معادله ناویر استوکس

 حفره

 الاستواستاتیک
  

 

 

Extending Reynolds Number range in numerical simulation of fluid flow using 

Boundary Element Method 

Ghassem Heidarinejad*, Amir Yousefi 

Department of Mechanical Engineering, Tarbiat Modares University, Tehran, Iran 

* P.O.B. 14115-143Tehran, gheidari@modares.ac.ir  

ARTICLE INFORMATION  ABSTRACT 
Original Research Paper 

Received 11 January 2018 

Accepted 02 March 2018 

Available Online 17 March 2018 

 

 With the development of computers, the application of numerical methods in solving engineering 
problems has increased considerably. Methods such as Finite Element Method, Finite Volume Method 

and Finite Difference Method can be mentioned as some. In this research a Boundary Element Method 

is applied for numerical simulation. The main difference among the Boundary Element method and 
other numerical methods is the governing mathematics. At first In this method the governing equation is 

integrated. This leads to a decrease in the dimensions of the problem and then the simulation is 

performed. In this research, by a change of variable, the Navier Stokes equation is transformed to 
Navier equation in Elastostatics at first. Subsequently the methods proposed for solving the problems in 

Elastostatics is utilized to solve the viscous fluid flow. In fact, the applied fundamental solution is the 

main difference among the proposed method and other Boundary Element Methods. In the proposed 

method the fundamental solution of the Navier equation is utilized for simulation. At last, by 

considering the governing mathematics a computer code is developed for viscous flow simulation. The 

code is applied to two different geometries, a lid-driven-cavity and a backward facing step. Convergent 
solutions is achieved up to Reynolsds numbers equal with 600 and 100 respectively. 
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 مقدمه1- 

عنوان ابزاری قدرتمند در تحلیل های گذشته روش المان مرزی بهدر سال

است. این روش در ابتدا تنها برای مسائل عددی مسائل مهندسی توسعه یافته

ترین مزیت این روش نسبت خطی و پتانسیل مورد استفاده قرار گرفت. بزرگ

باشددر این است که در مسائل ضل محدود و المان محدود میبه روش تفا

سازی دارد؛ بنابراین محاسبات مربوط پتانسیل تنها مرز دامنه نیاز به گسسته

ها به یابد. در ادامه بسیاری از پژوهشبه دامنه مسأله یک مرتبه کاهش می

خطی استفاده از این روش برای حل مسائل وابسته به زمان و نیز مسائل غیر

عنوان توان بهجریان لزج را می . در این میان، تحلیل[1]اختصاص یافت 

های شمار آورد. با بررسی پژوهشای از مسائل غیرخطی متداول بهنمونه

طور ها بهشود که روش تفاضل محدود برای مدتصورت گرفته، مشاهده می

از ، [2] استگسترده برای حل جریان سیال لزج مورد استفاده قرار گرفته 

های گذشته آمیز در طی سالطور موفقیتطرفی از روش المان محدود نیز به

چه در با این وجود و برخلاف آن. [3]است  برای حل این مسائل استفاده شده

دهد، هنوز توسعه یک برنامه کامپیوتری جامع مکانیک ساختاری روی می

 برای حل مسائل جریان لزج کاری دشوار است.
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های بنیادین برای جریان استوکس، که توسط لات انتگرالی و پاسخمعاد

عنوان نخستین گام در تحلیل جریان سیال با توان بهاوسین ارائه گردید، را می

های بنیادینی در ادامه پاسخ. [4] شمار آورداستفاده از روش المان مرزی به

اده از روش شدند برای حل جریان لزج با استفنامیده می 1که استوکسلت

پاسخ معادلات برای نخستین بار  . وو و همکاران[5] المان مرزی ارائه گردید

. در این روش [6] و سرعت ارائه کردند 2استوکس را برحسب ورتیسیته-ناویر

خود تقسیم  5و جنبشی 4و جرم به اجزای حرکتی 3معادلات بقای تکانه

غیرخطی  6شدند. در این روش بخش جنبشی توسط معادله انتقال گردابهمی

که بخش حرکتی، که معادله پواسون بر آن حاکم شود، درحالیتعریف می

نماید. ی معلوم را تعیین میگردابهاست، میدان سرعت را با استفاده از میدان 

یشی و همکارا روشی پس از پژوهش صورت گرفته توسط وو و همکاران، اون

های این . از مزیت[7] گردابه ارائه کردند-انتگرالی براساس تابع جریان

ی پاسخ توان به این نکته اشاره نمود که فشار از روند محاسبهبندی میفرمول

گردد. از دیگر مزایای طور خودکار ارضا میحذف شده و معادله پیوستگی به

دوبعدی اشاره کرد؛ چرا که در این  هایتوان به حل جریاناین روش می

گردد. گسترش این روش مسائل تعداد مجهولات کمتری در مسأله ایجاد می

گران دارد، چرا که در این بعدی جذابیت کمتری برای پژوهشبرای مسائل سه

نتیجه برای هر گره شش درجه  مسائل گردابه دیگر کمیتی اسکالر نبوده و در

صورت گردابه های ارائه شده بهبندی. فرمول[8] گرددآزادی ایجاد می

صورت کلی قابل استفاده نیستند چرا که شرایط مرزی برای گردابه، تابع به

گردند؛ صورت صریح بیان نمیها معمولاً بهآن 7های عمودیجریان و مشتق

روند تکراری حل، حتی درمورد جریان  ها نیازمند یکعلاوه بر این، این روش

 .[9] ستنداستوکس، ه

فشار و سرعت( ) 8بار از متغیرهای اصلینخستینیانگرن و آکریووس برای 

ها از این روش برای حل جریان استوکسی در حالت پایا و استفاده کردند. آن

ها با . پس از این پژوهش، تحلیل[10] حول اجسام دلخواه استفاده نمودند

 جریان پایا توسعه داده شداستفاده از روش المان مرزی برای حل معادلات 

های استوکس کامل بوده و شامل ترم-. معادلات حاکم براین مسائل ناویر[11]

. در این پژوهش که توسط بوش و تانر صورت [11] باشدخطی نیز میغیر

های سرعت در ی گرادیانگرفت، از یک تقریب المان محدود برای محاسبه

های سطحی ثابت و مرز نیز از المان ها بر رویدرون جریان استفاده شد. آن

ای خطی استفاده نمودند. های سه نقطههای داخلی نیز از سلولبرای سلول

های ارائه شده تنها به اعداد رینولدزهای پایین محدود بود. در ادامه البته پاسخ

ی اوسین گسترش داد. وی نتایج بوش این روش را برای معادلات خطی شده

ای حول سیلندر با سطح ائه شده را برای جریان صفحهمربوط به روش ار

ها به اعداد هرچند در این پژوهش پاسخ. [12] مقطع دلخواه ارائه نمود

 شد.رینولدز کمتر از یک محدود می

بندی انتگرالی جدید با استفاده از متغیرهای یک فرمول 1985در سال 

های خطی به کارگیری المان اصلی، که عمدتاً بر کار بوش و تانر استوار بود، با

در تئوری معادلات  9این پژوهش جدید از روش هورماندر. [13] ارائه گردید

ای، برای حصول پاسخ بنیادین اقتباس نمود. در این تحقیق دیفرانسیل پاره

                                                                                                                                  
1 Stokeslet 
2 vorticity 
3 momentum 
4 kinematic 
5 kinetic 
6 vorticity 
7 normal derivative 
8 Primitive Variable 
9 Hormander’s method 

استفاده گردید. هرچند در  10برای صحت سنجی از جریان در داخل یک حفره

 یوه عددی اعمال شده ارائه نشد.پژوهش انجام شده توضیحی درباره ش

به ترم انتگرال حجمی ناشی  11اخیراً در تحقیقی دیگر، تئوری دیورژانس

. در این تحقیق [14] از جملات غیرخطی معادلات ناویراستوکس اعمال گردید

برای تمرکز بر اثرات غیر خطی در همسایگی  12ی سرعت جریان آزاداز ایده

جایی نیاز با اعمال تئوری دیورژانس بر ترم جابه اگرچهمرزها استفاده شد. 

شود، ولی دامنه مسأله مورد برای محاسبه مشتقات داخلی را مرتفع می

سازی است. از دیگر معایب استفاده از بررسی همچنان نیازمند گسسته

توان به هزینه بالای محاسباتی در بندی بر مبنای تئوری دیورژانس میفرمول

بندی المان بندی المان محدود اشاره نمود. چرا که در فرموللمقایسه با فرمو

جایی که با استفاده از مشتقات روش المان محدود های جابهمحدود، ترم

ای کمتری نسبت به حالت اعمال های هستهشوند دارای ترممحاسبه می

کمتری در هسته ظاهر  13تئوری دیورژانس هستند و در نتیجه تکینگی

درنهایت با ااعمال این تغییرات پژوهشگران موفق نشدند که به . [15] گرددمی

 دست یابند. 100اعداد رینولدزی بیشتر از 

نام  14رویکرد بعدی که مورد استفاده قرار گرفت روش تقابل دوگانه

داشت. در این رویکرد ترم انتگرال حجمی، ناشی از جملات غیرخطی، به 

. این روش برای نخستین بار برای [16] شوندهای مرزی تبدیل میانتگرال

در ای یک سیلندر بسته استفاده شد. حالت جریان پایا درون محفظه  استوانه

نمایش داده شد. پس از این پژوهش  100نتایج تا عدد رینولدز  این تحقیق،

یک روش المان مرزی غیرمستقیم با استفاده از تقابل دوگانه برای یک مسأله 

 بعدی اعمال گردیدا سرپوش متحرک در حالت سهجریان داخل یک حفره ب

مستقیم در پژوهش مذکور موجب کاهش در واقع استفاده از روش غیر. [17]

نمایش داده شد. در  100زمان محاسبات شده و نتایج نیز برای رینولدز 

ی کاربرد این روش انجام هایی برای افزایش دامنههای گذشته نیز تلاشسال

های همگرا برای جریان موفق شدند پاسخ [18] و همکاراناست. معراجی شده

ی ارائه ها در این پژوهش از شیوهدست یابند. آن 1000حفره تا عدد رینولدز 

سازی در دو هندسه پله رو به عقب و نیز حفره با درپوش شده برای شبیه

جا شده نیز استفاده نمودند که به ترتیب موفق به متحرک دوگانه جابه

شدند. این رویکرد  1000و  299های همگرا تا اعداد رینولدز دستیابی به پاسخ

های گذشته نسبت به سایر رویکردهای ارائه شده ی گذشته در سالهادر سال

توان به پژوهش ها میبیشتر مورد توجه قرار گرفته است. از جمله این پژوهش

ها در پژوهش خود به . آن[19] انجام شده توسط سنل و سزگین اشاره نمود

 بررسی جریان سیال لزج تحت میدان مغناطیسی خارجی پرداختند و تأثیر

این میدان را در یک حفره دوبعدی، برای جریان استوکس، و نیز یک حفره 

بعدی، برای جریان ناویاستوکس، تحت بررسی قرار دادند. گومگوم و سه

همکاران نیز در پژوهشی دیگر به بررسی اثر شرط مرزی لغزش پرداختند و 

 .[20] این اثر را در جریان استوکس به نمایش درآوردند

نیز به عنوان رویکردی دیگر  15گیری شعاعیی انتگرالشیوهتوان از می

ی تقابل برای حل مسائل غیرخطی نام برد. در این شیوه نیز همچون شیوه

های مرزی تبدیل شده و سپس ای به انتگرالهای دامنهدوگانه ایتدا انتگرال

ن هایی که با استفاده از ایگردد. از نخستین پژوهشبه حل مسأله مبادرت می

توان به پژوهش صورت گرفته توسط گائو رویکرد به حل مسأله پرداخت می

                                                                                                                                  
10 cavity flow 
11 divergence theorem 
12 free stream velocity 
13 singularity 
14 Dual Reciprocity Method 
15 Radial Integration Method 
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اشاره نمود. او در ادامه با توسعه این روش به حل مسأله برای حالت  [21]

هایی توسط پنگ و . پس از این پژوهش نیز تلاش[22] بعدی اقدام نمودسه

. [23] گرفتهمکاران برای استفاده از این رویکرد در حل مسائل لزج صورت 

توان پژوهش است، می هایی که اخیراً به توسعه این روش پرداختهاز پژوهش

گیری . این پژوهش با استفاده از روش انتگرال[24] تین و همکاران را نام برد

شعاعی و با استفاده از متغیرهای اولیه )سرعت و فشار( جریان سیال را در 

 کند.سازی میشبیه 2های غیرعادیو هندسه 1های عادیهندسه

بندی روش تقابل دوگانه را با استفاده از شیوه تجزیه پاور و مینگو فرمول

هایی با اعداد رینولدز بالاتر گسترش به منظور بررسی جریان 3دامنه

بندی ارائه شده را برای جریان داخل یک حفره و نیز ها فرمولآن. [25]دادند

 1000ها همچنین موفق شدند تا رینولدز جریان در یک پله ارزیابی نمودند. آن

یکنواخت برای جریان داخل یک حفره زیردامنه غیر 20را با استفاده از 

 های همگرا شده را به دست آورند.پاسخ

ان با استفاده از تابع پنالتی، که در این نیز اسماعیلی 1385در سال 

ی ناویر استوکس را به معادله است، ابتدا معادلهپژوهش نیز از آن استفاده شده

های مورد ناویر در الاستواستاتیک تبدیل نمودند و سپس با استفاده از روش

استفاده در الاستواستاتیک پاسخ معادله ناویر استوکس را محاسبه نمودند. 

با استفاده از این روش موفق به محاسبه جریان در داخل حفره درپوش  ایشان

تا عدد رینولدز  5و جریان پشت پله رو به عقب 400تا عدد رینولدز  4متحرک

 .[26] شدند 75

سازی جریان سیال لزج از یک پارامتر پنالتی اسماعیلیان برای شبیه

را به معادله ناویر در استفاده نمود. او از این طریق معادله ناویر استوکس 

های ارائه شده برای الاستواستاتیک تبدیل نمود و سپس با استفاده از روش

 حل مسأله الاستواستاتیک برای حل جریان لزج استفاده نمود.

جایی در حل جریان لزج برای اعداد ی ترم جابهتوان گفت که محاسبهمی

اری برای ارزیابی مشتق باشد. تحقیقات بسیرینولدز بالا مهمترین قسمت می

است. در  جایی در مسائل دوبعدی صورت گرفتهسرعت موجود در ترم جابه

سازی این مشتقات استفاده این پژوهش از طرح تفاضل محدود برای مدل

گردید. در پایان نیز برخی نتایج عددی برای نمایش اعتبار فرمولاسیون ارائه 

جایی مورد ارزیابی حاسبه ترم جابهاست و از طرفی دقت این نتایج در م شده

 است. قرار گرفته

در پژوهش حاضر نیز از روش استفاده شده توسط آقای اسماعیلیان برای 

های طور که پیش تر نیز در پژوهشسازی استفاده گردید. در واقع همانشبیه

ی کاربرد این صورت گرفته عنوان گردید برخی تحقیقات به افزایش دامنه

پردازند. در این پژوهش نیز با استفاده از یکردهای مختلف میروش در رو

روش صورت گرفته توسط آقای اسماعیلیان به افزایش دامنه عدد رینولدز 

و برای جریان پله رو  600مبادرت گردید که برای جریان حفره تا عدد رینولدز 

 های همگرا حاصل گردید.پاسخ 100به عقب تا رینولدز 

 تئوری2- 

 معادلات حاکم بر جریان لزج 1-2-

 دما فرض شدهناپذیر و همدر این مقاله جریان سیال لزج به صورت پایا، تراکم

ی نوشتاری تانسوری است. با درنظر گرفتن این فرضیات و با استفاده از شیوه

 توان معادلات حاکم بر جریان لزج را به شکل زیر نمایش داد:می
                                                                                                                                  
1 Regular Domains 
2 Irregular Domains 
3 Domain Decomposition 
4 Lid Driven Cavity 
5 Backward Facing Step 

(1) 𝑣𝑖,𝑖 = 0 

(2) 𝑣𝑗𝑣𝑖,𝑗 = −
1

𝜌
𝑝,𝑖 + 𝜐(𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑗,𝑖),𝑗  

اند. نمایش داده شده 𝑣𝑖در این معادلات اجزای بردار سرعت با استفاده از نماد 

گر فشار، چگالی و لزجت به ترتیب نمایان 𝜐و  𝑝  ،𝜌از طرفی پارامترهای 

هستند. نماد ویرگول نمایش داده شده در زیرنویس پارامترها نیز  6حرکتی

 که داریم:طوریگر مشتق جزئی مکانی است، بهبیان

(3) 𝜈𝑖,𝑗 =
𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑗
 

که از یک حرف دوبار به عنوان زیرنویس در ترمی استفاده شود، در  درصورتی

بایست قانون جمع در آن ترم اعمال گردد. برای مثال برای آن صورت می

 بعدی داریم:حالت سه

(4) 𝑣𝑖,𝑖 =
𝜕𝑣1

𝜕𝑥1
+

𝜕𝑣2

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑣3

𝜕𝑥3
 

شود و در ادامه ابتدا با استفاده از پارامتر پنالتی ترم فشار تقریب زده می

سپس با استفاده از این تقریب ترم فشار موجود در معادله ناویر استوکس از 

 شود:این معادلات حذف می

(5) 𝑝 = 𝜆𝑣𝑖,𝑖 

شود. این پارامتر در مسأله پارامتر پنالتی نامیده می 𝜆در این معادله 

الاستواستاتیک دارای مقدار عددی بسیار بزرگی است. از همین رو مقدار 

شود. با متناظر آن در مسأله جریان سیال لزج نیز بسیار بزرگ فرض می

درنظر گرفتن این موضوع و نیز محدود بودن اندازه ترم فشار در جریان سیال 

گراید، و در نتیجه به صفر می( 5)ر رابطه د 𝑣𝑖,𝑖توان گفت که ترم لزج می

شود. با طور خودکار در این حالت حدی ارضا میمعادله پیوستگی به

که بر جریان لزج حاکم  (6)به معادله  (2)در معادله  (5)جایگذاری معادله 

 یابیم:است دست می

(6) (
𝜆

𝜌
+ 𝜐) 𝑣𝑗,𝑗𝑖 + 𝜐𝑣𝑖,𝑗𝑗 = 𝑣𝑗𝑣𝑖,𝑗  

بایست دارای مقداری بزرگ ولی می 𝜆در محاسبات عددی واقعی پارامتر 

پذیری نیز محدود باشد و این بدان معنی است که در محاسبات اندکی تراکم

 .شودمی گرفته برای جریان درنظر

معادلات اساسی برای  8و همسانی 7از طرف دیگر، در شرایط یکنواختی

 الاستواستاتیک به شکل زیر هستند:

(7) 𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝑏𝑖 = 0 

(8) 𝜎𝑖𝑗 = 𝜆′𝑒𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇′𝜖𝑖𝑗 

 که در این معادلات داریم:

(9) 𝜖𝑖𝑗 = (𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖)/2 

(10) 𝑒 = 𝜖𝑖,𝑖 

اند و نیز نمایش داده شده  𝜎𝑖𝑗با استفاده از  9جا اجزای تانسور تنشدر این

ای، تانسور کرنش و گر نیروهای بدنهترتیب نمایانبه 𝑢𝑖و  𝑏𝑖  ،𝜖𝑖𝑗پارامترهای 

نیز  𝛿𝑖𝑗های لامه بوده و نیز ثابت ′𝜇و  ′𝜆جایی هستند. پارامترهای بردار جابه

 شود:ه شکل زیر تعریف میباست که  10نماد دلتای کرانیکر

(11) 𝛿𝑖𝑗 = {
1                    𝑖 = 𝑗
0                    𝑖 ≠ 𝑗

 

 
 

 

                                                                                                                                  
6 kinematic viscosity 
7 homogenity 
8 Isotropy 
9 stress tensor 
10 kronecker delta 
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دست آورد که به آن ( را به11توان معادله )استفاده از این معادلات میبا 

 شود:معادله ناویر گفته می

(12) (𝜆′ + 𝜇′)𝑢𝑗,𝑗𝑖 + 𝜇′𝑢𝑖,𝑗𝑗 + 𝑏𝑖 = 0 

برد که این توان به این نکته پیمی (12)ی با معادله (6)ی ی معادلهبا مقایسه

تغیرهای موجود در این دو دو معادله مشابه یکدیگر هستند. تطابق میان م

توان گفت است. با توجه به این تطابق مینمایش داده شده 1معادله در جدول 

 که معادله ناویراستوکس رفتاری مشابه با الاستواستاتیک خواهد داشت.

 بندی انتگرال مرزیفرمول3- 

طور که در بخش قبل توضیح داده شد، با در نظر گرفتن یک تابع پنالتی همان

توان معادلات حرکت سیال را به فرم معادلات ناویر در الاستواستاتیک می

تبدیل نمود. در این قسمت ابتدا معادله ناویر در الاستواتاتیک بررسی شده و 

 شود.سپس این معادله برای حل جریان سیال تعمیم داده می

 ی انتگرالی معادل با معادلهدست آوردن معادلههای مختلفی برای بهشیوه

 1های وزنیدیفرانسیلی حاکم وجود دارد. در این پژوهش از روش باقیمانده

واقع مزیت استفاده از روش  است. در برای این منظور استفاده شده

های وزنی کلی بودن آن است. از طرفی این روش، این امکان را باقیمانده

بررسی قرار ای بیشتری مورد کند تا پاسخ معادلات دیفرانسیل پارهفراهم می

های عددی گیرد و نیز امکان ارتباط میان روش المان های مرزی با سایر روش

 کند.را ممکن می

𝑢𝑘𝑙در این روش در ابتدا معادله دیفرانسیلی حاکم در یک تابع وزنی )
∗ )

 شود:ضرب می

(13) [(𝜆′ + 𝜇′)𝑢𝑗,𝑗𝑖 + 𝜇′𝑢𝑖,𝑗𝑗 + 𝑏𝑖]𝑢𝑘𝑙
∗ = 0 

ثابتی است که از  (13)بهترین تابع وزنی جهت جایگذاری در معادله انتگرالی 

با درنظر گرفتن تابع دلتای دیراک به جای صفر در سمت  (12)حل معادله 

گویند؛ در واقع حل آید که به آن حل اساسی میدست میراست معادله به

 گردد:اساسی از حل معادله زیر حاصل می

(14) (𝜆′ + 𝜇′)𝑢𝑗,𝑗𝑖 + 𝜇′𝑢𝑖,𝑗𝑗 + Δ𝑖 = 0 

𝑥است. این تابع در نقطه  2تابع دلتای دیراک Δ𝑖ترم  (14)در معادله  = 𝑥𝑖  به

 رود و در سایر نقاط نیز دارای مقدار صفر است.نهایت میسمت بی

دانان ارائه گردیده، و به توسط ریاضی (14)حل اساسی که برای معادله 

به شکل زیر نمایش  برای حالت دوبعدی توانرا می ،پاسخ کلوین مشهور است

 :[27] داد

(15) 𝑢𝑘𝑙
∗ =

−1

8π(1 − 𝜐′)𝜇′
{(3 − 4𝜐′)ln (𝑟)𝛿𝑘𝑙 − 𝑟,𝑘𝑟,𝑙} 

 

ی پارامترهای متناظر در دو معادله برای جریان سیالات و مقایسه 1جدول 

 الاستواستاتیک
Table 1 comparison between fluid flow and elastostatics 

 مسائل جریان لزج الاستیسیتهمسائل 

 𝑣𝑖 سرعت 𝑢𝑖 جاییجابه

 ′𝜆 ثابت لامه
 پارامتر پنالتی

 چگالی
𝜆

𝜌
 

 ′𝜇 ثابت لامه
ویسکوزیته  

 𝜈 سینماتیکی

 𝑣𝑗𝑣𝑖,𝑗 جاییترم جابه 𝑏𝑖 اینیروی بدنه

                                                                                                                                  
1 weighted residual method 
2 dirac delta 

 شود:( نوشته می16ی )بعدی نیز به شکل معادلهاین پاسخ برای حالت سه

(16) 𝑢𝑘𝑙
∗ =

1

16π(1 − 𝜐′)𝜇′𝑟
{(3 − 4𝜐′)𝛿𝑘𝑙 + 𝑟,𝑘𝑟,𝑙} 

𝑟پارامتر  (16)و  (15)در معادلات  = 𝑟(𝑦, 𝑥) ی ی میان نقطهگر فاصلهبیان

ی ضریب دهندهنیز نشان ′𝜈( است؛ پارامتر xی میدان )( و نقطه𝑦اعمال بار )

 های لامه را به شکل زیر به یکدیگر ارتباط دهد:تواند ثابتپواسون بوده که می

(17) 𝜐′ =
𝜆′

2(𝜆′ + 𝜇′)
 

𝑡𝑘𝑙کشش 
𝑢𝑘𝑙متناظر با   ∗

 گردد:نیز به شکل زیر تعریف می  ∗

(18) 
𝑡𝑘𝑙

∗ =
−1

4π𝛼(1 − 𝜐′)𝑟𝛼
[{(1 − 2𝜐′)𝛿𝑘𝑙 + 𝛽𝑟,𝑘𝑟,𝑙}

𝜕𝑟

𝜕𝑛
− 

          (1 − 2𝜐′)(𝑟,𝑘𝑛𝑙 − 𝑟,𝑙𝑛𝑘)] 

𝛼برای حالت دوبعدی  (18)ی در رابطه = 𝛽و   1 = بوده و برای حالت سه   2

𝛼بعدی نیز  = 𝛽 و  2 = گر کسینوس نیز بیان  𝑛𝑘باشد. در این رابطه می 3

 راستای عمود بر المان با محورهای مختصات است.

( معادله انتگرالی Ωروی دامنه حل )بر  (13)گیری از معادله با انتگرال

 گردد:حاصل می (19)

(19) ∫ ((𝜆′ + 𝜇′)𝑢𝑗,𝑗𝑖 + 𝜇′𝑢𝑖,𝑗𝑗 + 𝑏𝑖 = 0) 𝑢𝑘𝑙
∗ 𝑑𝛺 = 0

𝛺

 

ی به معادله (19)ی ی گاوس دیورژانس به معادلهاکنون با دوبار اعمال قضیه

 یابیم:دست می (20)

 

 

(20) 

𝐶𝑘𝑙(𝑦)𝑢𝑙(𝑦) + ∫𝑡𝑘𝑙
∗ (𝑦, 𝑦′)𝑢𝑙(𝑦′)𝑑𝛤(𝑦′) −

𝛤

 

∫ 𝑢𝑘𝑙
∗ (𝑦, 𝑦′)𝑡𝑙(𝑦′)𝑑𝛤(𝑦′) = ∫ 𝑢𝑘𝑙

∗ (𝑦, 𝑥)𝑏𝑙(𝑥)𝑑𝛺(𝑥)
𝛺𝛤

 

( 𝑦ی منبع )توان با استفاده از مکان نقطهرا می (20)در معادله   𝐶𝑘𝑙ضرایب 

در داخل دامنه قرار داشته باشد،  𝑦که نقطه تعیین نمود. برای مثال درصورتی

𝐶𝑘𝑙(𝑦)داریم  = 𝛿𝑘𝑙 که نقطه و درصورتی𝑦  بر روی مرز واقع شده باشد و مرز

𝐶𝑘𝑙(𝑦)نیز هموار باشد، داریم  =
1

2
𝛿𝑘𝑙. 

 گردند:شرایط مرزی مسأله نیز به شکل زیر تعریف می

(21) 
𝑢𝑖 = �̅�𝑖  𝛤𝑢 روی

𝑡𝑖 = 𝑡�̅�          𝛤 − 𝛤𝑢 روی
} 

𝑡𝑖داریم  (21)در معادله  = 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗. 

این است که مقدار آن  یدهندهاز طرفی علامت بار بر روی متغیرها نشان

 متغیر بر روی مرز مشخص است.

به ازای شرایط  (20)های الاستواستاتیک معادلات انتگرالی در تحلیل

 شوند.و مقادیر معلوم نیروهای داخلی به صورت عددی حل می 21مرزی 

ای که در حل مسائل جریان لزج وجود دارد، این است که نکته

شوند، ای مجازی میمسائل شامل نیروهای بدنهای در این های دامنهانتگرال

 باشند.غیرخطی می

(22) 𝐷𝑘 = ∫ 𝑢𝑘𝑙
∗ {−𝑣𝑗𝑣𝑖,𝑗}𝑑𝛺

𝛺

 

 شود.جایی در بخش بعدی توضیح داه میی این ترم جابهمحاسبه

 جاییی ترم جابهمحاسبه4- 

جایی ای که شامل ترم جابهی انتگرال دامنهدر این پژوهش برای محاسبه

های است. در میان طرح تکنیک تفاضل محدود استفاده شدهشود، از می

بالادست و طرح تفاضل  امیر یوسفیو  نژادقاسم حیدریمختلف همچون طرح 

است. تقریب تفاضل  مرکزی در این پژوهش از طرح بالادست استفاده شده

 (23)ی توان به شکل رابطهمحدود استفاده شده در طرح بالادست را می

 نمایش داد:
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(23) 

𝑣𝑗𝑣𝑖,𝑗 =  𝑣1
𝑝

 {
(𝑣𝑖

𝑃 − 𝑣𝑖
𝑊) 𝑃𝑊⁄ 𝑣1

𝑃 ≥ 0

(𝑣𝑖
𝐸 − 𝑣𝑖

𝑃) 𝐸𝑃⁄ 𝑣1
𝑃 < 0

} + 

                 𝑣2
𝑃 {

(𝑣𝑖
𝑃 − 𝑣𝑖

𝑆) 𝑃𝑆⁄ 𝑣2
𝑃 ≥ 0

(𝑣𝑖
𝑁 − 𝑣𝑖

𝑃) 𝑁𝑃⁄ 𝑣2
𝑃 < 0

} 

توضیح داده  "1شکل "نیز در  (23)ی پارامترهای به کار رفته در رابطه

 اند.شده

های پیچیده سازی هندسههای مستطیلی خطی در مدلهرچند سلول

شوند ولی از این مزیت برخودار هستند که با رو میکمی با مشکل روبه

نمود که ها را به صورت تحلیلی محاسبه توان انتگرالها میاستفاده از آن

 شوند.منجر به کاهش زمان اجرای برنامه می

 اجرای عددی5- 

در ابتدا برای شروع تحلیل جریان سیال به بررسی اعمال روش المان مرزی 

 (20)شود. برای حل معادله انتگرالی برای مسأله الاستواستاتیک پرداخته می

زی دامنه و مرز مسأله به ترتیب به تعدادی سلول داخلی و المان مر

های سازی مرز، از المانشوند. در این پژوهش برای گسستهبندی میتقسیم

است. با های مربعی استفاده شدهسازی دامنه نیز از سلولثابت و برای گسسته

را به شکل زیر  (20)توان معادله انتگرالی سازی میتوجه به این نوع گسسته

 نمایش داد:

(24) [𝐻]{𝑢} = [𝐺]{𝑡} + {𝑏} 

جایی و کشش بر روی مرز گر جابهترتیب نمایانبه {𝑡}و  {𝑢}( 24در معادله )

 [𝐺]و  [𝐻]های ای است. ماتریسگر بردار نیروهای بدنهنیز بیان {𝑏}هستند و 

گیری از پاسخ بنیادین معادله شوند، که با انتگرالنامیده می1نیز ماتریس تأثیر

های موجود در ها، همان انتگرالآیند. این ماتریسحاکم بر مسأله به دست می

 اند:( ارائه گردیده26( و )25هستند که مجدداً در روابط ) (20)ی رابطه

(25) [𝐻] = ∫𝑡𝑘𝑙
∗  𝑑𝛤(𝑦)

𝛤

 

(26) [𝐺] = ∫𝑢𝑘𝑙
∗  𝑑𝛤(𝑦)

𝛤

 

𝑢𝑘𝑙( پارامترهای 26( و )25در روابط )
𝑡𝑘𝑙و  ∗

( محاسبه 18( تا )15نیز از روابط ) ∗

 شوند.می

ی مجهولات مسأله در داخل دامنه یدر روش المان مرزی برای محاسبه

( بر روی تمام {𝑡}( و نیز مشتق آن ){𝑢}بایست مقدار متغیر )( می{𝑢}حل )

های مرزی مشخص باشند. از طرفی، بر روی هر المان مرزی نیز با توجه المان

 به نوع شرط مرزی )دیریکله یا نیومن( تنها یکی از این مقادیر مشخص است. 

جایی ساده در ( و نیز جابه24( در معادلات )21با اعمال شرایط مرزی )

                                                                                                                                  
1 influence matrice 

سطرهای موجود در دو طرف تساوی و انتقال مجهولات به یک سمت تساوی، 

 آید:( درمی25( به شکل معادله )24ی )معادله

(27) [𝐴]{𝑥} = [𝐶]{𝑦} + {𝑓} 

های ی مقادیر مجهول بر روی الماندهندهنشان {𝑥}( بردار 27در معادله )

و برخی دیگر نیز متغیر  {𝑢}های آن متغیر ی از آرایهباشد، که برخمرزی می
{𝑡}  هستند. از طرفی بردار{𝑦} دهنده مقادیر معلوم مرزی بوده و نیز نشان

ها ضرایب نیز ماتریس [𝐶]و  [𝐴]باشد. می {𝑡}و  {𝑢}ترکیبی از پارامترهای 

نیز برای نمایش بردار  {𝑓}بوده و تنها تابع هندسه مسأله هستند. بردار 

 است.ای معلوم به کار رفتهبدنهنیروهای 

حال از روابطی که در بالا برای مسأله الاستواستاتیک ارائه گردید برای 

(، 27شود. در همین راستا و برای حل معادله )حل جریان لزج استفاده می

𝑓𝑖)که در این حالت برابر با  {𝑓}مقدار بردار  = −𝑣𝑗𝑣𝑖,𝑗 بایست است( می

وابسته بوده و مسأله دارای  {𝑥}به بردار  {𝑓}مشخص باشد. البته بردار 

بایست از یک تکنیک تکرار برای مقابله با آن طبیعتی غیرخطی است و می

های داخلی در هر تکرار در حقیقت مقادیر سرعت در سلول شود.استفاده می

جهولات روی مرز شوند. سپس با توجه به این مقادیر، محدس زده می

گردند. در پایان هر تکرار، با توجه به مقادیر محاسبه شده بر روی محاسبه می

های جدید های داخلی حدس زده شده، سرعتهای سلولمرز و نیز سرعت

 شوند:( محاسبه می27ی )های داخلی از رابطهبرای سلول

(28) {𝑣}𝑛 = [𝐴𝐹]{𝑥}𝑛 + [𝐶𝐹]{𝑦𝑓}
𝑛

+ {𝑓}𝑛−1 

{𝑦𝑓}و  𝑛{𝑥}( بردارهای 28در معادله )
𝑛  ترکیبی از مقادیر سرعت و مشتقات

های معلوم و تنها وابسته نیز ماتریس [𝐶𝐹]و  [𝐴𝐹]سرعت بر روی مرز هستند. 

نیز از مقادیر حدس زده شده در تکرار  𝑛−1{𝑓}به هندسه مسأله هستند. بردار 

یر خلاصه توان در مراحل زقبلی به دست آمده است. این فرآیند تکرار را می

 نمود:

 :1مرحله

ی بردار های سرعت در نقاط داخلی و محاسبهفرض مقادیر سرعت و مشتق
{𝑓} .با توجه به این مقادیر 

 :2مرحله

 {𝑥}( برای محاسبه بردار مجهولات 27حل معادله )

 :3مرحله

های داخلی با استفاده از مقادیر برای گره {𝑣}ی مجدد بردار سرعت محاسبه

 اند.که در مراحل قبل به دست آمده {𝑥}و  {𝑓}محاسبه شده برای بردارهای 

 :4مرحله

ی مقادیر سرعت در مراحل اول و با مقایسه {𝑣}بررسی همگرایی بردار سرعت 

 سوم.

 :5مرحله

و ی سرعت که مقادیر سرعت همگرا نشدند، مقادیر تصحیح شدهدر صورتی

عنوان فرض اولیه برای مرحله بعد در نظر مشتقات آن در نقاط داخلی را به

 یابی به پاسخ همگرا شده ادامه دهید.گرفته و این روند را تا دست

( 27ی )ها و برخی از بردارها که در معادلهی ماتریسدر طی این مراحل، همه 

و پیش از آغاز فرآیند  باراند ثابت هستند. بنابراین تنها یک( ظاهر شده28و )

 ها نیست.ی آنتکرار محاسبه شده و در فرآیند تکرار نیازی به محاسبه

ی تر شدن روند و شیوهدر ادامه الگوریتم حل این مسأله جهت روشن

 است. به نمایش درآمده "2شکل "حل در 

 

Fig. 1calculation of convective terms 
 جاییهای جابهی ترممحاسبه 1شكل 
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Fig. 2the process of calculations 
 روند محاسبات 2شكل 

 نتایج6- 

آمدن روابط ریاضیاتی دستبررسی ریاضیات حاکم بر این روش و به پس از

ی بعد با استفاده از این معادلات برنامه کامپیوتری با استفاده حاکم، در مرحله

شد. سپس این برنامه برای دو هندسه متفاوت اجرا و با  از زبان فرترن نوشته

تر بودن ه سادهسنجی گردید. در ابتدا با توجه بهای پیشین صحتپژوهش

ی نوشته شده برای این هندسه اعمال ی جریان داخل حفره برنامههندسه

ی جریان گردید و پس از اجرا در اعداد رینولدز مختلف، برنامه برای هندسه

ها به نمایش سازیپشت پله اعمال گردید. در ادامه نتایج مربوط به این شبیه

 است. درآمده

است، یکی  سازی اعمال شدهگونه گسسته سازی دودر واقع برای شبیه

است، و  برای مرز دامنه، که مرز را به تعدادی سلول داخلی تقسیم شده

سازی های داخلی که برای شبیهی مسأله به سلولسازی دامنهدیگری گسسته

 "3شکل "سازی در است. شمایی از این گسسته جایی استفاده شدهترم جابه

 .استه شد نمایش داده

سازی در ادامه نتایج عددی حاصل از با در نظر گرفتن این نوع گسسته

 گردد.سازی ارائه میشبیه

صورت گرفت؛ که  100سازی برای عدد رینولدز در نخستین گام شبیه

سازی و رسم خطوط جریان ابتدا استقلال حل از شبکه بررسی پیش از شبیه

است بررسی  ش داده شدهنمای "4شکل "چه در گردید و نتایج همانند آن

سنجی جریان های بعدی که برای صحتاست. در این شکل و نیز شکل شده

𝑦( بر روی خط 𝑣داخل حفره استفاده شده مقادیر سرعت عمودی ) = 0.5 

اند. ضمن بررسی استقلال حل از شبکه در این شکل کار شده نمایش داده

 هجام شد که نتیجسنجی نیز با پژوهش صورت گرفته توسط قیا انصحت

 است. با نماد مربع نمایش داده شده [28] مربوط به پژوهش قیا

 
Fig. 4checking the grid independency for Reynolds number equal to 

100 [28] 
 [28]100بررسی استقلال حل از شبکه در رینولدز  4شكل 

های داخلی به نمایش سلول تنها تعداد "4شکل "لازم به ذکر است که در 

های مرزی را نیز به دست توان تعداد گرهمی "3شکل "درآمده که با توجه به 

های شود، با افزایش تعداد سلولمشاهده می "4شکل "طور که در آورد. همان

است؛  تغییرات محسوسی در جواب حاصل نشده 400به  196داخلی از 

سلول داخلی به مراتب بیشتر از هزینه  400که هزینه محاسبات برای درحالی

سلول داخلی  196رو از سلول داخلی است. از این 196محاسبات مربوط به 

 سازی استفاده گردید.برای شبیه

پس از بررسی استقلال حل از شبکه و پی بردن به تعداد سلول داخلی 

چه سلول خطوط جریان برای این عدد رینولدز همانند آن 196مناسب یعنی 

 است، رسم گردید. ترسیم شده "5شکل "در 

اعمال گردید که  400سازی برای عدد رینولدز در گام بعدی این شبیه

برای این عدد رینولدز نیز ابتدا استقلال حل از شبکه بررسی شده و در گام 

 است. بعدی خطوط جریان مربوطه نیز رسم گردیده

نمایش  "6شکل "در  400بررسی استقلال حل از شبکه برای رینولدز 

شود، با افزایش تعداد ر که در این شکل مشاهده میطواست. همان داده شده

ضمن افزایش هزینه محاسبات، تغییرات  784به  400های داخلی از سلول

 400شود. به همین خاطر از آمده ایجاد نمی دستهای بهزیادی در پاسخ

است. خطوط جریانی که در  سلول داخلی برای نمایش نتایج استفاده شده

 سلول داخلی رسم گردیده 400است نیز به ازای  ده شدهنمایش دا" 7شکل "

 است.

 

Fig. 3a representation of the relation between inernal cells and 
boundary nodes 

 های مرزیهای داخلی و گرهای از رابطه سلولنمایش نمونه3 شكل 
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Fig. 5 streamlines in a lid driven cavity for Re=100 

 100خطوط جریان داخل حفره با در پوش متحرک برای رینولدز  5شكل 

 
Fig. 6 checking the grid independency for Reynolds number equal to 

400 [28] 
 [28] 400بررسی استقلال حل از شبکه در رینولدز  6شكل 

سنجی با پژوهش کار صحت 100نیز همانند رینولدز  400برای عدد رینولدز 

صورت گرفت که نتایج پژوهش مرجع با علامت  [28]انجام شده توسط قیا 

 است. مربع به نمایش درآمده

 
Fig. 7  streamlines in a lid driven cavity for Re=400 

 400خطوط جریان داخل حفره با در پوش متحرک برای رینولدز  7شكل 

برنامه برای رینولدزهای بالاتر نیز اجرا  400پس از بررسی جریان در رینولدز 

منجر به همگرایی گردید. البته نتایج  630شد. برنامه نوشته شده تا رینولدز 

 است. نمایش داده شده "9و  8های شکل"در  600مربوط به رینولدز 

سلول  784شود پاسخ به ازای مشاهده می "8شکل "طور که در همان

است و خطوط جریان به ازای این  بندی مستقل شدهداخلی از شبکه

است. برای این عدد رینولدز  به نمایش درآمده "9شکل "بندی نیز در شبکه

بررسی استقلال حل سنجی موجود نبود و صرفاً به نتایج مرجعی جهت صحت

 از شبکه و رسم خطوط جریان اکتفا نمودیم.

ی بعدی که با استفاده از روش پیشنهادی در آن به بررسی هندسه

استقلال حل از شبکه پرداخته شد، جریان پشت پله بود که در این جریان نیز 

همگرایی حاصل شد. نتایج مربوط به این شبیه سازی در  100تا عدد رینولدز 

 است. به نمایش درآمده" 10شکل "

 
Fig. 8 checking the grid independency for Reynolds number equal to 

600 
 600بررسی استقلال حل از شبکه در رینولدز  8شكل 

 
Fig. 9 streamlines in a lid driven cavity for Re=600 

 600خطوط جریان داخل حفره با در پوش متحرک برای رینولدز   9شكل 
 

 
Fig. 10 streamlines in a backward facing step for Re=100 

 100بررسی استقلال حل از شبکه برای پله رو به عقب  10شكل 
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سنجی این هندسه نیز از پژوهش صورت گرفته توسط آقای برای صحت

سازی وی برای رینولدز استفاده گردید که نتایج حاصل از شبیه [29]ارتورک 

 است. به نمایش درآمده "11شکل "در  100

سنجی مورد استفاده قرار پارامتری که در این هندسه برای صحت

 "11و  10های شکل"طور که در است و همان 1گیرد، طول اتصال مجددمی

سازی در این پژوهش و ز شبیهشود این طول برای نتایج حاصل امشاهده می

 است. 3نیز پژوهش معیار برابر با 

های هر های عددی باقیماندهبرای مقایسه روش پیشنهادی با سایر روش

. در ادامه برای نمونه این روش محاسبه شده و با یکدیگر مقایسه گردید

 است. بررسی و نمایش داده شده 100ها برای نمونه در عدد رینولدز باقیمانده

ی نخست اختلاف است. در گونه در این پژوهش دو نوع باقیمانده تعریف شده.

سرعت در دو تکرار متوالی تقسیم بر سرعت در تکرار دوم را به عنوان 

( 26ی )صورت معادلهباقیمانده تعریف گردیده که نمایش ریاضیاتی آن به

 باشد.می

باقیمانده (29) =
|𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛|

|𝑢𝑛+1|
+

|𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛|

|𝑣𝑛+1|
 

به نمایش  "12شکل "( در 26ی )های محاسبه شده از رابطهمقدار باقیمانده

 .است درآمده

ها در این روش شود باقیماندهمشاهده می "12شکل "طور که در همان

در نظر  6−10تکرار به معیار همگرایی، که در برنامه کامپیوتری  140به ازای 

 .یابدگرفته شده است، دست می

ها به بررسی باقیمانده معادله ی باقیماندهی دیگری از محاسبهدر گونه

پیوستگی )بقای جرم( در هر سلول پرداخته شد. این شیوه به صورت 

 .در آمده استبه نمایش 0"13شکل "شماتیک در 

 

                                                                                                                                  
1 Reattachment length 

 
Fig. 13calculationof continuity equation residuals 

 ی پیوستگیی معادلهباقیماندهی محاسبه 13شكل 

( تعریف 27ی )ی مربوط به این نوع از باقیمانده نیز به شکل رابطهرابطه

 گردد:می

باقیمانده (30) = |𝑢𝑒 − 𝑢𝑤| + |𝑣𝑛 − 𝑣𝑠| 

( نیز به صورت نمایش داده شده در 27ی )شده از رابطه های محاسبهباقیمانده

شود طور که در این شکل دیده میمحاسبه گردید. همان "14شکل "

گردد. ثابت می 0.27رسد و در حوالی باقیمانده معادله پیوستگی به صفر نمی

بار حل دستگاه البته این باقیمانده برای جریان استوکس نیز، که تنها با یک

 رسیدیم، به همین مقدار بود.معادلات به نتیجه می

تفاضل محدود نیز یک کد نوشته شده با استفاده از  برای مقایسه با روش

 .شودای مربوطه در ادامه ارائه میهاین روش اجرا شد و باقیمانده

شود پاسخ به ازای تکرارهای دیده می "15شکل "طور که در همان

بیشتری نسبت به روش المان مرزی به همگرایی رسیده است. در واقع با 

تر روش المان مرزی نسبت توان به همگرایی سریعها میی باقیماندهمقایسه

 به روش تفاضل محدود پی برد.

 بندیجمع7- 

ادین معادله لاپلاس ها، که از پاسخ بنیدر این تحقیق برخلاف بیشتر پژوهش

کنند، برای حل مسأله از پاسخ اساسی معادله پواسون استفاده استفاده می

 است. در این پژوهش با استفاده از تابع پنالتی که در روش المان محدود  شده

 

 
Fig. 14 residuals of continuity equation calculated using boundary 
element method 

 مقدار باقیمانده معادله پیوستگی در حل با استفاده از روش المان مرزی 14شكل 

 
Fig. 11 streamlines in a backward facing step for Re=100 in 
benchmark[29] 

 [29]در کار مرجع 100بررسی استقلال حل از شبکه برای پله رو به عقب  11شكل 

 
Fig. 12 a demonstration of boundary element method residuals 

 ها در روش المان مرزینمایش باقیمانده12شكل 
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Fig. 15residuals of continuity equation calculated using finite 

difference method 

 مقدار باقیمانده معادله پیوستگی در حل به روش تفاضل محدود15شكل 

ی ناویر در مشابه با معادلهای کاربرد دارد ابتدا معادله به معادله

های پیشنهاد شده الاستواستاتیک تبدیل شده و سپس با استفاده از روش

 است.برای مسأله الاستواستاتیک به حل جریان سیال لزج پرداخته شده

شود هرچند وجود ترم غیرخطی منجر به ایجاد تعدادی سلول داخلی می

گردد. این امر ی مرز حل میهای روولی دستگاه معادلات تنها برای المان

گردد و نیز حجم منجر به کاهش حافظه موردنیاز برای حل مسأله می

 شود.محاسبات در طی مراحل تکرار می

ی پژوهش انجام شده توسط اسماعیلیان در تحقیق حاضر ضمن ادامه

سازی با استفاده از این روش افزایش ی کاربرد عدد رینولدز در شبیهدامنه

و برای جریان  600که برای جریان داخل حفره تا رینولدز طوریبهداده شد؛ 

ای که مقایسهاین افزایش صورت گرفت. ضمن این 100پشت پله تا رینولدز 

 های عددی ارائه گردید.جزئی میان همگرایی این روش با سایر روش

سازی های متداول شبیههای این روش با روشمقایسه میان باقیمانده

کاهش حجم محاسبات در اعداد  دهندهنشانچون روش تفاضل محدود هم

 است.در روش المان مرزی نسبت به روش تفاضل محدود  رینولدز متوسط

های مهم در حل مسائل یابی به پاسخ دقیق در مسائل از ویژگیدست

ی انتگرالی که روش المان مرزی برای حل از شیوهجایینباشد. از آمی

ها و نیز تشخیص کند، این امر با محاسبه محل دقیق گردابهاستفاده می

های داخلی های دامنه ضمن استفاده از سلولهای موجود در گوشهگردابه

 کمتر همراه است.

 فهرست علایم8- 
𝑏 نیروهای بدنه( ایN) 
𝐺 ماتریس ضرایب 
𝐻 ماتریس ضرایب 
𝑃 ( فشارPa) 
𝑟 ( بردار واصل دو نقطهm) 
𝑡 ( 1کشش-Nm) 
𝑢 جابه( جاییm) 
𝑣 ( 1سرعت-ms) 

 علایم یونانی

𝜆 پارامتر پنالتی (1-s1-kgm) 

𝜆
′
 (Nm-2) ثابت لامه 

𝜇
′
 (Nm-2) ثابت لامه 

𝜐 ویسکوزیته سینماتیکی (1-s2m) 

𝜌 ( 3چگالی-kgm) 

𝜎 تانسور تنش (2-Nm) 
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