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بجایی مخلوط شدنی در یک محیط متخلخل با نفوذپذیری ناهمسانگرد مورد مطالعه قرار حرارتی، در جادر این مقاله، ناپایداری انگشتی لزج  
یر گرفته است. ویسکوزیته تابعی از دما و غلظت تعریف شده است. تأثیرات ناهمسانگردی تانسور نفوذپذیری و نیز تأثیر عدد لوئیس و ضریب تأخ

ها نقشی گیری این انگشتیآید مورد بررسی قرار گرفته است. رشد و شکلوجود میبا محیط جامد بهدلیل انتقال حرارت سیالات حرارتی که به
سازی غیرخطی، با استفاده از روش طیفی و بسیار مهم در فرآیند جابجایی سیالات، به خصوص انتقال نفت از مخازن کشف شده دارد. این شبیه

شده  زج حرارتی در یک محیط متخلخل با نفوذپذیری ناهمسانگرد پرداخته شده است. نتایج ارائهتبدیلات هارتلی به بررسی ناپایداری انگشتی ل
دهد با افزایش های مقادیر میانگین غلظت و دما، بازده جاروبی و طول اختلاط است. نتایج نشان میهای غلظت و دما، منحنیشامل کانتور

کند و رسند، ناپایداری کاهش پیدا میتر به انتهای جبهه میها دیرد بر جریان انگشتینفوذپذیری در جهت جریان به نفوذپذیری در جهت عمو
شود، بالا رفتن عدد لوئیس به پایداری آید. همچنین با افزایش عدد لوئیس جبهه حرارتی بدون انگشتی ظاهر میدست میجریان پایدارتری به

گردد، باعث افتادگی جبهه حرارتی در پشت جبهه سیالاتی میه بر اینکه باعث عقبکند. کاهش ضریب تأخیر حرارتی علاوجریان نیز کمک می
 .شودپایدارتر شدن جریان نیز می
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 In this paper, thermal-viscous fingering instability of miscible flow displacements in anisotropic porous 

media is studied .for the first time An exponential dependence of viscosity on temperature and 

concentration is represented by two parameters 𝛽T  and 𝛽C , respectively. The effect of anisotropic 
properties of permeability tensor, Lewis number and thermal lag coefficient are investigated. Creation 
and propagation of these fingers are playing an important role in displacement of fluids and especially 

on oil transformation from discovered oil reservoirs in enhanced oil recovery process. In nonlinear 

simulation, a spectral method based on the Hartley transforms are used to model the thermal-viscous 
fingering instability in anisotropic porous media. The results include concentration and temperature 

contours, sweep efficiency, and mixing length. The results indicated that by increasing the anisotropic 

permeability ratio, the fingers arrive later to the end of the front, instability decrease and more stable 
flow is obtained. Also, by increasing the Lewis number, thermal front appears without any fingers. 

Decreasing the thermal lag coefficient causes to the thermal front stays behind the flow front and 

increasing the stability of the flow field. 
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 مقدمه 1-

بررسی جریان در محیط متخلخل از جمله مسائل مورد توجه در مکانیک 

شود. مطالعات بسیاری در این زمینه انجام شده است از سیالات محسوب می

 [1]توان به مطالعات صورت گرفته توسط زارع قادی و همکاران آن جمله می

های ترین ناپایداریاشاره نمود. یکی از شناخته [2]و اژدری و همکاران 

است. این  1در محیط متخلخل، ناپایداری انگشتی لزج هیدرودینامیک

                                                                                                                                  
1 Thermo viscous fingering instability 

افتد که سیالی با ویسکوزیته بیشتر توسط سیالی با ناپایداری زمانی اتفاق می

شود که نتیجه آن ایجاد ساختاری شبیه به جا میبهیسکوزیته کمتر جاو

علت یعنی مرز مشترک دو سیال به انگشت در سیال با ویسکوزیته کمتر است.

 گیرد.اختلاف ویسکوزیته ثابت نبوده و ساختاری انگشت مانند به خود می

یع های متعددی در صناجا که دارای مصداقناپایداری انگشتی، از آن

عنوان یک موضوع اساسی مورد توجه بسیاری از میلادی به 50است از دهه 

های متعدد این پدیده در مهندسی مخازن محققین قرار گرفته است. مصداق
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گیری های ژئوترمال، احتراق، رسوبهای زیرزمینی، چاهنفتی، هیدرولوژی آب

منطقه گذرا بین  زنی امتزاجی به هنگام بازیافت نفت،الکتروشیمیایی، سیلاب

های آب زیرزمینی و غیره است. در بیشتر آب شور و آب تازه در سفره

ها، ناپایداری لزج پدیده نامطلوبی است زیرا باعث کاهش بازده فرایند کاربرد

توجهی باعث کاهش بازیافت  طور قابلکه بهگردد. از جمله آنجایی میبهجا

 .[4,3]شود نفت می

 [6]تا مطالعه شکری و همکاران  [5]ه توسط هیل سازی اولیاز مدل 

انگیز بررسی عوامل مختلف در این پدیده مدنظر بوده است. این پدیده شگفت

توان توجه بسیاری از دانشمندان دیگر را نیز به خود جلب کرده است که می

 های زیر اشاره نمود.به کار

تقریب شبه خطی ، تحلیل پایداری را با استفاده از [7]عزایز و سنیق 

برای سیال باریک شونده مورد مطالعه قرار دادند و شرایط بحرانی آن را 

برای اولین بار با در نظر گرفتن مقدار  [8]میشرا و همکاران  معرفی نمودند.

 .به بررسی رفتار انگشتی در این حالت پرداختند 1منفی برای نسبت تحرک

با استفاده با در نظر گرفتن گرانش، جریانی از نفت که  [9]اوندانو و همکاران 

جا بهتوسط سیال نیوتنی، غیرنیوتنی باریک شونده و ویسکوالاستیک جا

اثر ناهمسانگردی  [11,10]بررسی قرار دادند. نوروزی و شوقی  شد را موردمی

محیط بر ناپایداری انگشتی لزج در محیط ناهمسانگرد را مورد بررسی قرار 

ها نشان داده شد هم در جریان نیوتنی و هم در ند. در مطالعه آنداد

جایی سیال نیوتنی توسط سیال غیرنیوتنی با افزایش نفوذپذیری در جابه

جهت جریان به جهت عمود بر آن جریان پایدارتر خواهد شد. بلوتسرکاسکایا 

روش  وسیلهبعدی ناپایداری انگشتی لزج بهسازی سهبه شبیه[12] و کانیخو 

ناپایداری انگشتی را در یک  [13]اند. شوقی و نوروزی حجم محدود پرداخته

جایی جابه [14]محیط ناهمگن مورد بررسی قرار دادند. کیهانی و همکاران 

فیلبی را مورد -اریکسن-سیال نیوتنی توسط سیال ویسکوالاستیک کریمینال

اری انگشتی سیال ناپاید [15]اند. شکری و همکاران شبیه سازی قرار داده

 سازی نمودند.بی را شبیه-ویسکوالاستیک اولدروید

در مطالعاتی که تاکنون اشاره شد دو سیال شرکت کننده در فرایند 

دما در نظر گرفته شده است. بنابراین ویسکوزیته جریان تنها جایی، همجابه

ی جایبهکه سیالات درگیر در یک فرایند جاباشد. هنگامیتابع غلظت می

ها دما نباشند، اختلاف دمای بین سیالات باعث تغییر ویسکوزیته آنهم

باشد و ناپایداری شود. درنتیجه ویسکوزیته علاوه بر غلظت تابع دما نیز میمی

شود و عنوان ناپایداری انگشتی لزج حرارتی شناخته میانگشتی ایجاد شده به

جبهه وجود خواهد  از آنجا که نرخ نفوذ جرم و حرارت متفاوت است دو

داشت: جبهه غلظت و جبهه حرارت. از آنجایی که تبادل حرارت بین محیط 

تر از جبهه غلظت افتد در نتیجه جبهه حرارت آهستهجامد و سیال اتفاق می

 یابد.نماید و غالباً در پشت جبهه غلظت و با تاخیر گسترش میحرکت می

هایی نظیر را در فرایندناپایداری انگشتی حرارتی لزج توجه محققین 

به خود جلب نموده است. حجم  3زنی بخارو سیلاب 2زنی آب داغسیلاب

دما بسیار اندک است. اولین مطالعات در این زمینه نسبت به حالت هم

صورت گرفته است.  [16]ها در این زمینه توسط کانگ و همکاران بررسی

ا تحت شرایط مختلف های سنگین طبیعی و مصنوعی ربجایی نفتها جاآن

شده برای جابجایی استفاده  4توسط بخارآب بررسی نمودند. سلول هل شاو

ها نتایج را برای دو حالت های پیرکس ساخته شده بود. آنبخار آب از شیشه

                                                                                                                                  
1 Mobility ratio 
2 Hot water flooding 
3 Steam flooding 
4 Hele-shaw cell 

بجایی در سلول هل شاو افقی و جابجایی در یک سطح مقطع عمودی ارائه جا

دلیل تلفات حرارتی ه است که بهنمودند. همچنین در این مطالعه گزارش شد

شود. صغیر و سرعت متراکم میو در تماس بودن با نفت سرد اولیه، بخار به

کار رفته به بررسی ناپایداری انگشتی در حالتی که سیالات به[17] همکاران 

ها از گلیسرین و آب در این با یکدیگر اختلاف دما داشتند پرداختند. آن

د و مشاهده شد زمانی که آب داغ به سیستم تزریق آزمایش استفاده نمودن

ها کمتر از حالتی است که آب سرد به شود فاصله نوک تا پایه انگشتیمی

شود. در این حالت نیروی شناوری از پیشرفت سریع سیستم تزریق می

ها به بررسی انگشتی [18]نماید. هولوای و برایان ها جلوگیری میانگشتی

جا بهن داغ یک گلیسرین سرد با ویسکوزیته بیشتر را جازمانی که گلیسری

ها یک سلول هل شاو شعاعی بود. اند. هندسه موردنظر آننماید پرداختهمی

کدام از ها نتایج عددی و آزمایشگاهی را با یکدیگر مقایسه نمودند. در هیچآن

هر دو  ها درمطالعات اشاره شده تاکنون به بررسی ساختار و مکانیزم انگشتی

جبهه دما و غلظت پرداخته نشده است. نخستین مطالعه در این زمینه توسط 

انجام شد. در این مطالعه یک تحلیل پایداری   [19]پریتچارد و همکاران

در سلول هل شاو شعاعی ارائه شد و به کمک آن به بررسی ناپایداری  5خطی

ها نشان آننتایج  .انگشتی لزج برای یک سیستم با دو جبهه پرداختند

دهد که هریک از دو جبهه چگونه در جهت پایداری و یا ناپایداری جریان می

 نمایند.عمل می

و تحلیل پایداری خطی برای ناپایداری  به تجزیه [20]اسلام و عزایز 

ها الخط پرداختند. آنانگشتی لزج حرارتی در یک سلول هل شاو مستقیم

. نتایج [21]سازی غیرخطی قرار دادند همچنین این مسئله را مورد شبیه

ها گزارش نمودند ی نتایج حاصل از پایداری خطی است. آنها تایید کنندهآن

که با انتقال حرارت بین سیال و محیط جامد بین جبهه حرارتی و جبهه 

گیرد. افتد و جبهه حرارتی پشت جبهه جرمی قرار میجرمی تأخیر می

موردبررسی قرار داده و   100و 1های همچنین نتایج را برای عدد لوئیس

مشاهده نمودند که در مقادیر بزرگ از عدد لوئیس حوزه دما با یک موج 

ناپایداری لزج حرارتی را در یک  [22]شود. سجادی و عزایز ضعیف منتشر می

همگنی محیط به محیط ناهمگن موردمطالعه قرار داده و گزارش نمودند که نا

 کند.ناپایداری جریان کمک می

ی ناپایداری ای در زمینههای انجام شده تاکنون مطالعهبراساس بررسی

انگشتی لزج حرارتی در محیط ناهمسانگرد صورت نگرفته است. با توجه به 

نقش گسترده ناهمسانگردی بر روی ناپایداری انگشتی، بررسی تاثیر آن روی 

تواند موضوعی کاربردی حرارتی با دو جبهه غلظت و دما میناپایداری انگشتی 

باشند. ازطرفی های طبیعی و صنعتی به ندرت همسانگرد میباشد. محیط

هایی با نفوذپذیری بالاتر طور طبیعی تمایل به پیشروی در مسیرسیال به

های خواهد داشت. بررسی نقش ناهمسانگردی تانسور نفوذپذیری محیط

هایی نظیر کروماتوگرافی، فیلتراسیون و ازدیاد برداشت یندمتخلخل در فرا

تر مناطق مورد مطالعه عنوان نمونه شناسایی دقیقنفت کاربردی است. به

ای در ایجاد شرایط تواند کمک فزایندههای ازدیاد برداشت، میبرای فرایند

 بیشتر از مخازن نفت داشته باشند.تر در جهت ازدیاد بهتر و باصرفه

نقش ناهمسانگردی نفوذپذیری  بررسی به بار این مطالعه برای نخستین در

بر رشد و گسترش ناپایداری انگشتی لزج حرارتی در محیط متخلخل پرداخته 

شده است. برای این منظور از روش طیفی و تبدیلات هارتلی جهت 

اساس سازی عددی استفاده شده است. همچنین مطالعه حاضر برشبیه

اساس اختلاف ویسکوزیته های مخلوط شدنی که در آن ناپایداری برجاییبهجا

                                                                                                                                  
5 Linear stability analysis 
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آیند انجام گرفته است. شایان ذکر است که در و اختلاف دما به وجود می

نشدنی، سطح مشترک های مخلوطشدنی برخلاف جریانهای مخلوطجریان

ظت های غلجا با ارائه کانتورکاملًا مشخصی بین دو سیال وجود ندارد. در این

های مقادیر میانگین غلظت و دما و همچنین بازده جاروبی و و دما، منحنی

طول اختلاط، اثر ناهمسانگردی محیط متخلخل و ضریب تاخیر حرارتی بر 

 ناپایداری انگشتی لزج حرارتی مطالعه شده است.

 محیط متخلخل ناهمسانگرد -2

استفاده برای بررسی جریان سیال در محیط متخلخل از معادله دارسی 

پذیری ناهمسانگرد رابطه بین شود که برای محیط متخلخلی بانفوذمی

 کند:بیان می (1)معادله  صورتگرادیان فشار و سرعت را به

(1) 

{
𝑞𝑥
𝑞𝑦
} = −

1

𝜇
[
𝐾11 𝐾12
𝐾21 𝐾22

]

{
 

 
𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝜕𝑝

𝜕𝑦}
 

 
 

ویسکوزیته سیال و  𝜇دبی، 𝑞اجزاء تانسور نفوذپذیری 𝑘𝑖𝑗  در این رابطه 

𝑝  فشار استاتیک است. با توجه به قانون تقابل، تانسور نفوذپذیری متقارن

 ( در آن برقرار است2ی )بوده و رابطه

(2) 𝐾𝑖𝑗 = 𝐾𝑗𝑖  

در مسائلی از قبیل انتقال حرارت هدایتی، نفوذپذیری و پراکندگی 

های مکانیکی که به بررسی ناهمسانگردی در یک پدیده مغناطیسی و مدول

کنند. در استفاده می 2و فرعی 1پردازند، از دو دستگاه مختصات اصلیمی

مطالعه حاضر به بررسی رفتار ناهمسانگرد نفوذپذیری بر ناپایداری انگشتی 

هایی ، جهتاصلی سیستم مختصات هایجهت لزج حرارتی پرداخته شده است.

ای آزمایشگاهی به هها مقادیر نفوذپذیری با استفاده از روشهستند که در آن

های غیرقطری این خواص در سیستم مختصاتی آیند. بنابراین ترمدست می

صورت اصلی صفر است. قانون دارسی در این سیستم مختصاتی اصلی به

 شود:بیان می (3)معادله 

(3) 

{
𝑞𝑥
𝑞𝑦
}
on
= −

1

𝜇
[
𝐾11 0

0 𝐾22
]
on

{
 
 

 
 𝜕𝑝

𝜕𝑥   1
𝜕𝑝

𝜕𝑦
   2}
 
 

 
 

 

 معادلات حاکم -3

دما را در یک محیط متخلخل همگن در جایی مخلوط شدنی غیر همبهیک جا

توسط سیال دیگری با   ρ2T2,,µ2 نظر بگیرید در این جریان سیالی با خواص 

شود. برای این جا میبه( است جا µ1 µ> 2( و ) 2T<1Tکه ) ρ1 T1 ,,µ1 خواص

 شوند: ارائه می (7-4)جریان معادلات به شکل معادلات 
(4) 𝛻 ∙ 𝑉 = 0 
(5) 𝛻𝑃 = −

µ

𝐾
𝑢 

(6) 𝜕𝐶

𝜕𝑡
+
1

𝛷
(𝑉 ∙ 𝛻)𝐶 = 𝐷𝐶𝛻

2𝐶 

(7) 𝜕𝑇

𝜕𝑡
+
𝜆

𝛷
(𝑉 ∙ 𝛻)𝑇 = 𝐷𝑇𝛻

2𝑇 

معادله دارسی که برای  (5)معادله پیوستگی، معادله  (4)که معادله 

رود و رابطه بین سرعت و گرادیان فشار را کار میجریان در محیط متخلخل به

دیفیوژن برای غلظت و معادله  -معادله کانوکشن (6)دهد. معادله نشان می

پراکندگی  𝐷𝑇سرعت دارسی،  uمعادله انرژی است. در معادلات فوق،  (7)

تانسور نفوذپذیری  K و تخلخل محیط Φپراکندگی حرارتی،  𝐷𝐶جرمی، 

                                                                                                                                  
1 On-axis 
2 Off-axis 

دهنده سرعت جبهه گرمایی به سرعت که نشان λپارامتر  (7)در معادله  است.

شود و به شکل معادله نامیده می 3جبهه جرمی است، ضریب تأخیر حرارتی

 .شودتعریف می (8)

(8) 𝜆 =
𝛷𝜌𝑓𝐶𝑃𝑓

𝛷𝜌𝑓𝐶𝑃𝑓 + (1 − 𝛷)𝜌𝑠𝐶𝑃𝑠
 

طور که گفته شد به دلیل اتلاف حرارتی به محیط، جبهه گرمایی همان

 (8)در معادله  .است λ≤1رو گیرد و از اینپشت جبهه جرمی قرار می

𝜌𝑓،𝐶𝑃𝑓 ،𝜌𝑠 ،𝐶𝑃𝑠 دهنده چگالی و ظرفیت گرمایی سیال و به ترتیب نشان

های مخلوط شدنی چگالی و ظرفیت گرمایی قالب جامد هستند. در جابجایی

بیان (9) صورت معادله دما، ویسکوزیته تابعی از غلظت و دما است و بهغیر هم

 شودمی

(9) µ(𝐶 ∙ 𝜃) = exp (βC(1 − 𝐶) + βT(1 − 𝜃)) 
βC که به = ln (µ2/µ1)   شود،تحرک گفته می نسبتµ2 µ1به ترتیب  و

 بجا شونده و جابجا کننده هستند و بهویسکوزیته سیال جا

βT = ln (µT2/µT1) شود.نسبت تحرک حرارتی گفته می µ𝑇2  وµ𝑇1 

 ویسکوزیته یک فاز از سیال در دو دمای متفاوت هستند.

 بعدسازیبی 1-3-

 شود.استفاده می (10-15)بعدسازی معادلات از روابط جهت بی

(10) 𝑥∗ =
𝑥
𝐷𝑐𝛷

𝑢

 

(11) 𝑡∗ =
𝑡

𝐷𝐶𝛷
2

𝑢2

 

(12) 𝑘∗ =
𝐾

𝐾22
 

(13) 𝜃∗ =
𝑇 − 𝑇2
𝑇1 − 𝑇2

 

(14) µ∗ =
µ

µ1
 

(15) 𝐶∗ =
𝐶

𝐶1
 

 (16-20)صورت معادلات سازی بهبعددرنهایت معادلات حاکم پس از بی

 شوند.مرتب می

(16) 
𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗
+
𝜕𝑣∗

𝜕𝑦∗
= 0 

(17) 𝛻𝑃∗ = −𝐾−1µ∗𝑢∗ 

(18) 
𝐾

𝐾22
= [

αK 0
0 1

] 

(19) 
𝜕𝑐∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗

𝜕𝑐∗

𝜕𝑥∗
+ 𝑣∗

𝜕𝑐∗

𝜕𝑦∗
= (

𝜕2𝑐∗

𝜕𝑥∗
2 +

𝜕2𝑐∗

𝜕𝑦∗
2) 

(20) 
𝜕𝜃∗

𝜕𝑡∗
+ 𝜆 (𝑢∗

𝜕𝜃∗

𝜕𝑥∗
+ 𝑣∗

𝜕𝜃∗

𝜕𝑦∗
) = Le(

𝜕2𝜃∗

𝜕𝑥∗
2 +

𝜕2𝜃∗

𝜕𝑦∗
2 ) 

Leدر این معادلات = PeC/PeT = DT/DC   کهPeC = uL/DC  و

PeT = uL/DT  به ترتیب عدد پکلت جرمی و عدد پکلت حرارتی هستند و

گیرند. در در زمینه نفوذ یا انتقال جرمی و نفوذ گرمایی موردبحث قرار می

 واقع عدد پکلت نسبت نیروهای کانوکتیو به دیفیوزیو است.

αK و = 𝐾11/𝐾22  نسبت ناهمسانگردی طولی به عرضی تانسور

 ذپذیری است.نفو

 

 ورتیسیتی –تبدیل معادلات به صورت تابع جریان  2-3-

 های مختلف رویحل جریان در پدیدهبا بررسی مطالعات و تحقیقاتی که به 
 

                                                                                                                                  
3 Thermal-lag coefficient 

 [
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 محمود نوروزی و صدیقه درانی سازی غیرخطی ناپایداری انگشتی لزج حرارتی در محیط متخلخل ناهمسانگردشبیه

 

 03شماره  18، دوره 1397 خردادمهندسی مکانیک مدرس،  01
 

شوید که فقط بخش کوچکی پردازند، متوجه میداده در مکانیک سیالات می

بحث و صورت مستقیم مورد از این مطالعات، معادلات حاکم بر جریان را به

ها با تبدیل معادلات به اند. در واقع بخش قابل توجهی از آنبررسی قرار داده

ورتیسیتی و حذف محاسبات مربوط به فشار در معادلات  -فرم تابع جریان

پردازند. تر به بررسی وتحلیل مسأله میتر و آسانحاکم، با روشی بسیار کوتاه

 -معادلات را به فرم تابع جریانی حاضر نیز ابتدا به همین دلیل در مطالعه

شوند و سپس با استفاده از همین معادلات به ورتیسیتی تبدیل می

روابط اولیه بین این تبدیلات شود. سازی ناپایداری انگشتی پرداخته میشبیه

 ( است.21-23روابط ) صورتبه

(21) 𝑢 =
𝜕𝛹

𝜕𝑦
     ;      𝑣 = −

𝜕𝛹

𝜕𝑥
 

(22) 𝜔 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
 

(23) 𝛻2𝛹 = −𝜔 

شود. با استفاده از این روابط به تبدیل معادلات حاکم پرداخته می

( همیشه برقرار و از فهرست معادلات 24ی پیوستگی به صورت معادله )معادله

 شود.حاکم خارج می

(24) 𝛻 ∙ 𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
=
𝜕2𝛹

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝛹

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0 

( جمله فشار نیز از  (5مومنتوم یعنی معادلهی با کرل گرفتن از معادله

شود و منجر به رابطه بین گرادیان غلظت و دما و معادلات حذف می

 شود( می25صورت معادله )ورتیسیتی به

(25) 

𝜔 =
1

αK
(−αK (βC

𝜕𝛹

𝜕𝑥

𝜕𝑐

𝜕𝑥
+ βT

𝜕𝛹

𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑥
) 

        − (βC
𝜕𝛹

𝜕𝑦

𝜕𝑐

𝜕𝑦
+ βT

𝜕𝛹

𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑦
) 

( 27,26صورت روابط )دیفیوژن و معادله انرژی نیز به -معادله کانوکشن

 شوند.نوشته می

(26) 
𝜕𝑐

𝜕𝑡
+
𝜕𝛹

𝜕𝑦

𝜕𝑐

𝜕𝑥
−
𝜕𝛹

𝜕𝑥

𝜕𝑐

𝜕𝑦
= 𝛻2𝑐 

(27) 
𝜕𝜃

𝜕𝑡
+ 𝜆(

𝜕𝛹

𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥
−
𝜕𝛹

𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑦
) = 𝐿𝑒𝛻2𝜃 

 روش حل عددی 4-

مهندسی تبدیلات فوریه یکی از پرکاردبرترین ابزارهای ریاضی در علوم 

طور گسترده در حل معادلات مشتق جزئی مورد استفاده قرار باشند که بهمی

تمام مطالعاتی که با استفاده از روش طیفی به   1991گیرند. تا قبل از سالمی

پرداختند، از تبدیلات فوریه در حل معادلات بررسی ناپایداری انگشتی می

با  [23] رمن و هومسیکردند. در این سال زیممشتق جزیی استفاده می

معرفی تبدیلات هارتلی به بررسی ناپایداری انگشتی در محیط متخلخلی با 

های بسیاری با پراکندگی ناهمسانگرد پرداختند. این تبدیل اگرچه شباهت

تر از به مراتب سریعهایی نیز با آن دارد که آن را تفاوتتبدیل فوریه دارد ولی 

 کند.تبدیل فوریه می
های مورد بررسی در مکانیک ای در پدیدهطور گستردهروش طیفی به

شود. با استفاده از تبدیلات هارتلی، کار گرفته میسیالات و سایر علوم به

کارگیری شوند. با بهمعادلات مشتق جزئی به معادلات دیفرانسیلی تبدیل می

ساز یابد. تبدیل گسستهجم محاسباتی مسئله کاهش میتبدیلات هارتلی ح

 شود.( بیان می28صورت رابطه )دوبعدی هارتلی به

(28) 

𝐺(𝑘𝑥 ∙ 𝑘𝑦) = 

        
1

√𝑁𝑥𝑁𝑦
∑ ∑ 𝑔(𝑥 ∙ 𝑦)𝑦𝑥 𝑐𝑎𝑠 (

2𝜋𝑥𝑘𝑥

𝑁𝑥
+
2𝜋𝑥𝑘𝑦

𝑁𝑦
)  

بندی محیط کار رفته در مشهای بهتعداد گره 𝑁𝑦و  𝑁𝑥در این رابطه 

 casباشد. می 𝑦و  𝑥های در جهت به ترتیب عدد موج 𝑘𝑦و  𝑘𝑥محاسباتی و 

 𝑥شود. مثلا برای شناسه صورت مجموع کسینوس و سینوس تعریف مینیز به

 شود.( تعریف می29به صورت معادله )

(29) 𝑐𝑎𝑠(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝑐𝑜𝑠 (𝑥) 

در استفاده از تبدیلات هارتلی باید از شرایط مرزی متناوب استفاده کرد. 

در جهت عرضی یا همان جهت عمود بر جریان، شرط مرزی متناوب هم برای 

سرعت و هم برای غلظت برقرار است ولی درجهت جریان این شرط برای 

و  𝐶̅صورت جمع حل پایه به 𝜃و  𝐶غلظت برقرار نیست. برای حل این مشکل 

�̅�  و حل اغتشاش𝐶′  و𝜃′ ( استفاده می شود31,30صورت معادلات )به 

(30) 𝑐(𝑥 ∙ 𝑦 ∙ 𝑡) = 𝑐̅(𝑥 ∙ 𝑡) + 𝑐′(𝑥 ∙ 𝑦 ∙ 𝑡) 
(31) 𝜃(𝑥 ∙ 𝑦 ∙ 𝑡) = �̅�(𝑥 ∙ 𝑡) + 𝜃′(𝑥 ∙ 𝑦 ∙ 𝑡) 

c̅(xدر این معادلات  ∙ t) =
1

2
 [1 − erf (x/√4 t)] و 

�̅�(x ∙ t) =
1

2
 [1 − erf (x/√4Le t)]  وc′  و𝜃′  بخش اغتشاشی غلظت و

سازی به جای استفاده از غلظت و دمای دما هستند. بنابراین در روند شبیه

دست آوردن غلظت و کل، فقط جمله اغتشاشی را محاسبه کرده و برای به

شود. این جملات ( استفاده می31,30دمای اصلی در مسأله از معادلات )

بوده، بنابراین شرط مرزی اغتشاشی در دو مرز موجود در جهت جریان صفر 

شود. شرط متناوب برای این جهت بدون تحمیل محاسبات اضافی فراهم می

 شوند.( بیان می33,32اولیه غلظت و دما به صورت معادلات )

(32) 
c(x ∙ y ∙ t = to) = c̅(x ∙ to) + δ ∙ rand(y)

∙ exp (−x2/σ2) 
(33) 𝜃(x ∙ y ∙ t = to) = �̅�(x ∙ to) + δ ∙ rand(y) 

ضریبی است که شدت مقادیر تصادفی را مشخص  𝛿در این رابطه 

ای از اعداد مجموعه rand شود.انتخاب می2−10 کند و معمولا از مرتبه می

پارامتری است که شدت  𝜎شوند و انتخاب می1- و  1تصادفی است که بین 

 دهد.ا را از مرز جلویی نشان میهنفوذ پراکندگی

 سازینتایج شبیه -5

های غیرخطی انجام گرفته برای ناپایداری انگشتی، با سازیشبیهدر تمام 

شوند، تحریک صورت تصادفی انتخاب میاعمال اغتشاشاتی کوچک، که به

 طور که درکنند. همانی لازم برای شروع ناپایداری را ایجاد میاولیه

گردد اعمال می δپیشین نیز ذکر شد، شدت این اغتشاش توسط  هایقسمت

در نظر گرفته  0.01سازی انجام شده در این مطالعه مقدار آن برابرشبیه که در

شده است. این اغتشاشات به سرعت با گذشت زمان رشد کرده و کل دامنه 

 گیرند.محیط متخلخل را در بر می

سازی غیرخطی بررسی تأثیر آمده از شبیهدستدر این بخش نتایج به

ناپایداری انگشتی لزج حرارتی مورد روی  تانسور نفوذپذیری ناهمسانگردی

های غلظت، منحنی گیرد. موارد موردمطالعه شامل کانتوربررسی قرار می

میانگین غلظت عرضی، طول اختلاط، بازده جاروبی، بررسی تأثیرات عدد 

لوئیس و ضریب تأخیر حرارتی روی این ناپایداری خواهد بود. در تمام 

PeCها سازیشبیه = 2600 ،βC = 3 ،βT = در نظر گرفته شده است  2

 مگر خلاف آن ذکر شود.

 عتبارسنجیا 1-5-

دست آمده از تحلیل پایداری خطی معادلات در این قسمت مقایسه نتایج به

حاکم بر مسأله در محیط متخلخلی با خواص همسانگرد با نتایج تحلیل خطی 

 پرداخته شده است. [15]اسلام عزایز 
 برحسب عدد موج رسم شده است.تمام نرخ اغتشاشات "1شکل "در 
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Fig. 1 Comparison of the Results of Islam and Azaiez and present study 

 مقایسه نتایج اسلام و عزایز و مطالعه حاضر 1شکل 

دست آمده در این دو نمودار همخوانی بسیار خوبی با مطالعات انجام نتایج به

دست آمده از مطالعه ها نتایج بهمنحنی .دارند [19]شده توسط اسلام و عزایز 

دست آمده توسط این دو محقق را به ترتیب ها نتایج بهها و مربعحاضر و دایره

βTبرای  = βTو  2 = کنید نتایج طور که مشاهده میدهد هماننشان می 1

 تطابق قابل قبولی با یکدیگر دارند.

 های غلظتکانتور 2-5-

ها ناهمسانگردی تانسور نفوذپذیری در رشد ناپایداری در ابتدا به بررسی نقش

سازی غیرخطی را آمده از شبیهدستپرداخته شده است. بدین منظور نتایج به

بینید که در نشان داده شده است. می "2شکل "در  αKبرای دو مقدار از 

αKحالتی که  = کنند و به انتهای جبهه تر رشد میها سریع، انگشتی1

αKکه وقتی رسند. در صورتی می = ها با سرعت کمتری رشد انگشتی 1.8

رسند. تأخیر ایجاد شده در رسیدن کنند. و دیرتر به انتهای جبهه میمی

 به ورود حجم بیشتر سیال به محیط ی مسیر منجرکننده به انتها بجاسیال جا

 

 

Fig. 2 Concentration iso-contours in time time for Le=1 and λ=1 

 λ=1 و Le=1برای   کانتورهای غلظت برحسب زمان 2 شکل
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شود. این فرایند بجا شونده از محیط میخروج بیشتر سیال جاو در نتیجه 

 مشاهده استآمده قابل دست خوبی در نتایج بهبه

αK همچنین اثر پوششی به خوبی در حالتی که  = قابل مشاهده است 1

در مکانیزم اثر پوششی نوک یک انگشتی درون انگشتی در حال رشد کناری 

کند. انگشتی پوشش داده شده رشد کرده و گرادیان غلظت بین نفوذ می

شود. در نتیجه این فرایند انگشتی و سیال ویسکوز اطراف آن بیشتر می

های غلظت و دما کانتور "3شکل "آید. دست میتری بهزرگتر و پهنانگشتی ب

هیچ انتقال حرارتی بین  λ=1 دهد. وقتینشان میλ=1 و  Le=1را برای 

 (6,7)معادلات λ=1 و  Le=1سیالات و محیط جامد وجود ندارد و برای 

رو کانتورهای غلظت و دما گذارند از اینیکسان بر روی ناپایداری تاثیر می

سازی غیرخطی در دست آمده از شبیهمانند یکدیگر هستند. در تصاویر به

دهند ها فرم افقی خود را از دست میشود که انگشتیمشاهده می " 3شکل"

های بسیار کوچک عمود بر علت حرکتشدگی بهشوند. این پهنتر میو پهن

طالعات مربوط شود. این فرایند با نام فرایند انتشار در مجهت جریان ناشی می

 شود.به ناپایداری انگشتی معرفی می

نشان  λ=0.5 و  Le=1های غلظت و دما را برای کانتور "4شکل "

به دلیل انتقال حرارت بین سیال و فاز جامد، سرعت جبهه  λ<1دهد. در می

گیرد. همچنین با تر از جبهه جرمی قرار میحرارتی کاهش پیدا کرده و عقب

 [15]کند. که با نتایج اسلام و عزایز ناپایداری کاهش پیدا می λکاهش 

 مطابقت دارد.

در  0.75و ضریب تأخیر حرارتی  Le=100های غلظت و دما برای کانتور

ها انگشتی کنیدطور که مشاهده میاست همان نشان داده شده "5شکل "

تی دیده مشاهده هستند و در جبهه حرارت هیچ انگشفقط در حوزه دما قابل

در کانتورهای  .شودشود و حوزه دما تنها با یک موج ضعیف منتشر مینمی

های بهم پیوستگی و محو شدگی را مشاهده مکانیزم "5شکل "غلظت 

در شبیه  [20]کنید. این دو مکانیزم اولین بار توسط زیمرمن و هومسی می

 سازی انجام گرفته شده در محیط متخلخل ناهمسانگرد معرفی شدند. این دو

 سانگرد نیز توانستند اینهای بعدی خود در شرایط همسازیدر شبیه

 

 

Fig. 3 (a) Concentration and (b) temperature  iso-contours in time for Le=1 and λ=1 
 λ=1و  Le=1 دما برحسب زمان برای (b)غلظت و   (a)هایکانتور 3 شکل
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Fig. 4 (a) Concentration and (b) temperature  iso-contours in time for Le=1 and λ=0.5 
 λ=0.5و  Le=1 دما برحسب زمان برای (b)غلظت و   (a)هایکانتور 4 شکل

 

ها را مشاهده کنند. در مکانیزم بهم پیوستگی نوک یک انگشتی درون مکانیزم

شود. در نتیجه این ترکیب انگشتی بزرگتر می ی انگشتی همسایه ترکیببدنه

گیری این مکانیزم آید. همچنین با شکلوجود میو با ضخامت بیشتر به

گیرد. جابجایی سیال ویسکوزتر توسط سیال دیگر با سرعت بیشتری انجام می

در مکانیزم محو شدگی یک انگشتی درون انگشتی کناری خود نفوذ کرده و با 

 کند.کوزتر نفوذ میآن درون سیال ویس

 مقادیر میانگین 3-5-

ترین مطالعات آزمایشگاهی و عددی در بررسی ناپایداری یکی از متداول

  آمده از مقادیر میانگین غلظت عرضیدستهای بهانگشتی بررسی منحنی

در بررسی ناپایداری انگشتی در محیط   [20]است. زیرمن و هومسی

های میانگین عرضی و متخلخلی که پراکندگی ناهمسانگرد داشت، منحنی

های میانگین غلظت و طولی غلظت را رسم کردند. در مطالعه حاضر منحنی

 دما موردبررسی قرار گرفته است.

جا از آننشان داده شده است.  "6شکل "مقادیر میانگین غلظت و دما در 

های این دو منحنی بر هم منطبق هستند که این نتیجه در کانتور λ=1که 

های میانگین غلظت و دما را منحنی "7شکل "غلظت هم نشان داده شد. 

های غلظت و دما طور که قبلاً که در کانتوردهد. هماننشان می λ=0.5برای 

تأخیر  دلیل انتقال حرارت با محیط در جبهه حرارتبه λ<1دیده شد برای 

 مشاهده است. قابل "7شکل "افتد که این تأخیر در می

 طول اختلاط 4-5-

میزان پیشرفت سیال با ویسکوزیته کمتر درون سیال با ویسکوزیته بیشتر را 

نامند از این کمیت در ناپایداری انگشتی برای بیان به دست طول اختلاط می

یک ایده بسیار خوب به محققین برای پیدا کردن نقطه  1آوردن طول اختلاط

 ترین طول اختلاطدهد و در حقیقت بیشها ارائه میی انگشتیحمله

 ترین طول انگشتی در ناحیه متخلخل موردنظردهنده بزرگآمده نشاندستبه
 

                                                                                                                                  
1 Mixing length 
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Fig. 5 (a) Concentration and (b) temperature  iso-contours in time for Le=100 and λ=0.75 
 λ=0.75و   Le=100دما برحسب زمان برای  (b)غلظت و   (a)هایکانتور 5 شکل

 

باشد. در می𝑡1/2 برای یک جابجایی پایدار این طول متناسب با  است.

های اولیه شروع جریان که هنوز اغتششات های ناپایدار نیز در زمانجابجایی

باشد ولی با گذشت زمان و می𝑡1/2 توان هستند، این طول متناسب با کم

 شود.ها، طول اختلاط تابعی پیچیده برحسب زمان میرشد انگشتی

نشان  "8شکل "در  αKتغییرات طول اختلاط برحسب مقادیر مختلف 

های غلظت مشاهده شد ناهمسانگردی گونه که در کانتورهمان است. داده شده

 کند. در نتیجه آن طول اختلاطمی ترتانسور نفوذپذیری جریان را پایدار

 

 
Fig. 6 Transversely averaged concentration and temperature profiles 

counturs for Le=1 and λ=1 
 λ=1و  Le=1منحنی میانگین غلظت عرضی و دما برای  6شکل 

قابل  "8شکل "روشنی در دست خواهد آمد این موضوع به تری بهکوچک

تر های همسانگرد ناپایداری انگشتی سریعدانیم در محیطمشاهده است. می

 رشد کرده و با توجه به همین علت طول اختلاط نیز بیشتر خواهد بود.

های طول اختلاط را برای مقادیر مختلف ضریب تأخیر منحنی "9شکل "

ها مشاهده شد با کاهش طور که در کانتوردهد که همانحرارتی نشان می

ضریب تاخیر حرارتی یعنی با افزایش انتقال حرارت سیالات با محیط جامد 

 کند.شود، بنابراین طول اختلاط نیز کاهش پیدا میتر میجریان پایدار
 

 
Fig. 7 Transversely averaged concentration and temperature profiles 

counturs for Le=1 and λ=0.5 

 λ=0.5و  Le=1منحنی میانگین غلظت عرضی و دما برای  7 شکل
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Fig. 8 Mixing length porofiles for different values of 𝛼𝐾 

 αK های طول اختلاط در مقادیر مختلفمنحنی 8 شکل

 
Fig. 9 Mixing length porofiles for different values of λ 

 λهای طول اختلاط در مقادیر مختلف منحنی 9 شکل

نشان   "10شکل "در  Leهای طول اختلاط برحسب تغییرت عدد منحنی

کند در شده است. بالا رفتن عدد لوئیس به پایداری جریان کمک میداده 

 شود.اختلاط مینتیجه باعث کاهش طول 

 راندمان جاروبی 5-5-

بجا شده به حجم کل موجود از آن در یک محیط متخلخل حجم سیال جا

گویند این بازده بنا به کاربردهای مختلفی که دارد می 1سیال را بازده جاروبی

، بازده جاروبی شود. در صنایع مربوط به نفتدر چند نوع متفاوت تعریف می

مواد هیدروکربنی موجود در مخزن به حجم جاروب  صورت نسبت حجم کلبه

شود و بجا کننده، تعریف میشده از این مواد هیدروکربنی توسط سیال جا

 کند، استفادهوری را تعیین میرهعنوان پارامتری که میزان بهمعمولاً از آن به
 

 
Fig. 10 Mixing length porofiles for different values of  Lewis  number  

 های طول اختلاط در مقادیر مختلف عدد لوئیسمنحنی 10شکل 

                                                                                                                                  
1 Sweap efficiency 

جا کننده به بهشود. این پارامتر در تحقیق حاضر نسبت حجم سیال جامی

 ترین بازده جاروبی تا لحظهشده است. بیش جا شونده تعریفبهحجم سیال جا

 رسیدن انگشتی به خروجی، معیاری از بازده استخراج خواهد بود.

پذیری راندمان جاروبی را در محیط متخلخلی با نفوذ "11شکل "

های غلظت و طول اختلاط مشاهده دهد. از بخش کانتورناهمسانگرد نشان می

دیگر با افزایش عبارتتر خواهد شد. بهجریانی پایدار αKکردید که با افزایش 

تر از حالت ها با سرعت کندتری رشد کرده و آهستهاین نسبت، انگشتی

کنند. بنابراین باید برای همسانگرد درون سیال با ویسکوزیته بیشتر نفوذ می

 .یابدراندمان جاروبی نیز افزایش می αKتر مقادیر بزرگ

های راندمان جاروبی را برای مقادیر مختلف ضریب منحنی "12شکل "

های غلظت و طور که در کانتوردهد. که همانرتی نشان میتأخیر حرا

ناپایداری جریان کاهش  λهای طول اختلاط مشاهده شد با کاهش منحنی

رسند بنابراین راندمان جاروبی ها دیرتر به انتهای جبهه مییابد. و انگشتیمی

 کند.نیز افزایش پیدا می

 "13شکل "در  Leهای راندمان جاروبی برحسب تغییرت عدد منحنی

کند شده است. بالا رفتن عدد لوئیس به پایداری جریان کمک می نشان داده

 شود.در نتیجه باعث افزایش راندمان جاروبی می

 گیرینتیجه 6-

سازی غیرخطی ناپایداری انگشتی لزج حرارتی در در این مطالعه، شبیه

مورد بررسی بجایی مخلوط شدنی و در یک محیط متخلخل ناهمسانگرد جا

سازی از روش پر دقت طیفی و تبدیلات هارتلی قرار گرفت. برای شبیه

 سور نفوذپذیری، عدد لوئیس و ضریبتان استفاده شد. تأثیر ناهمسانگردی

 

 
Fig. 11 Sweap efficiency porofiles for different values of  𝛼𝐾 

 αK راندمان جاروبی در مقادیر مختلف هایمنحنی 11 شکل

 
Fig. 12 Sweap efficiency porofiles for different values of  λ 

 λهای راندمان جاروبی در مقادیر مختلف _منحنی 12شکل 
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Fig. 13 Sweap efficiency porofiles for different values of  Lewis 

number 

 اروبی در مقادیر مختلف عدد لوئیسهای راندمان جمنحنی 13شکل 

کننده ناپایداری مانند میانگین غلظت عرضی تأخیر حرارتی بر عوامل مشخص

و دما، طول اختلاط، و بازده جاروبی موردبررسی قرار گرفتند. از نتایج 

آمده معلوم شد، با افزایش نفوذپذیری در جهت جریان به جهت عمود دستبه

جاروبی افزایش بر جریان، جریان پایدارتر شده، طول اختلاط کاهش و بازده 

کند. با به اشتراک گذاشتن حرارت با محیط جبهه حرارت در پشت پیدا می

های دما و گیرد که این تأخیر حرارتی در کانتورجبهه سیالاتی قرار می

های میانگین دما نمایش داده شد، همچنین کاهش ضریب تأخیر منحنی

وئیس کانتورهای کند. با افزایش عدد لحرارتی به پایداری جریان کمک می

 دما بدون هیچ انگشتی ظاهر شدند و ناپایداری جریان کاهش یافت.

هدف از این مطالعه، بررسی تأثیر ناهمسانگردی نفوذپذیری محیط 

متخلخل بر چگونگی رشد و پیشرفت ناپایداری انگشتی لزج حرارتی بوده 

انجام های متخلخل همسانگرد است. مطالعات مشابهی در این زمینه در محیط

شده است. ولی بررسی تأثیرات ناهمسانگردی محیط متخلخل بر ناپایداری 

انگشتی لزج حرارتی برای نخستین بار در این مطالعه صورت پذیرفته است. 

دهد ناهمسانگردی نفوذپذیری آمده از این تحقیق نشان میدستنتایج به

لوئیس تأثیر محیط متخلخل، انتقال حرارت با محیط متخلخل، و افزایش عدد 

 .گیری و پیشرفت ناپایداری انگشتی داردزیادی در شکل

 فهرست علائم 7-

C غلظت 

𝐷𝐶 ( پراکندگی ملکولیm2s−1) 

𝐷𝑇 ( پراکندگی حرارتیm2s−1) 

K ( نفوذپذیریm2) 

Le عدد لوئیس 

Pec عدد پکلت جرمی 

PeT عدد پکلت حرارتی 

T ( دما°C) 

𝑢  سرعت در جهت محورx (ms−1) 

𝑣  سرعت در جهت محورy (ms−1) 

 علائم یونانی

ø تخلخل 

𝜆 ضریب تأخیر حرارتی 

 

Μ ( 1لزجت دینامیکی-s1-kgm) 

𝜌 ( 3چگالی-kgm) 

𝜃 دمای بدون بعد 
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