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فاده از این مقاله، رفتار ارتعاشاتی غیرخطی میکروتیر میکروسکوپ نیرو اتمی دینامیکی در مد متناوب مورد تحلیل قرار گرفته است. ابتدا، با استدر 
یت دست آمده است. با توجه به ماهکوپل اصلاح شده، معادله حرکت و شرایط مرزي به-گیري از معادلات ساختاري تنشاصل هامیلتون و با بهره

غیرخطی نیروي وارد بر نوك، از تئوري اغتشاشات براي حل معادلات غیرخطی استفاده شده است. سپس، روابطی براي فرکانس غیرخطی و 
دست آمده است. همچنین، تاثیر خطاي ناشی از مونتاژ غیردقیق نوك در انتهاي میکروتیر، بر روي رفتار ارتعاشاتی فاکتور میرایی غیرخطی موثر به

کوپل اصلاح شده با نتایج حاصل از تئوري تیر کلاسیک مقایسه -نتایج حاصل از تئوري تنشمیکروسکوپ مورد بررسی قرار گرفته است. تیر 
دهد که فرکانس غیرخطی و فاکتور میرایی غیرخطی پارامترهایی وابسته به اندازه هستند. افزایش فاصله جدایی تعادلی نتایج نشان میشده است. 

والس بر روي فرکانس غیرخطی شده، اما تاثیر آن بر روي فاکتور میرایی درمیکروسکوپ، باعث کاهش تاثیر نیروهاي جاذبه وانبین نوك و 
تواند تاثیر چشمگیري بر توان نتیجه گرفت که افزایش فاصله بین نوك و سر آزاد تیر، میغیرخطی ناچیز است. همچنین، با توجه به نتایج می

.مد متناوب داشته باشددقت میکروسکوپ در
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	 In	this	study,	the	nonlinear	vibration	behavior	of	a	Dynamic	Atomic	Force	Microscope	(DAFM)	in	
the	 tapping	 mode	 is	 investigated.	 First,	 the	 governing	 differential	 equation	 of	 motion	 and	
boundary	conditions	for	dynamic	analysis	are	obtained	by	a	combination	of	the	basic	equations	of	
the	modified	couple	stress	 theory	and	Hamilton	principle.	Regarding	 the	nonlinear	dynamics	of	
the	 probe,	perturbation	 technique	 has	been	used	 to	 solve	 the	 nonlinear	equations.	Afterwards, 	
closed-form	 expressions	 for	 nonlinear	 frequency	 and	 effective	 nonlinear	 damping	 factor	 are	
derived.	The	effect	of	the	tip	position,	on	the	vibration	behavior	of	the	micro	cantilever	are	also	
analyzed.	The	results	obtained	by	couple	stress	theory	are	compared	with	those	of	classical	beam	
theory.	The	results	show	that	the	nonlinear	frequency	and	effective	nonlinear	damping	factor	are	
size	dependent.	According	to	the	results,	an	increase	in	the	equilibrium	separation	between	the	
tip	and	 the	 surface	 sample	 reduces	 the	overall	effect	of	van	der	Waals	 forces	on	 the	nonlinear	
frequency,	but	 its	effect	on	 the	effective	nonlinear	damping	 factor	 is	negligible.	The	results	also	
indicate	that	the	change	in	the	distance	between	tip	and	cantilever	free	end	has	a	significant	effect	
on	the	accuracy	of	the	DAFM.	
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	مقدمه -1
	هاي نیرو اتمی انواع مختلفی از میکروسکوپ (AFM) مورد بسته به روش

ها، میکروسکوپ نیرو مواد، وجود دارد که از میان آناستفاده براي روبش

تواند نسبت هاي بالاتري داشته و میقابلیت	(DAFM)1اتمی دینامیکی
تر از تر و تصاویر واضحرا افزایش داده و خصوصیات دقیق2اختلالسیگنال به 

																																																																																																																																											
1-	Dynamic	Atomic	Force	Microscope	
2-	Noise	
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در میکروسکوپ نیرو اتمی دینامیکی، با .]1،2[ها ارائه نمایدمواد و سطوح آن
اعمال یک فرکانس تحریک در محدوده فرکانس تشدید تیر، میکروتیر 

سان، جهت میکروسکوپ وادار به ارتعاش شده و سپس نوك تیر در حال نو
هاي . با ثبت تغییرات در ویژگیشودمیروبش به سطح ماده مورد نظر نزدیک

هاي ماده مورد نظر دینامیکی تیر نظیر دامنه، فاز و فرکانس تشدید، ویژگی
یکی از پرکاربردترین مدهاي عملکرد 1. مد متناوب]3[آیددست میهب

طور متناوب در ه که در آن، نوك تیر باست میکی میکروسکوپ نیرو اتمی دینا
ه تماس با سطح ماده قرار گرفته و لذا از ایجاد هرگونه آسیب به سطح مواد، ب

توان از این مد جهت روبش می،. همچنینشودمیویژه مواد نرم جلوگیري
روبش در این مد .]4[لحاظ شیمیایی ناپایدارند، استفاده نمودموادي که از 

مواد را با دقت بسیار 	گیري خصوصیات بسیاري از نانوتواند امکان اندازهمی
بالاتر فراهم سازد.

- متناوب، نیروهاي برهمبسته به فاصله بین نوك و سطح نمونه در مد 
صورت نیروهاي دافعه یا جاذبه، نوك هتواند بکنش بین نوك و نمونه می

که ماهیت این نیروها نسبت به 	میکروتیر را تحت تاثیر قرار دهند. از آنجا
، رفتار دینامیکی استشدت غیرخطی ه فاصله بین نوك و سطح نمونه ب

. از اینشودمیدت غیرخطیشه میکروسکوپ نیرو اتمی در مد متناوب نیز ب
رو تحلیل غیرخطی رفتار دینامیکی میکروتیر میکروسکوپ نیرو اتمی 

اي، با استفاده از مدل جرم نقطه. استدینامیکی در مد متناوب ضروري
دست هکنش بین نوك و سطح نمونه را بمنحنی نیروهاي برهم]5[برنهام

اي تحلیلی بین دامنه رابطه]6[آورد. بر پایه اصل بقاي انرژي، پائولو و گارسیا
ها مونه ارائه دادند. آنکنش بین نوك و ن	هم	نوسان، تغییرات فاز و نیروهاي بر

کنش و همچنین متوسط دریافتند که متوسط مقادیر نوسان و نیروي برهم
هایی کنش بین نوك و سطح نمونه، کمیتنیروي اتلاف شده در اثر برهم

پاسخ فرکانسی ]7[نمایند. سادرد که کاهش دامنه را کنترل میهستن
ه میکروتیر میکروسکوپ در محیط مایع را مورد تحلیل قرار داد و نشان داد ک

سازي چگالی مایع تاثیر بسیاري بر پاسخ فرکانسی نوك تیر دارد. با خطی
هاي پاسخ]3[کنش بین نوك و سطح نمونه، سانگ و بوشانهمنیروي بر

فرکانسی نوك تیر را مورد تحلیل قرار دادند. با استفاده از روش عددي، کرایم 
هاي فرکانسی میکروتیر نگی بر پاسخئیتاثیر نیروهاي مو]8[و همکاران

،]9[هاآنمیکروسکوپ نیرو اتمی در مد متناوب را مورد بررسی قرار دادند. 
کنش همسازي نیروهاي براز روش اجزا محدود و با خطیبا استفاده،همچنین

هاي فرکانسی میکروسکوپ در محیط هوا و مایع را بین نوك و نمونه، پاسخ
مورد بررسی قرار دادند.

استفاده در میکروسکوپ نیرو اتمی در حدود میکرونابعاد تیرهاي مورد 
حاکی از رفتار ارتعاشاتی وابسته به ]10،11[انجام گرفتههاي. آزمایشاست

انجام هايآزمایشبا توجه به . تر دارنداندازه تیرها در ابعاد میکرون و پایین
و است گرفته، آشکار است که رفتار وابسته به اندازه از خصوصیات ذاتی ماده 

هنگامی که اندازه مشخصه ماده در حدود 
	بر رفتار مکانیکی ماده دارد.پارامتر مقیاس طول آن است، تاثیر چشمگیري

براي تیر میکروسکوپ نیرو اتمی، اندازه مشخصه همان ضخامت تیر
علت اینکه ضخامت تیر میکروسکوپ نیرو اتمی در حدود پارامتر . بهاست

مقیاس طول آن است، تحقیق در مورد رفتار وابسته به اندازه مانند فرکانس 
نماید.   ایی وابسته به اندازه ضروري میغیرخطی وابسته به اندازه یا فاکتور میر
به علت عدم وجود یک پارامتر مقیاس نظریه کلاسیک محیط پیوسته 

																																																																																																																																											
1-	Intermittent	Mode	(Tapping	Mode)

وابسته به اندازه مادهبینی رفتارقادر به پیشطول در معادلات ساختاري آن، 
کلاسیک محیط پیوسته، شامل تئوري هاي غیررو نظریه	. از ایننیست

که در معادلات]11[هاي مرتبه بالاترو تئوري]12[الاستیسیته غیرمحلی
بر دو پارامتر کلاسیک علاوه2ها یک یا چند پارامتر طول مقیاسآن	ساختاري

.اندوجود دارد، ارائه شده
هاي مرتبه بالاتر بوده، کوپل اصلاح شده که از جمله تئوري-تنشنظریه

که معادلات ساختاري شد،ارائه ]13[توسط یانگ و همکاران2002در سال 
وسیله این تئوري، هب.استشامل یک پارامتر مقیاس طولی اضافیتنهاآن 

معادله حرکت و شرایط مرزي یک تیر اولر برنولی را ]14[کانگ و همکاران
نیز، حساسیت خمشی یک تیر ]15[همکارانو لیدست آوردند. هب

تئوري مورد برپایه اینشکل را 	3Vاستاتیکیشبهمیکروسکوپ نیرو اتمی 
مطالعه قرار دادند.

مونتاژ نوك دلیل ابعاد پایین میکروتیر میکروسکوپ، در عمل امکان هب
اي بین نوك و سر آزاد طور دقیق در انتهاي تیر وجود نداشته و ناگزیر فاصلههب

در مطالعات انجام گرفته شده بر روي . ]16[وجود خواهد آمدهمیکروتیر ب
برخی پارامترها نظیر فرکانس دینامیکی، از تحلیلمیکروسکوپ نیرو اتمی 

غیرخطی، فاکتور میرایی غیرخطی و نیز از تاثیر خطاي مونتاژ نوك بر روي 
نظر شده است. ی غیرخطی میکروسکوپ نیرو اتمی صرفرفتار ارتعاشات

گیري از سازي روابط و یا با بهرههاي صورت گرفته نیز یا با خطیتحلیل
رفتار وابسته به اندازه ،هاي عددي انجام گرفته است. همچنینروش

تواند میکروسکوپ نیرو اتمی در این مد مورد بررسی قرار نگرفته است که می
- با بهره،در این مقالهت نتایج حاصل شده را کاهش دهد.اطمینان در صح

ه، کوپل اصلاح شد- و بر پایه تئوري تنش4گیري از روش تئوري اغتشاشات
رفتار ارتعاشاتی غیرخطی میکروتیر سعی شده است تحلیل بر روي 

تر تر و دقیقصورت کاملمیکروسکوپ نیرو اتمی دینامیکی در مد متناوب به
- هروابطی براي فرکانس غیرخطی و میرایی غیرخطی موثر بابتدا انجام پذیرد.

ک فاصله بسیار کوچک بین محل فرض وجود یبا،دست آمده است. سپس
گیري نوك بر روي تیر تا سر آزاد تیر، فرکانس غیرخطی و میرایی موثر قرار

		غیرخطی مورد تحلیل قرار گرفته است.

	لگوسازيا-2

اتمیمیکروتیر میکروسکوپ نیرو -2-1
یک تیر میکروسکوپ نیرو اتمی دینامیکی در حال روبش رح کلیط1شکل 

دهد. میکروتیر یکسردرگیر مورد نظر، سطح نمونه در مد متناوب را نشان می
ستاهشد. فرض استو طول عرض ،ℎیک تیر مستطیل شکل با ضخامت 

از سر طور دقیق در انتهاي آن قرار نگرفته و داراي فاصله هنوك تیر بکه 
فاصله جدایی تعادلی D، 1با توجه به شکل از سر آزاد تیر باشد.درگیر و 

، سطحکنش بین نوك و د نیروهاي برهمنبوبین نوك و سطح نمونه در حالت 
)و  , کتریکیک محرك پیزوالاست.اي بین نوك و نمونه فاصله لحظه(
)صورت هک هارمونیک بیحرت ) = ℎ cos( تیر انتهاي بهرا (

آن فرکانس دامنه تحریک و ℎکه در آن کند،اعمال میمیکروسکوپ 
). است , تیر نسبت به یک دستگاه اینرسی متصل تغییر مکان نوك نیز (

شود.تعریف می)1صورت رابطه (ست، که بهبه زمین ا

																																																																																																																																											
2-	Length	scale	parameter	
3-	Quasi-static	
4-	Perturbation	technique

( , ) = ( , ) + ( )	 )1(	
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طرح کلی میکروتیر یکسردرگیر میکروسکوپ نیرو اتمی دینامیکی در مد 1شکل 

متناوب در حال روبش سطح نمونه

))،1که در رابطه ( , خیز تیر نسبت به یک دستگاه مختصات غیراینرسی (
)براي ،همچنین.دارنده انتهاي آن استمتصل به نگه , اي ، فاصله لحظه(

:) را نوشت2توان رابطه (میبین نوك و سطح نمونه، 

	کنش بین نوك و سطح نمونهبرهم-2-2
، 1هاي با نیشتر روبشیدر حالت کلی، براي تهیه الگوي تماس در میکروسکوپ

. از تئوري ]2[شوداستفاده میDMT3یا 2JKRبسته به شرایط حاکم، از تئوري 
JKRهاي بلند و سطوح نرم با چسبندگی براي تهیه الگوي تماس بین نوك
هاي کوتاه و سطوح براي تهیه الگوي تماس بین نوكDMTو از تئوري زیاد،

سیلیکونی با نوك شود. در این مقاله، تیرسخت با چسبندگی کم استفاده می
- 	مورد تحلیل قرار گرفته4HOPG، براي روبش سطح یک نمونه جنستیز هم

هاي کوتاه و سطوح سخت با چسبندگی این خصوصیات در گروه نوك.است
براي تهیه الگوي تماس بین نوك و DMTگیرد، لذا از تئوري کم قرار می

کنش به وسیله ، نیروهاي برهمDMTسطح نمونه استفاده شده است. در تئوري
Rبین راس کروي نوك با شعاع DMTنیروهاي تماسی ووالسدرنیروهاي وان

کنش بین د. به این ترتیب براي نیروهاي برهمشونو یک سطح هموار مدل می
:]3[نوشت) را 3رابطه(توان با فرض وجود اتلاف انرژي،مینوك و سطح،

) فاصله آنی بین نوك و شعاع نوك، ثابت هاماکر، )، 3که در رابطه 
در فاصله بین مولکولیضریب میرایی بین نوك و نمونه و سطح، 

مدول الاستیک موثر بین نوك و نمونه است∗،. همچنیناستآستانه تماس
:شودمی) تعریف4صورت رابطه (و به

ترتیب ضریب پواسان و مدول الاستیک نوك و نمونهبهو ، ، که 
بسته به فاصله بین نوك و ماهیت نیروها،) پیدا است که3. از رابطه (هستند

نیروهاي <تواند از نوع جاذبه یا دافعه باشد. هنگامی که سطح نمونه، می
دروالس است، اما وقتی فاصله ود بین نوك و سطح نمونه از نوع جاذبه وانموج

، ماهیت ≥اي بین نوك و نمونه از فاصله بین مولکولی کمتر باشد، لحظه
از نوع دافعه خواهد بود.نیروها

معادله دیفرانسیل و شرایط مرزي-2-3
دود در مد متناوب، انحراف تیر در حDAFMبراي یک تیر متداول 

																																																																																																																																											
1-	Scanning	Probe	Microscopy	
2-	Johnson-Kendall-Roberts	
3-	Derjaguin-Müller-Toporov	
4-	Highly	OrientedPyrolytic	Graphite	

(5 ∼ 100nm) 0.5)بوده و ضخامت تیر در حدود ∼ 7.5μm)این در است .
کار رفته در مد متناوب در حدود هاست که طول تیرهاي بحالی

(90 ∼ 500μm)توان براي الگوي میکروتیر رو می. از این]17[استDAFM

از تئوري تیر اولر برنولی بهره برد. براي انرژي جنبشی در مد متناوب،
نوشت:) را 5رابطه (توان ، می1نشان داده شده در شکل DAFMمیکروتیر 

) مساحت سطح ترتیب معرف چگالی ماده تیر و بهو )، 5که در رابطه 
کوپل اصلاح شده، براي -اساس تئوري تنشهستند. همچنین، برمقطع تیر

:]14[نوشت) را 6رابطه (توان مورد نظر میانرژي پتانسیل میکروتیر
ممان اینرسی ترتیب مدول الاستیک و مدول برشی ماده تیر و بهو 	که

نیز پارامتر مقیاس طول براي ماده تیر است، که . تندهسسطح مقطع تیر
.]18[شوددرنظر گرفته می0.67μmمقدار آن براي سیلیکون حدود 

)اگر  , نیروي وارد شده بر تیر یکسردرگیر باشد، آنگاه براي کار نیروهاي (
نوشت:) را7توان رابطه (میغیرپایستار 

اعمالDAFMاست که دو نوع نیرو بر میکروتیر ایندر این مقاله فرض بر
تر به آن اشاره کنش بین نوك و سطح نمونه که پیشنیروي برهم. یکیشود
و دیگري نیروي میرایی که تابع ضریب میرایی محیط عملکرد شد،

د میکروسکوپ در محیط هوا . با فرض عملکراستمیکروسکوپ (هوا یا مایع)
کنش بین نوك و نمونه، براي نیروي وارد نظر گرفتن نیروهاي برهمو با در

نوشت:) را8توان رابطه (یکسردرگیر میشده بر تیر 
( , ) = ( , ̇) ( − )− ̇ ( , )	 )8(	

ضریب میرایی هوا است. که
شرایط مرزي میکروتیر مورد نظر دست آوردن معادله حرکت و هبراي ب

- کوپل اصلاح شده، ابتدا با توجه به اصل هامیلتون می-اساس تئوري تنشبر
نوشت:) را9رابطه (توان

)، 2) و (1) و با توجه به روابط (9) در معادله (8) تا (5گذاري روابط (با جاي
	:)10(رابطه آیددست میهسیستم بمعادله حرکت 

=که در آن، 1 + ( / 	است( ) و 11صورت رابطه (مرزي نیز بهشرایط .
د شد:خواه) 12(

) و تحلیل فرکانسی 10براي حل معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی (
: ) داریم13. طبق رابطه (]19[سیستم، از روش گالرکین استفاده شده است

( , ) = + ( , ) + ( ) = + ( , )	 )2(	

( , ̇) 					

= 	
−6 − 6 +

4
3

∗√ ( − ) ⁄ 	, >

+ ( − ) ⁄ ̇ 				, ≤
		

	 )3(	

1
∗ =

1−
+

1−
	 )4(	

=
1
2 =

1
2 	 )5(	

=
1
2

( + ) 	 )6(	

= ( , ) ( , ) = ( , ) ( , ) 	 )7(	

( − + ) = 0	 )9(	

+ + 	
= ( , ̇) ( − ) + ℎ cos( )

+ ℎ sin( )	 )10(

		 (0, ) =
(0, )

= 0																													 )11(	

( , )
=

( , )
= 0																							 )12                               (

( , ) = ( , ) = ( ) ( )	 )13(	

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
93

.1
4.

11
.1

0.
9 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

09
 ]

 

                               3 / 9

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1393.14.11.10.9
https://mme.modares.ac.ir/article-15-3437-en.html


محمد عباسیواردشیر کرمی محمديکوپل اصلاح شده- ارتعاشات غیرخطی میکروتیر میکروسکوپ نیرو اتمی دینامیکی در مد متناوب براساس تئوري تنشتحلیل 

11شماره ،14، دوره 1393بهمنمهندسی مکانیک مدرس، 12

	

توابع تطبیقی یافته وابسته به زمان، و مختصات تعمیمآن که در 
توان از توابع شکل مد خطی مربوط به هستند. براي انتخاب این توابع، می

) استفاده کرد. پس، با فرض سیستم خطی، غیرمیرا و تحت 10معادله (
)، ضرایبارتعاشات آزاد :]19،20[آیددست می) به14مطابق رابطه ((

فرکانس طبیعی سیستم خطی سیستم و عدد موج =

)است. براي تحلیل سیستم غیرخطی، ضرایب  = 1,2, … دست طوري به(
)آید که می ) = κشود. با معرفی 1 عنوان عدد موج نرمالیزه به=

رابطه صورتبهرا از معادله مشخصه سیستم خطیκتوان مقادیر شده، می
دست آورد:) به15(

) را 16توان رابطه (به این ترتیب براي مودهاي ارتعاشاتی اول تا چهارم می
نوشت:

(13(با جاي گذاري از رابطه  ) و ضرب طرفین معادله در 10) در معادله 
( گیري از طرفین آن، معادله حرکت سیستم غیرخطی و سپس انتگرال(

آید:دست می) به17رابطه (صورتبهمذکور

) (18صورت روابط (بهو ، )، پارامترهاي 17که در رابطه  ) 20) تا 
شوند:تعریف می

ترتیب معرف جرم تعمیم یافته، میرایی تعمیم یافته و سختی بهو ، 
) پیدا است که 20) و (18تعمیم یافته سیستم هستند. با توجه به روابط (

بین جرم تعمیم یافته و سختی تعمیم یافته برقرار است.=رابطه 
(	با تقسیم طرفین معادله  بعد و فرض عبارت بی) بر 17ام در رابطه 

=) بعد نمود توان نسبت به زمان بی) را می17براي زمان، معادله 
	)):21(معادله (

=، =که در آن،  tan معرف ضریب کیفیت است و نیز
شود. در مد متناوب ضریب کیفیت بسیار تعریف می=صورت که به
)تر از یک بوده بزرگ ≫ و همچنین فرکانس تحریک در حدود فرکانس (1

)طبیعی  ≈ ) برقرار است:22توان فرض کرد رابطه (لذا، می.است(

) ) 23صورت رابطه () را به21توان رابطه ()، می22با درنظر گرفتن روابط 
بازنویسی نمود:

نوشت:) را 24توان رابطه (نیز میکه براي 

))، 23در معادله ( , ) = + ( ) ( ) + ( است که براي حالتی (
)صورت که نوك در انتهاي تیر قرار گیرد، این رابطه به , ) = + ( ) +

( است.(
تحلیل ارتعاشات اجباري-3

تیر میکروسکوپ نیرو در این مقاله، براي تحلیل رفتار دینامیکی غیرخطی 
اتمی دینامیکی، از یک روش نیمه تحلیلی مبتنی بر تئوري اغتشاشات یعنی 

. براي اعمال این روش، ]21[استاستفاده شده1هاي چندگانهروش مقیاس
- ) بازنویسی می25صورت رابطه () براي مد اول ارتعاشات به23ابتدا معادله (

شود:
) نوشت:26صورت رابطه (توان بهرا می)25در رابطه (	که 

(25در روابط (که  )، یک پارامتر بسیار کوچک و مثبت است. لذا، 26) و 
نسبت به دامنه ارتعاشات و ، ⁄1شود که در این روابط، مشاهده می

)نوك از مرتبه  ، =)، 25اند. شایان ذکر است در رابطه (فرض شده(
=و = 	است.=

=و =صورت هاي زمانی بههاي چندگانه، مقیاسروش مقیاسدر 

تغییرات در فرکانس سیستم به واسطه رفتار غیرخطی شوند که معرفی می
است.دهنده حرکت در فرکانس طبیعی نشان است و 

- ) تخمین زده می27صورت رابطه () به25هاي معادله (در این روش، پاسخ
شود:

شوند:) تعریف می29) و (28صورت روابط (همچنین، مشتقات زمانی به

است.=که
مساوي قرار دادن ) و سپس 25) در معادله (29) تا (27گذاري روابط (با جاي

اي از در دو طرف معادله حاصل شده، مجموعههاي یکسان جملات با توان
	.آیدمیدست) به31) و (30(صورت روابطدیفرانسیل بهمعادلات 

)30(( ):	 + = 0	

)31(
( ):	 + = −2
																							− + + cos( )	

	) یافت:32توان حلی به فرم رابطه () می30براي معادله (

:) را نوشت33توان رابطه (می
( ) = e ̅( ) = e 		 )33(	

) تیرترتیب دامنه و اختلاف فاز ارتعاشات نوكبهو )، 33که در رابطه 
) 34سازي، رابطه (و ساده) 31) در رابطه (32گزین نمودن حل (ی. باجاهستند

	را خواهیم داشت:

																																																																																																																																											
1-	Multiple	scales	method	

( ) = [cos − cosh +
cos + cosh
sin + sinh 	

												× (sinh )]	 )14(

1 + cos κ coshκ = 0	 )15(	

κ = 10.9955	
κ = 1.875,	κ = 4.6941,	κ3 = 7.8548,		

)16(	

̈ + ̇ + = ( , ̇) ( )	

+ℎ ( ) [ cos( ) + sin( )]	 )17(	

= ∫ ( ) 		 )18(	
= ∫ ( ) 			 )19(	
= ∫ ( ) 		 )20(

+
1

+ =
( )

( , ̇)	

			+
ℎ

( ) 1 +
1

× cos(

− )	 )21(	

1
= 0																																						 = 0	 )22(	

+
1

+ =
( )

( , ̇) + cos( )	 )23(	

=
ℎ

4⁄
( ) 	 )24(	

+ + = ( , ̇) + cos( )	 )25(	

= = = =
( )

	 )26( 	

= ( , ) + ( , ) + ( , ) + ⋯	 )27(	
= + +⋯+ 		 )28(	

= + 2 + ⋯		 )29(	

= ( )e + ̅( )e 		 )32(	
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و امیر پرغازهسوران حسنی فرد 6T-7075اي اتصال جوش اصطکاکی اغتشاشی مس و آلومینیم تخمین عمر خستگی و مسیر رشد ترك در آزمایش خمش چهار نقطه

	

1113شماره ،14، دوره 1393بهمنمهندسی مکانیک مدرس، 
	

)هاي با مرتبه در تحلیل حاضر، پاسخ صورت مد نظر است. لذا، پاسخ به(
بود:) خواهد 35رابطه (

دارنده تیر که انحراف نوك بسیار بزرگتر از حرکت نگه	علت اینهمچنین، به
	است:

	زد:) تقریب 37صورت رابطه (توان حرکت نوك نسبت به سطح نمونه را بهمی

=که  +) توان قسمت )، می34است. براي پیدا نمودن حل رابطه 
( , 	وسیله سري فوریه بسط داد:را به(̇

شود:) تعریف می41) تا (39صورت روابط (بهو ، ضرایب 

) ()38با جایگزین کردن رابطه  ) و استفاده از تعریف توابع 34در معادله 
- دست می) به42صورت توابع نمایی مختلط، معادله (سینوس و کسینوس به

آید:

≈علت اینکه به تعریف σ، 1درنظر است، یک پارامتر انحراف از تشدید1
شود:می

	شود:) حاصل می44)، رابطه (42) در رابطه (43با قرار دادن رابطه (

گیري ترم بسیار بزرگ در پاسخ ) ممانعت از شکل44پذیري معادله (شرط حل
)):45باید صفر شود (معادله (eاست. لذا، ضریب جمله 2زمانی

																																																																																																																																											
1-	Detuning	parameter	
2-	Secular	term

)45(

− 2 +
1

+ 2 e + 2 e 																					

+
1
2 e = 0		

شود:نتیجه می) 46رابطه () 45) در معادله (33از رابطه (استفادهبا 

)46(

− + −
2

+ 2 − 2 			

+
1
2 e ( ) = 0

رابطه )، نتیجه 46هاي حقیقی و موهومی رابطه (که با جدا کردن قسمت
شود:می) 47(

)47(⎩
⎨

⎧ = −
1

2
− 2 +

1
2 sin( − )

= − 2 −
1
2 cos( − )

=صورتبا یک تبدیل به =اي که گونه، به− - می، است−
) بازنویسی کرد:48صورت رابطه () را به47رابطه (توان 

)48(⎩
⎨

⎧ = −
1

2
− 2 +

1
2 sin

= + 2 +
1
2 cos

) دست ) به49)، پاسخ معادله به صورت رابطه (35) و (27با توجه به روابط 
آید:می

)49(= cos( + ) + ( ) = cos( − ) + ( )	

آیند.دست می) به48نیز از رابطه (و ، که 
توان فاکتور میرایی غیرخطی و همچنین فرکانس )، می48با توجه به رابطه (
دست آورد:) به51) و (50صورت روابط (غیرخطی موثر را به

) (26با توجه به روابط  (39) و نیز  =و =، =)، 41) تا 

، پارامتري وابسته به اندازه است، با هستند. از آنجا که سختی تعمیم یافته، 
توان دریافت که فرکانس می، )51) و (50(در روابط توجه به وجود پارامتر 

. غیرخطی و میرایی غیرخطی نیز مقادیري وابسته به اندازه هستند
یافته، نسبت بین فرکانس غیرخطی به فرکانس فرکانس غیرخطی تعمیم 

توان فرکانس غیرخطی مد اول را )، می51خطی است. لذا، با توجه به رابطه (
دست آورد:) به52با استفاده از رابطه (

)52(= 1− 		

=شایان ذکر است که با قرار دادن  دست آمده در این مقاله، در روابط به0
آیند.دست میبه تئوري تیر کلاسیک بهروابط مربوط

نتایج-4
هاي فرکانسی در این تحقیق دو هدف کلی وجود دارد. نخست تحلیل پاسخ

غیرخطی میکروتیر میکروسکوپ نیرو اتمی دینامیکی در مد متناوب، که به 
	NSCاین منظور میکروتیر میکرومچ  35-C انتخاب شده که خصوصیات

شود. هدف کلی بعدي در این تحقیق، می، مشاهده1هندسی آن در جدول 
کوپل اصلاح شده و تیر کلاسیک در -بررسی تفاوت بین دو تئوري تنش

بینی فرکانس غیرخطی و فاکتور میرایی غیرخطی موثر در مد متناوب پیش
، سه نوع مختلف تیر متداول در مد متناوب 1است. از این رو، مطابق جدول 

	گرفته شده است.هاي متفاوت درنظر با ضخامت
و پارامترهاي مورد نیاز براي تحلیل HOPGهاي مکانیکی نمونه ویژگی

+ = − 2 + e 	

				+ 2 ̅ + ̅ e + + cos( ) )34(	

= ( , ) = cos( + )	 )35(	

( ) ≫ ( ) = ℎ cos( )		 )36(	

( , ) ≈ + ( ) ( )	
						= + ( ) cos( + ) = + ( ) cos

	
)37(	

( , ̇) = ( + cos ,− sin )

= + cos + sin
)38(	

=
1

2
( + cos ,− sin ) )39(	

=
1

2
( + cos ,− sin )cosn 	 )40(	
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، مشاهده می شود.2میکروتیر مورد نظر نیز در جدول 
(50گیري عددي از روابط (با انتگرال توان فرکانس )، می52) تا 

ه غیرخطی و میرایی غیرخطی سیستم را مورد تحلیل قرار داد. با توجه به اینک
- ، سیلیکون است، خصوصیات مکانیکی آن1جنس تیرهاي مفروض در جدول 

=صورت توان بهها را می 169GPa ،= =و 	0.22 2300kg/m

ضریب پواسان است.درنظر گرفت، که 
تغییرات فرکانس غیرخطی موثر را در اثر تغییر دامنه نوسان 2شکل

دهد از این ، نشان میلی، نوك، براي مقادیر مختلف فاصله جدایی تعاد
شکل پیدا است که با افزایش دامنه نوسان، فرکانس غیرخطی ابتدا کاهش 

شود و در اصطلاح دچار پدیده یافته و کمتر از مقدار فرکانس خطی می
شود. علت این پدیده این است که نوك در محدوده نیروهاي فروجهش می

یروهاي جاذبه، فرکانس غیرخطی گیرد که وجود نوالس قرار میدرجاذبه وان
طور متناوب در معرض دهد. با افزایش بیشتر دامنه، نوك بهرا کاهش می

گیرد، که باعث افزایش فرکانس غیرخطی نسبت به نیروهاي دافعه نیز قرار می
شود. افزایش بیشتر دامنه، فرکانس غیرخطی را به شدت فرکانس خطی می

با افزایش فاصله جدایی تعادلی بین نوك و دهد. با توجه به شکل، افزایش می
علت اینکه نوك تیر در فواصل زمانی بسیار کمتري در معرض ، بهDنمونه، 

- یابد، بهمیگیرد، پدیده فروجهش کاهش والس قرار میدرنیروهاي جاذبه وان
، بسیار ناچیز است.  Dطوري که مقدار این پدیده براي مقادیر بسیار بالاي 

ایی غیرخطی موثر سیستم در اثر تغییرات دامنه نوسان، براي تغییرات میر
نشان داده 3نه، در شکل مقادیر مختلف فاصله جدایی تعادلی بین نوك و نمو

شده است.
) پیدا است، اتلاف انرژي هنگامی وجود خواهد 3گونه که از رابطه (همان

عبارتی دیگر، داشت که نوك تیر در معرض نیروهاي دافعه قرار گیرد؛ یا به 
- فرکانس غیرخطی را بهاي نوك از سطح نمونه کمتر از فاصله فاصله لحظه

دهد. با توجه به شکل، با افزایش فاصله جدایی تعادلی بین شدت افزایش می
علت اینکه نوك تیر در فواصل زمانی بسیار کمتري در ، بهDنوك و نمونه، 

- می، پدیده فروجهش کاهش گیردوالس قرار میدرمعرض نیروهاي جاذبه وان
بسیار ناچیز Dطوري که مقدار این پدیده براي مقادیر بسیار بالاي یابد، به

تغییرات میرایی غیرخطی موثر سیستم در اثر تغییرات دامنه نوسان، است.
نشان 3براي مقادیر مختلف فاصله جدایی تعادلی بین نوك و نمونه، در شکل 

) پیدا است، اتلاف انرژي هنگامی3از رابطه (گونه که شده است. همانداده

خصوصیات هندسی تیرهاي میکروسکوپ نیرو اتمی دینامیکی جهت تحلیل 1جدول 
]17[رفتار ارتعاشاتی در مد متناوب

/(μm)ℎ	h(μm)b(μm)(μm)	نوع میکروتیر

میکرومچ 
NSC	35-C

1255/3201/2103

باجت 
Tap300DLC

1255/3202/4126

میکرومچ 
NSC	16

2255/377/62210

خصوصیات مکانیکی نمونه و پارامترهاي مورد نیاز جهت تحلیل2جدول 
مقدارواحدپارامتر

nm38/0
J19 -1096/2

∗GPa2/10
N. s/m3-1052/2
nN. s/m5/105

	
تغییرات فرکانس غیرخطی موثر با افزایش دامنه نوسان نوك براي مقادیر 1شکل 

مختلف فاصله جدایی تعادلی بین نوك و سطح نمونه

	
تغییرات فاکتور میرایی غیرخطی موثر با افزایش دامنه نوسان نوك براي 2شکل 

مقادیر مختلف فاصله جدایی تعادلی بین نوك و سطح نمونه

وجود خواهد داشت که نوك تیر در معرض نیروهاي دافعه قرار گیـرد؛ یـا بـه    
بـه  وجود خواهد داشت که نوك تیر در معرض نیروهاي دافعه قرار گیـرد؛ یـا  

اي نوك ازسطح نمونه کمتر از فاصله بین مولکـولی  عبارتی دیگر، فاصله لحظه
، تغییرات دامنه نوسان نوك، تـا قبـل از   3سطح باشد. از این رو، مطابق شکل 

قرارگیري نوك تیر در معرض نیروهاي دافعه، تـاثیري بـر میرایـی غیرخطـی     
اند میرایـی را افـزایش   توموثر نخواهد داشت، اما پس از آن، افزایش دامنه می

میرایـی  شـدت تغییـرات   پیدا است، افزایش 3طور که از شکل دهد. همان
دهد.غیرخطی موثر در اثر افزیش دامنه نوسان نوك را تا حدي کاهش می

براي بررسی تاثیر مکان قرارگیري نوك روي تیر، بر فرکانس و فاکتور میرایی 
نوك و تیرمعرف مکان اتصال بین=صورت غیرخطی موثر، پارامتري به

تاثیر مکان قرارگیـري نـوك روي تیـر را بـر     4شده است. شکل درنظر گرفته
-مورد بررسی قـرار مـی  تغییرات فرکانس غیر خطی نسبت به فرکانس خطی

دهد. مطابق شکل، افزایش فاصله بین نوك و سر آزاد تیر باعث کاهش تـاثیر  
، شود، چرا که بـا افـزایش   روي نوك تیر میوالس بردرنیروهاي جاذبه وان

شـود. همچنـین،   افت فرکانس غیرخطی نسبت به فرکانس خطی کمتـر مـی  
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و امیر پرغازهسوران حسنی فرد 6T-7075اي اتصال جوش اصطکاکی اغتشاشی مس و آلومینیم تخمین عمر خستگی و مسیر رشد ترك در آزمایش خمش چهار نقطه

	

1115شماره ،14، دوره 1393بهمنمهندسی مکانیک مدرس، 
	

افزایش فاصله بین نوك و سر آزاد تیر، از شدت افزایش فرکانس مـوثر در اثـر   
توان این گونه نتیجه گرفت کـه  طور کلی میکاهد. بهافزایش دامنه نوسان می

تواند حساسیت نـوك  مونتاژ دقیق نوك در انتهاي تیر میخطاي ناشی از عدم
سزایی در کاهش دقـت عملکـرد میکروسـکوپ    تبع آن، نقش بهرا کاهش و به

داشته باشد.
را بر روي فاکتور میرایی غیرخطی نیز تاثیر مکان تماس، 5شکل 

توان نتیجه گرفت که دهد. با توجه به این شکل، مینشان میموثر، 
بر روي فاکتور میرایی اثر چندانی نداشته و تنها باعث تغییرات پارامتر 

ازاي مقادیر بزرگتري از دامنه شده که افزایش ناگهانی فاکتور میرایی به 
نوسان روي دهد.

کوپل اصلاح شده و تیر کلاسیک، -، مقایسه دو تئوري تنش6در شکل 
، 1انس غیرخطی سه تیر مشخص شده در جدول بینی مقادیر فرکدر پیش

ذکر شده است، نسبت ضخامت 1طور که در جدول شود. همانمشاهده می
، 3تیر به پارامتر مقیاس طول براي تیرهاي شماره یک تا سه به ترتیب برابر با 

فرکانس خطی سیستم براساس تئوري تیر کلاسیک است. ωاست. 10و 6
کوپل اصلاح -کانس غیرخطی حاصل از تئوري تنش، مقادیر فر6مطابق شکل 

شده بیشتر از مقادیر متناظر حاصل از تئوري تیر کلاسیک است. بیشترین 
تر از فاصله جدایی اختلاف بین دو تئوري مذکور براي مقادیر دامنه نوسان کم

نانومتر درنظر گرفته شده است. با 5/7است که براي این نمودار تعادلی، 
منه نوسان بیشتر از این فاصله، اختلاف بین دو تئوري کاهش یافته افزایش دا

شود. افزایش تا اینکه براي یک مقدار بسیار بالاي دامنه، اختلاف صفر می
بیشتر از این حد دامنه در عمل ممکن نیست، زیرا که باعث تورفتگی نوك در 

کوپل -شود. با مقایسه بین نتایج حاصل از دو تئوري تنشسطح نمونه می
، نتیجه 1اصلاح شده و تیر کلاسیک براي سه تیر مشخص شده در جدول 

شود که درصد اختلاف بین دو تئوري براي تیر شماره یک که ضخامت آن می
توان این است، بسیار بیشتر است. می3در آن برابر ⁄ℎکمتر بوده و نسبت 

بینی یشگونه نتیجه گرفت که بیشترین تفاوت بین دو تئوري مذکور در پ
فرکانس غیرخطی، هنگامی است که نسبت ضخامت تیر به پارامتر مقیاس 
طول پایین بوده و دامنه نوسان کمتر از فاصله جدایی تعادلی است. لذا، براي 

بینی مقادیر کوپل اصلاح شده براي پیش- این حالت، استفاده از تئوري تنش
فرکانس غیرخطی، ضروري است.

	
تغییرات فرکانس غیرخطی موثر با افزایش دامنه نوسان نوك براي مقادیر 3شکل 

مختلف مکان اتصال

	
تغییرات فاکتور میرایی غیرخطی موثر با افزایش دامنه نوسان نوك براي 4شکل 

مقادیر مختلف مکان اتصال

	
اندازه فرکانس غیرخطی موثر با افزایش دامنه نوسانرفتار وابسته به 5شکل 

کوپل اصلاح شده در محاسبه - تفاوت دو تئوري تیرکلاسیک و تنش7شکل 
، این 6دهد. همانند شکل مقادیر فاکتور میرایی غیرخطی موثر را نشان می

دهنده این واقعیت است که هنگامی که ضخامت تیر نزدیک شکل نیز نشان
گیر است، اما قدري فاصله ل است، اختلاف دو تئوري چشمپارامتر مقیاس طو

طور که براي تیر نوع دوم و بین ضخامت تیر و پارامتر مقیاس طول، همان
دهد، که گیري کاهش میطور چشمسوم صادق است، اختلاف دو تئوري را به

ترتیب درصد اختلاف نسبی بین دوتئوري مذکور براي تیر اول، دوم و سوم به
است. با توجه به شکل مذکور، تغییرات دامنه 4/2و %6/6، %5/24حدود%در 

نوسان تاثیر بر اختلاف موجود بین دو تئوري ندارد. همچنین، با توجه به این 
جز در ضخامت، داراي ابعاد هندسی و خصوصیات که دو تیر اول و دوم به

- که بهتوان این نکته مهم را نتیجه گرفت مکانیکی یکسانی هستند، می
گیري در فاکتور میرایی طورکلی کاهش ضخامت تیر، باعث افزایش چشم

	شود.غیرخطی می

گیرينتیجه-5
گیري در این تحقیق، با استفاده از روش حل تئوري اغتشاشات و با بهره
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وسان فاکتور میرایی غیرخطی موثر با افزایش دامنه نرفتار وابسته به اندازه6شکل 
	
کوپل اصلاح شده، رفتار دینامیکی غیرخطی -روابط ساختاري تئوري تنشاز 

تیر میکروسکوپ نیرو اتمی مورد تحلیل قرار گرفت. با استفاده از روش 
هاي چندگانه، روابطی براي فرکانس غیرخطی و فاکتور میرایی مقیاس

علت اینکه صورت تابعی از پارامتر مقیاس طول ماده ارائه شد. بهغیرخطی به
طور دقیق در انتهاي میکروتیر وجود ندارد، در عمل امکان مونتاژ نوك تیر به

اي بسیار کوچک بین نوك و سر آزاد تیر وجود است که فاصلهفرض شده 
- داشته باشد. براي تحلیل رفتار ارتعاشاتی میکروتیر میکروسکوپ، از ویژگی

	1NSCچ هاي هندسی و مکانیکی سه نوع تیر مختلف میکروم 35-C باجت ،
2Tap300DLC و میکرومچNSC	 استفاده شد. /ℎهاي مختلف با نسبت16

درنظر گرفته شد. نتایج نشان HOPGهمچنین، ماده مورد نظر جهت روبش 
دروالسی، داد که با قرارگیري نوك میکروسکوپ در معرض نیروهاي جاذبه وان

تغییري در فاکتور شود، امافرکانس غیرخطی کمتر از فرکانس خطی می
آید، اما نیروهاي دافعه باعث افزایش وجود نمیمیرایی غیرخطی موثر به

گیر، هم در فرکانس غیرخطی نسبت به فرکانس خطی و هم در فاکتور چشم
ازاي تمامی مقادیر شوند. نتایج نشان داد که بهغیرخطی موثر میمیرایی

کوپل -توسط تئوري تنشدامنه نوسان، مقادیر فاکتور میرایی حاصل شده
دست آمده از تئوري تیر کلاسیک هاصلاح شده کمتر از مقادیر متناظر ب

مشاهده ،همچنین.استند. این شرایط براي فرکانس غیرخطی عکسهست
شد که با افزایش نسبت ضخامت تیر به پارامتر مقیاس طول ماده، اختلاف 

یابد. در اهش میکوپل اصلاح شده ک- بین دو تئوري تیر کلاسیک و تنش
تر از فاصله جدایی تعادلی، اختلاف بین دو تئوري مقادیر دامنه نوسان پایین

اما تغییرات دامنه نوسان است،بینی مقادیر فرکانس غیرخطی بیشتردر پیش
بینی مقادیر فاکتور میرایی نوك تاثیري بر اختلاف بین دو تئوري در پیش

بینی وت بین دو تئوري مذکور در پیشغیرخطی موثر ندارد. در حالتی که تفا
شود، استفاده از فرکانس غیرخطی و فاکتور میرایی غیرخطی موثر دیده می

کوپل اصلاح شده در تحلیل رفتار ارتعاشاتی تیر میکروسکوپ -تئوري تنش
نیرو اتمی ضروري است. نکته جالب توجه اینکه، فارغ از نوع تئوري استفاده 

گیري طور چشمضخامت تیر، میرایی را بهشده جهت تحلیل تیر، کاهش
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