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نانو يك غيرخطي آزاد ارتعاشات مبناصفحهي بر شكل مستطيلي

نانو گرحركت نظر در پيوسته محيط يك صورت به كه شصفحه فته
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e vibration of a Nanoplates rectangular has been inve
plate which is considered as a continuous system have

heory. Then, by definition a stress function and using

ar equation and a compatible equation. Using multip

l relations for first nonlinear natural frequency and no

relations have been studied for Graphen sheet in Arm
cal elasticity parameter on natural frequency have been
, Graphen.
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م-چكيده اين بررسيدر به قاله

حبدي.شد معادلات ابتدا منظور ن

كلاسيك استخراجهاورقتئوري

سازگاريغير معادله يك و خطي

غير اولطبيعي مود شكل و خطي

مط پارامترشالعهزيگزاگ اثر و ده

غيرمحل تئوري پارامتر اثر دهد مي

واژگان غيرخطي،:كليد ارتعاشات

ed nanoplate

estigated. For this purpose,
been derived using Hamil-

Galerkin method the equa-

ple time scale method this

onlinear mode shaped have

mchair and Zigzag structure
n investigated.

مقدمه-1

بو كوچك دليل به نانوصفحات
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الكترومكانيكي].1[است رفتارهاي بودن دارا دليل اينبه گونه،
ارتعاش در را ميساختارها بكار الكترومكانيكي هاي برندكننده

تحليل].2[ اهميت كاربرد، ديناميكيهمين عاشاتيارت-هاي
ميهاورقنانو آشكارتر .دكنرا

فاد و نانوصفحه]3[يكارپرادهان خطي آزاد هايارتعاشات
دوتك و ايلايه تكيهلايه روي بر كه را كلاسيك هايگاهزوتروپ

قرارگرفته اساده استفاده با بررسياند غيرمحلي الاستيسيته ز
همكاران.اندكرده و نانوارتعاش]4[وانگ خطي آزاد يهاورقات
تكيهچند روي بر كه را ايزوتروپ بسترهايگاهلايه و ساده

گرفته قرار برالاستيك توجهاند، با و محلي الاستيسيته مبناي
كلاسيك فرضيات نقدآباديبِ.اندهكردمطالعههاورقبه و هفر

نظريه]5[ پيرو كه نانوصفحاتي خطي و آزاد ارتعاشات نيز
وهاورقكلاسيك داشته قرار الاستيك بستري روي بر و بوده
كردهرفتارها بررسي دارند، اَنيزوتروپ وجمعه.انديي زاده
ايزوتروپ]6[سعيدي ساختارهاي نانو آزاد خطي راارتعاشات

قرارداده بررسي مورد عام صورت ايشانتحليل.اندبه هاي
نهايتبر در كه بوده استوار غيرمحلي الاستيسيته تئوري مبناي

ب را خود نانونتايج لايههايورقراي تك و بركلاسيك كه اي
تكيه دارند،گاهروي قرار ساده بردههاي و.اندبكار انصاري
چند]7[همكاران نانوصفحات خطي آزاد برارتعاشات را لايه
ت كردهمبناي بررسي محلي الاستيسيته فرض.اندئوري ايشان
نانوكرده كه موردهاورقاند بستريي روي بر قرارنظر الاستيك

و باشند فرضياتسازيمدلداشته به توجه با را خود ورق
����
دا1 آدهيكاري.انددهانجام و آزاد]8[مورمو ارتعاشات
تكيهيهاورقنانوخطي براي را كلاسيك و سادهايزوتروپ گاه

تحليل و برتحليل.اندهكردتجزيه آنها تئوريهاي مبناي
مي استوار غيرمحلي همكارانملك.باشدالاستيسيته و ]9[زاده

تكنانوصفحه برهاي را چهارضلعي اُرتوتروپ تئوريملايه بناي
فرضيات گرفتن نظر در با و غيرمحلي كه����الاستيسيته

تكيه انواع ميگاهداراي بررسيها و.اندهكردباشند، انصاري
گرافينيكسازيمدلبا]10[همكاران بهتك2صفحه لايه
دينا مسأكمك خطي طبيعي فركانس مولكولي درميك را له

محاسبه گيردار و ساده مرزي شرايط فرض.ندكردحالت آنها
كهكرده كلاسيكهاورقاند تئوري پيرو مطالعه مورد هاورقي
همكاران.باشند و ارتعاشات]11[وانگ بر را دما تغيير تأثير

1. First-order shear deformation plate theory

2. Graphen

نانو خطي دوهاورقآزاد الاستيسيتهي پيرو كه ايزوتروپي لايه
مطا باشند، مي همكاران.اندهكردلعهغيرمحلي و ]12[مهدوي

كلاسيك فرضيات به توجه تئوريهاورقبا گرفتن نظر در با و
نانوصف خطي آزاد ارتعاشات محلي، ايزوتروپيالاستيسيته حات

تكيه روي بر كه باگاهرا و دارند قرار ساده پليمريهاي محيطي
مي ارتباط بررسيدر عاشاتارت]13[يانيك.اندهكردباشند،
نانوصفحه تكيهخطي روي بر كه ايزوتروپ سادهاي گاهي

مي بررسي را است ارتعاشات.كندقرارگرفته ايشان مطالعات در
ي حركت اثر پاسخدر كه آيد مي بوجود ذره نانو بدستك هاي

الاست تئوري مبناي بر ميآمده استوار غيرمحلي .باشديسيته

آيدوقدو و آارتع]14[آكسنسر نانواشات اجباري يهاورقزاد
تكيهتك روي بر كه ايزوتروپي داشتهگاهلايه قرار ساده هاي

كلاسيك فرضيات به توجه با را نظريههاورقباشند و
مطالعه غيرمحلي پرادهان.اندهكردالاستيسيته و ]15[مورمو

صفحهارتعاشا داخل خطي آزاد نانوت پيرويهاورقاي كه ي
غيرمحل ميالاستيسيته تكيهي روي بر و سادهگاهباشند هاي

مي بررسي را دارند .كنندقرار

سعيديجمعه و آز]16[زاده غيرخطيارتعاشات اد
تك ايزوتروپ غيرمحلينانوصفحات الاستيسيته پيرو كه را لايه

درنظرمي با كلاسيكباشند فرضيات وهاورقگرفتن تجزيه
همكاران.اندهكردتحليل و غيرخطيار]17[شن آزاد تعاشات

تك درنظرنانوصفحات با را آُرتوتروپ تئوريلايه گرفتن
درهاورقكلاسيك غيرمحلي، الاستيسيته نظريه باو محيطي

كرده بررسي متغير، آزاد]18[شن.انددماي ارتعاشات بر علاوه
تكغيرخطي نانوصفحات كمانش بالايه، محيطي در كه اي

مي متغير كلاسيكباشنددماي نظريه به توجه با وهاورقرا
مطالعه غيرمحلي استكردالاستيسيته كرده.ه فرض اندايشان

مورد نانوصفحه بكه اُرتوتروپ بسترينظر روي بر و وده
قرار باشدالاستيك همكاران.گرفته و ارتعاشات]19[هي

بررسي را كلاسيكي و ايزوتروپ نانوصفحات غيرخطي اجباري
كهكرده تكيهاند روي دارندگاهبر قرار ساده نظريههاي پيرو و

مي محلي .باشندالاستيسيته

مقاله اين نانوصفحهارتدر آزاد شكلايعاشات برمستطيل
كلاسيك تئوري ازهاورقاساس استفاده با ظريهنو
غيرمحلي خواهدالاستيسيته معادلات.شدبررسي ابتدا در

غيرخطيحرك نانوت خواهدهبصفحهاين بدست هميلتون روش
گالركين.آمد روش از استفاده با آمده بدست معادلات وسپس
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تنش تابع يك فرض تبديلبا معمولي ديفرانسيل معادلات به

نهايت در و شد ازخواهد استفاده با معادله اين تقريبي حل با

مقياس روروش چندگانه زماني فركانسهاي جهت تحليلي ابط

غير خواهدخطيطبيعي نتايج.آمدبدست نيز آخر بدستدر

برا مطالعهآمده گرافين شدي پارامترهخواهند اثر مختلفو اي

غير طبيعي فركانس شدبر خواهد تحقيق .خطي

مسأ-2 حركتبيان معادلات و له

كه آنجا مقسازهاز در نانولولههاي مانند نانو نانوياس و هاورقها

مولكول از موادكه شدههاي شبكساخته ساختاري داراي ايهاند

از،هستند بسياري برايدر مولكولي ديناميك روش از تحقيقات

مكا خواص ميبيان استفاده آنها ديناميكي و در.شوندنيكي اما

نانو تحقيق صورتاين به پيوستهورق محيط سازيمدليك

بن و است درنظرشده و بهتر تقريب منظور به اثرابراين گرفتن

مقياس در كه مولكولي بين قابنيروهاي اثر كوچك بسيار لهاي

پيوسته محيط مكانيك و الاستيسيته خواص در توجهي

الاستيسمي تئوري از غيرگذارد ايته توسط كه ارايمحلي هرينگن

استشد مناسب نانو ابعاد با پيوسته ساختارهاي براي و است ه

است شده .استفاده

به غيرمحلي و محلي تنش بين روابط تئوري اين اساس بر

مي)1(صورت ]:20[دشوبيان

)1(�� � �������� � ���
رابطه اين غير���در محلي���محلي،تنش پارامتر�وتنش

مي غيرمحلي شكلمثبت به كه مي)2(باشد ]:21[دشوتعريف

)2(� � ���
آن در داخلي�كه طول پيوند(مشخصه طول 	مانند � در 	

نانوصفحهنانولوله و كربنيها بي��و)هاي بعديضريب

مامي كاركرد شرايط و جنس به بستگي آن مقدار كه دهباشد

دارد بررسي نقطه.مورد اساسجابجايي بر ورق از تئورياي

صورتهاورقلاسيكك .]22[است)3(به

)3(

��	


 �
 �� � ���	


 �� � ������	


 �
 �� � ��	


 �� � �������	


 �
 �� � ���	


 ��
آنكه نقطه�و،�در جابجايي ترتيب ورقبه از دلخواه اي

ترتيب راستايبه 
�در

 نيز��و�،��همچنين.است	

نقا جابجايي ترتيب واقعبه راستاهايط در مياني صفحه بر

است .مذكور

شما نانوشكل بررتيك مورد شكلصفحه در داده1سي نشان

است ترتي�و��،��كهشده ضخامتبه و عرض طول، ب

مينانو .باشندورق

غير جابجايي كرنش كلاسيكروابط تئوري اساس بر خطي

صورتهاورق .]23[است)4(به

)4(

�� � �� � ������ 
 �� � �� � ������
��� � ���� � �������
 �� � ��� � ��� � �

رابطه تعاريف)4(در است)5(از شده .استفاده

�� � ���� � �


�������
 �� � ��� �

�


�������

)5(��� �
�


����� � ��� ����������

نانو يك كرنشبراي و تنش بين رابطه كلاسيك برورق

غير تئوري رابطهاساس اساس بر و رابطه)1(محلي شكل به

��.]24[باشدمي)6( � ������������ �� �����
�

��
� � �� �

� � �� � �

� �
	

�
�� � ��� ��� �� �����

)6(

جايگذاري انتگرال)6(در)5(و)4(با حاصلو رابطه گيري

بازه�حسببر بر ���و ⁄ 
 � ⁄ و،� نيروها روابط

صورت به جابجايي حسب بر داخلي )8(و)7(گشتاورهاي

آمد خواهد ��.بدست � ������������ �� �����
�

��
� � �� �� � �� � �

� � � � �� ��� �� �����
)7(�� � ������������ �� �����

� �� �� � �� � �

� � � � �� ������ ����� �������
)8(� � �� ��� � صفحه⁄��� خمشي .باشدميصلبيت

مي	�صفحه1شكل مياني صفحه بر باشدواقع
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روابط در كه است ذكر تعاريف)8(و)7(شايان )9(از

است شده :استفاده

��� 
�� 
���� �  ���
 �� 
 ����

 �⁄

�
 �⁄

!�

)9(���
�� 
���� �  � ��� 
 �� 
 ����


 �⁄

�
 �⁄

!�
استفا هبا اصل از حركتده معادلات وميلتون رقيك

تئوري اساس بر شكل روابطبصوركلاسيكمستطيل تا)10(ت

مي)12( ]:25[شودنوشته

)10(�"��#� ����� ������ � �

)11(�"�#� ����� ������ � �

)12(

�"��# ����
��
� �"��# ����

��
� "��# � ������

������� ������ � ������� ����������� � ������� ���������
��
� �

تعاريف از آن در است)13(كه شده :استفاده

)13($"�
 "�% �  &$�
 ��%
 �⁄

�� �⁄

!�
مرزي جدولمختلفشرايط است1در .آمده

تنش رابطه'تابع صورت مي)14(به .دشوتعريف

)14($�� �� ���% � $'��� '
��� �'

���%
حركتمي معادلات يك)12(و)11(،)10(توان به را

تنش تابع كه سازگاري معادله يك و جزيي ديفرانسيل معادله

روابط شكل به كند صدق آن در داد)16(و)15(بايد كاهش

]25،26[.

ورق1جدول يك غيرخطي ارتعاش براي مرزي شرايط انواع

]24[كلاسيك

مرزينوعمرز شرط

� � ��
يا

0� �

1�� � � يا ��� � �

2��� � � يا ��� � �

3
��	
 ��� ���	��� � ���	��� ����� �

������ � � يا �	� � �

4
������ � � يا �� � �

� � يا��

0� �

1��� � � يا ��� � �

2��� � � يا �� � �

3
���	
 ��� ���	��� ����	��� ����� �

������ � يا� �	� � �

4�� � � يا ��	��� � �

���1هاگوشه � � يا �	� � �

���� � �� � ���������� ��"��# � ������'���
)15(������'��� ������'��� � )�

�' � ��������' � �� *�������� �����������+
)16(

سازگ رابطه غيرخطيبرخلاف ارتعاش براي تاكنون كه اري

استنوصفحهنا آمده بدست پارامتر]17،18[ها رابطه اين در ،

لحاظ نيز رابطه)16(و)15(روابط.استهشدغيرمحلي ايدو

بر براي كه نانوهستند يك غيرخطي ارتعاش رفتار ورقرسي

شد خواهند برده بكار از.كلاسيك مجهول متغيرهاي كه آنجا از

��،پيدا'و��به��و� ميكردهتقليل شرايطتواناند

را نوشتبرمرزي جديد متغير دو اين كه.حسب آنجايي دراز

حاضر تكيهتحقيق روي بر نظر مورد قرارنانوورق ساده هاي گاه

مرزهاي،دارد در 	بنابراين � 	و � � رابطه��

�� � �� � جدول4و3حالت( � مرزهاي)1از در و


 � 
و � � ��رابطه�� � �� � از4و3لتحا( �

مي)1جدول .باشندبرقرار

علت به بودنهمچنين گوشهساده براي مرزي، هايشرايط

رابطه ��ورق � مي � مانده.باشدصادق باقي شرايط ديگر

دا مرزي شرايط به صفحهمربوط ميخل ادامهاي براي كه باشند

شرايط محاسبات، انتخاب)20(تا)17(روند نمونه عنوان به

شد :خواهند

مرزهاي 	براي � 	و � � ��:

)17(�� � '
��� � �

� � '
��� � ������,'����� � �� � ��'

�����- � �

)18(

مرزهايو 
براي � 
و � � ��:

�� � '
��� � ������,�� � ��'

����� � '
�����- � � 

)19(

)20(�� � '
��� � �

مطابق بعد، بي متغيرهاي محاسبات روند ادامه )21(جهت

مي .ندشوتعريف

. � /����0
�


 1 � / ���0
�


 2 �
3�������
��� 


	4 � 3	�� 
 
4 � 3
�� 
 �5� �
����
��




'6 � ������ � ���'
��� 
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)21(�̃ � 3������ 8 �
�&�� � ��� � 3�����8

�&� 


م ورق تعاريف اين ابعادوردبا با مربعي به نگاشته3نظر

جايگذاري.شودمي روابط)21(با رابطه،)16(و)15(در

بي حركت معادله و ترتيبسازگاري به شده روابطبعد بصورت

آمددر)23(و)22( ���������6'.خواهند � .'6��������� � .�'6��������� � 2�.�	'6�������������
��'6������������� � �.'6������������� � .�'6��������������
��.�� � ��� *�������� �����������+

)22(�5���������� � .�5���������� � .��5���������� � ��# �
�2�.�	�5# ������ ��5# �������� 1.,�5������'6�����

��5������'6����� ��5������'6����� � 2�9	 � 9� �9���
)23(

شدهپيوستدر��و��،	� .اندآورده

بعدشرايط بدون حالت در رابطهمرزي .باشدمي)24(بصورت

)24(

��5�������� � ��5������������� � �
��5�������� � ��5������������� � �

مرزهايهمچنين 4	براي � �
 	4 � 3:

)25('6����� � �

)26('6����� � 2,.�	'6��������� � �� � ��'6��������� - � �

مرزهايو 4
براي � �

4 � 3:

)27('6����� � 2,�� � ��.�	'6��������� � '6��������� - � �

)28('6����� � �

معادلات-3 به جزيي ديفرانسيل معادلات تبديل

معمولي ديفرانسيل

ديفرانسيل معادلات حل شرايط)23(و)22(براي به توجه با

مي)28(تا)24(مرزي روابط، پيشنهاد)30(و)29(توان را

:داد

)29(

'6�	4

4
 �̃�
� : :;����̃� ����<	4� ����=
4���

��	

��

��	

)30(�5��	4

4
 �̃� � >		��̃� ����	4� ����
4�
حسب		<و��;،)30(و)29(در بر نامعلوم ̃�توابعي
در.باشندمي معادله دو اين دادن قرار از)22(با استفاده و

بين رابطه گالركين، رابطه		<و��;روش شكل در)31(به

;.آمدخواهد
��
(��) � ���.(� � ��)(��?�)
� {3�@?(@� � �)(?� � �)(@� 	 .?�)�

� [� 	
�

�
(@� 	 .?�)]}��� >

��

�(��)(@�?� � �@� � �?�)
� {3�@?(@� � �)(?� � �)(@� 	 .?�)�
� [� 	

�

�
(@� 	 .?�)]}��>

��

�(��)

@)الف-31( ? � $	|	 � B � �
B � �%
�;)ب-31(���̃� � � @
 ?$	|	 � B
B � �%

دادن قرار با بهره)23(در)30(و)29(همچنين ازو گيري

به توجه با گالركين، رابطه)31(روش شد)32(، خواهد .منتج

)32(>		�� �C5		�>		 � 1D>		�
تعاريف از آن در است)34(و)33(كه شده .استفاده

)33(C5		� � �� � .���� � 2.�	�� � .���	D � ����.�� � ���,3�. � 2�� � .��-�	 

� � �<�=� � <� � =��
�� ��������

�

� �<=�<� � ����=� � ����<� � .=���
� �. � 2�<� � .=��	
��
� ��<=����<� � =� � 2.�� �
� ��� � .��<� � =� �<�=���< � .=�-�
�2=�.<��	�.�<� � =��� <��
�2<�.=��	�<� � =� � .=��
�<=�� � 2.�	�� �<� � . � .=���%� )34(

يكبدين حركت معادلات پاسخنانوترتيب يافتن مسأله به ورق،

كرد پيدا تقليل سه مرتبه غيرخطي معادله .يك

غيرارتعاشا-4 آزاد خطيت

ب اين نانودر يك غيرخطي آزاد ارتعاشات كلاسيكخش ورق

شد خواهد رابطه.بررسي منظور متغيرهاي)32(بدين روش به

چندگانه خواهد]27[زماني مطابق.شدحل تعاريفي ابتدا

مي)35( گرفته نظر .شوددر

)35(E6! � 1! �̃ 
 �F! � G"#� B � $�
 �
 %
مجهول تابع صورت		�و شود)36(به مي داده �̃��		<.بسط 1� � >		��E6�
E6	
E6��� 1>			�E6�
E6	
E6��

)36(�1�>		��E6�
E6	
E6��� H�1��
به توجه رابطه،)35(با توان كرد)37(مي استنتاج .را

)37(
!�!�̃� � �F�� � 1�F��F	 � 1� I�F	� � �F��F�J
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دادن قرار قرار)32(در)37(و)36(با برابر از پس دادنو

سه�1و	1�،1ضرايب آمده، بوجود تساوي طرف دو در

شد)40(تا)38(معادله خواهد .حاصل

)38(�F��>		� �C5		�>		� � �ضريب��1
�F��>			 �C5		�>			 � ��F��F	>		�1	ضريب�

)39(�D>		��
�F��>		� �C5		�>		� � ��F	�>		�1ضريب��

��F��F�>		� � �F��F	>			
��D>		��>			 )40(

مي)38(پاسخ بصورترا .نوشت)41(توان

)41(
>		� � K�E6	
E6������LC5		E6��

�K̅�E6	
E6�������LC5		E6��
آن در حسبKكه بر مجهول و مختلط و�E6و	E6تابعي بوده

K̅مي آن مختلط جايگذاري.باشدمزدوج )39(در)41(با

آمد)42(رابطه خواهد .بدست

�F��>			 �C5		�>			 � /�LC5		 GK
GE6	 � �DK�K̅0

� ����LC5		E6��� DK������LC5		E6��� NN
)42(

رابطه اين ميبNNدر مختلط مزدوج حذف.باشديانگر جهت

منفرد ميجملات پاسخ بودن غيرتناوبي باعث بايدشوكه ند،

�ضرايب���LC5�E6شود�� داده قرار صفر با .برابر

)43(�LC5		 GK
GE6	 � �DK�K̅ � �

Kمي نماييرا بصورت قطبيتوان مختصات در :نوشتو

)44(K�E6	
E6�� � �


O4�E6	
E6�����,L�4�E6	
E6��-

آن در متغيرهاي�4وO4كه حسب بر مجهول و حقيقي توابعي

E6	وE6جايگذاري.باشندمي� قرار)43(در)44(با برابر دادنو

حقيقي روابطمقادير آمده، بدست معادله مختلط تا)45(و

مي)46( .دشونتيجه

)45(C5		O4�4�"#	 � �

$
DO4� � �

)46(�C5		O4�"#	 � �

معادلات معادلات)46(و)45(پاسخ )48(و)47(بصورت

.باشدمي

)47(O4 � O4�E6��
)48(�4 � �

�

$
DE6	O4�C5		�	 �P�E6��

آن در حسبPكه بر مجهول و حقيقي .باشدمي�E6تابعي

پاسخمياينبنابر به			<توان توجه با شكل)42(و)44(را به

.نوشت)49(رابطه

)49(>			 � �
	

$
DK�C5		�������LC5		E6��� NN

ترتيب همين رابطهبه از استفاده با رابطهمي)40(و توان

آورد)50( بدست .را

>		� � �
�

��
DK�C5		����LK�"#	

� DK�K̅C5		�	�
� �����LC5		E6��� �

�
D�K�C5		��

)50(� ���� LC5		E6��� NN
جايگذاري تبديل)36(در)50(و)49(،)41(با نمايشو

به حقيقيمختلط تابعميصورت شكل		<توان به )51(را

.نوشت

>		��̃� � N	 Q!"��CR�̃ � N��� D1N	�
�C5		�

� S� � �/ D1N	�
�C5		�0T � !"���CR�̃ � �N��

)51(�/ D1N	�
�C5		�0

�

!"�� CR�̃ �  N��U
رابطه تعاريف)51(در است)52(از شده .استفاده

)52(CR � C5		 � �D1N	�
#C5		 �

� D�1�N	
 �C5		�

رابطه غيرخطيCR،)52(در طبيعي ميفركانس .شودناميده

از استفاده به)52(با غيرخطي فركانس نسبت توان مي

را خطي صورتفركانس آورد)53(به .بدست

)53(
CRC5		 � � � �/ D1N	�

�C5		�0� ��/ D1N	�
�C5		�0

�

ديگر طرف بهاز توجه مي)30(با كهملاحظه گردد

مقدار مكان�5�بيشترين 4	در � 
4 � 3 ورق(⁄ )مركز

مي روابطصورت مطابق بنابراين و رابطه)51(و)21(پذيرد ،

مي)54( �R�.دشونتيجه

�
� V√1�5� I	�3
 	�3
 �̃J � √1�		��̃�
� √1N	$!"���X�� D1N	�

�C5		�
� S� � �/ D1N	�

�C5		�0T !"����X�
)54(�/ D1N	�

�C5		�0
�

!"�� �X�U
رابطه تعاريف)54(در است)55(از شده .استفاده

)55(�R� � �� I	���
 	��� 
 �J 
 �X � CR�̃ � N�
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رابطه حقيقت جابج)50(در حوزهتابع در نانوورق، مركز ايي

ب.استزماني مورد نانوصفحه كه آنجا نظريهاز پيرو ررسي

تعريف،باشدميهاورقكلاسيك طبق �بنابراين $ � ��⁄ %

� روابط⁄� به توجه با كه رابطهمي)35(است به توان

.رسيد)56(

)56(� $ √1 %
	

��

رابطه مي)54(بنابراين مطابقرا قبولي قابل تقريب با توان

رابطه .نوشت)57(با

)57(
�R�

�
� √1N	 !"���X�� H I1


�J
با برابر رابطه اين تناوب دوره كه آنجا نتيجة،است3از

بود)58( نخواهد انتظار از .دور

)58(|N	| � |��R���%�|
�√1

رابطه مقدار�%���R��)58(در بيشينه منزله .است�R�به

جايگذاري غيرخطي،)53(و)52(در)58(با طبيعي فركانس

فركانس نسبت حسبو بر �%���R��ها ترتيب⁄� بصورتبه

بودنخواه)60(و)59(روابط .د

)59(

CR � C5		 Y� � � � D
�C5		� /��R��&'(

�
0��

��� � D
�C5		� /��R��&'(

�
0���Z

CRC5		 � � � � � D
�C5		� /��R��&'(

�
0��

)60(��� � D
�C5		� /��R���%�

�
0���

رابطه حقيقت فركانسرابطهبيانگر)59(در براي تقريبي اي

غيرخطي نانواصلي بايك الاستيسيتهورق، تئوري از استفاده

ميغير .باشدمحلي

كاربردي-5 مثال

گرافين-5-1 خطي ارتعاشات

از كه مي)48(همچنان خطيدشوملاحظه طبيعي فركانس

نانو يك برارتعاش علاوه به.ورق وابسته2، اين.باشدميهم

شكل در مي2وابستگي ملاحظه وضوح كهگونههب،دشوبه اي

صفحه		C5كانتورهاي �.در شدهنشان2 ايناز.اندداده

مي عرضنمودار خاص، نانوصفحه يك براي اگر كه دريافت توان

طبيعي فركانس آنگاه يابد افزايش آن طول و باشد ثابت ورق

يافت خواهد افزايش نيز آن بههمچني.خطي طول نسبت اگر ن

نانو دو خطيعرض طبيعي فركانس آنگاه باشند يكسان ورق

نانوبيشتر، به مقمتعلق كه بود خواهد �����دارورقي
باشدبزرگ داشته گرافين.تري نوع دو فيزيكي مشخصات

زيگزاگ و تكيهآرمچِير روي بر گرفته درگاهقرار ساده هاي

مي2جدول مي].10[گرددملاحظه جدول اين به توجه توانبا

روابط در موجود اندازه)49(و)48(مقادير براي مختلفرا هاي

جدول در و كرده محاسبه گرافين كرد3انواع .گردآوري

صفحه���كانتورهاي2شكل �در � �

β

µ
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تكيه2جدول روي بر گرفته قرار گرافين فيزيكي سادهگاهمشخصات ]10[هاي

يانگ �����مدول پوآسون ضريب ���چگالي ��⁄ � ��	�ضخامت �����
�)�

18-10�( گرافين نوع

1 16/0 2250 34/0 34/1 آرمچِير

1 16/0 2250 34/0 41/1 زيگزاگ

بي3جدول هاي داخل.بعدثابت غيراعداد الاستيسيته به مربوط باشندميمحليپرانتز

51020406080100

آرمچِير

1� 


�
5290/0

)0(

1323/0

)0(

0331/0

)0(

0083/0

)0(

0037/0

)0(

0021/0

)0(

0013/0

)0(

�
2672/1-

)7912/1-(

6661/1-

)7912/1-(

7622/1-

)7912/1-(

7837/1-

)7912/1-(

7878/1-

)7912/1-(

7893/1-

)7912/1-(

7899/1-

)7912/1-(

4� 


�
5290/0

)0(

1323/0

)0(

0331/0

)0(

0083/0

)0(

0037/0

)0(

0021/0

)0(

0013/0

)0(

�
8793/3-

)7961/4-(

6022/4-

)7961/4-(

7523/4-

)7961/4-(

7852/4-

)7961/4-(

7912/4-

)7961/4-(

7933/4-

)7961/4-(

7943/4-

)7961/4-(

9� 


�
5290/0

)0(

1323/0

)0(

0331/0

)0(

0083/0

)0(

0037/0

)0(

0021/0

)0(

0013/0

)0(

�
5494/5-

)5647/6-(

3997/6-

)5647/6-(

5357/6-

)5647/6-(

5581/6-

)5647/6-(

5619/6-

)5647/6-(

5631/6-

)5647/6-(

5637/6-

)5647/6-(

زيگزاگ

1� 


�
5566/0

)0(

1392/0

)0(

0348/0

)0(

0087/0

)0(

0039/0

)0(
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)0(
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)0(

�
2441/1-

)7912/1-(

6588/1-

)7912/1-(

7607/1-

)7912/1-(

7833/1-

)7912/1-(

7876/1-

)7912/1-(

7892/1-

)7912/1-(

7899/1-

)7912/1-(

4� 


�
5566/0

)0(

1392/0

)0(

0348/0

)0(

0087/0

)0(

0039/0

)0(

0022/0

)0(

0014/0

)0(

�
8312/3-

)7961/4-(

5906/4-

)7961/4-(

7500/4-

)7961/4-(

7846/4-

)7961/4-(

7909/4-

)7961/4-(

7932/4-

)7961/4-(

7942/4-

)7961/4-(

9� 


�
5566/0

)0(

1392/0

)0(

0348/0

)0(

0087/0

)0(

0039/0

)0(

0022/0

)0(

0014/0

)0(

�
48885/5-

)5647/6-(

3879/6-

)5647/6-(

5340/6-

)5647/6-(

5578/6-

)5647/6-(

5617/6-

)5647/6-(

5630/6-

)5647/6-(

5637/6-

)5647/6-(

جدول فركانسمقايسه4در بين خطياي طبيعي هاي

رابطه از آمده است)48(بدست گرفته جدول.صورت اين از

كوچكمي نانوورق ابعاد هرچه كه دريافت لزومتوان باشد تر

پررنگ غيرمحلي الاستيسيته از مياستفاده حقيقت.نمايدتر در

مي كاهش پيوسته محيط سيستم ابعاد اهرچقدر ثريابد،

به نسبت مولكولي بين نيروهاي و سطحي كشش نيروهاي

تنش از منتجه لنگرهاي و شكلنيروها تغيير از ناشي هاي

مي هندسي.يابدافزايش پارامتر معرفي با غيرمحلي تئوري

تنش ارتباط و نيروهايمربوطه اثرات محلي، و غيرمحلي هاي

مي لحاظ محلي تنشهاي در را مولكولي باعثاي.نمايدبين امر ن

پيدامي تفاوت غيرمحلي و محلي تئوري از حاصل نتايج شود

مشهودتر نانوساختارها ابعاد كاهش با تفاوت اين كه كند

به.شودمي توجه فركانس)47(و)35(با بين هايرابطه

بي خطي رابطهطبيعي شكل به بعددار و .باشدمي)61(بعد

)61(C) �
3�
���8

�
�&�� � ���C5		�&'�
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آن در مي(Cكه بعددار خطي طبيعي توجه.باشدفركانس با

فركانس رابطه اين جدولبه از تئوري4هايي مبناي بر كه

آمده بدست غيرمحلي جدولالاستيسيته در بنديدسته5اند،

كوچك.اندشده ورق اندازه چه هر كه است ذكر شود،شايان تر

به متناظر بعددار خطي طبيعي بزرگفركانس خواهدمراتب تر

جدول.شد تحقيقاتمقايسه6در از آمده بدست نتايج بين اي

شده]10[گذشته انجام مولكولي ديناميك از استفاده با كه

است گرفته مي.صورت مشاهده جدول اين به توجه دشوبا

انطباق غيرمحلي تئوري و تحليلي حل از آمده بدست نتايج

ديناميك روش با خوبي زيگزاكخيلي حالت دو هر در مولكولي

دارد آرمچير تحليلي.و رابطه بسيارمي)33(بنابراين نتايج تواند

نمايد عرضه را .خوبي

گرافين-5-2 غيرخطي آزاد ارتعاشات

يك3شكل غيرخطي طبيعي فركانس تغييرات به مربوط

مختلفآرمچِيرگرافينِ مقادير مقابل �R��در
�
�%� �⁄

جداول.باشدمي به توجه با شكل اين رابطه2،3نمودارهاي و

شده)59( .اندترسيم

فركانس4جدول بين بيمقايسه خطي طبيعي بعدهاي

	��	
�

51020406080100

آرمچِير

1� 


غيرمحلي 3941/17786/19370/19837/19927/19959/19974/1الاستيسيته

محلي 2222222الاستيسيته

خطا 3/301/112/38/04/02/01/0درصد

4� 


غيرمحلي 8793/36318/48998/49744/49886/49936/49959/4الاستيسيته

محلي 5555555الاستيسيته

خطا 4/224/70/25/02/01/01/0درصد

9� 


غيرمحلي 9360/73374/98212/99544/99797/99885/99927/9الاستيسيته

محلي 10101010101010الاستيسيته

خطا 6/206/68/15/02/01/01/0درصد

زيگزاگ

1� 


غيرمحلي 3758/17689/19339/19828/19923/19957/19972/1الاستيسيته

محلي 2222222الاستيسيته

خطا 2/316/113/39/04/02/01/0درصد

4� 


غيرمحلي 8396/36147/48947/49730/49880/49932/49957/4الاستيسيته

محلي 5555555الاستيسيته

خطا 2/237/71/25/02/01/01/0درصد

9� 


غيرمحلي 8604/73064/98121/99520/99786/99879/99923/9الاستيسيته

محلي 10101010101010الاستيسيته

خطا 4/219/69/15/02/01/01/0درصد

حسبفركانس5جدول بر غيرمحلي بعددار خطي طبيعي ���هاي

	��	
�

51020406080100

آرمچِير

1� 
6172/1835623/589446/150822/48226/10268/16577/0

4� 
7318/1271237/380833/105592/21407/16423/04112/0

9� 
1366/1161613/349828/82761/20142/15710/03656/0

زيگزاگ

1� 
2002/1812449/589188/150805/48222/10267/16576/0

4� 
4242/1269868/370729/105585/21405/16422/04112/0

9� 
0297/1150475/349745/82756/20141/15710/03656/0
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محققان6جدول ساير و حاضر تحقيق از نتايج مقايسه

ابعاد

)nm(نانوورق

(� 
 )1

گرافين خطي طبيعي فركانس

ديناميك(زيگزاگ طريق از

[مولكولي (10[

خطي طبيعي فركانس

زيگزاگ گرافين

حاضر( )تحقيق

خطي طبيعي گرافينفركانس

ديناميك(آرمچير طريق از

]10[)مولكولي

خطي طبيعي فركانس

آرمچير گرافين

حاضر( )تحقيق

107725/582449/585014/595623/58

204593/169188/158141/159446/15

402608/40805/41017/40822/4

)پ()ب()الف(

بيفركانس3شكل غيرخطيهاي الفآرمچِيريبعد داراي �9-كه ب� ،-4� پ� �1-و باشدمي�

منحني كه است ذكر خطشايان خطهاي و ترتيبچين به پر

و محلي الاستيسيته از آمده بدست اطلاعات دهنده نشان

مي مي.باشندغيرمحلي ملاحظه كه كههمچنان حالتي در شود،

هاي تئوري از حاصل نتايج بين است، كوچك ورق اندازه

تفاوت غيرمحلي و محلي ميالاستيسيته ديده زيادي .ودشهاي

دقيق تحليل براي غيرمحلي تئوري از استفاده لزوم تربنابراين

مي ديده خوبي به اينجا در نانوورق آزاد توجه.شودارتعاشات با

مي ديده شكل اين غيرمحليبه غيرخطيِ فركانسهاي كه شود

كوچك محليمقداري روش از كه دارند مشابهي فركانس از تر

باشند آمده مي.بدست افزايشتوهمچنين با كه دريافت ان

منظر فركانس�.�ضريب مي، افزايش غيرخطي به.يابندهاي

ازاي به ديگر �R��عبارتي
�
�%� فركانس⁄� بيشترثابت، هاي

بزرگ مقادير ازدر مي.تري كه.دهندروي است ذكر شايان

مقدار چه �R��هر
�
�%� هر⁄� ديگر عبارتي به باشد، بيشتر

بزرگ نانوورق به شده اعمال اوليه جابجايي فركانسچه باشد، تر

گرفت خواهد فاصله خطي طبيعي فركانس از حركت .طبيعي

شكل در موضوع رابطه4اين به توجه جداول)60(با 4و3و

است گرافين.مشهود براي شكل ازايآرمچِيراين به .و � � ،

. � .و � � الاستيسيت ) تئوري مبناي بر غيرمحليو ه

است شده مرجع.ترسيم در كه است ذكر بر]17[شايان نيز

افزايش مقابل در غيرخطي طبيعي فركانس يافتن افزايش

��R�
�
�%� است⁄� شده گذارده مي.صحه انتظار كه همچنان

جابجايي در نميرفت ديگر ورق، بزرگ تحليلهاي از هايتوان

روش از بايد و كرد استفاده غيرخخطي يافتنهاي براي طي

برد بهره شكل.مجهولات مقدار4از چه هر كه است مشخص

نزديك. واحد طبيعيبه فركانس از انحراف ميزان باشد تر

است بيشتر .خطي

رابطه غيرخطيمي)61(همچون طبيعي فركانس توان
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را كرد)62(شكلبنيزبعددار :بيان

)62(C*) �
3�
���8

�
�&�� � ���CR �&'�

آن در بعددار(*Cكه غيرخطي طبيعي .باشدميفركانس

جداول مقادير به توجه با فركانسمي،2بنابراين هايتوان

جدول در را بعددار كرد6غيرخطي جدول.گردآوري اين از

فركانسمي كه دريافت حركتتوان طبيعي اندكيآرمچِيرهاي

از ميزيگزاگبيش نوع.باشندمتناظر يك براي همچنين

اگر �%���R��گرافين طول⁄� افزايش با باشند، ثابت عرض و

فركانس يافتورق، خواهند كاهش طبيعي بهاين.هاي كاهش

مي حالتي از كمتر كهمراتب �%���R��باشد ثابت.و⁄�

افزايش ورق عرض و مي7جدول.يابدميبوده بهنشان كه دهد

افزايش.ازاي با ثابت، عرض �%���R��و فركانس⁄� مقدار

يافت خواهد صعودي سير نيز .طبيعي

رابطه از مدولمي)61(همچنين تغييرات اثر به توان

ضخامت و نانوالاستيسيته غيرخطي ارتعاشات فركانس ورقبر

برد براي5شكل.پي و نمودار بصورت را تغييرات ميزانن حسب

مد تغييرات الاستيسيتهدرصد درصدو*+��(ول ميزان

��(ضخامتتغييرات
.دهدمينشان*

)پ()ب()الف(

فركانس4شكل برايهاينسبت خطي به الفآرمچِيرغيرخطي ازاي �9-به ب� ،-4� پ� �1-و �

نانوصفحه5شكل ضخامت تغييرات درصد و الاستيسيته مدول تغييرات درصد حسب بر غيرخطي طبيعي فركانس تغييرات
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حسبغيرخطيهايفركانس7جدول بر ���بعددار

�
������ �⁄	� �	��
زيگزاگآرمچِير

1� 
4� 
9� 
1� 
4� 
9� 


5/0

55441/1947882/1300918/1170812/1924744/1299840/115

103951/618881/383956/340790/617481/382826/34

206337/162690/100397/96091/162587/100314/9

402527/46053/22902/22508/46046/22897/2

608981/11611/10204/18978/11610/10203/1

0/1

59279/22325829/1399205/1192806/2212461/1388083/118

101790/690917/410907/358629/689542/409784/34

205468/188088/102086/95229/187985/102005/9

407270/47392/23321/27254/47385/23315/2

601087/22206/10390/11083/22204/10389/1

5/1

54644/2619972/1525025/1244746/2586143/1513815/123

107682/795079/442223/364423/793720/441114/36

202204/216503/114841/91957/216404/114761/9

403948/59484/24003/23930/59478/23998/2

604054/23134/10693/14050/23133/10692/1

0/2

50052/2901642/1696400/1304623/2867023/1675059/129

106001/897513/487497/372149/896146/486407/37

208809/237070/128571/98529/236974/128493/9

400717/62118/34928/20696/62112/34923/2

607071/24305/11103/17067/24303/11102/1

شكل به توجه مدولمي5با افزايش با گفت توان

فركانس و يافته افزايش نانوورق صلبيت ضخامت و الاستيسيته

مي افزايش غيرخطي .يابدطبيعي

و-6 گيرينتيجهبحث

مي عددي مثال از حاصل نتايج به توجه كهبا كرد مشاهده توان

نانوورق طبيعي گرافينفركانس جمله از مقاديرها، داراي ها،

مي گيگاهرتز محدوده در و زيادي ميبسيار و اينباشد از توان

سازه تشديدكنندهنوع عنوان به استفادهها بالا فركانس هاي

مشاهد.كرد ميهمچنين گرافينه كه نسبتشود آرمچير هاي

گرافين غيرخطيبه و خطي طبيعي فركانس داراي زيگزاگ هاي

است فركانس.بالاتري مقادير بين فاحشي تفاوت هاهرچند

نمي منظر.شودديده نسبت يا و ابعاد افزايش با ديگر طرف از

مي كاهش غيرخطي و خطي فركانس مقادير از.يابدنانوورق

ديگ نيستطرف ثابت ورق نانو يك غيرخطي طبيعي فركانس ر

مي سيستم به شده داده اوليه جابجايي از تابعي باو و باشد

افزايش شدت به غيرخطي طبيعي فركانس مقدار آن افزايش

فركانس.يابدمي براي كه تحليلي روابط از نتايج اين همه

شده منتج است آمده بدست نانوورق غيرخطي و خطي طبيعي

.تاس

بنديجمع-7

نانوصفحه غيرخطي ارتعاشات مقاله اين ودر شكل مستطيل اي

تكيه روي بر كه لايه بررسيگاهتك است، گرفته قرار ساده هاي

است تئوري.شده و غيرمحلي الاستيسيته تئوري از استفاده با

ورق بصورتكلاسيك نانوورق غيرخطي حركت معادلات ها

تنش ميدان يك تعريف با و آمده بدست معادلاتعمومي اين

شده تبديل سازگاري معادله يك و جزيي مشتق معادله يك به

در.است مجهول معادله يك به معادله اين تبديل با سپس

مقياس روش به آن حل و زماني چندگانهحوزه زماني هاي

نانوورق غيرخطي و خطي طبيعي فركانس براي تحليلي روابط

است آمده بدست شكل ا.مستطيل حاصل روابطنتايج اين ز
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و عددي روشهاي از حاصل نتايج با خوبي بسيار انطباق

دارد مولكولي منظر.ديناميك نسبت نانوورق ابعاد اثر همچنين

داده نشان و است شده مطالعه غيرخطي و خطي فركانس بر و

رفتار بررسي در غيرمحلي تئوري از استفاده كه است شده

نانوورق استارتعاشي الزامي .ها

پيوست-8
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