
 

 244-236ص ص ،1شماره  ،61، دوره 6931 مهر ،مهندسی مکانیک مدرس مجله
        

 
 

 ماهنامه علمی پژوهشی 

 مدرس مکانیکمهندسی 

  mme.modares.ac.ir 

 

  

  

  

  
        

 

 

 :Please cite this article using :برای ارجاع به این مقاله از عبارت ذیل استفاده نمایید

M. R. Chegini, S. H. Sadati, H. Salarieh, Analytical and Numerical Analysis of Chaos in Attitude Dynamics of a Satellite in an Elliptic Orbit, Modares Mechanical Engineering, Vol. 17, 

No. 7, pp. 236-244, 2017 (in Persian) 

 در مدار بیضویماهواره یک  دینامیک وضعیت بررسی تحلیلی و عددی پدیده آشوب در

 3، حسن سالاریه2*، سید حسین ساداتی1محمدرضا چگینی

 طوسی، تهراندانشجوی دکتری، مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین  -1

 استادیار، مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی، تهران -2
 دانشیار، مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی شریف، تهران -3

 sadati@kntu.ac.ir، 193951999* تهران، صندوق پستی 

 چکیده  اطلاعات مقاله
 مقاله پژوهشی کامل

 1396 نفروردی 28دریافت: 
 1396 دخردا 20پذیرش: 

 1693تیر  29ارائه در سایت: 

در این مقاله، به بررسی تحلیلی و عددی پدیده آشوب در دینامیک وضعیت یک ماهواره صلب تحت تاثیر گشتاور اغتشاشی گرادیان جاذبه ناشی  
ای برای عرض ناحیه آشوب دست آوردن رابطهآشوب و سپس به وجود پردازیم. در بخش تحلیلی، هدف اثباتاز حرکت در یک مدار بیضوی می

اساس پارامترهای سیستم است. در بخش عددی، هدف اعتبارسنجی بخش تحلیلی با کمک دو روش عددی نگاشت پوانکاره و حساسیت به بر
ی سه درجه آزادی است. این در التونین دارشود. این همیشرایط اولیه است. برای این کار ابتدا همیلتونین سیستم بدون اغتشاش استخراج می

حالی است که دینامیک وضعیت در حالت بدون اغتشاش دارای دو ثابت حرکت شامل انرژی و ممنتم است. با استفاده از این دو ثابت حرکت و با 
ک سیستم یک درجه آزادی آندویر، همیلتونین سیستم بدون اغتشاش کاهش مرتبه داده شده و تبدیل به ی-کمک تبدیل کانونیکال سرت

آندویر و زمان تخمین زده -اساس متغیرهای سرتشود. در ادامه، اغتشاشات ناشی از گرادیان جاذبه به خاطر حرکت در مدار بیضوی برمی
ی ملنیکف برای شود. پس از آن، تئورسازی، همیلتونین جدید سیستم یک درجه آزادی و تابعی از زمان میشود. در نتیجه این تخمین و سادهمی

-گردد. به کمک این تئوری، ضخامت لایه آشوب در فضای متغیرهای سرتاستفاده میحول مدارات هتروکلینیک سیستم اثبات وجود آشوب 
ن دهد که روابط تحلیلی تطابق بسیار خوبی با نتایج عددی دارند. همچنیشود. نتایج نشان میآندویر به صورت یک رابطه تحلیلی تخمین زده می

 .دهد که حتی برای خروج از مرکزهای بزرگ نیز این روابط صادق استنتایج نشان می
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 In this paper, we investigate chaos in attitude dynamics of a rigid satellite in an elliptic orbit analytically 

and numerically. The goal in the analytical part is to prove the existence of chaos and then to find a 

relation for the width of chaotic layers based on the parameters of the system. The numerical part is 
aimed at validating the analytical method using the Poincare maps and the plots obtained on the 

sensitivity to initial conditions. For this end, first, the Hamiltonian for the unperturbed system is 

derived. This Hamiltonian has three degrees of freedom due to the three-axis free rotation of the 
satellite. However, the unperturbed attitude dynamics has two first-integrals of motion, namely, the 

energy and the angular momentum. Next, we use the Serret-Andoyer transformation and reduce the 

unperturbed system Hamiltonian to one-degree of freedom. Then, the gravity gradient perturbation due 
to moving in an elliptic orbit is approximated in Serret-Andoyer variables and time. Due to this 

approximation and simplification, the system Hamiltonian transforms to a one-degree-of-freedom non-

autonomous one. After that, Melnikov’s method is used to prove the existence of chaos around the 
heteroclinic orbits of the system. Finally, a relation for calculating the width of chaotic layers around the 

heteroclinic orbits in the Poincare map of the Serret-Andoyer variables is analytically derived. Results 

show that the analytical method gives a good approximation of the width of chaotic layers. Moreover, 
the results show that the analytical method is accurate even for orbits with large eccentricities. 
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 مقدمه 1-

ها از اهمیت بسیار بالایی برخوردار است بررسی آشوب در دینامیک ماهواره

چرا که دینامیک ماهواره در شرایط آشوب دارای رفتاری غیرنوسانی و در 

ها قدمتی بینی است. بررسی آشوب در ماهوارهنتیجه تا حدی غیرقابل پیش

در حدود چهل سال دارد. اما بررسی و اثبات آشوب به صورت تحلیلی همواره 

ها به خاطر وجود درجات آزادی بوده است. این دشواری هایی روبروبا دشواری
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ترین روش اثبات تحلیلی آشوب روش ملنیکف است بالا در سیستم است. مهم

[ و یا 3,2]1های تحلیلی دیگری نیز مانند روش خمینه ریچی[. البته روش1]

ها [ وجود دارند که دامنه کاربرد کمتری دارند و به آن5,4]2انرژی-روش فاز

ر پرداخته شده است. از طرف دیگر کاربرد روش ملنیکف محدود به کمت

ای )یعنی دارای دو درجه آزادی در فضای فاز و یا داشتن های صفحهسیستم

یک درجه آزادی همیلتونین( به همراه یک اغتشاش زمانی پریودیک است. هر 

ر سعی د 7و ژنگ 6، کاماسا5، یاگاساکی4، هولمز3چند افرادی مانند ویگنیز

 اند.ها برای درجات آزادی بالاتر کردهگسترش این روش

های به ویگینز و همکاران روش بررسی تحلیلی آشوب را به سیستم

های سه درجه داری نوساناتی که [، سیستم6پریودیک ]همراه اغتشاش شبه

تر بیان شده به صورت های کلی[ و حالت8,7کنند ]به آرامی تغییر می

[ توسعه دادند. هولمز و همکاران برای سیستم 9] 8زاویه-عملمتغیرهای 

های دارای درجات آزادی [ و همیلتونین10همیلتونین دو درجه آزادی ]

[ به 12,11اند ]زاویه بیان شده-بیشتر از دو که به صورت متغیرهای عمل

پریودیک را بررسی آشوب پرداختند. یاگاساکی روش ویگنیز برای اغشاش شبه

[ و همچنین به بررسی آشوب در 13تر بررسی و اثبات کرد ]رت کلیبه صو

 9مرکزی-سیستم با دو درجه آزادی همیلتونین و داری نقاط تعادل زینی

های با چند [. کاماسا و همکاران روش ملنیکف را برای سیستم14پرداخت ]

. ژنگ و همکاران روش کاماسا را برای سیستم [15]پالس گسترش دادند 

چهار و شش درجه آزادی در فضای فاز توسعه دادند  10گردانغیرخود

[. با این حال برای یک سیستم داری بیشتر از دو درجه آزادی 17,16]

همیلتونین و یا سه درجه آزادی در فضای فاز روش کلی برای اثبات آشوب 

وجود ندارد. در نتیجه در بررسی دینامیک وضعیت و مدار یک ماهواره به 

)که در این حالت سیستم دارای حداقل پنج درجه آزادی صورت همزمان 

که دینامیک همیلتونین است( و یا در بررسی دینامیک وضعیت با فرض این

مدار سیستم تحت تاثیر دینامیک وضعیت نباشد )که در این حالت سیستم 

دارای حداقل سه درجه آزادی همیلتونین و زمان است(، اثبات آشوب به 

م نشده است. بنابراین پژوهشگران مختلف همواره در صورت تحلیلی انجا

اند. از جمله ها بودهسازی معادلات سیستم و کاهش درجه آنجستجوی ساده

ماهواره صلب  11)شیب( مهمترین این کارها شامل بررسی حرکت پیچ

[ در مدار بیضوی 21[ و ماهواره مغناطیسی ]20صلب ][، ماهواره غیر19,18]

مهم شامل در نظر گرفتن بخشی از اغتشاش برای کاهش است. دیگر مقالات 

[ داده شده است( و یا در نظر 22)دو مثال در مرجع ] درجات آزادی سیستم

 [.23گرفتن ماهواره صلب در مدار دایروی است ]

های مختلف عددی نیز مورد های تحلیلی همواره روشالبته در کنار روش

بررسی آشوب، درجات آزادی  های عددیکه در روش توجه بوده است چرا

رفتن درجات آزادی تنها هزینه  سیستم اهمیت چندانی ندارند و با بالا

ها روش نمای لیاپانف است که در ترین این روشرود. مهممحاسباتی بالا می

 صورت داشتن یک نمای لیاپانف مثبت سیستم آشوبناک خواهد بود

[26-24.] 

                                                                                                                                  
1 Ricci Manifold 
2 Energy-Phase Method 
3 Wiggins 
4 Holmes 
5 Yagasaki 
6 Camassa 
7 Zhang 
8 Action-Angle Variables 
9 Saddle-Center 
10 Non-Autonomous 
11 Pitch 

لی و عددی آشوب در دینامیک وضعیت هدف این پژوهش بررسی تحلی

یک ماهواره صلب است. این ماهواره تحت تاثیر گشتاور اغتشاشی گرادیان 

جاذبه ناشی از حرکت در یک مدار بیضوی است. در بخش تحلیلی، هدف 

-سازی معادلات دینامیک وضعیت ماهواره با استفاده از تبدیل سرتساده

از روش ملنیکف در اثبات آشوب است تا بتوان  12روش میانجیآندویر و 

استفاده کرد. دیگر هدف بخش تحلیلی به دست آوردن یک رابطه برای 

شناسایی بخشی از فضای حالت سیستم است که با قرار دادن شرایط اولیه در 

دهد. بینی از خود نشان میآن ناحیه سیستم رفتار آشوبناک و غیرقابل پیش

سنجی بخش تحلیلی با استفاده از در بخش عددی این پژوهش، هدف اعتبار

رسم نگاشت پوانکاره و نمودارهای حساسیت به شرایط اولیه برای چند حالت 

 باشد. مختلف می

آندویر به کاهش درجات -در این مقاله، ابتدا با استفاده از تبدیل سرت

شود و سپس با استفاده از سیستم یک جسم صلب بدون اغتشاش پرداخته می

[ به 27ارائه شده  است ] 15و الیپ 14به وسیله اریبس که 13روش میانجی

کاهش کلی سیستم مغشوش به یک همیلتونین دو درجه آزادی که دارای 

[ 28شود. در مرجع ]های اینرسی پریودیک با زمان است پرداخته میممان

[ 27سعی در اثبات آشوب با استفاده مدل ساده شده ] 17و لیو 16پنگ

های ده در این مقاله ادامه آن کار است با این تفاوتاند. پژوهش ارائه شنموده

آندویر برای کاهش درجات آزادی استفاده -پنگ و لیو از تبدیل سرت -1مهم: 

های بسیار کوچک است و ها تنها برای خروج از مرکزبررسی آن -2اند، نکرده

 پنگ و لیو به صورت عددی آشوب را با استفاده از نگاشت پوانکاره بررسی -3

 اند.نکرده و ضخامت ناحیه آشوب را براساس پارامترهای سیستم ارائه نداده

 توصیف سیستم 2-

باشد. اره صلب در مدار بیضوی میسیستم مورد مطالعه در این مقاله یک ماهو

های در این سیستم، بدون از دست دادن کلیت، فرض بر آن است که ممان

𝛾1اینرسی اصلی سیستم از رابطه  > 𝛾2 > 𝛾3 کنند که در آن پیروی می

𝛾𝑖 = 1/𝐼𝑖  وI = diag(𝐼1, 𝐼2, 𝐼3)  ماتریس ممان اینرسی ماهواره است. دو

طوری گیریم بهدر نظر می 𝑥𝑦𝑧و بدنی  𝑥0𝑦0𝑧0دستگاه مختصات اینرسی 

که دستگاه اینرسی به مرکز زمین متصل است و مرکز دستگاه بدنی در مرکز 

 نشان 𝑟(. بردار 1کند )شکل ه با آن دوران میجرم ماهواره قرار دارد و همرا

 

                                                                                                                                  
12 Intermediary 
13 Intermediary 
14 Arribas 
15 Elipe 
16 Peng 
17 Liu 

 
Fig. 1 Schematic figure of the satellite 

 نمای شماتیک ماهواره 1شكل 
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است و  𝑥0𝑦0𝑧0دهنده موقعیت مرکز جرم ماهواره نسبت به دستگاه اینرسی 

قرار دارد. به بیان   𝑥0𝑦0فرض بر این است که این بردار همواره در صفحه 

𝑟دیگر  = [𝑟 cos(𝜃) , 𝑟 sin(𝜃) , 0]T ی  𝜃و  𝑟که در آن پارمترها

 باشند.کننده شعاع مدار و زاویه مدار میبیان

برای نشان دادن دوران دستگاه بدنی نسبت به دستگاه اینرسی از دو 

 -2و   𝜓3و  𝜓1 ،𝜓2با استفاده از سه زاویه اویلر  -1کنیم: حالت استفاده می

ها برای (. جزئیات این دوران2)شکل  𝐼و  ℎ ،𝑙 ،𝑔 ،𝐽استفاده از پنج زاویه  با

 حالت اول به صورت:

روی محور  𝑥0به طوری که محور  𝜓1به اندازه  𝑧0دوران حول محور  1-

𝑥′ قرار گیرد 

روی محور  𝑧0به صورتی که محور  𝜓2به اندازه  ′𝑥دوران حول محور  2-

𝑧 قرار گیرد 

روی محور  ′𝑥به صورتی که محور   𝜓3به اندازه  𝑧دوران حول محور  3-

𝑥 قرار گیرد 

 و برای حالت دوم به صورت زیر است. 

 𝑖روی محور  𝑥0به طوری که محور  ℎبه اندازه  𝑧0دوران حول محور  1-

 قرار گیرد

روی محور  𝑧0به صورتی که محور  𝐼به اندازه  𝑖دوران حول محور  2-

𝑘 = �⃗�/|�⃗�| = 𝑖 × 𝑗 جادر این گیرد. قرار �⃗� ای بردار ممنتم زاویه

 است.

 𝑗روی محور  𝑖به صورتی که محور   𝑔به اندازه  𝑘دوران حول محور  3-

 قرار گیرد

 𝑧روی محور  𝑘به صورتی که محور  𝐽به اندازه  𝑗دوران حول محور  4-

 قرار گیرد

 𝑥روی محور  𝑗به صورتی که محور  𝑙به اندازه  𝑧دوران حول محور  5-

 قرار گیرد

 شود.ها ماتریس دوران به صورت زیر میبراساس این حالت
𝑅 = 𝑅3(𝜓3)𝑅1(𝜓2)𝑅3(𝜓1) = 𝑅3(𝑙)𝑅1(𝐽)𝑅3(𝑔)𝑅1(𝐼)𝑅3(ℎ)  

(1)  

 که در آن

(2) 

𝑅1(𝑥) = [
1 0 0
0 cos(𝑥) sin(𝑥)

0 − sin(𝑥) cos(𝑥)
] 

𝑅3(𝑥) = [
cos(𝑥) sin(𝑥) 0
−sin(𝑥) cos(𝑥) 0

0 0 1

] 

 

 
Fig. 2 Transformation from the reference frame to the body frame in 

two cases 
 تبدیل از دستگاه مرجع به دستگاه به بدنی در دو حالت  2شكل 

 𝜓1 ،𝜓2شود، استفاده از سه زاویه دیده می "2شکل "طور که در همان

 2و صفحه بدنه 1برای دوران فقط شامل دو صفحه به نام صفحه اینرسی 𝜓3و 

یک صفحه دیگر به نام صفحه  𝐼و  ℎ ،𝑙 ،𝑔 ،𝐽شود اما استفاده از پنج زاویه می

ای است که عمود بر بردار شود. صفحه نامتغیر صفحهرا نیز شامل می 3نامتغیر

مومنتم زاویه است و در صورتی که به یک جسم اغتشاش خارجی وارد نشود 

سازی سیستم کاهش مرتبه و ساده ماند که این موجبهمواره ثابت می

 پردازیم. های بعد به آن میشود که در بخشمی

 معادلات حاکم بر سیستم 3-

(، بردار سرعت دورانی ماهواره بیان شده در دستگاه 2با استفاده از معادله )

 شودبدنی به صورت زیر می

𝜔× = −�̇�𝑅T → 𝜔 = [

sin(𝜓2) sin(𝜓3) �̇�1 + cos(𝜓3) �̇�2
sin(𝜓2) cos(𝜓3) �̇�1 − sin(𝜓3) �̇�2

cos(𝜓2) �̇�1 + �̇�3

] 

(3)  

 شود.بر این اساس انرژی جنبشی به صورت زیر می

(4) 𝑇 =
1

2
(
𝜔1
2

𝛾1
+
𝜔2
2

𝛾2
+
𝜔3
2

𝛾3
) +

1

2
𝑚(�̇�2 + (𝑟�̇�)

2
) 

تر است که ابعاد ماهواره نسبت به اندازه مدار بسیار کوچکو با فرض این

انرژی ها است(، در این صورت تقریب )که فرض بسیار معقولی برای ماهواره

 [29شود ]پتانسیل سیستم به صورت زیر می

(5) 

𝑉 = −
𝜇

𝑟
−

𝜇

2𝑟3
((
1

𝛾1
−
1

𝛾2
) (1 − 3𝛼1

2)

+ (
1

𝛾3
−
1

𝛾2
) (1 − 3𝛼3

2)) 

.𝛼1)که در آن بردار  𝛼2. 𝛼3) های بین بردار کسینوس هادی𝑟  و

 مختصات بدنی است. یعنی

ℒبا تعریف لاگرانژین به صورت  = 𝑇 − 𝑉های مزدوج ، ممنتم

 آید.متغیرهای سیستم به صورت زیر به دست می

(7) 𝑃𝑞𝑖 =
𝜕ℒ

𝜕�̇�𝑖
; 𝑞 = [𝜓1. 𝜓2. 𝜓3. 𝑟. 𝜃] 

 آید.دست میصورت زیر بهیستم بهو در نتیجه همیلتونین س

(8) ℋ =∑𝑃𝑞𝑖 �̇�𝑖 − ℒ 

توان صورت زیر میسازی، این همیلتونین را به سه بخش بهبا ساده

 تقسیم کرد.

(9) ℋ = ℋ𝐾 +ℋ𝐸 +ℋ𝐶  
 آن که در

ℋ𝐾 =
1

2
(𝑃𝑟

2 +
𝑃𝜃
2

𝑟2
) −

𝜇

𝑟
 

ℋ𝐸 =
1

2
�⃗�TI−1�⃗� 

ℋ𝐶 = −
𝜇

2𝑟3
((
1

𝛾1
−
1

𝛾2
) (1 − 3𝛼1

2) + (
1

𝛾3
−
1

𝛾2
) (1 − 3𝛼3

2)) 

(10)  

 و

                                                                                                                                  
1 Reference Plane 
2 Body Plane 
3 Invariable Plane 

(6) 
[

𝛼1
𝛼2
𝛼3
] = 𝑅

𝑟

𝑟
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(11) 

�⃗� = 

[
csc(𝜓2)sin(𝜓3) cos(𝜓3) −cot(𝜓2)sin(𝜓3)

csc(𝜓2)cos(𝜓3) − sin(𝜓3) −cot(𝜓2)cos(𝜓3)
0 0 1

]

× [

𝑃𝜓1
𝑃𝜓2
𝑃𝜓3

] 

(12) 
I−1 = [

𝛾1 0 0
0 𝛾2 0
0 0 𝛾3

] 

ای در مانند همیلتونین حرکت یک جسم نقطه ℋ𝐾(، 10)در معادله 

شبیه همیلتونین حرکت دورانی یک جسم صلب حول مرکز  ℋ𝐸مدار است و 

جرم خود است و در حقیقت همان همیلتونین حرکت دورانی یک جسم صلب 

همیلتونینی است که به خاطر کوپل دینامیک مدار  ℋ𝐶بدون اغتشاش است. 

آید و در حقیقت اثرات گرادیان جاذبه روی دینامیک و وضعیت به وجود می

توان با دهد. اما دینامیک وضعیت بدون اغتشاش را میوضعیت را نشان می

، ℎآندویر کاهش درجه داد. برای این کار از پنج زاویه -استفاده از تبدیل سرت

𝑙 ،𝑔 ،𝐽  و𝐼  کمک میگیریم. در صورت  "2شکل "به صورت نشان داده در

ای به صورت های زاویه، بردار ممنتمℋ𝐸ها در همیلتونین استفاده از این زاویه

 (.2شود )شکل زیر می

(13) 
�⃗� = [

√𝐺2 − 𝐿2sin(𝑙)

√𝐺2 − 𝐿2cos(𝑙)
𝐿

] 

𝐺یعنی  �⃗�اندازه بردار  Gکه در آن  = |�⃗�|  است. با استفاده از این

آندویر است درجات آزادی دوران یک جسم -تبدیل که معروف به تبدیل سرت

کند صلب بدون اغتشاش خارجی از سه درجه به یک درجه کاهش پیدا می

مراجه شود(. با استفاده از  [30])برای جزییات بیشتر در مورد این تبدیل به 

برقرار  𝐼و  ℎ ،𝑙 ،𝑔 ،𝐽ویلر و زوایای این تبدیل روابط زیر نیز بین زوایای ا

 گردد.می
cos(𝜓2) = cos(𝐼) cos(𝐽) − sin(𝐼) sin(𝐽) cos(𝑔) 
sin(𝜓2) cos(𝜓1 − 𝑙) = cos(𝐼) sin(𝐽) + sin(𝐼) cos(J) cos(g) 
sin(𝜓2) sin(𝜓1 − 𝑙) = sin(𝐼) sin(𝑔) 
sin(𝜓2) cos(𝜓3 − ℎ) = sin(𝐼) cos(𝐽) + cos(𝐼) sin(J) cos(g) 

(14) sin(𝜓2) sin(𝜓3 − ℎ) = sin(𝐽) sin(𝑔) 

( به صورت زیر 6هادی در معادله )براساس این روابط بردار کسینوس 

 شودمی

(15) 

𝛼_1 = {cos(ℎ)(cos(𝑔)cos(𝑙) − cos(𝐽)sin(𝑔)sin(𝑙))
+ sin(ℎ)(sin(𝐼)sin(𝐽)sin(𝑙)
− cos(𝐼)(cos(𝑙)sin(𝑔)
+ cos(𝑔)cos(𝐽)sin(𝑙)))}cos(𝜃)
+ {sin(ℎ)(cos(𝑔)cos(𝑙)
− cos(𝐽)sin(𝑔)sin(𝑙))
+ cos(ℎ)(−sin(𝐼)sin(𝐽)sin(𝑙)
+ cos(𝐼)(cos(𝑙)sin(𝑔)
+ cos(𝑔)cos(𝐽)sin(𝑙)))}sin(𝜃) 

𝛼2 = {− cos(ℎ) (cos(𝐽) cos(𝑙) sin(𝑔) + cos(𝑔) sin(𝑙))
+ sin(ℎ) (− cos(𝑔) cos(𝐼) cos(𝐽) cos(𝑙)
+ cos(𝑙) sin(𝐼) sin(𝐽)
+ cos(𝐼) sin(𝑔) sin(𝑙))} cos(𝜃)
+ {− sin(ℎ) (cos(𝐽) cos(𝑙) sin(𝑔)
+ cos(𝑔) sin(𝑙))
+ cos(ℎ) (cos(𝑔) cos(𝐼) cos(𝐽) cos(𝑙)
− cos(𝑙) sin(𝐼) sin(𝐽)
− cos(𝐼) sin(𝑔) sin(𝑙))} sin(𝜃) 

(16)  

𝛼_3 = {cos(𝐽)sin(ℎ)sin(𝐼) +(cos(ℎ)sin(𝑔)
+ cos(𝑔)cos(𝐼)sin(ℎ))sin(𝐽)}cos(𝜃)
+{sin(𝑔)sin(ℎ)sin(𝐽)
− cos(ℎ)(cos(𝐽)sin(𝐼)
+ cos(𝑔)cos(𝐼)sin(𝐽))sin(𝜃)} 

(17)  

 در این روابط

 cos(𝐽) = 𝐿

𝐺
, cos(𝐼) = 𝐻

𝐺
, sin(𝐽) =

√𝐺2−𝐿2

𝐺
 , sin(𝐼) = √𝐺2−𝐻2

𝐺
 

( همیلتونین سیستم به 10( در معادله )17) -(15با جایگذاری معادلات )

طور که در این معادلات شود. همانآندویر بیان می-صورت متغیرهای سرت

شود که شود ترم اغتشاشی ناشی از گرادیان جاذبه باعث میدیده می

ش )یا بدون همیلتونین سیستم از یک درجه آزادی در حالت بدون اغتشا

کوپلینک( به یک همیلتونین با پنج درجه آزادی در حالت با اغشاش تبدیل 

های تحلیلی برای بررسی آشوب که بتوان از روششود. بنابراین برای این

استفاده کرد نیاز به کاهش درجه این همیلتونین است. برای این کار ابتدا 

دینامیک وضعیت قرار  کنیم که دینامیک مدار ماهواره تحت تاثیرفرض می

به صورت مستقل برای به دست آوردن  ℋ𝐾نگیرد. به بیان دیگر همیلتونین 

شود. با این کار همیلتونین سیستم از پاسخ زمانی دینامیک مدار استفاده می

شود. در مرحله بعد با پنج درجه به سه درجه به همراه زمان تبدیل می

گیری، که به روش میانجی معروف گیناستفاده از یک تبدیل کانونیکال و میان

زادی غیرخودگردان است، این همیلتونین را با یک همیلتونین یک درجه آ

 زنیم.تقریب می

 کاهش مرتبه معادلات سیستم 4-

دهیم. برای این کار ابتدا در این بخش همیلتونین سیستم را کاهش درجه می

مدار ندارد و بر این کنیم که دینامیک وضعیت اثری بر دینامیک فرض می

اساس پاسخ زمانی دینامیک مدار را به صورت یک تابع پریودیک مناسب به 

دست آوردن دینامیک مدار به صورت پریودیک آن آوریم. دلیل بهدست می

است که بعدا بتوان از روش ملنیکف برای بررسی آشوب استفاده کرد. با این 

رجه به همراه زمان تبدیل کار همیلتونین سیستم از پنج درجه به سه د

شود. سپس با استفاده از یک تبدیل کانونیکال معروف به روش میانجی می

همیلتونین سیستم را دو درجه دیگر کاهش داده و درنهایت به یک 

رسیم که مناسب برای استفاده در همیلتونین یک درجه غیرخودگردان می

 روش ملنیکف است.
 

 پاسخ زمانی دینامیک مدار 1-4-

در صورت بزرگ بودن فاصله ماهواره تا زمین و یا بزرگ بودن نسبت متوسط 

توان از اثرات دینامیک سرعت دورانی وضعی به سرعت دورانی مداری، می

و در نتیجه دینامیک مدار سیستم را به  [27]نظر کرد وضعیت بر مدار صرف

 به ℋ𝐸در این صورت صورت غیرکوپل از دینامیک وضعیت بررسی کرد. 

شود که در حقیقت صورت جداگانه برای استخراج معادلات مداری استفاده می

ای( در مدار است و حل آن به شبیه همان حرکت یک جرم متمرکز )نقطه

 .[31]باشد صورت زیر می

(18) {
  
 

  
 𝑟 =

𝑝

1 + 𝑒cos(𝜃)
=

𝑎(1 − 𝑒2)

1 + 𝑒cos(𝜃)
= 𝑎(1 − 𝑒cos(𝐸))

cos(𝐸) =
𝑒 + cos(𝜃)

1 + 𝑒cos(𝜃)

√
𝜇

𝑎3
𝑡 = 𝐸 − 𝑒sin(𝐸)
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خروج از  𝑒نصف قطر بزرگ بیضی مدار،  𝑎پارامتر مداری،  𝑝که در آن 

ثابت استاندارد گرانش است. با توجه به  𝜇و  1آنومالی مرکزی 𝐸مرکز بیضی، 

شود که متغیرهای مداری برحسب زمان کاملا ( مشاهده می18روابط )

صورت فرم بسته وجود مشخص هستند. از طرف حل متغیرهای مداری به

شود. حل زمانی آنومالی مرکزی صورت سری بیان میدارد و عموما بهن

 .[31]صورت زیر است به

(19) 𝐸 = 𝑀 + 2∑
1

𝑛
J𝑛(𝑛𝑒)sin(𝑛𝑀)

∞

𝑛=1

 

𝑀تابع بسل نوع اول است و  J𝑛که در آن  = √
𝜇

𝑎3
𝑡 از طرف دیگر از .

دست آورن شود نیاز بهدر معادلات اغشتاشی ظاهر می 𝑟3/1جایی که آن

( و 18( در معادله )19از معادله ) 𝐸پاسخ زمانی آن داریم. با قرار دادن 

𝑒استفاده از سری تیلور حول  =  داریم. 0

(20) 
1

𝑟3
=
1

𝑎3
∑𝐵𝑛cos(𝑛𝑀)

∞

𝑛=0

 

 ها به صورت زیر هستند.𝐵𝑛که برای چند جمله ابتدایی 

(21) {
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 𝐵0 = 1 +

3𝑒2

2
+
15𝑒4

8
+
35𝑒6

16

𝐵1 = 3𝑒 +
27𝑒3

8
+
261𝑒5

64
+
14309𝑒7

3072

𝐵2 =
9𝑒2

2
+
7𝑒4

2
+
141𝑒6

32

𝐵3 =
53𝑒3

8
+
393𝑒5

128
+
24753𝑒7

5120

𝐵4 =
77𝑒4

8
+
129𝑒6

80

𝐵5 =
1773𝑒5

128
−
4987𝑒7

3072

𝐵6 =
3167𝑒6

160

𝐵7 =
432091𝑒7

15360

 

 2استفاده از روش میانجی -4-2

تابع شود به نحوی که در روش میانجی از یک تبدیل کانونیکال استفاده می

 .[27]آید همیلتون از رابطه زیر به دست می-ژاکوبی

(22) 𝑊 = ∫(ℋ𝐶 − ℋ̅𝐶)𝑑𝑡 

 که در آن

(23) ℋ̅𝐶 = (
1

2π
)
2

∫ ∫ ℋ𝐶𝑑𝑔
2π

0

𝑑ℎ
2π

0

 

با استفاده از این تبدیل، متغیرهای جدید سیستم و تابع همیلتونین 

شوند )برای جزئیات دینامیک وضعیت به همراه اغتشاش به صورت زیر می

و مراجع در آن مراجعه  [27]بیشتر در مورد چگونگی این تبدیل به مرجع 

 شود(.

(24) 
{
 

 (𝑙, 𝑔, ℎ) = (𝑙, 𝑔, ℎ) +
𝜕𝑊

𝜕(𝐿, 𝐺,𝐻)

(𝐿, 𝐺, 𝐻) = (𝐿, 𝐺, 𝐻) +
𝜕𝑊

𝜕(𝑙, 𝑔, ℎ)

 

ℋ = ℋ𝐸 +ℋ𝐶 = ℋ0 + 𝜀ℋ1 

 که در آن
                                                                                                                                  
1 Eccentric Anomaly 
2 Intermediary 

ℋ0 = ℋ𝐸 =
1

2
(𝛾1 sin(𝑙)

2 + 𝛾2 cos(𝑙)
2)(𝐺2 − 𝐿2) +

1

2
𝛾3𝐿

2 

ℋ1 = ℋ̅𝐶 =
3𝜇

8𝑟3
(1 −

3𝐻2

𝐺2
) × 

((
1

𝛾1
−
1

𝛾2
) sin(𝑙)2 (

𝐺2 − 𝐿2

𝐺2
) + (

1

𝛾3
−
1

𝛾2
) (
𝐿2

𝐺2
)) 

(25) 𝜀 = √
𝜇

𝑎3
𝐺

2ℋ0
 

دهند که با استفاده از این تبدیل و ( نشان می25( و )24(، )20روابط )

توان از باشد و در نتیجه میروش، سیستم اکنون دارای دو درجه آزادی می

روش ملنیکف برای بررسی آشوب استفاده کرد که در بخش بعد به آن 

 پردازیم.می

 بررسی آشوب 5-

 بررسی تحلیلی آشوب 1-5-

𝜀( زمانی که پارامتر 24با حل معادله ) = است مدارات هتروکلینیک به  0

 [32]آیند صورت زیر به دست می

(26) {
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

�̃� = ±𝐺𝜂sech(𝑛𝑡)

sin(𝑙) = ±
√1 − 𝜂2sech(𝑛𝑡)

√1 − 𝜂2sech(𝑛𝑡)2

cos(𝑙) = ±
tanh(𝑛𝑡)

√1 − 𝜂2sech(𝑛𝑡)2

𝑛 = 𝐺√(𝛾1 − 𝛾2)(𝛾2 − 𝛾3)

𝜂 = √
𝛾1 − 𝛾2
𝛾1 − 𝛾3

 

صورت زیر با استفاده از این مدارات هتروکلینیک، تابع ملنیکف به

 شودمحاسبه می

(27) 𝑀(𝑡0) = ∫ {ℋ0,ℋ1}(𝑙, �̃�, 𝑡 + 𝑡0)𝑑𝑡
∞

−∞

 

.}که در آن  , .  ( داریم27سازی رابطه )براکت پواسون است. با ساده {

(28) 

𝑀(𝑡0) =
3 (1 −

3𝐻2

𝐺2
) 𝑛(γ1 − γ2)(γ2 − γ3)𝜇

4γ1γ2γ3

×∫
sech(𝑛𝑡)2tanh(𝑛𝑡)

𝑟(𝑡 + 𝑡0)
3

𝑑𝑡
∞

−∞

 

 شود به( تبدیل می9که با جایگذاری معادله )
𝑀(𝑡0)

=
3 (1 −

3𝐻2

𝐺2
) 𝑛(γ1 − γ2)(γ2 − γ3)𝜇

4γ1γ2γ3𝑎
3

×∫ sech(𝑛𝑡)2tanh(𝑛𝑡)∑𝐵𝑗 cos (𝑗√
𝜇

𝑎3
(𝑡 + 𝑡0))

∞

𝑗=0

𝑑𝑡
∞

−∞

 

(29)  

 افزار داریمبا حل این انتگرال با استفاده از نرم

(30) 

𝑀(𝑡0)

= −
3 (1 −

3𝐻2

𝐺2
) 𝜇2π

8γ1γ2γ3𝐺
2𝑎6

×∑𝐵𝑗𝑗
2 csch (

𝑗π

2𝑛
√
𝜇

𝑎3
) sin (𝑗√

𝜇

𝑎3
𝑡0)

∞

𝑗=0

 

𝑡0شود که تابع ملنیکف در ( دیده می30با توجه به معادله ) =  صفر 0
 

در این نقطه صفر نیست. بنابراین  𝑡0طوری که مشتق آن نسبت به شود بهمی

 س روش ملنیکف سیستم آشوبناک است.براسا
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توان در بررسی عرض ناحیه میاز تابع ملنیکف علاوه بر اثبات آشوب 

کند تا بتوان آشوبناک نیز استفاده کرد. عرض ناحیه آشوبناک به ما کمک می

بینی شود سیستم رفتار آشوبناک و غیرقابل پیشای که باعث میشرایط اولیه

داشته باشد را شناسایی کنیم و تا حد امکان از ورود به این ناحیه خودداری 

توان تقریبی از می εاکزیمم تابع ملنیکف در پارامتر نماییم. با ضرب کردن م

 [.33عرض ناحیه آشوب را به صورت زیر به دست آورد ]

(31) |∆ℋ| ≤ 𝜀𝑀max 
 که در آن

(32) 

∆ℋ = ℋ0(𝑙, 𝐿) −ℋ0(�̃�, �̃�) 
= ℋ0(𝑙, 𝐿) −ℋ0(0,0) 

=
1

2
(𝛾1 sin(𝑙)

2 + 𝛾2 cos(𝑙)
2)(𝐺2 − 𝐿2) +

1

2
𝛾3𝐿

2

−
1

2
𝛾2𝐺

2 

بعدسازی برای تحلیل ( و بی31( در معادله )32با جایگذاری معادله )

 بهتر داریم

(33) 

|(
𝛾1
𝛾2
− 1) sin(𝑙)2 + (

𝛾3
𝛾2
−
𝛾1
𝛾2
sin(𝑙)2

− cos(𝑙)2) (
𝐿

𝐺
)
2

| ≤
2𝜀𝑀max

𝛾2𝐺
2

 

( نیاز به دست آوردن ماکزیمم تابع ملنیکف 33برای استفاده از معادله )

دهیم و داریم برای این کار از تابع ملنیکف مشتق گرفته و برابر صفر قرار می

های آن و جایگذاری در تابع ملنیکف ماکزیمم آن را آوردن ریشهدست با به

 کنیم. با برابر صفر قرار دادن مشتق تابع ملنیکف داریمپیدا می

(34) 

𝑑𝑀(𝑡0)

𝑑𝑡0
= 0 →∑𝐴𝑗 cos(𝑗𝑥)

∞

𝑗=0

= 0 

{
 
 

 
 𝐴𝑗 = 𝐵𝑗𝑗

3 csch (
𝑗π

2𝑛
√
𝜇

𝑎3
)

𝑥 = √
𝜇

𝑎3
𝑡0

 

به یک چند  توان( را می34از طرف دیگر، با استفاده از رابطه زیر معادله )

 ای تبدیل کردجمله

(35) {
 

 
cos(𝑗𝑥) = 𝑇𝑗(cos(𝑥))

𝑇𝑛 = ∑ (
𝑛
2𝑘
) (𝑥2 − 1)𝑘𝑥𝑛−2𝑘

⌊𝑛/2⌋

𝑘=0

 

 رسیمای زیر می( به چند جمله34( در )35با جایگذاری رابطه )

(36) ∑𝐴𝑗 ∑ (
𝑗
2𝑘
) (𝑥2 − 1)𝑘𝑥𝑗−2𝑘

⌊𝑗/2⌋

𝑘=0



∞

𝑗=0

= 0 

های عددی برای جملات های آن به آسانی به کمک روشکه ریشه

توان ها در تابع ملنیکف میآید. با قرار دادن این ریشهدست میمحدود به 

 زیمم آن را به آسانی محاسبه کرد.ماک
 

 بررسی عددی آشوب و مقایسه با نتایج تحلیلی 2-5-

در این بخش به بررسی عددی آشوب با استفاده از نمودارهای حساسیت به 

ها را با نتایج به آنهای پوانکاره پرداخته و شرایط اولیه و همچنین نگاشت

 کنیم.ه از روش تحلیلی مقایسه میدست آمد

کنیم که نصف قطر بزرگ بیضی مدار و های عددی فرض میبرای مثال

 ای کل و خروج ازها ممنتم زاویههای اینرسی ماهواره ثابت هستند و تنممان
 

 آورده شده است. 1مرکز بیضی مدار متغیر هستند. پارمترهای ثابت در جدول 

 𝐺کنیم و فرض می 0.5در سه مثال اول مقدار خروج از مرکز را برابر با 

2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺دهیم که مقدار را به نحوی تغییر می
به ترتیب برابر با   2

فرض  0.1را برابر با  𝐺باشد و در سه مثال دوم  0.001و  0.005، 0.01

 مقدار که دهیممی و خروج از مرکز را به نحوی تغییرکنیم می

2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺
 باشد. 0.001و  0.005، 0.01به ترتیب برابر با   2

در نظر  2πهای پوانکاره نقاط حاصل از پریود مداری برای رسم نگاشت

چین( عرض ناحیه آشوب براساس اند. داخل خطوط قرمز )خطگرفته شده

حساسیت به شرایط (. برای رسم نمودارهای 33روابط تحلیلی است )معادله 

 شرایط اولیه به صورتکنیم که اولیه، فرض می

[𝑙01, 𝐿01, 𝑙02, 𝐿02] =  هستند. [0.0001001,0,0.0001,0]

طور آورده شده است. همان "14تا  3های شکل"نتایج بررسی عددی در 

شود بررسی تحلیلی تخمین نسبتا مناسبی برای ها دیده میکه در این شکل

و  5های شکل"، "9و  3های شکل"دهد. اما با مقایسه میعرض ناحیه آشوب 

شود که تخمین تحلیلی عرض ناحیه دیده می "13و  7های شکل"و  "11

 کوچکتر به حل عددی نزدیکتر است. هایآشوبناک برای خروج از مرکز

دهند که سیستم در ناحیه نشان می "14و  12، 10، 8، 6، 4های شکل"

بینی دارد به نحوی که برای دو شرایط غیرقابل پیشآشوبناک کاملا رفتار 

اولیه بسیار نزدیک به هم بعد از مدت کوتاهی دو حرکت کاملا متفاوت داریم. 

دهند که هر چقدر مقدار ماکزیمم تابع ها نشان میاز طرف دیگر این شکل

بزرگتر باشد، دو پاسخ زمانی سریعتر از هم فاصله  𝜀ملنیکف ضرب در پارامتر 

 گیرند.می

بزرگتر باشد،  Gدهند که هر چقدر مقدار نشان می "8تا  3های شکل"

شود. دلیل این اتفاق ماکزیمم تابع ملنیکف و عرض ناحیه آشوب کوچکتر می

در حالی که سایر پارمترها ثابت هستند، در  ،Gاین است که با افزایش مقدار 

یابد که خود به معنای حقیقت مقدار سرعت دوارنی وضعی ماهواره افزایش می

 دیان جاذبه بر روی دینامیک وضعیتکمتر شدن زمان برای تاثیر گشتاور گرا
 

 هاپارمترها استفاده شده در مثال 1جدول 
Table 1 Parameters used in the examples 

𝛾2 

(2-m1-kg) 

𝛾1 

(2-m1-kg) 

𝛾3 

(2-m1-kg) 

H 

(Nm) 
𝜇 

)2−s3(m 
a 

km 
0.025 0.0357 0.0175 0 143.986×10 7000 

 

  
Fig. 3 Poincare map for 2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺

2 = 0.001, G=0.325 (kgm2/s), 

and  e=0.5. Between the red (dashed) lines is the width of chaotic layers 
predicted by the analytical method. 

2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺پوانکاره برای  نگاشت 3شكل 
2 = 0.001 ،/s)2(kgm =0.325G   و

e=0.5بینی روابط چین( عرض ناحیه آشوبناک براساس پیش. بین خطوط قرمز )خط

 تحلیلی است. 
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دهند که با افزایش نشان می "14تا  9های شکل"ماهواره است. از طرف دیگر 

مقدار خروج از مرکز مدار ماهواره، ماکزیمم تابع ملنیکف و عرض ناحیه آشوب 

شود. دلیل این اتفاق افزایش دامنه نوسان گشتاور گرادیان جاذبه با بزرگتر می

 است. eافزایش مقدار خروج از مرکز 
 

 
Fig. 4 Time response for 2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺

2 = 0.001, G=0.325 (kgm2/s), 
and e=0.5 and  for two sets of initial conditions:  
[𝑙01, 𝐿01, 𝑙02, 𝐿02] = [0.0001001,0,0.0001,0]. 

2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺برای  پاسخ زمانی 4شكل 
2 = 0.001،  /s)2=0.325 (kgmG  و 

e=0.5 و برای دو شرایط اولیه به صورت 
  [𝑙01, 𝐿01, 𝑙02, 𝐿02] = [0.0001001,0,0.0001,0] 

  
Fig. 5 Poincare map for 2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺

2 = 0.005, G=0.191 (kgm2/s), 
and  e=0.5. Between the red (dashed) lines is the width of chaotic layers 

predicted by the analytical method. 
2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺نگاشت پوانکاره برای  5 شكل

2 = 0.005 ،/s)2=0.191 (kgmG  و

e=0.5بینی روابط چین( عرض ناحیه آشوبناک براساس پیش. بین خطوط قرمز )خط

 تحلیلی است. 

 
Fig. 6 Time response for 2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺

2 = 0.005, G=0.191 (kgm2/s), 
and  e=0.5 and  for two sets of initial conditions:  
[𝑙01, 𝐿01, 𝑙02, 𝐿02] = [0.0001001,0,0.0001,0]. 

2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺برای پاسخ زمانی  6شكل 
2 = 0.001،  /s)2=0.325 (kgmG  و 

e=0.5 صورتو برای دو شرایط اولیه به 
[𝑙01, 𝐿01, 𝑙02, 𝐿02] = [0.0001001,0,0.0001,0] 

 
Fig. 7 Poincare map for 2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺

2 = 0.01, G=0.148 (kgm2/s), and  

e=0.5. Between the red (dashed) lines is the width of chaotic layers 
predicted by the analytical method. 

2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺پاسخ زمانی  برای  7شكل 
2 = 0.01،  /s)2=0.148 (kgmG  و 

e=0.5 و برای دو شرایط اولیه به صورت 
  [𝑙01, 𝐿01, 𝑙02, 𝐿02] = [0.0001001,0,0.0001,0] 

 
Fig. 8 Time response for 2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺

2 = 0.01, G=0.148 (kgm2/s), and  
e=0.5 and for two sets of initial conditions:  
[𝑙01, 𝐿01, 𝑙02, 𝐿02] = [0.0001001,0,0.0001,0]. 

2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺پاسخ زمانی  برای  8شكل 
2 = 0.01،  /s)2=0.148 (kgmG  و 

e=0.5 و برای دو شرایط اولیه به صورت 
 [𝑙01, 𝐿01, 𝑙02, 𝐿02] = [0.0001001,0,0.0001,0] 

 
Fig. 9 Poincare map for 2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺

2 = 0.001, G=0.1 (kgm2/s), and  
e=0.032. Between the red (dashed) lines is the width of chaotic layers 

predicted by the analytical method. 
2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺نگاشت پوانکاره برای  9شكل 

2 = 0.001 ،/s)2=0.1 (kgmG  و

e=0.032 بینی چین( عرض ناحیه آشوبناک براساس پیشقرمز )خط. بین خطوط

 روابط تحلیلی است. 
 

 گیرینتیجه 6-

 در این مقاله به بررسی آشوب در دینامیک وضعیت یک ماهواره صلب در مدار
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Fig. 10 Time response for 2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺

2 = 0.001 , G=0.1 (kgm2/s), 
and  e=0.032 and  for two sets of initial conditions:  
[𝑙01, 𝐿01, 𝑙02, 𝐿02] = [0.0001001,0,0.0001,0]. 

2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺پاسخ زمانی  برای  10شكل 
2 = 0.001،  /s)2=0.1 (kgmG  و 

e=0.032 صورتو برای دو شرایط اولیه به 
 [𝑙01, 𝐿01, 𝑙02, 𝐿02] = [0.0001001,0,0.0001,0] 

 
Fig. 11 Poincare map for 2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺

2 = 0.005, G=0.1 (kgm2/s), and  
e=0.147. Between the red (dashed) lines is the width of chaotic layers 

predicted by the analytical method. 
2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺نگاشت پوانکاره برای  11شكل 

2 = 0.005 ،/s)2=0.1 (kgmG  و

e=0.147بینی چین( عرض ناحیه آشوبناک بر اساس پیشخطوط قرمز)خط . بین

 روابط تحلیلی است. 

 
Fig. 12 Time response for 2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺

2 = 0.005 , G=0.1 (kgm2/s), 
and  e=0.147 and  for two sets of initial conditions: 
 [𝑙01, 𝐿01, 𝑙02, 𝐿02] = [0.0001001,0,0.0001,0]. 

2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺پاسخ زمانی  برای  12شكل 
2 = 0.005،  /s)2=0.1 (kgmG  و 

e=0.147 و برای دو شرایط اولیه به صورت 
  [𝑙01, 𝐿01, 𝑙02, 𝐿02] = [0.0001001,0,0.0001,0] 
 

 دلیل اهمیت بالای بررسی تحلیلی آشوب، سیستم بهبیضوی پرداخته شد. به

 آشوب )روش ملنیکف( بهره نحوی تقریب زده شد که بتوان از روابط تحلیلی
 

 
Fig. 13 Poincare map for 2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺

2 = 0.01, G=0.1 (kgm2/s), and  
e=0.264. Between the red (dashed) lines is the width of chaotic layers 
predicted by the analytical method. 

2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺نگاشت پوانکاره برای  13شكل 
2 = 0.01 ،/s)2=0.1 (kgmG  و

e=0.264بینی روابط چین( عرض ناحیه آشوبناک براساس پیش. بین خطوط قرمز)خط

 تحلیلی است. 

 
Fig. 14 Time response for 2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺

2 = 0.01, G=0.1 (kgm2/s), and  
e=0.264 and  for two sets of initial conditions:  
[𝑙01, 𝐿01, 𝑙02, 𝐿02] = [0.0001001,0,0.0001,0]. 

2𝜀𝑀max/𝛾2𝐺پاسخ زمانی  برای  14شكل 
2 = 0.01،  /s)2=0.1 (kgmG  و 

e=0.264  و برای دو شرایط اولیه به صورت [𝑙01, 𝐿01, 𝑙02, 𝐿02] =

[0.0001001,0,0.0001,0] 

گرفت. سپس نتایج تحلیلی برای چند حالت با نتایج عددی مقایسه شدند. 

براساس عرض ناحیه آشوب در نگاشت پوانکاره و همچنین روش مقایسه 

حساسیت به شرایط اولیه در پاسخ زمانی بود. نتایج نشان داد که روابط 

تحلیلی تطابق بسیار خوبی با نتایج عددی دارند. همچنین نتایج نشان داد که 

علاوه بر اثبات آشوب، نتایج تحلیلی کمک بسیار خوبی برای بررسی شرایط 

ک شدن ماهواره )شامل پارامترهای سیستم و شرایط اولیه( ارائه آشوبنا

ها و یا کنترل آن دارای حائز اهمیت تواند در طراحی ماهوارهدهند که میمی

 باشد.
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