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در کار حاضر به تحلیل ارتعاشات یک تیر دوسرگیردار متصل به چاه غیرخطی انرژي (با فنر و دمپر غیرخطی) که تحت تحریک هارمونیک قرار 
برنولی استفاده گردید و چاه غیرخطی انرژي نیز در مقاطع مختلف تیر وصل -شده است. براي مدل کردن تیر از تئوري تیر اویلردارد، پرداخته 

پارامترهاي مختلف بر روي رفتار دینامیک سیستم مورد تحلیل و بررسی قرار گیرند. همچنین شرایط لازم براي رخداد انشعابات ریو تأثگردید
که بهترین هاي ارتعاشاتی، به دست آوردن پاسخ فرکانسی به دلیل آنهاپ و زین اسبی بررسی مطالعه شده است. ازآنجاکه در بررسی سیستم

گیري مختلط شونده براي حل سریع مسأله و یافتن پاسخ فرکانسی به دهد بسیار اهمیت دارد، روش متوسطارتعاشات را نشان میمحدوده کاهش
شده است. نتایج سنجی و مقایسه نتایج، از روش عددي (رانگ کوتاي مرتبه چهارم) نیز استفاده شده است. از سوي دیگر براي صحهکار گرفته 
یابد و هاپ و زین اسبی به ترتیب، کاهش و افزایش میانشعابها، احتمال رخداد گاهبا نزدیک شدن محل نصب جاذب به تکیهدهند که نشان می

تري خواهد گذراي سیستم مدت زمان طولانیتري از دامنه تحریک خارجی تشکیل خواهد شد و پاسخناحیه منفصل فرکانسی در محدوده کوچک
یابد.میشیافزایآرامبهمنه نیروي تحریک خارجی، دامنه ماندگار سیستم داشت. همچنین با افزایش دا
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	 This paper investigates vibration analysis of a clamped-clamped beam attached to a nonlinear energy
sink (with nonlinear stiffness and damping) under an external harmonic force. The beam is modeled
using the Euler-Bernouli beam theory. Different locations for nonlinear energy sink are chosen and the
effects of various parameters on behavior of the system are considered. Required conditions for
occurrence of the Saddle-node bifurcations and the Hopf bifurcations in the system are studied. In
vibration analysis, the frequency response diagram of the system is very important because it shows the
best regions for attenuation of vibration and is a good criterion for designing nonlinear energy sinks;
hence Complexification-Averaging method is used to find the amplitude of oscillation in terms of
excitation load simply. For validation and comparison, numerical simulation(Runge-Kuta method) is
used. The results demonstrate that by approaching the position of nonlinear energy sink to the beam
supports, probability of occurrence of the Hopf and the saddle-node bifurcations decreases and
increases, respectively;detached response curve will be formed in smaller range of external amplitude
force.Moreover, by increasing external amplitude force, the steady state amplitude of the system
increases smoothly.
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مقدمه1-
موضوع ،هاي عمیق وجود دارندتحلیل دینامیک صنایع دریایی که در آب

آمده از این دستشمار زیادي از تحقیقات علمی است. در حقیقت، تجارب به
هاي مهندسی مانند خطوط انتقال در بسیاري از زمینهتوانندیها مپژوهش

د.نهاي انتقال قدرت مفید باشنفت، حفاري و سیستم
ها که در معرض ها، تحلیل دینامیکی این سازهبه همین دلیل طی سال
. ]1,2[اندشدهطور گسترده مطالعه و بررسی جریان سیال وجود دارند، به

هاي دریایی که منجر به خسارت و یا حتی شکست دلیل اصلی ارتعاشات سازه
باشد. به همین ین سازه و جریان سیال خارجی میشود، تقابل بتجهیزات می

. ]3,4[این موضوع مطالعاتی انجام دادند دردلیل شماري از محققین نیز 
اي شکل تحت هاي استوانهدلیل نیروهاي هیدرودینامیکی، سازهدرکل، به

فرکانس اصلی سازه کهی، مخصوصاً هنگامگیرندقرار میتأثیر ارتعاشات جانبی 
ابتدا با . مطالعات در این زمینه]5[به فرکانس اصلی تحریک نزدیک باشد 

با معادلات ياافتهیبهبوديهامدلو سپس]6[سازي خطی شروع شد مدل
. به همین ]7[حامل جریان داخلی پرداختند يهالولهيسازرخطی به مدلغی

و ها سیستم این منظور کنترل ارتعاشات دلیل، تحقیقات گوناگونی به
ها و صفحات) ها (مانند تیرها، لولههاي بزرگ در سازهجلوگیري از تغییر شکل

توان به مطالعاتی در مورداستفاده از اند. ازجمله این تحقیقات میشدهارائه 
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مداربسته يهاستمیکنترلرهاي فعال اشاره نمود. این کنترلرها متشکل از س
. کنترل ]9, 8[کنندل میهستند که با توجه به تغییرات سیستم اصلی عم

موردمطالعه قرار یخوبهاي دریایی تا به امروز بهغیرفعال ارتعاشات سازه
گر، تجهیزات و انرژي . همچنین کنترلرهاي فعال نیز به حسستانگرفته

ت به کنترلرهاي تري نسبخارجی احتیاج دارند و در کل از راهکارهاي پیچیده
کنند. لازم به ذکر است که بازدهی کنترلرهاي غیرفعال غیرفعال استفاده می

که گستره فرکانس نیروي ، نیز درصورتی1شدهمانند میراگر جرمی تنظیم 
آید.شدت پایین میخارجی متغیر باشد به

تحلیلیي، اصورت گستردهبه2ژيهاي اخیر چاه غیرخطی انردر سال
شده، براي جاي میراگرهاي جرمی تنظیم به، [14,13]عددي و[10-12]

موردمطالعه [17,16]و پیوسته[15]هاي گسسته کاهش ارتعاشات سیستم
اشاره ]18[خادم احمدآبادي و توان به پژوهش اند. از این جمله میقرارگرفته

کرد که کاهش ارتعاشات دامنه بالاي یک سیستم دو درجه آزادي را با چاه
بررسی کردند. همچنین این دو محقق در تحقیقی دیگر را غیرخطی انرژي 

حفاري را مورد تحلیل و بررسی ارتعاشات خود تحریک یک دریل]19[
و تحلیل یک چاه به طراحی ]20[قراردادند. در ادامه کنی و همکاران 

گاهی مختلف پرداختند و غیرخطی انرژي متصل به یک تیر تحت شرایط تکیه
ر غیرخطی به کنترل ارتعاشات یک تی]21[کتی و همکاراندر پژوهشی دیگر

نیز به ]22[یک چاه غیرخطی انرژي پرداختند. واکاکیس و همکاران با همراه 
هاي توسط چاه غیرخطی انرژي در سیستم3تحلیل انتقال انرژي هدفمند

پرداختند.یمکانیک
دریایی در يهاسازهيسازهیبر اساس مرور ادبیات، در این مقاله به شب

. به شودمیپرداختهباشندیاعماق دریا که تحت تأثیر جریان سیال خارجی م
استفاده خواهد4برنولی- همین منظور براي مدل کردن تیر از تئوري تیر اویلر

. همچنین فرض خواهد شد یک نیروي هارمونیکی خارجی در کل طول شد
تیر اثر خواهد کرد. از سوي دیگر یک جرم کوچک همراه با یک فنر و دمپر 

یرخطی انرژي در مقاطع مختلف تیر قرار خواهد غعنوان چاه غیرخطی نیز به
و پاسخ 6بات هاپ عام، انشعا5گرفت و با رسم نمودارهاي انشعابات زین اسبی

تأثیرات استفاده از این جاذب در کنترل ارتعاشات یک تیر که ، 7فرکانسی
.خواهد شدتحلیل و بررسی ، استمتغیرتحت نیروي هارمونیکی خارجی

مدل ریاضی2-
مدل کوپل شده یک تیر دوسرگیردار و یک چاه غیرخطی انرژي را 1شکل 

یکی سیستم، بایستی با محاسبه روابط دهد. براي تحلیل رفتار دینامنشان می
نیروهاي ناپایستار و استفاده از روش انرژي جنبشی و پتانسیل و کار

همیلتون، معادلات دینامیکی سیستم را استخراج نمود.
) ) که ترکیبی از انرژي جنبشی تیر (انرژي جنبشی کل سیستم (

:شودتعریف می) 1(رابطهصورت به، باشد) میو چاه غیرخطی انرژي (
)1(= +

)2(=
1
2

̇ =
1
2

̇

)3(=
1
2

̇
	

																																																																																																																																											
1 Tunes Mass Damper (TMD)
2 Nonlinear Energy Sink (NES)
3 Target Energy Transfer (TET)
4 Euler-Bernoulli beam theory
5 Saddle-node bifurcations (SN)
6 Generic Hopf bifurcations
7 Frequency-response diagram

Fig.  1 A schematic view of horizontal clamped-clamped beam with
nonlinear energy sink under harmonic external load

شده بر افقی به همراه چاه غیرخطی نصب یرداردوسرگیرنماي کلی یک ت1شکل 
تحت نیروي هارمونیک خارجیروي آن

Abممان اینرسی تیر،ته تیر، یدول الاسیسمEbطول تیر،Lپارامتر

جرم چاه غیرخطی انرژي و چگالی تیر، ρbمساحت سطح مقطع تیر،
w(x,t) وu نیز به ترتیب جابجایی عرضی تیر و جابجایی مطلق چاه غیرخطی

) که ترکیبی از انرژي باشند. انرژي پتانسیل کل سیستم (انرژي می
از نیزباشد) میغیرخطی انرژي () و انرژي پتانسیل چاهپتانسیل تیر (

شود:استخراج می)4رابطه (

)4(= +

)5(=
1
2

)6(=
1
4

[ − × ( − )]

)نیز )6رابطه (در  مقدار فنریت چاه Kو 8معرف تابع دلتاي دیراك(
در ادامه باشد.میگاه تیر فاصله محل نصب جاذب از تکیهdو غیرخطی انرژي 

:خواهد شدستفاده ) ا7رابطه (نیز براي استخراج کارهاي ناپایستار از 

)7(

= ( ) × −
1
2

× [ ̇ − ̇ × ( − )]

به ترتیب فرکانس و دامنه و مقدار دمپینگ و Cنیز )7رابطه (در 
))8(کارگیري اصل همیلتون (رابطهباشد. درنهایت با بهتحریک خارجی می

)8(( − + ) = 0

به دست خواهند آمد:)10) و (9(صورت معادلاتمعادلات حاکم بر سیستم به

)9(

+ ̈ + ( × ( − )− )
                  + ( ̇ × ( − ) − ̇ ) = cos(Ω )

)10(

̈ + − × ( − )
+ ( ̇ − ̇ × ( − )) = 0

، از شکل مودهاي 9رکینلروش گاابراي جداسازي معادلات زمان و مکان ب
:]23[خواهد شد یک تیر دوسرگیردار استفاده 

)11(

φ ( ) = cosh − cos

−
sinh − sin
cosh − cos

× [sinh − sin ]

عبارت است از: رداریسرگیر دویک تاولبراي موددارمق)11(در رابطه
= )coshر از رابطه فرکانسی داکه این مق4.73 ) cos( ) = به دست 1

شده است که اگر در یک سیستم اثبات ]24[آید. از سوي دیگر در مرجع می
، 10باند کوچکبا پهناي تحت ارتعاشات واداشته هارمونیکی یا تحریک 

																																																																																																																																											
8 Delta Dirac Function
9 Galerkin method
10 Narrow band excitation
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اندازه کافی از هم جدا باشند، هاي طبیعی سیستم اصلی بهرکانسه فکهنگامی
توان سیستم را یک مدل دو درجه آزادي در نظر گرفت که شامل چاه می

نظر باشد. در این بق بر فرکانس موردغیرخطی انرژي و سیستم اصلی منط
صورت دو درجه توان سیستم را بهمی، شدهحالت با توجه به محاسبات انجام 

(اصلی) تیر و چاه غیرخطی انرژي در نظر گرفت. در  آزادي شامل مد اول 
:شوندمیتعریف )12رابطه (ادامه براي سادگی مقادیر بدون بعد 

)12(

= , ̅ = , = , ̅ =

̅ = ,Ω =
Ω

, =

شود:تعریف می)13طبق رابطه (τکه در این رابطه

)13(=

و حذف علامت بار (10)و )9ت (در معادلا(13)رابطهيبا قرار دادن پارامترها
به دست )14رابطه (براي سادگی،معادلات بدون بعد حاکم بر سیستم مطابق 

خواهند آمد:

)14(
+ ̈ + ( × δ(x− d)− )

+ (ẇ × δ(x− d) − ̇ )^3 = cos(Ω )

)15(
̈ + − × δ(x− d)

+ ̇ − ̇ × δ(x− d) = 0
صورت رابطهبه،پارامترهاي ظاهرشده بدون بعد)15) و (14(هايکه در رابطه

تعریف خواهند شد:)16(

)16(

=
b b

, =
b b

=
b b

در ادامه با استفاده از روش جداسازي گالرکین معادلات با مشتقات جزئی 
تبدیل به معادلات دیفرانسیل معمولی خواهند شد، بنابراین جابجایی عرضی 

:شودزده میتخمین )17(تیر را با رابطه

)17(( , ) = ( ) ( )

φامین مختصات عمومی وابسته به زمان و - j، )17(که در رابطه ( )،j -
(میامین تابع ویژه یک تیر دوسرگیردار ) 17باشد. دقت شود که در رابطه 

φع بتوا ( ∫دیگرعبارتاند (بهنرمالیزه شده( با قرار . )=
گیري بر روي تیر و با در و انتگرال(15)و (14)در معادلات(17)دادن رابطه

:آیند) به دست می19) و (18روابط (نظر گرفتن یک مد براي تیر 
̈ ( ) + ( ) + ( )[ ( ( ) × ( )− )

)18(+ ( ( ) × ̇ ( ) − ̇ ) ] = cos(Ω )

)19(
̈ + − ( ) × ( )

+ ( ̇ − ( ) × ̇ ( )) = 0

(18معادلات (ضرایب  که تابعی از پارامترهاي فیزیکی و هندسی )19) و 
عدم (19)و (18)ت اند. در معادلاسیستم هستند در پیوست (الف) آورده شده

براي به دست آوردن به همین منظور،شود.تقارن معادلات باعث پیچیدگی می
)رابطه معادلات متقارن، با فرض ) = ( ) × ( و همچنین روابط (

( ) = ،= =و ⁄ عادلات به شکل م/
به دست خواهند آمد:) 21) و (20معادلات (

)20(

̈ ( ) + ( )

+ [ ( ( )− ) + ( ̇ ( )− ̇ ) ] = cos(Ω )

)21(̈ + − ( ) + ̇ − ̇ ( ) = 0

(20(در رابطه ))، 21) و  )دهنده جابجایی مود اول و نشان( )
باشد. در دهنده جابجایی تیر در محل اتصال به چاه غیرخطی انرژي میشانن

دون علامت پریم آورده خواهند شد.بادامه براي سادگی، معادلات 

حل تحلیلی  3-
εجرمی کوچک (مطابق ادبیات فن، با در نظر گرفتن نسبت  ≪ )، با 1

روابط فرض همچنین با سیستم حول فرکانس طبیعی و بررسی 
= (Ω + ) ،( ) = ( )و ( ) = ( توان نوشت:می(

)22(

̈ ( ) + (Ω + εσ) ( )
+ [ ( )− ( ) + ( ̇ ( ) − ̇ ( )) ]

= cos(Ω )

)23(̈ + ( ( )− ( )) + ( ̇ ( )− ̇ ( )) = 0

روش متوسط گیري مختلط شونده1-3-
براي به دست آوردن رفتار پاسخ حالت پایدار سیستم، از روش متوسط گیري 

. با استفاده از این روش، دو بخش کند خواهد شداستفاده ]25[مختلط شونده 
(مربوط به فرکانس طبیعی  (مربوط به دامنه ارتعاشات تیر و جاذب) و تند 

شوند. با تغییر مختصات سیستم به سیستم) حرکت از یکدیگر جدا می
)هاي مرکز جرم مختصه ( ) = ( )+ ԑ ( و جابجایی نسبی ((

( ( ) = ( ) − ԑ ( غالب براي هر دو و همچنین فرض یک حرکت((
باشد جابجایی تیر و جاذب که شامل حرکت با فرکانس طبیعی سیستم می

)( ) = ( ), ( ) = ( =(آیدبدست می(24)رابطه ) ( √−1:(

)24(( ) = ̇ ( ) + Ω ( ) , ( ) = ̇ ( ) + Ω ( )

:) به دست خواهد آمد25معادله (با محاسبات ریاضی 

)25(

( ) = ( ) ∗( ) , ( ) = ( ) ∗ ( )

̇ ( ) = ( ) ∗( ) , ̇ ( ) = ( ) ∗ ( )

̈ ( ) = ̇ ( )− ( ) + ∗( )  ,

̈ ( ) = ̇ ( )−
Ω
2

( ( ) + ∗( ))

باشد. جدایی قسمت تند دهنده مزدوج میعلامت ستاره، نشان)25(در رابطه
شود:میپذیرامکان) 26(و کند رفتار ارتعاشی سیستم با تعریف رابطه

)26(

( ) =    , ∗( ) = ∗

( ) =    , ∗( ) = ∗

قسمت سریع حرکت و مربوط به حرکت و فرکانس ) 26(در رابطه
به ترتیب دامنه مختلط حرکت مرکز جرم و طبیعی سیستم است و 

دهند. با قرار دان نسبی تیر و جاذب را نشان میتتیر و جاذب و حرک
صورت، رابطه حاکم بر قسمت کند سیستم به)23(در معادلات) 26(معادلات

وهاي شامل رمن تداشتبه دست خواهد آمد (نگه) 28) و (27معادلات (
):فاکتور گرفتن از ضریب 

)27(

̇ ( ) + 8(1 + )Ω (4 (1 + )Ω − 4 ( )Ω

  −4 ( )Ω + 3 ( )| ( )| (1 + )Ω
  +4 ( ) Ω − 3 ( )| ( )| (1 + )Ω

+4 ( ) Ω + 3 ( )| ( )| (1 + )
−3 ( )| ( )| (1 + )) = 0
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)28(

̇ ( ) +
1

8(1 + )Ω
(4 ( ) Ω

−3 ( )| ( )| (1 + )Ω
+4 (1 + )Ω + 4 ( ) Ω

−3 ( )| ( )| (1 + )Ω
+3 ( )| ( )| (1 + )

+3 ( )| ( )| (1 + ) − 4 ( )Ω ) = 0

تحلیل انشعابات زین اسبی2-3-
دهنده اهمیت بالایی دارد چراکه نشانستمیمعادلات س1بررسی نقاط سکون

باشد. به همین دلیل با برابر سیستم می2ماندگاردامنه حرکت نوسانی حالت 
هاي زمانی و مقداري محاسبات ریاضی صفر قرار دادن مشتقات و وابستگی

) 29(رابطهصورت ) به )28(و قرار دادن در رابطه)27(از رابطه(استخراج 
: آیدبه دست می

)29(

[9( Ω + )( Ω − 2 Ω + )]| |
+24 Ω Ω − | | + [16Ω ]| |

−16 Ω = 0

(طنق) 29(هطدر راب دیگرعبارتباشد. بهمیبع ادل) تاتعه سکون 
)تخمین مناسبی از  تري داشته باشد و باشد و هرچه مقدار بزرگمی(

تري داشته باشد، چاه غیرخطی انرژي کارایی مقدار کوچکزمانهم
=بهتري خواهد داشت. با فرض  | صورت توان به را می) 29(، رابطه|

نوشت:) 30رابطه (

)30(

[9( Ω + )( Ω − 2 Ω + )]
+24 Ω Ω − + [16Ω ]

−16 Ω = 0
بسته به مقدار پارامترهاي سیستم، یک یا سه ریشه خواهد داشت. )30(رابطه

رود که یک سري نقاط انشعاب، سیستم نیز انتظار مییوستگیبه دلیل پ
شامل انشعابات زین اسبی و انشعاب هاپ عام در سیستم رخ دهد. براي 

، مشتق این )30(تعیین محل انشعابات زین اسبی، علاوه بر برقرار بودن رابطه
:]26[عبارت نیز باید برابر صفر باشد

)31(
[27( Ω + )( Ω − 2 Ω + )]

+48 Ω Ω − + 16Ω = 0

تحلیل انشعابات هاپ3-3-
اي است که پاسخ کند سیستم در آن از حالت انشعاب هاپ عام ناحیه

ر علامت یاستاتیکی، دینامیکی شده و قسمت حقیقی مقادیر ویژه سیستم تغی
مختلط بسیار 3براي به دست آوردن این انشعاب، مقادیر اغتشاشیدهند. می

)کوچک  )و ( شوند:تعریف می)32(مطابق رابطه،حول نقاط تعادل(
)32(( ) = + ( ), ( ) = + ( )

(27(در رابطه)32(با قرار دادن رابطه هاي نظر کردن از ترمو صرف) 28) و 
(حول  صورت تعادل) بهنقاطآشفتگی، معادلات دیفرانسیل کوپل شده حاکم 

آیند:به دست می) 34) و (33(روابط

)33(

̇ =
( −Ω )

2(1 + )Ω +
3 ∗ Ω − −

8Ω

     +
8(1 + )Ω

(6| | Ω + 6 | | (1 + )

+4 Ω − 6 | | (1 + )Ω
+6 | | (1 + ) + 4 Ω )

																																																																																																																																											
1 Fixed points
2 Steady state
3 Perturbation

)34(

̇ =
( + Ω )

2(1 + )Ω +
3 ∗ + 1

8Ω

     + (
(1 + )Ω + Ω(1 + ) + −Ω

2(1 + )Ω

+
3( + 1) | |

4Ω
)

) 34) و (33(سیستم کوپل شده خطی معادلات 4مشخصهيارابطه چندجمله
باشد:می) 35(صورت رابطهبه

)35(+ + + + = 0

)35(که در رابطهاند. درصورتیضرایب این رابطه در پیوست (ب) آورده شده
دهد که این رابطه داراي یک جفت ریشه مختلط مزدوج انشعاب هاپ رخ می

=صورتبه5خالص مدارهاي 6فرکانس مشخصهباشد. درواقع±
. با باشدمیمتناوب موجود در سیستم و تولیدشده از انشعابات نقاط سکون 

آیند:به دست می)37) و (36، روابط (جدا کردن بخش حقیقی و موهومی

)36(− + = 0

)37(

= → = ±[
96Ω ( + 1)

× 24 + 24 Ω ]

که شرط لازم براي رخداد انشعاب هاپ است. دامنه )36(بر رابطهعلاوه
=. با حذف عبارت]22[نیز صدق کند)29(نوسانات نیز باید در رابطه

| کوپل شده، مرز رخداد انشعاب هاپ در فضاي از این دو رابطه|
آید.پارامترها به دست می

حل عددي4-
(معادلات  ) به فضاي حالت )23(و )22(معادلات کوپل شده تیر و جاذب 

شوند. با استفاده از مرتبه اول میتشوند و تبدیل به معادلاانتقال داده می
حل (رانگ کوتاي مرتبه چهارم) صورت عددي این معادلات به،7متلبافزارنرم

خواهند شد.

نتایج حل تحلیلی و عددي5-
هاي عددي با در مثالسیستم، براي تحلیل دینامیکی رفتار این قسمت در 

=و 200kg/m=و D=0.5mو L=5mنظر گرفتن  207GPa و
=همچنین  ⁄ = . ابتدا رخداد شوندمیتشریح )18(از رابطه1

با توجه به تقارن در شکل.شوندمیانشعابات زین اسبی و هاپ عام بررسی 
و شرایط مرزي سیستم، احتمال رخداد انشعابات زین اسبی و هاپ در سیستم

) محل رخداد σ=1به ازاي (2شوند. شکل نیمی از طول تیر بررسی و رسم می
که به ترتیب فاصله αو d ،Fبعدیبيدر فضاي پارامترهاانشعاب زین اسبی 

گاه تیر، دامنه نیروي تحریک خارجی و دمپینگ محل نصب جاذب از تکیه
شکل انشعابات زین اسبی مطابقدهدیمچاه غیرخطی انرژي هستند را نشان 

باشد که اگر دهند. این بدان معنا میرخ میd<0.72>1و d<0.28>0در نواحی 
دهد. ها قرار گیرد، انشعابات زین اسبی رخ میگاهجاذب در سمت تکیه

ها، محدوده تحریک گاههمچنین با افزایش فاصله محل نصب جاذب از تکیه
ها دامنه گاهیابد، چراکه در تکیهدامنه خارجی براي این پدیده کاهش می

ها، نیاز به دامنه نیروي گاهنزدیک تکیهباشد و لذا درمیتر ارتعاشات کوچک
پارامتر اندازه بهزین اسبی انشعاب ضمندر . باشدیميتربزرگتحریک 

																																																																																																																																											
4 Characteristic polynomial
5 Pure
6 Characteristic frequency
7 MATLAB software
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Fig.  2 The existence of the saddle-node bifurcations in the non-
dimensional parameter space of F, α and d for σ=1

(فاصله جاذب از dبعد پارامتري انشعاب زین اسبی در فضاي بیرخداد2شکل 
1σ=(دمپینگ جاذب) به ازاي αو(دامنه تحریک خارجی)F، گاه)تکیه

) در تمام طول تیر σ=3طور مثال به ازاي () شدیداً وابسته است، بهσ(1میزان
دهد.انشعاب زین اسبی رخ می

به ازاي αو d ،Fبعد پارامتري بیمحل رخداد انشعاب هاپ در فضاي 
)σ=1 طور که مشخص است به ازاي است. همانشدهنشان داده 3) در شکل
)σ=1دهد. همانند ) با نصب جاذب در کل طول تیر انشعاب هاپ رخ می

ها محدوده دامنه تحریک گاهانشعاب زین اسبی، با افزایش فاصله از تکیه
گرفته نشان داده شد که صورتيهایبررسیابد. با خارجی کاهش می

برخلاف انشعاب زین اسبی، رخداد انشعاب هاپ وابستگی بالایی به پارامتر 
) ندارد.σمیزان (

هاي دهند که به ازاي دامنهنشان میذکرشدهمباحث و نمودارهاي 
توان جاذب را در مقاطع مختلف تیر قرارداد. این تحریک خارجی متفاوت، می

انجام αوFدر صفحه دارهاي انشعاب زین اسبی، هاپ کار با بررسی نمو
با توجه به نمودارهاي انشعاب زین اسبی و هاپ و همچنین به .]22[شود می

مختلف مقطعسهدرراهابررسیاین گاهی،تکیهشرایطدلیل تقارن در 

Fig.  3 The existence of the Hopf bifurcations in the non-dimensional
parameter space of F, α and d for σ=1

Fگاه)، (فاصله جاذب از تکیهdبعد پارامتري رخداد انشعاب هاپ در فضاي بی3شکل 

1σ=(دمپینگ جاذب) به ازاي α(دامنه تحریک خارجی) و
																																																																																																																																											
1 Detuning parameter

)d=0.5 وd=0.24 وd=0.12 انجام خواهند شد و سپس در پارامترهاي (
(نمودار دامنه برحسب پارامتر مناسب انتخاب  شده نمودار پاسخ فرکانسی 
است، دهشنشان دادهطور در ادبیات فنی هم همانشوند. میزان) رسم می

هاي انشعابات (زین اسبی و هاپ) فقط به ازاي مقادیر کم دمپینگ ناپایداري
.]22[دهند چاه غیرخطی انرژي رخ می

شده است. اگر جاذب در وسط ) انتخاب d=0.5مقطع اول در وسط تیر (
=تیر قرار گیرد، پارامتر مکانی سیستم  است. در این مقطع از 1.5881

باشد)، انشعابات میd=0.5در 3و 2(که برشی از شکل 4تیر مطابق شکل 
دهد. بر اساس اینکه پارامترهاي سیستم در زین اسبی در سیستم رخ نمی

باشد. به همین دلیل کدام ناحیه قرار گیرد، رفتار ارتعاشی سیستم متفاوت می
شوند و انتخاب میαو Fدر سه ناحیه مختلف از صفحه 3و 2، 1نقاط 

گیرند.یی قرار مها موردبررسآندیاگرام فرکانسی 
شده است، مقطع بعدي در پارامترهاي مکانی که جاذب در آن قرار داده 

=و d=0.24صورتبه (که برشی از 5باشد. مطابق شکل می0.5712
در این حالت انشعاب زین اسبی رخ باشد)، میd=0.24در 3و 2هاي شکل

7و 5،6، 4دهد و براي بررسی رفتار دینامیکی سیستم، نقاط کاري می

شوند.انتخاب می

Fig.  4 The occurrence of Hopf and saddle-node bifurcations for d=0.5
and σ=1

گیرد انشعاب هاپ و زین اسبی زمانی که جاذب در وسط تیر قرار میرخداد4شکل 
)=1, d=0.5σ(

Fig. 5 The occurrence of Hopf and saddle-node bifurcations for d=0.24
and σ=1

گاه و وسط تیر انشعاب هاپ و زین اسبی زمانی که جاذب بین تکیهرخداد5شکل 
,1=گیرد (قرار می d=0.24σ(
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گاه شود نزدیک تکیهمقطع آخري که براي نصب جاذب ارتعاشات انتخاب می
=و d=0.12باشد و در این حالت تیر می خواهد بود. مطابق 0.2624
هم قرار ، مرزهاي رخداد انشعاب هاپ و زین اسبی تقریباً بر روي6شکل 

انتخاب و بررسی خواهند 10و 9، 8گیرند. در این حالت هم نقاط کاري می
تر سیستم، در نقاط مذکور نمودار پاسخ فرکانسی حال براي بررسی دقیقشد. 

در 1شود. به ازاي پارامترهاي نقطه ها بحث میسیستم را رسم و در مورد آن
قابل 7طور که در شکل (که زیر ناحیه انشعاب هاپ قرار دارد)، همان4شکل 

باشد، سه دسته جواب در سیستم وجود دارد (پاسخ پایدار نوسانی ملاحظه می
هاي ناپایدار با انشعاب زین اسبی و انشعاب هاپ).، پاسخ1دامنه پایین
در شکل 2، دیاگرام فرکانسی سیستم را به ازاي پارامترهاي نقطه 8شکل 

دهد. در این حالت علاوه (که داخل ناحیه انشعاب هاپ قرار دارد) نشان می7
در ناحیه 2، پاسخ پایدار نوسانی دامنه بالا7هاي موجود در شکل بر انواع پاسخ

صورت یک ناحیه آید که به) به وجود میσ<5.1>3.1مثبت پارامتر میزان (
باشد.در شکل قابل ملاحظه می3فرکانسی منفصل

Fig. 6 The occurrence of Hopf and saddle-node bifurcations for d=0.12
and σ=1

گاه تیر قرار انشعاب هاپ و زین اسبی زمانی که جاذب نزدیک تکیهرخداد6شکل 
,1=گیرد (می d=0.12σ(

σ
Fig. 7 The Frequency-response diagram of the system for d=0.5, F=0.5
and α=0.2 (point 1 in Fig. 4)

,d=0.5(4در شکل 1فرکانسی سیستم به ازاي پارامترهاي نقطه پاسخ7شکل  F=0.5,

α=0.2(

																																																																																																																																											
1 periodic motion (1T)
2 High amplitude periodic motion
3 Detached Resonance Curve (DRC)

σ
Fig.  8 The Frequency-response diagram of the system for d=0.5, F=1
and α=0.2 (point 1 in Fig. 4)

,d=0.5(4در شکل 2فرکانسی سیستم به ازاي پارامترهاي نقطه پاسخ8شکل  F=1,

α=0.2(

(8به ازاي پارامترهاي شکل  ) سیستم داراي دو نوع حرکت 6σ-=و به ازاي 
باشد که با رسم پاسخ زمانی می4پاسخ مدوله ضعیف، پاسخ پایدار دامنه پایین

شود که سیستم بعد از رژیم گذرا، جذب ، مشاهده می9این سیستم در شکل 
سیستم داراي )4σ=ازاي (پاسخ پایدار دامنه پایین خواهد شد. همچنین به 

با رسم پاسخ کهباشدیمدو نوع حرکت پاسخ پایدار، پاسخ پایدار دامنه پایین 
زمانی این سیستم نیز مشخص شد که سیستم جذب پاسخ پایدار دامنه پایین 

شود.) می0.28قدار دامنه (با م
(که بالاي ناحیه انشعاب هاپ قرار 4در شکل 3به ازاي پارامترهاي نقطه 

طور که مشخص رسم شده است. همان10دارد)، دیاگرام فرکانسی در شکل 
است نواحی مربوط به انشعابات هاپ و زین اسبی به ترتیب به دو و سه 

. از سوي اندشدهتر بزرگ8و شکل 7اند و نسبت به شکل شدهقسمت تقسیم 
دیگر ناحیه منفصل فرکانسی نیز به ناحیه پایدار دامنه پایین متصل شده است 

مجزا تقسیم دو قسمتکه در اثر این اتصال، نواحی ناپایدار زین اسبی به 
اند.شده

Fig. 9 The time history diagram of the system for d=0.5, F=1, σ=-6 and
α=0.2

,6-=زمانی سیستم (نمودار پاسخ9شکل  d=0.5, F=1, α=0.2σ(

																																																																																																																																											
4 Low amplitude periodic motion (1T)
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σ
Fig. 10 The Frequency-response diagram of the system for d=0.5, F=2
and α=0.2 (point 3 in Fig. 4Fig. )

,1=(4شکل در3سیستم به ازاي پارامترهاي نقطه فرکانسی پاسخ10شکل  d=0.5,

F=2, α=0.2σ(

که زیر نواحی انشعابات 5واقع در شکل 4دیاگرام فرکانسی سیستم در نقطه 
باشد با این تفاوت که می7هاپ و زین اسبی قرارگرفته است، همانند شکل 

باشد و این نقطه دور از نواحی چون دامنه تحریک نیروي خارجی کوچک می
هاي ناپایداري در دیاگرام فرکانسی انشعابات زین اسبی قرار دارد، لذا محدوده

هاي دیاگرامباشد.تر می، کوچک1انسی نقطه این نقطه نسبت به دیاگرام فرک
باشند و به ترتیب با می8، همانند شکل 5شکل در6و 5فرکانسی نقاط 

تر و به افزایش دامنه نیروي تحریک خارجی، ناحیه منفصل فرکانسی بزرگ
شود.تر میناحیه پایدار نوسانی دامنه پایین نزدیک

بالاي هر دو ناحیه انشعاب قرار که 5در شکل 7دیاگرام فرکانسی نقطه 
باشد. مطالعات ) می10(یعنی شکل 3دارد، همانند دیاگرام فرکانسی نقطه 

(نشان می ) نسبت به مقطع قبلی d=0.24دهد که در کل این مقطع از تیر 
)d=0.5تري دارد و حتی نواحی انشعاب در )، ناحیه منفصل فرکانسی کوچک

دارند.ي ترکوچکيهامحدودهاین مقطع 
هاي مشابه نسبت به هاي فرکانسی در آخرین مقطع از تیر شکلدیاگرام

، دیاگرام فرکانسی در شکل 6در شکل 10مثال براي نقطه عنوان هم دارند. به 
به ازاي 11طور مثال به ازاي پارامترهاي شکل بهشده است.نشان داده 11

)2=σپاسخ پایدار دامنه ) سیستم داراي دو نوع حرکت پاسخ مدوله ضعیف ،
شده است، با استفاده از نشان داده 12که در شکل طورکه همانباشدیمبالا 

شود که سیستم حل عددي و رسم پاسخ زمانی این سیستم، مشاهده می
به ذکر است که دیاگرام لازمجذب پاسخ مدوله ضعیف خواهد شد.

انشعاب و نوسانی ) نواحی 6(در شکل 9و 8هاي دو نقطه کاري فرکانسی
دارند و ناحیه فرکانسی منفصل 10تري نسبت به نقطه دامنه بالاي کوچک

شود.اصلاً در این مقطع از تیر تشکیل نمی
توان گفت در کل تیر با افزایش دامنه نیروي تحریک خارجی در کل می

افزایش انرژي ورودي به سیستم)، مقدار دامنه ماندگار سیستم جهیدرنت(
آید و به ناحیه نوسانی یابد و ناحیه منفصل فرکانسی پدید مییافزایش م

ها، در گاهشود. همچنین با نزدیک شدن به تکیهدامنه پایین متصل می
(هاپ و زین اسبی) و دیاگرام هاي فرکانسی سیستم، محدوده نواحی انشعاب 

ل این، با نزدیک شدن محعلاوه بریابد.نواحی نوسانی دامنه بالا کاهش می
هاي تیر، در پاسخ زمانی سیستم مدت زمان پاسخ گاهنصب جاذب به تکیه

تر  خواهد بود.گذرا طولانی

σ
Fig. 11 The Frequency-response diagram of the system for d=0.12, F=2
and α=0.2 (point 10 in Fig. 6)

,1=(6در شکل 10سیستم به ازاي پارامترهاي نقطه فرکانسی پاسخ11شکل  d=0.12,

F=2, α=0.2σ(

در اثر افزایش سرعت جریان خارجی وارد بر ]27[طبق معادله موریسون 
یابد. در هاي دریایی، دامنه نیروي وارد بر سیستم نیز افزایش میسازه
در نزدیکی نیو همچناین نیرو در وسط تیر راتییتغریتأث12و 11هاي شکل
گاه تیر بررسی خواهد شد.تکیه

نمودار تغییرات دامنه پایدار سیستم به ازاي تغییرات دامنه 13شکل در
(ناشی از افزایش سرعت سیال خارجی) در وسط تیر  نیروي تحریک خارجی 

)d=0.5گونه که مشخص است با افزایش دامنه نیروي ) رسم شده است. همان
یابد و همچنین در آرامی افزایش میسیستم نیز بهخارجی، دامنه پایدار 

هایی از نوع انشعاب هاپ پدیدار محدوده خاصی از نیروي خارجی ناپایداري
مشخص است، با 4طور که در شکل خواهند شد. لازم به ذکر است که همان

) )، از 0.2α=افزایش نیرو در مقدار مشخصی از دمپینگ چاه غیرخطی انرژي 
ناحیه انشعابات هاپ عبور کرده که این محدوده دقیقاً منطبق بر ناحیه 

باشد و همچنین با کاهش مقدار دامنه تحریک خارجی می13ناپایداري شکل 
یابد و با عبور از ناحیه انشعاب هاپ، ناپایداري در آرامی کاهش میدامنه به

شود.دامنه حرکتی سیستم مشاهده می

Fig. 12 Time history response diagram of the system for d=0.12, F=2
and α=0.2 (occurrence of WMR)

,2=به ازاي ستم زمانی سیپاسخ12شکل  d=0.12, F=2, α=0.2σ رخداد پاسخ مدوله)
ضعیف)
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F
Fig. 13 The Force-response diagram of the system for d=0.5, σ=1 and
α=0.2

,1=(تغییرات دامنه تحریک خارجیبه ازاي ستمینمودار پاسخ ماندگار س13شکل 

d=0.5, α=0.2σ(

) پدیده پرش در اثر کاهش d=0.24گاه تیر (اما با نصب جاذب در نزدیکی تکیه
یا افزایش دامنه تحریک خارجی مشاهده خواهد شد.

شود، با افزایش دامنه مشاهده می5طور که در شکل در این حالت همان
)، از دو ناحیه α=0.2تحریک خارجی به ازاي مقدار مشخص دمپینگ جاذب (

ناپایداري انشعابات هاپ و زین اسبی عبور خواهد شد. در این صورت مطابق 
، در اثر افزایش دامنه تحریک خارجی از مقادیر کم، بعد از عبور از 14شکل 

هاپ، با یک پرش مقدار دامنه پایدار سیستم ناگهان ناحیه ناپایداري انشعابات
اگر این روند برعکس شود، دامنه ماندگار سیستم با همچنینیابد.افزایش می

یابد و به دلیل این پرش، سیستم یک پرش، مقدار آن ناگهان کاهش می
هاي انشعاب هاپ را تجربه نخواهد کرد.ناپایداري

گیرينتیجه6-
تحلیل و بررسی ارتعاشات عرضی یک تیر دوسرگیردار در تحقیق حاضر به 

همراه با یک چاه غیرخطی انرژي (شامل فنر و دمپر غیرخطی) پرداخته شد. 
روش از استفاده براي مدل کردن تیر از مدل تیر اویلر برنولی استفاده شد. با

F
Fig. 14 The Force-response diagram of the system for d=0.24, σ=1 and
α=0.2

,1=(تغییرات دامنه تحریک خارجیسیستم به ازاي نمودار پاسخ ماندگار 14شکل 

d=0.24, α=0.2σ(
همیلتون معادلات دینامیکی سیستم استخراج شد و با دو روش تحلیلی

(رانگ کوتاي مرتبه چهارم) به (روش متوسط گیري مختلط شونده) و عددي 
تحلیل معادلات پرداخته شد. با رسم نمودارهاي انشعاب زین اسبی و هاپ، 
تأثیر جاذب غیرخطی در مقاطع مختلف تیر سنجیده شد و در ادامه با ترسیم 

با حل هاي مختلف سیستم بررسی ونمودارهاي پاسخ فرکانسی، انواع پاسخ
ها استخراج شدند:عددي مقایسه شدند که نتایج زیر از آن

üهاي فرکانسی با نزدیک شدن محل اتصال جاذب به انتهاي تیر در دیاگرام
نواحی انشعاب، ناحیه نوسانی دامنه بالا و ناحیه منفصل فرکانسی 

شوند.تر میکوچک
üرخداد هاي تیر، احتمال گاهبا نزدیک شدن محل نصب جاذب به تکیه

یابد.انشعاب زین اسبی افزایش می
ü با افزایش دامنه نیروي تحریک خارجی، دامنه ماندگار سیستم افزایش

خواهد یافت.
ü با نزدیک شدن محل نصب جاذب به انتهاي تیر، احتمال پدیده پرش

یابد.افزایش می
ü با نزدیک شدن محل نصب جاذب به انتهاي تیر، پاسخ گذراي سیستم

شود.تر میطولانی

هاپیوست7-
پیوست (الف)1-7-

(آ)

= ( )

= ( ) ( )

= ( )

پیوست (ب)2-7-

(ب)
=

3
2

(ԑ + 1)

(ت)

=
1

64Ω (27 ԑ Ω + 54 ԑΩ
+27 ԑ + 27 + 27 Ω
+48 ԑ σΩ + 54 ԑ + 16ԑ σ Ω
+16Ω − 48 Ω )

=(ث)
ԑ

64Ω
24 Ω + 24 ԑσ Ω

(ج)

=
ԑ

256Ω (27 Ω − 54 σ Ω
+16σ Ω + 27 σ − 54 σΩ
−48 σ Ω + 48 σΩ + 27 σ Ω
+27 Ω )
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