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زاض اٚیّط ثطِ٘ٛی ثب ؾغح  تیط زٚضا٘ی تطن ٞبی عجیؼیفطوب٘ؽثطای تؼییٗ  ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُٔٛؾْٛ ثٝ ضٚـ  ی تحّیّیضٚق زض ایٗ ٔمبِٝ -چکیذه

ؾٙدی اػتجبض ثطای. ٘تبیح حبنُ سیآٔی زؾتثٝ آٖػٕك تطن ٚ  ٔٛلؼیت ثب تغییط زاض تیط تطنٞبی عجیؼی اثتسا فطوب٘ؽ .قسٜ اؾت اضائٝ ٔمغغ ٔتغیط

قٛز وٝ تغبثك ذٛثی ض ؾبیط ٔمبلات ٔمبیؿٝ ٔیز ٔٛضز اؾتفبزٜ ٞبی زیٍطضٚـٚ  آثبوٛؼافعاض ٘طْزؾت آٔسٜ اظ آظٔبیف ٔٛزاَ، ثٝثب ٔمبزیط تدطثی 

-فطوب٘ؽ اؾتفبزٜ اظٚ ثب  غ٘تیه اٍِٛضیتٓوبضٌیطی ثب ثٌٝیطز؛ ثسیٗ ٔٙظٛض ٔؿأِٝ ٔؼىٛؼ ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٔی زض ازأٝ. ٌطززثیٗ آٟ٘ب ٔكبٞسٜ ٔی

-قٛز. ٔكبٞسٜ ٔیتؼییٗ ٔی ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیط یتیط زٚضا٘ ٔٛلؼیت ٚ ػٕك تطن زض ا٘سحبنُ قسٜزاض وٝ اظ آظٔبیف ٔٛزاَ عجیؼی تیط تطن ٞبی

پبضأتطٞبی یی ایٗ ضٚـ زض تؼییٗ زٞٙسٜ وبضاػٕك ٚالؼی تطن زاضز وٝ ٘كبٖ ؼیت ٚزؾت آٔسٜ تغبثك لبثُ لجِٛی ثب ٔٛلٝ٘تبیح ػسزی ثوٝ  ٌطزز

 تطن زض تیطٞبی زٚضا٘ی اؾت.
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Abstract-The current article presents an analytical approach, for determining the natural frequencies of a rotating 

cracked Euler–Bernoulli beam with a varying transverse cross-section, using the so-called differential transform method 

(DTM). First, the natural frequencies of the beam are obtained for different values of the crack position and depth. The 

results have been validated against those obtained from experimental modal test, Abaqus software and some other 

methods reported in the literature and a good agreement between the results is observed. Then, the inverse problem is 

investigated. For this reason, the position and depth of the crack of the rotating beam with a varying transverse cross-

section are estimated using the genetic algorithm and then, the natural frequencies are obtained from the modal test. It is 

seen that the numerical results have a suitable agreement with the actual position and depth of the crack that indicates 

the effectiveness of this method in determining the parameters of the crack in the rotating beams. 

Keywords: Euler-Bernoulli Rotating Beam, Genetic Algorithms, Crack, Modal Analysis, Natural Frequency. 
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 مقذمه  -1

ٞبی تیّٛض اؾت ٚ  ضٚـ ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ ثط ٔجٙبی ثؿظ ؾطی

 .ٔؼطفی قس >1ضؾس وٝ اِٚیٗ ثبض تٛؾظ ظٞٛ = ثٝ ٘ظط ٔی

ٞبی  ٞبی ضٚتٛض ّٞیىٛپتط، تیغٝ تیطٞبی زٚضا٘ی ثیكتط زض تیغٝ

ضٚ٘س. ٞبی ّٔره ٞٛاپیٕب ثٝ وبض ٔی تٛضثیٗ ثبزی، تیغٝ

زاض ثؿیبض زٚضا٘ی تطن ؾبظی زیٙبٔیىی ٚ تحّیُ تیطٞبی ٔسَ

>. ایٗ تیطٞب 2ا٘س = ٟٔٓ ثٛزٜ ٚ اذیطاً ٔحجٛثیت ظیبزی پیسا وطزٜ

ثطِ٘ٛی یب تیٕٛقٙىٛ وٝ زض  -ٔؼٕٛلاً ثٝ تیطٞبی یه ثؼسی اٚیّط

قٛ٘س.  ٔؼطو ٘یطٚی ذٕكی ٌطیع اظ ٔطوع ٞؿتٙس، ؾبزٜ ٔی

ی تیط  ٔؿأِٝتحّیُ اضتؼبقی ٞبی تمطیجی ٔتفبٚتی ثطای  ضٚـ

> ضٚـ 3= ت. ٞٛزٌؽ ٚ ضٚتىٛؾىیوٙٙسٜ ٔغطح قسٜ اؾزٚضاٖ

زؾت آٚضزٖ ذٛال إِبٖ ٔحسٚز ٔطتجٝ ٔتغیط ضا ثطای ثٝ

اضتؼبـ  >4اضتؼبـ آظاز تیط زٚضا٘ی ٔؼطفی وطز٘س. ٘بٌِٛؿٛاضاٖ =

ثطِ٘ٛی ضا ثط ٔجٙبی حُ ػٕٛٔی  -خب٘جی یه تیط یىٙٛاذت اٚیّط

ٟ٘ی چٟبض تبثغ ٔؿتمُ  ی قىُ ٔٛز ٚ ثب اؾتفبزٜ اظ ثطٞٓ ٔؼبزِٝ

 ذغی ثطضؾی وطز. 

زؾت آٚضزٖ > ضٚـ إِبٖ ٔحسٚز ضا ثطای ث5ٝ= ٌٛپتب ٚ ضائٛ

ٞبی عجیؼی ٚ قىُ ٔٛزٞبی تیط زٚضا٘ی ثب ؾغح ٔمغغ فطوب٘ؽ

> یه إِبٖ ٔطتجٝ ثبلاتط ضا وٝ تبثغ 6ٔتغیط ثٝ وبض ثطز٘س. ٌٛ٘سا =

ؾت، ای ٚ ٔثّثبتی ثٝ زؾت آٔسٜ ا قىُ آٖ ثب تٛاثغ چٙسخّٕٝ

زٞس وٝ ثطای تحّیُ زیٙبٔیىی تیطٞبی زٚضا٘ی ثب  پیكٟٙبز ٔی

 >7ٚ ٌب٘ىِٛی = ؾپؽ، ٌٛ٘سا ؾغح ٔمغغ ٔتغیط ٔٙبؾت اؾت.

فطو وطز٘س وٝ خبثدبیی ػطضی ثٝ ػٙٛاٖ یه تبثغ ٔطتجٝ چٟبض 

آیس وٝ  وٙس ٚ قىُ خسیسی اظ تبثغ ثٝ زؾت ٔی تغییط ٔی

وٙس. ثبظٖٚ ب ٔیؼبزِٝ زیفطا٘ؿیُ حبوٓ ضا اضضلؿٕت اؾتبتیىی ٔ

ٞبی اضتؼبقی یه تیط تیٕٛقٙىٛ ثب ؾغح ٔمغغ  ٔكرهٝ >8=

ٔتغیط ضا ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ إِبٖ ٔحسٚز ثطضؾی وطز. ٕٞچٙیٗ 

ای ٚ  نفحٝ ٞبی زضٖٚ > ضٚاثظ ثیٗ فطوب٘ؽ9ثبظٖٚ =

ٔٛضز ثحث لطاض  1َٚؾبٚت ای ضا ثط حؿت ضطایت نفحٝ ثطٖٚ

> اضتؼبـ یه ٔیّٝ زٚضا٘ی ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیط 10زاز. ثبظٖٚ =

ٞبی  ضا ثب ضٚـ إِبٖ ٔحسٚز ثطضؾی وطز وٝ زض آٖ ٔبتطیؽ

ثطحؿت ٘طخ ثٝ ضٚقٙی خطْ، الاؾتیه ٚ ؾرتی ٌطیع اظ ٔطوع 

اظ تٛاثغ  >11=ٚ قٟجب  ػغبض٘ػاز .٘سقٛ قٛ٘سٌی ثیبٖ ٔی  ثبضیه

ی زیفطا٘ؿیُ  زؾت آٔسٜ اظ حُ ٔؼبزِٝخبثدبیی انّی ثٝ

ای تیط زٚضا٘ی ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیط  اؾتبتیىی حطوت نفحٝ

                                                            
1. South Well 

ٞبی إِبٖ ٔحسٚز اؾتفبزٜ  ثطِ٘ٛی ثطای تؼییٗ فطَٔٛ -اٚیّط

> اظ ضٚـ ؾرتی زیٙبٔیىی ثطای ٔغبِؼٝ 12وطز٘س. ثب٘طخی =

آظاز تیطٞبی زٚضا٘ی ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیط اؾتفبزٜ وطز  ضتؼبقبتا

آٖ اضتفبع یب پٟٙبی تیط ثٝ عٛض ذغی زض أتساز عَٛ آٖ وٝ زض 

> ضٚـ ؾرتی زیٙبٔیىی ضا ثط 13وٙس. ٚاً٘ ٚ ٚضِی = تغییط ٔی

ٞبی  زؾت آٚضزٖ فطوب٘ؽثطای ثٝ فطٚثیٙٛؼٔجٙبی ضٚـ 

عجیؼی تیط زٚضا٘ی ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیط ثٝ وبض ثطز٘س. وبٔلاً 

فعایف ٔكٟٛز اؾت وٝ تطن ضٚی یه تیط، ا٘ؼغبف ٔٛضؼی ضا ا

ٞب ٚ قىُ ٔٛزٞب  ٚ ثٙبثطایٗ ذٛال زیٙبٔیىی تیط ٔب٘ٙس فطوب٘ؽ

زٞس. زض ٘تیدٝ أىبٖ ترٕیٗ ٔٛلؼیت ٚ ا٘ساظٜ تطن  ضا تغییط ٔی

زاض ٚخٛز زاضز. تبثیط تطن ثٝ عٛض ٌؿتطزٜ زض  ثطای تیط تطن

ٔمبلات ثطضؾی قسٜ اؾت ٚ ضٚیىطزٞبی ٌٛ٘بٌٛ٘ی ثطای ٔسَ 

 وطزٖ تطن تٛؾؼٝ یبفتٝ اؾت. 

> ضٚـ إِبٖ ٔحسٚز ضا ثطای تحّیُ یه 14ً٘ ٚچٗ =چب

ثطز٘س ٚ ؾپؽ ضٚیىطز  زاض ثٝ وبض ی زٚضا٘ی ضریٓ تطن تیغٝ

ٞبی وٛچه فضبیی ضا ثطای ٕ٘بیف تطن زض ایٗ تیغٝ ٔغطح  ٔٛج

اظ ضٚـ إِبٖ ٔحسٚز ثطای ثحث ضٚی تیط  >15وطز٘س. ویٓ =

ٚ وٛاً٘  وبٔپٛظیتی زٚضا٘ی ثب یه تطن ػطضی اؾتفبزٜ وطز.

یبثی اضتؼبقی ٚ  ثٝ تطتیت ٔىبٖ >17> ٚ ٞٛاً٘ =16ٞٛاً٘ =

ٞبی زٚضا٘ی ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیط ٚ یىٙٛاذت ضا ثب  پبیساضی تیغٝ

ثطضؾی تبثیط ٔىبٖ تطن ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ٌبِطویٗ ٔٛضز 

أطٚظٜ تیطٞبی زٚضا٘ی غیطیىٙٛاذت ثٝ زِیُ  ثطضؾی لطاض زاز٘س.

ٔمبٚٔت ٚ خطْ ثٟتط،  ػّٕىطز ٚیػٜ آٟ٘ب ٚ ضؾیسٖ ثٝ تٛظیغ

ضٚ تحّیُ اضتؼبقی >. اظ ای18ٗا٘س = ٚا٘ی پیسا وطزٜوبضثطزٞبی فطا

ایٗ تیطٞب إٞیت فطاٚا٘ی زاضز. ٕٞچٙیٗ، تكریم تطن زض 

ای زض ٔمبلات ٔغطح قسٜ اؾت. ضایعٚظ ٚ تیطٞب ثٝ عٛض ٌؿتطزٜ

> تطن ضا ثب فٙط پیچكی خبیٍعیٗ وطز٘س ٚ پبؾد 19ٕٞىبضا٘ف =

ثب زٚ تطن ضا ثٝ زؾت آٚضز٘س ٚ ثب اؾتفبزٜ اظ آٟ٘ب اضتؼبقی تیط 

. ُِ ٚ ثیٙی وطز٘سطای یه قىُ ٔحُ ٚ ػٕك تطن ضا پیفث

یه ضٚـ ضا ثطای تیطٞبی وٛتبٜ، ثطای قٙبؾبیی  >20ٔبیتی =

ٌیطی قسٜ، ٌؿتطـ ٞبی ا٘ساظٜٞب ثب اؾتفبزٜ اظ فطوب٘ؽتطن

 یبفتٝیه ٔبتطیؽ ؾرتی ا٘تمبَ > 21زاز٘س. ویبٖ ٚ ٕٞىبضا٘ف =

ٌیطی اظ اظ یه زؾتٝ تیط ثب تطن یه عطف ثبظ ثب ا٘تٍطاَ

فبوتٛضٞبی قست تٙف ٔؼطفی وطز٘س. ثطاؾبؼ ایٗ وبض، ٘حٛی ٚ 

ٔٛلؼیت ٚ ا٘ساظٜ تطن ضا زض تیطٞب ترٕیٗ ظز٘س.  >22خجبضی =

> اظ ضٚـ ا٘طغی ٕٞطاٜ ثب تئٛضی 23چب٘سضٚظ ٚ زیٕبضٌٛ٘ع =

ؼبقبت ػطضی تیطٞبی زاض پیٛؾتٝ ثطای تحّیُ اضتتیطٞبی تطن
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> اظ ضٚـ إِبٖ 24= وطز٘س. ٚیٛلا ٚ ٕٞىبضا٘فزاض اؾتفبزٜ تطن

ٞبی خطْ زؾت آٚضزٖ ٔبتطیؽٔحسٚز ثطای قٙبؾبیی تطن ثب ثٝ

یبً٘ ٚ  ؾرتی إِبٖ تیط تطن ذٛضزٜ اؾتفبزٜ وطز٘س. ٚ

> ثب اؾتفبزٜ اظ 26> ٚ اؾٛأیسظ ٚ ٕٞىبضا٘ف =25ٕٞىبضا٘ف =

ی ذٕكی ٔؼبزَ یه تیط ثب یه ٚ زٚ ضٚـ ا٘طغی ثٝ تؼییٗ ؾرت

بی عجیؼی ٞتطن پطزاذتٙس. زض ایٗ ٔمبلات ثب زاقتٗ فطوب٘ؽ

تٛاٖ ٔٛلؼیت ٚ ػٕك تطن ضا ٔحبؾجٝ وطز. ویٓ ٚ اؾتبثع ٔی

زاض ٘بظن ضا تٛؾظ یه > ٔحُ تطن زض تیطٞبی تطن27=

ثیٙی وطز٘س. ثط اؾبؼ ٔفْٟٛ حؿبؾیت ٔٛزاَ پیف اٍِٛضیتٓ

> ثطای ترٕیٗ ا٘ساظٜ 28= اظ ضٚـ ٌٛزٔب٘ؿبٖػلاٜٚ ثط ایٗ، آٟ٘ب 

  ٞب اؾتفبزٜ وطز٘س.تطن

> ضا ثطای 27> ضٚـ ویٓ ٚ اؾتبثع =29ضاظی ٚ ٕٞىبضا٘ف =

اؾبؼ ثطقٙبؾبیی تطن زض تیطٞبی تیٕٛقٙىٛ ٌؿتطـ زاز٘س. 

>، 30قبذم آؾیت ٔؼطفی قسٜ تٛؾظ چطاغی ٚ عبٞطی =

تدطثی ثطای > ثب اؾتفبزٜ اظ تدعیٝ حبِت 31ضضبیی ٚ عبٞطی =

تكریم یه تطن ػطضی زض تیط ٚ وٕیت ضٚ٘س پیكطفت تطن 

ٞبی عجیؼی ضا ٔٛضز ثطضؾی لطاض زاز٘س. اظ آ٘دب وٝ فطوب٘ؽ

زٚ ٔٛلؼیت ٚ ػٕك تطن اؾت،  تیطٞبی تطن ذٛضزٜ تبثؼی اظ ٞط

ط قسٜ زض ثبلا ٞبی شوٞبی ٔجتٙی ثط فطوب٘ؽیبضی اظ ضٚـثؿ

ای ثٝ ٔٙظٛض ثطآٚضز ٔحُ ٚ ا٘ساظٜ ٔطحّٝ ٘یبظ ثٝ یه ضٚـ زٚ

ثٝ ػٙٛاٖ یه  . ثب ایٗ حبَ، اٌط ػُٕ تكریم تطنزاض٘ستطن 

، ٔحُ ٚ ا٘ساظٜ تطن ثٝ فتٝ قٛزطٌؾبظی زض ٘ظط ثٟیٙٝ ٔؿأِٝ

 ٞٛضیت ٚ ٚاتب٘ت ثٛز.ٙس ذٛاٞ ٔغطح ػٙٛاٖ پبضأتطٞبی عطاحی

 َ إِبٖ ٔحسٚز ثطای یه نفحٝ آؾیتثطای تٛؾؼٝ ٔس >32=

ٞبی زاذّی اظ ضٚـ اٍِٛضیتٓ غ٘تیه اؾتفبزٜ زیسٜ ثب تطن

ٞب یه > ثطای قٙبؾبیی تطن زض ؾبظ33ٜ= وطز٘س. ؾبٞٛ ٚ ٔبیتی

ضٚـ تطویجی اٍِٛضیتٓ غ٘تیه ٚ ػهجی پیكٟٙبز زاز٘س. آٟ٘ب 

ضٚـ ذٛز ضا ثٝ نٛضت ػسزی ثط ضٚی یه لبة ٞٛاپیٕب ثب 

> اظ ضٚـ تىبّٔی 34ٔٛفمیت ػّٕی وطز٘س. وبؾبیتی =

ثطای تؼییٗ ٔحُ ٚ ٔٛلؼیت آؾیت زض تیط ثب زیفطا٘ؿیّی 

ٔمبیؿٝ ٔبتطیؽ ؾرتی لجُ ٚ ثؼس اظ آؾیت اؾتفبزٜ وطز. ٚویُ 

 ثطای> ضٚـ اٍِٛضیتٓ غ٘تیه ضا 35ثبغٕیكٝ ٚ ٕٞىبضا٘ف =

 تؼییٗ ٔٛلؼیت ٚػٕك تطن ثطای یه تیط ثٝ وبض ثطز٘س.

ثسٖٚ تطن ٚ یب تیط زاضای زض وبضٞبی ٌصقتٝ تیط زٚضا٘ی 

ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٌطفتٝ اؾت. زض ایٙدب ضٕٗ زٚاض تطن غیط

ٔغبِؼٝ تیط زٚضا٘ی زاضای تطن، وبضایی ضٚـ ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ ٚ 

. قٛز ٔییٗ ٘ٛع تیطٞب ثطضؾی زلت ایٗ ضٚـ زض ٔغبِؼٝ ا

ٕٞچٙیٗ ثب ا٘دبْ آظٔبیف ٔٛزاَ، ٘تبیح تدطثی ثطای ٔغبِؼٝ 

قٛز وٝ طن ٚ ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیط اضائٝ ٔیتیطٞبی زاضای ت

تٛا٘س ثٝ ػٙٛاٖ ٔطخؼی زض ؾبیط ٔغبِؼبت زض ایٗ ظٔیٙٝ ٔٛضز ٔی

ٞبی عجیؼی تیط وٝ اؾتفبزٜ ثبقس. زض ازأٝ ثب اؾتفبزٜ اظ فطوب٘ؽ

ا٘س ٔحُ ٚ ػٕك تطن تؼییٗ زؾت آٔسٜاظ آظٔبیف ٔٛزاَ ثٝ

)ٔؿأِٝ ٔؼىٛؼ(. ثسیٗ ٔٙظٛض اظ اٍِٛضیتٓ غ٘تیه وٝ  قٛزٔی

ز. قٛ ت اؾتفبزٜ ٔیٞبی خؿتدٛی تهبزفی اؾیىی اظ ضٚـ

زٞٙسٜ ترٕیٗ لبثُ لجَٛ خٟت ٘تبیح ثٝ زؾت آٔسٜ ٘كبٖ

 تؼییٗ ٔحُ ٚ ػٕك تطن اؾت. 

 

 بنذی فرمول -2

 معادلات حاکم بر تیر دورانی دارای ترک -2-1

ثطِ٘ٛی زض حبَ زٚضاٖ ٚ زاضای تطن ثب ؾغح  -یه تیط اٚیّط

عٛض وٝ  قٛز. ٕٞبٖ زض ٘ظط ٌطفتٝ ٔی Lٔمغغ ٔتغیط ثٝ عَٛ 

ٔتهُ  R، ایٗ تیط ثٝ یه تٛپی ثب قؼبع زٞسٔی٘كبٖ  1قىُ 

چطذس. اضتفبع حٛض ثبثت ٔیحَٛ ٔ Ωای  اؾت وٝ ثب ؾطػت ظاٚیٝ

س. زض تحمیك حبضط وٙ تیط ثٝ عٛض ذغی زض عَٛ آٖ تغییط ٔی

زاض ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیط ثٝ ؾٝ إِبٖ زض ٔمغغ تیط زٚضا٘ی تطن

تطن ثب یه إِبٖ فٙطی  (.1قٛز )قىُ ػطضی تطن تفىیه ٔی

ٚخٛز  .قٛز ٔسَ ٚ فطو ٔی K پیچكی ثب ؾرتی ٔؼبزَ

آٚضز. تطن تغییطی زض تٛظیغ خطْ زض أتساز تیط ثٝ ٚخٛز ٕ٘ی

ض ٞط زٚ عطف ٘یطٚٞبی ٌطیع اظ ٔطوعی وٝ زض ٞط ٔمغغ )ز

( ٚ 1)قٛ٘س اظ ضٚاثظ ٞبی آٖ اػٕبَ ٔیضاؾت ٚ چپ( اظ إِبٖ

 .٘سقٛ ٔحبؾجٝ ٔی (2)
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 ٔتغیط ٔمغغ زاض ثبؾغحتطن تیط زٚضا٘ی 1شکل 
 

ثٝ تطتیت ؾغح ٔمغغ ػطضی ٚ  A  ٚI (،5( ٚ )4) زض ضٚاثظ
ٔتٙبظط ثب ا٘تٟبی چپ  gٌكتبٚض زْٚ ؾغح ٞؿتٙس. ظیط٘ٛیؽ 

-٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت. ٘طخ ثبضیه 1 تیط اؾت وٝ زض قىُ

قٛز وٝ ػسزی وٛچىتط اظ یه  ٘كبٖ زازٜ ٔی cقٛ٘سٌی ثب ثبثت 
اظ ضؾیسٖ ثٝ اؾت، ظیطا زض غیط ایٗ نٛضت اضتفبع تیط لجُ 

چٍبِی ٔبزٜ  ٚ (E)ضؾس. ٔسَٚ یبً٘ ا٘تٟبی آٖ ثٝ نفط ٔی

( ) ثطِ٘ٛی ٔؼبزِٝ  -قٛ٘س. ثط عجك تئٛضی اٚیّط ثبثت فطو ٔی
ثب ضاثغٝ ض حبَ زٚضاٖ زیفطا٘ؿیُ حبوٓ ثط اضتؼبـ ػطضی تیط ز

 >13= قٛز( ثیبٖ ٔی6)
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٘یطٚی اػٕبِی ثط  Pwخبثدبیی ػطضی ٚ  wi  (6)زض ٔؼبزِٝ 
ٚاحس عَٛ اؾت. ثب زض ٘ظط ٌطفتٗ اضتؼبـ آظاز تیط، ٘یطٚی 

ایٗ قٛز ٚ اػٕبِی ثط ٚاحس عَٛ آٖ نفط زض ٘ظط ٌطفتٝ ٔی
 .ز قٛ ثیبٖ ٔی (7ثب ضاثغٝ )ٔؼبزِٝ 
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زاضای چٟبض قطط ٔطظی زض اثتسا ٚ ا٘تٟبی آٖ  1تیط قىُ 

 .اؾت( 9( ٚ )8ٔؼبزلات )ثٝ نٛضت 

(8) 0,01
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(، 10ثب ضٚاثظ )ٕٞچٙیٗ قطایظ پیٛؾتٍی زض ٔحُ تطن 

 ( لبثُ ثیبٖ اؾت12( ٚ )11)

(10)    tLwtLw ,, C2C1
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وٝ 

CL ٚ 

CL ٖثلافبنّٝ زض ثؼس ٚ لجُ اظ ی یٞبثٝ تطتیت ٔىب

زٞٙس. ػلاٜٚ ثط ایٗ، یه ضا ٘كبٖ ٔی LC ٔٛلؼیت تطن

قٛز وٝ ٘بپیٛؾتٍی زض قیت تیط زض ٔحُ تطن ایدبز ٔی

 .وطزثیبٖ  (13ضاثغٝ ) ثب ضا تٛاٖ آٖ ٔی

(13)      tL
x

w
LtL

x

w
tL

x

w
, ,, C2

2

2

C
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ضطیت ذٕكی ثی ثؼس تطن ٚ تبثغ ا٘ساظٜ  (،13ضاثغٝ )زض 

تؼطیف  (14ثب ضاثغٝ )آٖ اؾت وٝ ثطای تطن یه عطف ثبظ 

 .>27=قٛز  ٔی

(14)   









L

h
afa 1J

2

1 6 

، (14)زض ضاثغٝ  haa C1
ثؼس قسٜ تطن اؾت ػٕك ثی 

ضربٔت تیط زض ٔحُ تطن اؾت.  hػٕك تطن ٚ  acوٝ زض آٖ 

 .قٛززازٜ ٔی (15)ثب ضاثغٝ Jf ٕٞچٙیٗ تبثغ 

(15) 
 J 1 1

2 3 4

1 1 1

5 6

1 1

0.6384 1.035

          3.7201 5.1773 7.553

           7.332 2.4909

f a a

a a a

a a

 

  

 

 

 

 بعذ سازی پارامترهابی -2-2

قسٜ ثطای ٔٛلؼیت إِبٖ، قؼبع تٛپی ٚ  ثؼسپبضأتطٞبی ثی

 .>28= قٛز( تؼطیف ٔی16ثب ضاثغٝ )ای ؾطػت ظاٚیٝ

(16) 
2 4

2

g

, ,
x R A L

L L ΕΙ


  


   

٘یطٚٞبی (، 2( ٚ )1( زض ٔؼبزلات )16( ٚ )4ثب لطاض زازٖ ٔؼبزلات )

  .آیٙسزؾت ٔیثٝ (17ضاثغٝ )ع اظ ٔطوع ثٝ نٛضت وككی ٌطی

  

2 2
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(17) 

   

   

1
2
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1 1 2

       1 1 2
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n

c c cn c nc

c c cn c nc

    

 





     


     


 

ثب خبیٍصاضی ػجبضت ٘یطٚی وككی ٌطیع اظ ٔطوع اظ ٔؼبزِٝ 

 :تٛاٖ ٘ٛقتٔیn ;1( ٚ ا٘تربة 7( زض ٔؼبزِٝ )17)
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(، قطایظ 16ثؼس قسٜ ٔؼبزِٝ )ثب اؾتفبزٜ اظ پبضأتطٞبی ثی

 .آیٙسزضٔی (20( ٚ )19ٞبی )ضاثغٝ( ثٝ نٛضت 9( ٚ )8طظی )ٔ

(19) 0,01
1  

d

dw
w 

(20) 1,0
3

2

3

2

2

2

 
 d

wd

d

wd
 

( زض قطایظ پیٛؾتٍی 16ٕٞچٙیٗ ثب خبیٍصاضی ٔؼبزِٝ )

زؾت ثٝ (24) -(21)( زض ٔحُ تطن، ٔؼبزلات 13) –( 10)

 .آیٙسٔی

(21) 121 ,   ww 
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ٔؼطف ٔىبٖ تطن اؾت ٚ ثب ضاثغٝ  1ξ (24-21)زض ضٚاثظ 

 .قٛز ثیبٖ ٔی (25)

(25) 
L

LC
1  

 

 روش انتقال دیفرانسیل -2-3

زض ایٗ ثرف اظ ضٚـ ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ خٟت تؼییٗ پبؾد یه 

ضا  f(x)قٛز. یه تبثغ  ثطِ٘ٛی زاضای تطن اؾتفبزٜ ٔی -تیط اٚیّط

 x=x0تؼطیف قسٜ اؾت ٚ ٘مغٝ  Dزض٘ظط ثٍیطیس وٝ زض ٘بحیٝ 

ثب  f(x)ثبقس. ٞسف تؼطیف تبثغ  Dتٛا٘س ٔؼطف ٞط ٘مغٝ زض  ٔی

اؾت. ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ  x0 ٞبی تٛا٘ی ثب ٔطوعیت ٘مغٝؾطی

 .قٛز( ثیبٖ ٔی26ثب ضاثغٝ ) f(x)تبثغ 

(26) 
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f1
F[ ]

!

k

k

x x

d x
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k dx


 
   

 

 

تبثغ ا٘تمبَ اؾت.  F[k]تبثغ انّی ٚ  f(x) وٝ زض آٖ تبثغ
 .قٛز( تؼییٗ ٔی27ثب ضاثغٝ )تبثغ ا٘تمبَ ٔؼىٛؼ 

(27)     ][f
0

0 kFxxx
k

k






 

تٛاٖ ٘كبٖ زاز وٝ ٔفْٟٛ  ( ٔی26ثب زض ٘ظط ٌطفتٗ ٔؼبزِٝ ) 
قٛز. زض  ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ اظ ثؿظ ؾطی تیّٛض اؾترطاج ٔی

( ثب تؼساز خٕلات 27زض ٔؼبزِٝ ) f(x)وبضثطزٞبی ٚالؼی، تبثغ 
( زض آٖ 26ٔحسٚز ثیبٖ ٚ ایٗ ٔؼبزِٝ پؽ اظ خبیٍعیٙی ضاثغٝ )

 .قٛز ثبظ٘ٛیؿی ٔی (28ضاثغٝ )ثٝ نٛضت 
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ٞبی عجیؼی ثؿتٍی  ثٝ ٍٕٞطایی فطوب٘ؽ mزض ضاثغٝ فٛق 
زاضز. لٛا٘یٗ حبوٓ ثط ضٚـ ا٘تمبَ ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ ٚ قطایظ 

قٛز ثٝ تطتیت زض  ٔطظی وٝ زض ایٗ ٔمبِٝ اظ آٟ٘ب اؾتفبزٜ ٔی
 ا٘س.ٔؼطفی قسٜ 2ٚ  1ٞبی خسَٚ

وبضٌیطی ضٚـ ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ ٚ اػٕبَ ضٚاثظ حبَ ثب ثٝ
(، ایٗ ٔؼبزِٝ ثٝ اظای 18زض ٔؼبزِٝ ) 1ثیبٖ قسٜ زض خسَٚ 

x0=0 ( ِٝزض ٔی29ثٝ قىُ ٔؼبز ).آیس 
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 زیفطا٘ؿیُ ٔؼبزلات ا٘تمبَ ثطضٚـ لٛا٘یٗ حبوٓ 1 جذول
 تبثغ ا٘تمبَ تبثغ انّی

( ) ( ) ( )f x g x h x   F[ ] [ ] [ ]k G k H k   

( )  ( )f x g x  F[ ]  [ ]k G k  

( ) ( ) ( )f x g x h x  
0

F[ ] [ ] [ ]
k

l

k G k l H l


   

( )
( )

n

n

d g x
f x

dx
  ( )!

F[ ] [ ]
!

k n
k G k n

k


   

( ) nf x x  
1 ,

F[ ] ( )
0 ,

k n
k k n

k n



   


 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
92

.1
3.

8.
3.

9 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
e.

m
od

ar
es

.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-0

4-
09

 ]
 

                             5 / 13

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1392.13.8.3.9
https://mme.modares.ac.ir/article-15-3952-fa.html


 و همکار سعیذ طالبی . . .  شونذه وتحلیل ارتعاشی تیرهای دورانی باریک
 

 8شمارۀ  93دورۀ ، 9312 آبان مهندسي مکانیک مدرس                                                                                             6

زض  2 ٚ 1ٞبی ٕٞچٙیٗ ثب اػٕبَ ضٚاثظ ثیبٖ قسٜ زض خسَٚ

ثٝ ضٚاثظ  تٛأٖی x0=0( ٚ زض ٘ظط ٌطفتٗ 24( تب )19ٔؼبزلات )

 .( ضؾیس30-33)
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یبفتٝ تجسیُ Wi[k] (،35-30ضٚاثظ )زض  iw ،i=1,2 ،

 .س٘قٛٔی زض ٘ظط ٌطفتٝ( 41-36ضٚاثظ )اؾت. اظ عطفی 

 1 212W C  (36) 

 1 313W C  (37) 

 2 020W C  (38) 

 2 121W C  (39) 

 2 222W C  (40) 

 2 323W C  (41) 

 

 لٛا٘یٗ ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ زض قطایظ ٔطظی 2 جذول
X=0 X=1 
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( ثطای 35-30ضٚاثظ زض قطایظ ٔطظی )ایٗ  ثب خبیٍصاضی

، C32 ،C22ٔؼبزِٝ ثط حؿت ٔمبزیط ٔدَٟٛ  k ،6ٔمبزیط ٔرتّف 

C21 ،C02 ،C31  ٚC21 ٝآیس وٝ ثب اؾتفبزٜ اظ ایٗ  زؾت ٔی ث

قٛز.  اظ ضطایت ٔدٟٛلات ٘تیدٝ ٔی 6×6ٔؼبزلات یه ٔبتطیؽ 

حبَ ثطای زاقتٗ خٛاة غیط نفط ثبیس زتطٔیٙبٖ ایٗ ٔبتطیؽ 

نٛضت یه ٔؼبزِٝ ثط حؿت  ضطایت ثطاثط نفط ثبقس وٝ زض ایٗ

c، γ، δ آیس؛ حبَ  ؾت ٔیثؼس ثٝ زٞبی عجیؼی ثیٚ فطوب٘ؽ

ثؼس ضا ٞبی ثی ، فطوب٘ؽc، γ ٚ δتٛاٖ ثطای ٔمبزیط ٔرتّف ٔی

 ٔحبؾجٝ وطز.

 

 تشخیص ترک به عنوان مسأله معکوس -3
وٝ ػٕك ٚ  ٍٞٙبٔی وٝ زض ثرف لجُ ثیبٖ قس، عٛض ٕٞبٖ

ٞبی عجیؼی تیط ضا فطوب٘ؽتٛاٖ ٔىبٖ تطن ٔكرم ثبقس ٔی

تٛاٖ ثب زاقتٗ طز )ٔؿأِٝ ٔؿتمیٓ(. زض ٔمبثُ، ٔیٔحبؾجٝ و

ٞبی عجیؼی، ٔحُ ٚ ػٕك تطن ضا تؼییٗ ٕ٘ٛز )ٔؿأِٝ فطوب٘ؽ

تٛاٖ یه ٞسف ایٗ ثرف اؾت. ثسیٗ ٔٙظٛض ٔی ٔؼىٛؼ( وٝ

ؾبظی ضا ثٝ وبض ثطز وٝ ثطای ترٕیٗ پبضأتطٞبی اٍِٛضیتٓ ثٟیٙٝ

وٙس. ثٝ ضا زض یه تبثغ ٞسف خؿتدٛ ٔی تطن، ٔمبزیط ثٟیٙٝ

ٞبی ٕٔىٗ ثؿیبضی ضا ثب ؾبظی خٛاةٞبی ثٟیٙٝعٛض وّی ضٚـ

وٙٙس تب ثٟتطیٗ پبؾد ضٚقی وبضآٔس تؼییٗ ٚ ثٝ ٔؿأِٝ اػٕبَ ٔی

ٞبی عجیؼی یب تكریم تطن ػٕستبً ثب زاقتٗ فطوب٘ؽ ضا ثیبثٙس.

ضٚـ  . ثسیٗ ٔٙظٛض زض ایٗ ٔمبِٝ اظٌیطزقىُ ٔٛزٞب ا٘دبْ ٔی

ٞبی خؿتدٛی تهبزفی یىی اظ اٍِٛضیتٓوٝ  ٍِٛضیتٓ غ٘تیها

 قٛز.اؾتفبزٜ ٔی اؾت

 

 کیتم ژنتیالگور -3-1

-. اٍِٛضیتٓاؾتثطٌطفتٝ اظ عجیؼت  ضٚـ اٍِٛضیتٓ غ٘تیهایسٜ 

ؾبظی زض حُ ٔؿبئُ ٞبی ولاؾیه ثٟیٙٝٞبی غ٘تیه ثطای ضٚـ

ِٚی  ،ا٘سٔكبثٝ ثؿیبض ٔٛفك ثٛزٜ ٔؿبئُذغی، ٔحسة ٚ ثطذی 

ُ ٌؿؿتٝ ٚ غیط ذغی ئٞبی غ٘تیه ثطای حُ ٔؿباٍِٛضیتٓ

ٞبی غ٘تیه اظ انَٛ  اٍِٛضیتٓ .ثبقٙسٔی وبضثطزتط پطثؿیبض 

ا٘تربة عجیؼی زاضٚیٗ ثطای یبفتٗ فطَٔٛ ثٟیٙٝ خٟت 

وٙٙس. زض زٞٝ ٞفتبز  ثیٙی یب تغجیك اٍِٛ اؾتفبزٜ ٔی پیف

ایسٜ اؾتفبزٜ اظ اٍِٛضیتٓ غ٘تیه ضا زض > 36= خبٖ ّٞٙسٔیلازی 

ثطای اٍِٛضیتٓ غ٘تیه  ز.ٞبی ٟٔٙسؾی ٔغطح وط ؾبظی ثٟیٙٝ

ٗ ، ؾپؽ ثب اؾتفبزٜ اظ ایقٛزاثتسا یه تبثغ ٞسف تؼطیف ٔی
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http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AC%D8%A7%D9%86_%D9%87%D9%84%D9%86%D8%AF
https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1392.13.8.3.9
https://mme.modares.ac.ir/article-15-3952-fa.html
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تبثغ ثب خبیٍصاضی اػساز تهبزفی ثٟتطیٗ ٔٛلؼیت ٚ ا٘ساظٜ تطن 

زؾت آٔسٜ آیس. ٘تبیح ثٝزؾت ٔیثطای ؾٝ فطوب٘ؽ زازٜ قسٜ ثٝ

اظ اٍِٛضیتٓ غ٘تیه زاضای زضنس ذغبی لبثُ لجِٛی اؾت وٝ زض 

 قٛز.ٞبی ثؼسی ٘كبٖ زازٜ ٔیلؿٕت

 

 بنذی مسأله معکوسفرمول -3-2

ثیبٖ قس ثب نفط لطاض زازٖ  3-2ٌٛ٘ٝ وٝ زض ثرف  ٕٞبٖ

زتطٔیٙبٖ ٔبتطیؽ ضطایت ٚ ثب زاقتٗ ٔمبزیط ٔٛلؼیت ٚ ػٕك 

-ٞبی عجیؼی ثٝ زؾت ٔیای خٟت تؼییٗ فطوب٘ؽتطن، ٔؼبزِٝ

ٞبی عجیؼی ثٝ ػٙٛاٖ آیس. حبَ ثبِؼىؽ، اٌط ٔمبزیط فطوب٘ؽ

تٛاٖ ٔٛلؼیت ٚ ػٕك س ٔیبقٔثبَ اظ آظٔبیف ٔٛزاَ ٔؼّْٛ ث

٘تربة وطز وٝ پؽ اظ خبیٍصاضی آٖ زض ای اتطن ضا ثٝ ٌٛ٘ٝ

ٞبی عجیؼی حبنُ اظ نفط زتطٔیٙبٖ ٔبتطیؽ ضطایت، فطوب٘ؽ

لُ فبنّٝ اظ ٔمبزیط ٔؼّْٛ لطاض زازٖ ایٗ زتطٔیٙبٖ، زاضای حسا

اظ آظٔبیف ثبقٙس. زض ایٗ نٛضت ٞبی عجیؼی حبنُ فطوب٘ؽ

تٛاٖ ٌفت ٔمبزیط ٔٛلؼیت ٚ ػٕك ا٘تربة قسٜ ثطای تطن ثب ٔی

حبنُ اظ آظٔبیف تغبثك ذٛثی زاض٘س. ایٗ ٔٛضٛع ایسٜ ٘تبیح 

انّی زض حُ ٔؿأِٝ ٔؼىٛؼ خٟت تؼییٗ پبضأتطٞبی تطن 

تبثؼی اظ ٔمبزیط  قىُاؾت. اثتسا زتطٔیٙبٖ ٔبتطیؽ ضطایت ثٝ 

ضاثغٝ وب٘ؽ عجیؼی ثٝ نٛضت ٔٛلؼیت ٚ ػٕك تطن ٚ ٘یع فط

  .قٛز٘ٛقتٝ ٔی (42)

(42) 0),,( cc aLD  

ٔٛلؼیت ٚ ػٕك ثٝ تطتیت ثیبٍ٘ط  Lc  ٚac(،42ضاثغٝ )زض 

تطن اؾت. ٕٞبٍ٘ٛ٘ٝ وٝ ثیبٖ قس زض ٔؿأِٝ ٔؿتمیٓ ثب زاقتٗ 

قٛز ٞبی عجیؼی تیط تؼییٗ ٔیٔٛلؼیت ٚ ػٕك تطن، فطوب٘ؽ

),,(   ...,1,2,3وٝ ثٝ نٛضت  cc  jaLjj   ٖلبثُ ثیب

زؾت آٔسٜ اظ ٞبی عجیؼی ثٝاؾت. زض ٔؿأِٝ ٔؼىٛؼ فطوب٘ؽ

فطوب٘ؽ عجیؼی اَٚ ؾیؿتٓ ٞؿتٙس  uآظٔبیف ٔٛزاَ وٝ قبُٔ 

ثٝ نٛضت T**

2

*

1 ,...,, u*
ωٔؼّْٛ ٚ ٞسف تؼییٗ ٔمبزیط 

 Lc ٚ ac ٖتؼطیف وطز (43ثب ضاثغٝ )اؾت. تبثغ ٞسف ضا ٔی تٛا.  

(43) 
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ضاثغٝ تؼطیف ٔؿأِٝ زض ضٚـ اٍِٛضیتٓ غ٘تیه ثٝ نٛضت 

 ذٛاٞس ثٛز  (44)

 

(44) 

 )( cc ,aLf  ٔیٙیٕٓ

c c0 1 , 0 1 L a    

 مطالعات تجربی -4
ٞبی عجیؼی تیط اػتجبضؾٙدی وبضٞبی ا٘دبْ قسٜ، فطوب٘ؽ ثطای

آظٔبیف غ ٔتغیط ٚ ثسٖٚ زٚضاٖ ثٝ وٕه زاض ثب ؾغح ٔمغتطن

. قٛز ٔیزؾت آٔسٜ ٔمبیؿٝ ٔٛزاَ تؼییٗ ٚ ثب ٔمبزیط ػسزی ثٝ

زاض ٘كبٖ زازٜ زض قىُ ظیط تیطٞبی حبِت ثسٖٚ تطن ٚ تطن

ٞبی ٔتفبٚت تطن ؾٝ قسٜ اؾت. زض ایٙدب ثطای ا٘ساظٜ ٚ ٔٛلؼیت

آٔسٜ  5زؾت آٔسٜ اؾت وٝ زض ثرف فطوب٘ؽ عجیؼی اَٚ ثٝ

ا٘تٟبی آظاز تیط ضطثٝ ظزٜ  ثٝاؾت. زض ٞط ٔٛضز ثب چىف 

وٝ زض ؾىٛ ٚا٘سؾٙح قتبة ثٝ وٕهپبؾد  ( 3ٚٚ  2ٞبی  )قىُ

ثٝ نٛضت  افعاض پبِؽثب اؾتفبزٜ اظ ٘طْ ا٘تٟبی ثبثت تیط لطاض زاضز

 آیس.  زؾت ٔیثٝ ٕ٘ٛزاضیه 

 

  

 تیط ثسٖٚ تطن ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیط 2شکل 

 

 زاض ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیطتیط تطن 3شکل 

 

زض ایٗ ٕ٘ٛزاض ٔحٛض افمی ٔؼطف فطوب٘ؽ ثط حؿت ٞطتع ٚ ٔحٛض 

زأٙٝ ذطٚخی ثٝ ٚضٚزی اؾت. ٔمبزیطی اظ ٔحٛض لبئٓ ٘ؿجت 

افتس ثیبٍ٘ط افمی زض ٘مبعی اظ ایٗ ٕ٘ٛزاض وٝ ضظٚ٘ب٘ؽ اتفبق ٔی

 ٞبی عجیؼی ؾیؿتٓ اؾت.فطوب٘ؽ

 

 نتایج عذدی و تجربی -5
ٞبی ٔرتّف زض ٘ظط  ٞبیی زض ٔٛلؼیت زض ایٗ لؿٕت تیط ثب تطن
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https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1392.13.8.3.9
https://mme.modares.ac.ir/article-15-3952-fa.html
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ٔٛضز ثٙسی حبضط  قٛز ٚ زلت ٚ ٍٕٞطایی فطٌَٔٛطفتٝ ٔی

ٌیطز. ٘تبیح حبنُ اظ ضٚیىطز ٔغطح قسٜ زض ایٗ ثطضؾی لطاض ٔی

-ٔمبِٝ ثب ٔمبزیط ٔٛخٛز زض ٔمبلات زیٍط وٝ ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ

ز. زض اثتسا تیط ثسٖٚ قٛ ا٘س، ٔمبیؿٝ ٔیٞبی زیٍط ثٝ زؾت آٔسٜ

تطن ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیط ٚ ثسٖٚ ؾطػت زٚضا٘ی، ؾپؽ تیط 

-ؾغح ٔمغغ ٔتغیط ثطضؾی ٔی ضا٘ی ثبزاض ثسٖٚ ؾطػت زٚتطن

قٛز. زض ا٘تٟب یه تیط زٚضا٘ی زاضای تطن ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیط 

 ٌیطز. ٔٛضز ٔغبِؼٝ لطاض ٔی

 

 تیرهای غیر دوار بذون ترک -5-1

ٞبی اثتسا یه تیط ثسٖٚ تطن ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیط ثب ٘ؿجت

ز وٝ اظ ؾٕت ثب ؾغح قٛ قٛ٘سٌی ٔتفبٚت ثطضؾی ٔیثبضیه

ثت )ٌیطزاض( اؾت. خطْ ٚ ؾرتی فٙط زض تط، ثب ٔمغغ ثعضي

أتساز عَٛ تیط ثٝ تطتیت ثٝ نٛضت  LcxAxm  1)( g 

ٚ3

g )1()( LcxEIxEI  أتطٞبی قٛز. پبض زض ٘ظط ٌطفتٝ ٔی

 ،=mm240Lتیط ػجبضت اظ عَٛ تیط ٞٙسؾی ٚ فیعیىی ایٗ 

ػٕك تیط  ،=mm20h1 ضربٔت تیط زض ا٘تٟبی ثبثت

mm12b= ً٘ٔسَٚ یب ،GPa210E= چٍبِی ٚ 

kg/m37860ρ=  ؾٝ فطوب٘ؽ عجیؼی  ،3زض خسَٚ ثبقٙس. ٔی

 ٚ ثب ٔمبزیط اؾت زازٜ قسٜ  تیط ٘كبٖایٗ ثطای ثؼس ثیاَٚ 

افعاض ٘طْزض  .سٜ اؾتقافعاض آثبوٛؼ ٔمبیؿٝ تدطثی ٚ ٘طْ

ثٙسی ؾٝ ثؼسی اؾتفبزٜ ٚ ثب ٔمیس وطزٖ وّیٝ اظ إِبٖ آثبوٛؼ

زضخبت آظازی زض ا٘تٟبی ثعضٌتط تیط، قطط ٔطظی ٌیطزاض زض آٖ 

اظ ا٘تٟبی ٌیطزاض  Rاػٕبَ قسٜ اؾت. ؾپؽ یه ٔحٛض ثٝ فبنّٝ 

ای ٔٛضز ٘ظط حَٛ آٖ زٚضاٖ تیط ا٘تربة ٚ تیط ثب ؾطػت ظاٚیٝ

 قٛز. زازٜ ٔی

ثٝ نٛضت  ثؼس، فطوب٘ؽ ثی3 زض خسَٚ
gg

2 / EIAL   

 فطوب٘ؽ تیط ثط حؿت ٞطتع اؾت. μتؼطیف قسٜ اؾت وٝ زض آٖ 

فطوب٘ؽ اَٚ  cقٛز وٝ ثب افعایف زض ایٗ خسَٚ ٔكبٞسٜ ٔی

 یبثس.ٞبی ثبلاتط وبٞف ٔیافعایف ِٚی فطوب٘ؽ

ثب ٚخٛز وبٞف زض خطْ ٚ  cزٞس وٝ ثب افعایف ایٗ ٘كبٖ ٔی

زض ٔٛز اَٚ ذٛز اضتؼبـ قٛ٘سٜ ؾرتی ؾیؿتٓ، اٌط تیط ثبضیه

یبثس وٙس ؾرتی آٖ ثب ؾطػت وٕتطی ٘ؿجت ثٝ خطْ وبٞف ٔی

ایٗ زض حبِی اؾت وٝ زض ٚ زض ٘تیدٝ فطوب٘ؽ اَٚ افعایكی اؾت؛ 

قٛز ٚ ٞبی ثبلاتط ایٗ ضٚ٘س ػىؽ ٔیاضتؼبـ ؾیؿتٓ زض ٔٛز

 یبثس.  ؾرتی ؾیؿتٓ ثب ؾطػت ثیكتطی ٘ؿجت ثٝ خطْ وبٞف ٔی

 ثبؾغح تطن ثسٖٚ زٚاضتیط غیط اَٚ ؼیعجی فطوب٘ؽ ؾٝ 3 جذول

  ٔرتّف قٛ٘سٌیٞبی ثبضیه٘ؿجت ثطای ٔتغیط ٔمغغ

(
gg

2  ,0 EIAL  ) 

c ٔٛز اَٚ ضٚـ 
 ٞبی فطوب٘ؽ

 ٔٛز زْٚ ثؼس ثی
 ٔٛز ؾْٛ

 

1/0 
 

 تدطثی

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

5132/3 

5157/3 

5444/3 

9623/21 

0336/22 

6637/20 

9235/60 

6972/61 
8048/60 

 

3/0 

 تدطثی

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

6631/3 

6661/3 

6523/3 

6615/19 

8796/19 

3620/19 

9136/52 

3215/53 
1791/50 

 

5/0 

 تدطثی

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

8199/3 

8228/3 

8080/3 

0129/18 

3169/18 

9322/17 

8693/46 

2644/47 
1542/46 

 

 دارتیرهای غیردوار ترک -5-2
 = 5/0cوٝ زض آٖ  قٛز ٔیزاض ثطضؾی تیط تطن ثرفزض ایٗ 

ٚ ٔبیتی  اؾت. تحّیُ اضتؼبقی ایٗ تیط لجلاً تٛؾظ چٛزٞبضی
ثطای  > ا٘دبْ قسٜ اؾت. آٟ٘ب ؾٝ فطوب٘ؽ عجیؼی اَٚ ضا37=

إِبٖ  ٞبی ٔرتّف تطن ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ٞب ٚ ا٘ساظٜ ٔٛلؼیت
ٔحسٚز زٚثؼسی ثطضؾی وطز٘س. زض ایٙدب ؾٝ فطوب٘ؽ عجیؼی 

افعاض یُ ٚ ٘طْثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ا٘تمبَ زیفطا٘ؿثؼس ثیاَٚ 
قٛز وٝ دطثی ٔمبیؿٝ ٔیآیس ٚ ثب ٔمبزیط تآثبوٛؼ ثٝ زؾت ٔی

  آٔسٜ اؾت. 4 ٔمبزیط آٖ زضخسَٚ
قٛز وٝ ٘تبیح ضٚـ ا٘تمبَ ٔكبٞسٜ ٔی 4زض خسَٚ 

افعاض ٘ؿجت ثٝ زٚ ضٚـ إِبٖ ٔحسٚز زٚ ثؼسی ٚ ٘طْزیفطا٘ؿیُ 
تط اؾت. اظ ایٗ ضٚ، ایٗ ضٚـ اظ آثبوٛؼ ثٝ ٘تبیح تدطثی ٘عزیه

ای وٝ زض اؾتفبزٜ اظ ایٗ زلت ثبلاتطی ثطذٛضزاض اؾت. أب ٘ىتٝ
ضٚـ ثبیس زض ٘ظط ٌطفتٝ قٛز، تؼساز خٕلات ٔٛضز اؾتفبزٜ زض 

قٛز، ثب كبٞسٜ ٔی( 28ٔآٖ اؾت. ٕٞبٖ ٌٛ٘ٝ وٝ زض ٔؼبزِٝ )
یبثس ِٚی ثٝ ظٔبٖ افعایف تؼساز خٕلات زلت ٘تبیح افعایف ٔی

ای قٛز. ثٙبثطایٗ ثبیس تؼساز خٕلات ضا ثٝ ٌٛ٘ٝحُ ٘یع افعٚزٜ ٔی
ا٘تربة وطز وٝ ضٕٗ حهَٛ اعٕیٙبٖ اظ ٍٕٞطایی ٘تبیح ثب 

 افعایف تؼساز خٕلات، ظٔبٖ حُ ٘یع ثیف اظ حس ظیبز ٘كٛز. 
 

 دارنی ترکتیرهای دورا-5-3
ٞبی زٚضا٘ی ثبلای ٔتفبٚت زاض ثطای ؾطػتتیطٞبی زٚضا٘ی تطن

5/0c=  ٚ5/0LLCزض ٘ظط ٌطفتٝ ٚ زض آٖ 
  ٚ0  فطو
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زؾت آٔسٜ اظضٚـ ا٘تمبَ ٔمبزیط ػسزی ثٝ 5قٛز. زض خسَٚ ٔی
ٔمبیؿٝ قسٜ افعاض آثبوٛؼ زیفطا٘ؿیُ ثب ٔمبزیط حبنُ اظ ٘طْ

  قٛز.اؾت وٝ تغبثك ذٛثی ثیٗ ٘تبیح زیسٜ ٔی

 
)0( ٔرتّف ٞبیٔٛلؼیت ٚ ػٕك تطن ثطای ٔتغیط ٔمغغ ؾغح زاض ثبتطن غیطزٚاض تیطٞبی اَٚ عجیؼی فطوب٘ؽ ؾٝ 4 جذول  

CL L 
Ca h ٔٛزاَٚ ضٚـ 

 ٞبی ثی ثؼسفطوب٘ؽ
 ٔٛز زْٚ

 ٔٛز ؾْٛ

1/0 

 تدطثی 1/0

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

 إِبٖ ٔحسٚز زٚثؼسی

 تدطثی

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

 إِبٖ ٔحسٚز زٚثؼسی

 تدطثی

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

 إِبٖ ٔحسٚز زٚثؼسی

7801/3 

7842/3 

7705/3 

7852/3 

5001/3 

5046/3 

4890/3 

5043/3 

9376/2 

9404/2 

9272/3 

9401/2 

1063/18 

2131/18 

8267/17 

2126/18 

4863/17 

5543/17 

1136/17 

6123/17 

5426/16 

5533/16 

0331/16 

5503/16 

6986/46 

1684/47 

0826/46 

0896/47 

9028/45 

5889/46 

4762/45 

5762/46 

1832/45 

7961/45 

9373/43 

8021/45 

3/0 

5/0 

3/0 

 تدطثی 1/0

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

 إِبٖ ٔحسٚز زٚثؼسی

 تدطثی

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

 إِبٖ ٔحسٚز زٚثؼسی

 تدطثی

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

 إِبٖ ٔحسٚز زٚثؼسی

7956/3 

8010/3  

7871/3 

8021/3 

6295/3 

6312/3 

6158/3 

6315/3 

2263/3 

2391/3  

2207/3 

2394/3 

3056/18 

3113/18 

9455/17 

3129/18 

2096/18 

2849/18 

9346/17 

2851/18 

1023/18 

2281/18 

9067/17 

2301/18 

4631/46 

0267/47 

0899/46 

0428/47 

8652/44 

3546/45 

6193/45 

3261/45 

9982/41 

1568/42 

3801/44 

8123/42 

3/0 

5/0 

5/0 

 تدطثی 1/0

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

 ٔحسٚز زٚثؼسی إِبٖ

 تدطثی

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

 إِبٖ ٔحسٚز زٚثؼسی

 تدطثی

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

 إِبٖ ٔحسٚز زٚثؼسی

8102/3 

8133/3  

8027/3 

8139/3 

7399/3 

7411/3 

7254/3 

7409/3 

5602/3 

5663/3 

5253/3 

5623/3 

9962/17 

2155/18 

8522/17 

2261/18 

3912/17 

.482/17 

2034/17 

4831/17 

9123/15 

9470/15 

8282/15 

9521/15 

8362/46 

2216/47  

1178/46 

2293/47 

9235/45 

9155/46  

8364/45 

9031/46 

6352/45 

3050/46 

1185/45 

2923/46 

3/0 

5/0 
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 ٞبی ٔرتّفػٕك تطنثؼس ٚ ٞبی زٚضا٘ی ثی زاض ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیط ثطای ؾطػتؾٝ فطوب٘ؽ عجیؼی اَٚ تیطٞبی زٚضا٘ی تطن 5 جذول

 
Ca h ٔٛزاَٚ ضٚـ 

 فطوب٘ؽ ٞبی ثی ثؼس
 ٔٛز زْٚ

 ٔٛز ؾْٛ

1 

3/0 
 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

9169/3 

9278/3 

7531/3 

7923/3 

3663/3 

3965/3 

6262/17 

7423/17 

0657/16 

6532/15 

7703/13 

2456/13 

0677/47 

3236/47 

4567/46 

5236/46 

6401/45 

5214/44 

5/0 

7/0 

5 

3/0 
 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

7958/6  

0256/7 

9207/6 

1386/7 

2337/7  

4021/7 

8140/20 

5130/21 

7535/18 

4911/17 

5330/15 

8623/15 

8501/50 

7001/49 

9621/49 

3781/47 

1392/49 

4786/47 

5/0 

7/0 

10 

3/0 
 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

 ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ

 آثبوٛؼ

5844/11  

8562/11 

7913/11 

0214/12 

3887/12 

5601/12 

6416/28 

2681/26 

6739/25 

2569/23 

8630/20 

7827/18 

2066/60  

7089/58 

5785/59  

6822/57 

7276/58 

4923/56 

5/0 

7/0 

 

قٛ٘سٌی، قؼبع ایٙه ثطای تیط زٚضا٘ی وٝ ٘ؿجت ثبضیه

، c;5/0تٛپی، ؾطػت چطذف ٚ ٘ؿجت ػٕك تطن تیط ثٝ تطتیت 

0 ،1 ،3/0 ٚ2 /0 ٚ 1/0;ac/h ثبقٙس، ٘ؿجت ٔی

زاض ثٝ تطن  قٛ٘سٜچٟبض فطوب٘ؽ اَٚ تیط زٚضا٘ی ثبضیه

قٛ٘سٜ ثسٖٚ تطن ثطای  ٞبی تیط زٚضا٘ی ثبضیه فطوب٘ؽ

ٞبی ٔرتّف تطن ٔحبؾجٝ ٚ اثط آٖ ضٚی چٟبض فطوب٘ؽ  ٔٛلؼیت

ٞبی  تٛاٖ زیس ثطای ا٘ساظٜقٛز. ٔیٔكبٞسٜ ٔی 4اَٚ زض قىُ 

ثطای تطن، ثب تغییط ٔٛلؼیت تطن اظ ا٘تٟبی ثبثت ثٝ زازٜ قسٜ 

ؾٕت ا٘تٟبی آظاز، فطوب٘ؽ اَٚ ثٝ عٛض یىٙٛاذت افعایف 

ٞبی ثؼسی ثب ٘عزیه قسٖ ثٝ ٌطٜ اضتؼبقی یبثس، ِٚی فطوب٘ؽ ٔی

 یبثٙس. افعایف ٚ پؽ اظ آٖ وبٞف ٔی

ٚ  c ،0 ،3/0hac;5/0ٕٞچٙیٗ ثطای ٔمبزیط 

45/0LLC
-، ٘ؿجت چٟبض فطوب٘ؽ اَٚ تیط زٚضا٘ی ثبضیه

قٛ٘سٜ ثسٖٚ  ٞبی تیط زٚضا٘ی ثبضیه زاض ثٝ فطوب٘ؽی تطن قٛ٘سٜ

ٞبی زٚضا٘ی ٔرتّف ٔحبؾجٝ قسٜ اؾت. تطن ثطای ؾطػت

ٞبی زازٜ قسٜ، ثب افعایف ؾطػت  قٛز ثطای ا٘ساظٜٔكبٞسٜ ٔی

قٛز؛ ثٝ ػجبضت زٚضا٘ی، اثط تطن ضٚی ٘ؿجت فطوب٘ؽ وٕتط ٔی

ٔكبٞسٜ ٔی قٛز ٘ؿجت  5زیٍط، ٕٞبٖ ٌٛ٘ٝ وٝ زض قىُ 

زاض ثٝ حبِت ثسٖٚ تطن ثٝ ؾٕت یه ٔیُ فطوب٘ؽ حبِت تطن

45/0وٙس. چٟبض قىُ ٔٛز اَٚ ایٗ ٘ٛع تیط ثطای حبِت ٔی

LLC
 ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت. 6زض قىُ  

 

 

 
  
 
  

⁄
 

 

 
  
 
  

⁄
 

 

 
  
 
  

⁄
 

 

 
  
 
  

⁄
 

 

 (.3/0 2/0ٚ ،1/0 ثطاثط ثب ac/hتطتیت ثیبٍ٘ط حبلات ثٝ 3 ٚ 2 ،1قٛ٘سٜ ) اثطٔٛلؼیت ٚ ا٘ساظٜ تطن ضٚی چٟبض فطوب٘ؽ عجیؼی اَٚ تیط زٚضا٘ی ثبضیه 4شکل 
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⁄
 

 

 
  
 
  

⁄
 

 
 
  
 
  

⁄
 

 

 
  
 
  

⁄
 

 

2ثؼس -ای ثی اثط ؾطػت ظاٚیٝ 5شکل 

g gL A EI   زاض ثب ٔٛلؼیت تطن  قٛ٘سٜ تطن ضٚی چٟبض فطوب٘ؽ عجیؼی اَٚ ثطای تیط زٚضا٘ی ثبضیه

45/0
CL L  (1، 2 ٚ 3 ٝتطتیت ثیبٍ٘ط حبلات ثac/h 3/0 ٚ 2/0 ،1/0 ثطاثط ثب.) 

 

    
45/0زاض زض ٔٛلؼیت چٟبض قىُ ٔٛز اَٚ تیط زٚضا٘ی ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیط ثطای حبِت ثسٖٚ تطن ٚ تطن 6 شکل

CL L  (0،1، 2 ٚ 3  ٝتطتیت ث

 (.3/0 ٚ 2/0 ،1/0 ،0ثطاثط ثب  ac/hثیبٍ٘ط حبلات 

 
وٙس؛ ثٝ ػجبضت  ٔیثب افعایف ا٘ساظٜ تطن قىُ ٔٛز تیط تغییط 

زیٍط یه اغتكبـ ٔحّی ثٝ تسضیح ضٚی قىُ ٔٛز زض ٔحُ 

افتس. ٞط چٙس ٍٞٙبٔی وٝ ا٘ساظٜ تطن ذیّی  تطن اتفبق ٔی

وٛچه اؾت، اغتكبـ ضٚی قىُ ٔٛز لبثُ تكریم ٘یؿت. زض 

ثٝ تطتیت ثیبٍ٘ط حبلات  3ٚ  2، 1، اػساز 6ٚ  5، 4ٞبی قىُ

ac/h  نفط ثیبٍ٘ط حبِت  6ُ ٚ زض قى 3/0ٚ 2/0، 1/0ثطاثط ثب

 ثسٖٚ تطن اؾت.

 

استفاده از الگوریتم ژنتیک در مسأله معکوس  -5-4

 تیرهای دارای ترک 

ٞبی اضتؼبقی یه تیط غیط  زض ایٗ ثرف ثٝ تحّیُ ٔكرهٝ

قٛز. زٚضا٘ی زاضای تطن ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیط پطزاذتٝ ٔی

 =5/0cقٛ٘سٌی ٚ قؼبع تٛپی تیط ثٝ تطتیت ٔمبزیط ٘ؿجت ثبضیه

 ٚ0 ثبقٙس. ثب زاقتٗ ؾٝ فطوب٘ؽ عجیؼی اَٚ وٝ اظ ٔی

ٞبی ػٕك ٚ ٔٛلؼیت ا٘س، ٘ؿجتزؾت آٔسٜآظٔبیف ٔٛزاَ ثٝ

تطن ثب اؾتفبزٜ اظ اٍِٛضیتٓ غ٘تیه ٔحبؾجٝ ٚ ؾپؽ ثب ٔمبزیط 

ٔكبٞسٜ  6قٛز. ٕٞبٖ ٌٛ٘ٝ وٝ زض خسَٚ تدطثی ٔمبیؿٝ ٔی

ٌطزز زض ثطذی ٔٛاضز، ٘تبیح حبنُ اظ اٍِٛضیتٓ غ٘تیه وٕتط ٔی

 ٚ زض ثؼضی ٔٛاضز ثیكتط اظ ٔمبزیط تدطثی اؾت. 

ایٗ ٔٛضٛع ثٝ ایٗ زِیُ اؾت وٝ اٍِٛضیتٓ غ٘تیه یىی اظ 

قٛز ذغبی  ثبقس. زیسٜ ٔیٞبی خؿتدٛی تهبزفی ٔیاٍِٛضیتٓ

زٞٙسٜ ترٕیٗ لبثُ % اؾت وٝ ٘كب6ٖ٘تبیح ٕٞٛاضٜ وٕتط اظ 

 جَٛ ٔحُ ٚ ػٕك تطن ثب اؾتفبزٜ اظ اٍِٛضیتٓ غ٘تیه اؾت.ل

 

 گیری نتیجه -6
زض ایٗ ٔمبِٝ ضٚـ ا٘تمبَ زیفطا٘ؿیُ ثطای تحّیُ اضتؼبقی تیط 

ٞبی زٚضا٘ی ثب ؾغح ٔمغغ ٔتغیط تٛؾؼٝ زازٜ قس ٚ فطوب٘ؽ

ٞبی ٌٛ٘بٌٖٛ تطن ثٝ زؾت ٞب ٚ ػٕكعجیؼی تیط ثطای ٔٛلؼیت

زؾت آٔسٜ ثب ضٚـ ا٘تمبَ فطوب٘ؽ ثٝآٔس. زض ازأٝ ٔمبزیط 

زیفطا٘ؿیُ ثب ٔمبزیط تدطثی حبنُ اظ آظٔبیف ٔٛزاَ ٚ ٘یع 

ٞبی زیٍط زض افعاض آثبوٛؼ ٚ ضٚـزؾت آٔسٜ اظ ٘طْٔمبزیط ثٝ

ؾبیط ٔمبلات ٔمبیؿٝ قس. ٔكبٞسٜ قس وٝ ایٗ ضٚـ زلت ذٛثی 

تٓ زض ازأٝ ثب اؾتفبزٜ اظ اٍِٛضیثطای تحّیُ ایٗ ٘ٛع تیطٞب زاضز. 

غ٘تیه ٔؿأِٝ ٔؼىٛؼ ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٌطفت ٚ ثب اؾتفبزٜ اظ 

زؾت آٔس ٚ ثب ٞبی عجیؼی، ٔٛلؼیت ٚ ػٕك تطن ثٝفطوب٘ؽ

زٞٙسٜ ترٕیٗ لبثُ ٔمبزیط تدطثی ٔمبیؿٝ ٌطزیس. ٘تبیح ٘كبٖ

 لجَٛ ثطای ٔىبٖ ٚ ػٕك تطن ثب اؾتفبزٜ اظ اٍِٛضیتٓ غ٘تیه اؾت.
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ٔمبزیط ٘ؿجت ٞبی ػٕك ٚ ٔٛلؼیت تطن ثب اؾتفبزٜ اظ  6 جذول

 اٍِٛضیتٓ غ٘تیه

 ٞبی عجیؼی فطوب٘ؽ ٔمساض تدطثی ٔمساض ػسزی عب%

 )ثی ثؼس(
CL L  Ca h  CL L  Ca h  CL L  Ca h  

      7801/3
 3  

60/1  20/0  1016/0  0998/0  1/0  1/0  1063/18
 2  

      6986/46
 3  

      5001/3
 3  

70/2  53/1  0973/0  3046/0  1/0  3/0  4863/17
 2  

      9028/45
 3  

      9376/2
 3  

10/3  20/3  1031/0  484/0  1/0  5/0  5426/16
 2  

      1832/45
 3  

      7956/3
 3  

50/0  40/5  3015/0  0946/0  3/0  1/0  3056/18
 2  

      4631/46
 3  

      6295/3
1   

33/1  00/3  3040/0  291/0  3/0  3/0  2096/18
 2  

      8652/44
 3  

      2263/3
1   

50/3  20/2  3015/0  489/0  3/0  5/0  1023/18
 2  

      9982/41 3  

      8102/3
 3  

80/1  90/1  491/0  1019/0  5/0  1/0  9962/17
 2  

      8362/46 3  

      7399/3
 3  

20/0  00/3  501/0  291/0  5/0  3/0  3912/17
 3  

      9235/45
 3  

      5602/3 3  

20/2  80/3  511/0  481/0  5/0  5/0  9123/15
 2  

      6352/45
 3  

 

 م یعلافهرست  -7

A ٔؿبحت (m
2) 

ac ( ػٕك تطنm) 

b ػطو تیط (m) 

c ٘ؿجت ثبضیه قٛ٘سٌی 

E ( ً٘ٔسَٚ یبPa) 

h ( اضتفبع ٔتغیط تیطm) 

I ( ٌكتبٚض زْٚ ؾغحm
4) 

L ( عَٛ تیطm) 

LC  فبنّٝ تطن تب( ا٘تٟبی ثبثتm) 
oω فطوب٘ؽ عجیؼی تیط ثسٖٚ تطن 
cω زاض فطوب٘ؽ عجیؼی تیط تطن 

 
 (Hz) فطوب٘ؽ عجیؼی ثط حؿت ٞطتع

ρ چٍبِی (kg/m
3) 

γ ٝثؼس ای ثی ؾطػت ظاٚی 

α ٘ؿجت اضتفبع تیط زض اثتسا ٚ ا٘تٟبی تیط 
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