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هاي دوپاست. در این راستا یک مدل براساس پاندول معکوس هدف از این مقاله بهبود مدل پاندول معکوس براي طراحی مسیر بلادرنگ ربات
مدل پیشنهادي با اضافه کردن شود.مقایسه میجرمه جرمه و تکشود و دقت تخمین این مدل با مدل پاندول معکوس سهجرمه پیشنهاد میسه

براي نشان دادن کارایی مدل بخشد.جرمه، تخمین رفتار دینامیکی ربات را بهبود میتقریبی از لنگر پاي معلق به مدل پاندول معکوس سه
آید. سپس مسیرهاي فضاي کاري با میدست پیشنهادي مسیر مرکز جرم ربات با استفاده از سه مدل، براساس نقطه گشتاور صفر طراحی شده، به

آمده در فضاي مفصلی موقعیت دستشوند. در نهایت با استفاده از مسیرهاي بهاستفاده از سینماتیک معکوس به فضاي مفصلی نگاشت داده می
سازي حرکت ربات نشان مده از شبیهآدستشود. نتایج بهبا هم مقایسه میآمده از سه مدلدستدقیق نقطه گشتاور صفر محاسبه شده و مقادیر به

هاي بالا دارد. مدل جرمه، به خصوص در سرعتجرمه و سههاي تکاز بهبود تخمین دینامیک ربات با استفاده از مدل پیشنهادي نسبت به مدل
) دانشگاه تهران طراحی و CASTهاي پیشرفته (ها و فناوريبوده که این ربات در مرکز سیستم3هاي ربات سورنا ارائه شده براساس ویژگی

.ساخته شده است
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In this paper, to improve the accuracy of the one-mass and three-mass inverted pendulum models,
which have been used for generating real-time walking patterns for biped robots, we propose a novel
model based on the three-mass inverted pendulum. The proposed model employs an approximation of
moment of inertia of the swing leg to improve the accuracy of the three-mass inverted pendulum in
estimating dynamic behavior of the robot. In order to show the significance of the proposed model,
trajectories for the Center of Mass (CoM) are obtained using the three models, based on a desired ZMP
trajectory. The task space trajectories are then mapped into the joint space, using inverse kinematics.
Having the joint space variables, the actual ZMPs for the three obtained walking patterns are computed
and compared. This comparison shows the advantages of the proposed model in estimating dynamic
behavior of the robot well, especially for walking with relatively high speeds. The kinematic and
dynamic properties of the models in this paper are based on the humanoid robot SURENA III, which
has been designed and fabricated in the Center of Advanced Systems and Technologies (CAST),
University of Tehran.
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مقدمه1-
استفاده از ماشین و ربات براي بهبود زندگی بشر همواره از موضوعات 

باید ها در کنار انسانتحقیقاتی و علمی بوده است. براي استفاده از ربات
ها را در دستورپذیري و مطابقت با محیط افزایش داد. یکی از توانایی آن

هاي دوپا، راه رفتن و حفظ تعادل در طول حرکت بر سطوح رباتهاي چالش
هاي دوپا غیرخطی بوده و حل تحلیلی مختلف است. دینامیک حرکت ربات
، همچنین ]1[پذیر نیست مسیر امکانمعادلات و استفاده از آن در طراحی

در طراحی مسیر، حجم محاسبات استفاده از مدل دینامیکی کامل ربات
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شود که تنها در طراحی بالایی را به دنبال خواهد داشت و این امر سبب می
از مدل کامل ربات بتوان استفاده کرد.1خطمسیر هاي خارج

هاي دوپا اغلب برمبناي طراحی الگوهاي راه کارهاي کنترلی روي ربات
شود. با طراحی مسیر براي گذاري میاین الگوها پایه2رفتن و کنترل برخط

اي که در آن برآیند نیروهاي وارده از نقطه گشتاور صفر که در واقع نقطه
هایی که در ایی که مجموع ممانشود، به گونهزمین به پاي ربات وارد می

، مسیر نقطه گشتاور ]2[شود صفر باشد صفحه افق به کف پاي ربات وارد می
ضلعی شود و تا وقتی نقطه گشتاور صفر درون چندصفر مطلوب حاصل می

[4,3]قرار دارد، حرکت ربات پایدار است، در همین راستا مقالات 3گاهیتکیه
با بررسی اثر پنجه در گام نهادن، تولید مسیر براي حرکت پایدار ربات را 

اند.بررسی کرده
اره شد استفاده از مدل دینامیکی کامل ربات به دلیل طور که اشهمان

هاي خط مقدور است. روشحجم بالاي محاسبات تنها در طراحی مسیر خارج
دست آوردن مسیر حرکت بالاتنه ربات براي داشتن حرکتی بهینه براي به

ارائه شده است، اما به دلیل حجم محاسباتی بسیار بالا ]5,6[پایدار در مراجع 
حی خط کاربرد دارند. از مشکلات طراها تنها در طراحی مسیر خارجاین روش

خط حجم بالاي اطلاعات ذخیره شده است، چرا که باید براي هر مسیر خارج
صورت خارج خط انجام شود و تغییر طول گام و هر تغییر سرعت محاسبات به

در حافظه ربات ذخیره شود که این امر با اختیاري فرض کردن طول گام و 
ا در شود تا مسیرهاي محدودي رسرعت غیرممکن است و طراح ملزم می

کاهد. حافظه ربات ذخیره کند، که این امر از انعطاف ربات در گام نهادن می
شود. در این روش استفاده می4براي رفع این مشکل از طراحی مسیر بلادرنگ

حل کامل دینامیک ربات از یک مدل دینامیکی ساده استفاده به جاي 
ا کاهش شود. استفاده از یک مدل دینامیکی ساده حجم محاسبات رمی
دهد.دهد و انعطاف ربات را در تغییر سرعت و تغییر طول گام افزایش میمی

شود که ربات در مقابل تغییر گیري از طراحی مسیر بلادرنگ سبب میبهره
دهد.شرایط محیطی و دستورهاي متفاوت مانورپذیري بهتري از خود نشان 

بیشتر تحقیقات انجام شده در زمینه طراحی مسیر بلادرنگ بر پایه 
هاي استفاده شده . الگوریتم]9-7[جرمه است استفاده از پاندول معکوس تک

، حل عددي به کمک ]10,11[در طراحی مسیر بلادرنگ شامل حل تحلیلی 
و روشی بر پایه مدل ]13[6، روش پرتابی]12[5تقریب تفاضلی محدود

ها از مدل پاندول است. در تمامی این تحقیق]16-14[7بینکنترلی پیش
هاي دو پا استفاده شده است. جرمه براي تخمین دینامیک رباتمعکوس تک

دهد، دست میهاي پایین نتایج بسیار خوبی را بهاگرچه این مدل براي سرعت
ي این هاي بالا و با افزایش اثرگذاري دینامیک پاي معلق خطابراي سرعت

هایی که دینامیک پاي معلق را به مدل یابد. در نتیجه مدلمدل افزایش می
کند کند و از طرفی مدل را غیرخطی نمیجرمه اضافه میپاندول معکوس تک

هاي پاندول معکوس دو مورد توجه محققان بوده است. در همین راستا مدل
توان در بهبود ی، همچنین م]17-13,20[جرمه ارائه شده است جرمه و سه

جرمه در طراحی تخمین دینامیک ربات توسط مدل پاندول معکوس تک
اشاره کرد. در این مدل براي در [21]مسیر بلادرنگ به مدل ارائه شده در 

نظر گرفتن اثر مومنتوم دورانی بالاتنه به هنگام دفع اغتشاشات در مدل 

																																																																																																																																											
1 Offline
2 Online
3 Support Polygon
4 Real Time
5 Finite Difference Approximation
6 Shooting Method
7 Predictive Control

استفاده 8طیارجرمه به جاي جرم متمرکز از یک چرخپاندول معکوس تک
شده است.

جرمه ارائه شده در در این مقاله هدف بهبود مدل پاندول معکوس سه
صورت بود این مدل اثرات اینرسی هر پا در طول حرکت بهاست. براي به]18[

شود. جرمه اضافه مییک پاندول با جرم گسترده به مدل پاندول معکوس تک
معادلات دینامیک سیستم خطی با استفاده از فرضیات انجام گرفته باقی 

تواند در طراحی مسیر بلادرنگ بدون اضافه ماند. در نتیجه این مدل میمی
جرمه م محاسباتی قابل ملاحظه نسبت به مدل پاندول معکوس تککردن حج

استفاده شود.
هاي پسین این مقاله بدین شرح است: در بخش دوم، شکل کلی بخش

صورت خلاصه ربات، درجات آزادي و سینماتیک مستقیم و معکوس ربات به
است. در بخش سوم، چگونگی طراحی مسیر در فضاي مورد بررسی قرار گرفته

کاري براي مچ و همچنین تولید مسیر مرکز جرم ربات در سه حالت پاندول 
است. و مدل پیشنهادي بررسی شده ]16[جرمه ، سه]6[جرمه تکمعکوس 

ها بحث شده سازي براي سه مدل ارائه و بر آندر بخش چهارم، نتایج شبیه
بندي ارائه شده است.گیري و جمعاست. در نهایت در بخش پنجم نتیجه

ماتیکیسازي سینمدل2-
6شود ربات مورد مطالعه یک ربات دوپا با دیده می1طور که در شکل همان

یافته لازم براي توصیف حرکت ربات درجه آزادي فعال است. مختصات تعمیم
در شکل مشخص شده است.

با داشتن زوایاي مفصلی و حل سینماتیک مستقیم 1با توجه به شکل 
ها و همچنین متغیرهاي فضاي ربات، موقعیت مرکز جرم هر کدام از لینک

آیند.دست میکاري به
)1(= ( ̅)
)2(̅ = ̅( ̅)

) و فضاي مفصلی و همچنین ̅فضاي کاري، ̅و )، 2,1در روابط 
هاي انتقال از فضاي مفصلی به فضاي کاري است.نگاشت̅

همچنین با داشتن مختصات مرکز جرم و مچ پاي ربات در هر لحظه، 
آورد. براي دست توان با حل سینماتیک معکوس ربات زوایاي مفصلی را بهمی

شود.) استفاده می4,3حل سینماتیک معکوس ربات از روابط (

)3(
+ cos( ) + cos( + ) =
+ sin( ) + sin( + ) =

)4(
+ cos( ) + cos( + ) =
+ sin( ) + sin( + ) =

))، 4,3در روابط ( , ) ،( , )و ( , به ترتیب مختصات (
)ي ربات، مچ پاي راست و مچ پاي چپ در صفحهبالاتنه − و و (

هاي مربوط به ران و ساق پاهاست.طول لینک
که پاي ربات عمود بر با فرض آنو آوردن زوایاي دستبراي به

است، روابط ℎماند و ارتفاع مچ نسبت به کف زمین برابر زمین باقی می
) را خواهیم داشت.6,5(
)5(sin( + + ) = ℎ

)6(sin( + + ) = ℎ
(همان طول پاها و ارتفاع مچℎ)، 6,5طور که اشاره شد در روابط 

) را 4,3پاست. کافی است دستگاه دو معادله و دو مجهول (لینک مربوط به مچ
آورد، براي حل این دستگاه از روابط دستحل کرده تا بتوان تمامی زوایا را به

شود.می) که که در ادامه آورده شده است، استفاده 8,7(

																																																																																																																																											
8 Flywheel
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Fig. 1 A simple overview of the robot
شکل ساده ربات1شکل 

)7(

= atan2( 1 −
+ − −

2

,
+ − −

2 )

)8(

= atan2( 1 −
( + cos( )) + sin( )

+

,
( + cos( )) + sin( )

+
)

صورت زیر داریم.) را به10,9) روابط (8,7در معادلات (
)9(= −
)10(= −

) 8,7) دو پاسخ دارد که در روابط (4,3دستگاه دو معادله و دو مجهول (
و دست آوردن زوایاي است. در ادامه با بهتنها پاسخ قابل قبول آورده شده

) آید و سه زاویه مفصلی دست مینیز به) زاویه 5و استفاده از رابطه 
دیگر نیز با ادامه این روند مشخص شده و به این ترتیب نگاشتی که فضاي 

آید.دست میکند بهکاري را به فضاي مفصلی تبدیل می

طراحی مسیر3-
در این بخش، هدف طراحی مسیر براي پاي معلق و همچنین تولید مسیر 

کوس براي ایجاد حرکتی پایدار براي ربات مرکز جرم به کمک مدل پاندول مع
ها متناسب با سطحی که ربات بر آن راه است. در این راستا ابتدا براي مچ

شود. سپس با استفاده از مدل پاندول معکوس و با رود، طراحی مسیر میمی
استفاده از مسیر حرکت پایدار مطلوب نقطه گشتاورصفر، مسیر حرکت مرکز 

آمده در فضاي کاري با دست، سپس مسیرهاي بهشودجرم استخراج می
استفاده از نگاشت سینماتیک معکوس توضیح داده شده در قسمت پیشین به 

شوند. در نهایت نقطه گشتاور صفر واقعی ربات فضاي مفصلی نگاشت داده می
آید.دست میآمده در فضاي مفصلی بهدستبا استفاده از زوایاي به

طراحی مسیر مچ پا- 1-3
براي طراحی مسیر براي پاي معلق، این نکته باید توجه داشت که پاي معلق 

باشد، به این معنی که نه تنها از رسته باید حرکتش متعلق به فضاي 
باید پیوسته باشد. موقعیت، بلکه سرعت و شتاب حرکت پاي معلق نیز 

ر نقطه پیوستگی از مرتبه دو در فضاي کاري نه تنها سبب پیوستگی در مسی
شود، بلکه با تولید مسیرهایی هموار سبب تعقیب خوب توسط گشتاورصفر می

شود؛ بنابراین براي طراحی مسیر براي پاي موتورها در فضاي مفصلی می
]و در بازه زمانی معلق در جهت  , باید شش شرط مرزي رابطه[

) ارضا شوند.11(

)11(⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ ̇ = 0

̇ = 0
̈ = 0

    ̈ = 0
=
=

به ترتیب مکان، سرعت و شتاب پاي ̈و ̇، ) 11که در روابط (
ام است. جهت ارضا شدن شرایط مرزي -زمانی و در بازهمعلق در جهت 

شود؛ بنابراین معادله استفاده می5ه اي درج)، از یک چند جمله11رابطه (
) است.12به شکل رابطه (مسیر پاي معلق در جهت 

)12(
( ) = − , ≤ ≤

ام است و - زمانی ضرایب معادله مسیر حرکت پاي معلق در بازهکه 
آیند.دست می) به11به کمک شرایط مرزي رابطه (

بر شرایط یاد شده در علاوهبراي طراحی مسیر پاي معلق در جهت 
باید یک شرط دیگر که آن بیشترین ارتفاع پاي معلق از زمین ) 11رابطه (

شرایط است نیز ارضا شود. به این ترتیب براي مسیر پاي معلق در جهت 
) را خواهیم داشت.13مرزي رابطه (

)13(⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ = ℎ

= ℎ
( + )/2 = ℎ

 ̇ = 0

 ̇ = 0
̈ = 0

̈ = 0
) بیشترین ℎارتفاع اولیه مچ پا از زمین و ℎ)، 13که در روابط 

به ترتیب مکان، ̈و ̇، مقدار مجاز ارتفاع مچ از زمین و همچنین 
ام است؛ بنابراین - زمانی و در بازهسرعت و شتاب پاي معلق در جهت 

استفاده 6اي درجه از یک چند جملهبراي مسیر پاي معلق در جهت 
به شکل رابطه شود. به این ترتیب معادله مسیر پاي معلق در جهت می

) خواهد بود.14(

)14(
( ) = − , ≤ ≤

ام است -ضرایب معادله مسیر حرکت پاي معلق در بازه زمانی که 
شوند.) مشخص می13که با استفاده از شرایط مرزي رابطه (

طراحی مسیر مرکز جرم- 2-3
شود که ربات بر یک سطح افقی و صاف در حال در این قسمت فرض می

شود. حرکت کردن است و حرکت ربات در صفحه افقی در نظر گرفته می
شود که مسیر نقطه گشتاور صفر حرکت ربات به صورت یک تابع فرض می

امین بازه -اي باشد. رابطه نقطه گشتاور صفر طراحی شده براي چند جمله
شود.تعریف می)15(صورت رابطه زمانی به

)15(= − , ≤ ≤

سکالر است و متناسب با سرعت رباتضرایب اکه در رابطه بالا ضرایب

1	

2	

3	

4	

5	6	
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شوند.توسط طراح منظور می
هدف حل معادله پاندول معکوس براي هر گام براساس نقطه گشتاور 

گام بعدي ربات است. استفاده از اطلاعات دو گام بعدي، صفر آن گام و دو 
شده در اثر تغییر طول گام و یا سرعت سبب توزیع مناسب شتاب ایجاد

آوردن مسیر مرکز جرم ربات، با دستشود. در این قسمت براي بهحرکت می
جرمه، داشتن مسیر حرکت مچ پاها، با استفاده از مدل پاندول معکوس تک

ل پیشنهادي به جاي مدل کامل ربات مسیر مرکز جرم جرمه و مدسه
شوند. ابتدا معادلات براي مدل استخراج شده و نتایج با یکدیگر مقایسه می

شوند و سپس براي بهبود، جرمه استخراج میجرمه سهپاندول معکوس تک
شوند.تر ارائه شده و معادلات براي آن حل میجرمه دقیقیک مدل سه

جرمهول معکوس تکمدل پاند- 1-2-3
توان دید. رابطه می2در شکل جرمه را شکل ساده مدل پاندول معکوس تک

جرمه با فرض ثابت باقی ماندن ارتفاع مرکز ) معادله پاندول معکوس تک16(
دهد.ام از حرکت را نشان می-jي جرم، براي بازه

)16(= −
−

̈

مکان و شتاب ̈و مکان نقطه گشتاور صفر، ) 16در رابطه (
شتاب گرانش زمین است. با فرض ثابت ماندن ارتفاع مرکز جرم ربات و 

) ) که یک معادله دیفرانسیل مرتبه دوم با ضرایب 16مرکز جرم، حل معادله 
) است.17ثابت است، به صورت رابطه (

)17(
= exp −

+ exp − − + − +
ضرایب ثابت پاسخ عمومی معادله دیفرانسیل و و ) 17در رابطه (

ضرایب مربوط به پاسخ خصوصی معادله است.و 
شود در هر بازه زمانی دو مجهول وجود دارد. طور که دیده میهمان

است تغییر طول گام، فرض بر آن همچنین براي کاهش تأثیر سرعت اولیه در
اولیه 1گاهیکه معادله نقطه گشتاور صفر در اولین بازه، که حالت تک تکیه

گاهی اول را به دو بازه مساوي تکیهدارد، مجهول باشد؛ بنابراین حالت تک
که معادله مسیر نقطه گشتاور صفر تقسیم کرده و به این ترتیب با فرض این

اشد، چهار مجهول که مربوط به نقطه گشتاور صفر یک معادله درجه یک ب
هایی که معادلات راشود و همچنین تعداد بازهاست نیز به معادلات اضافه می

Fig. 2 The One-Mass inverted pendulum model
جرمهمدل پاندول معکوس تک2شکل 

																																																																																																																																											
1 Single Support Phase

یابد، به این ترتیب براي حل کنیم نیز به هفت افزایش میدر آن حل می
مجهول وجود دارد که 18معادله مرکز جرم توسط معادله پاندول معکوس 

معادله است، روابط مورد استفاده براي 18دست آوردن آنها نیاز به براي به
دست آوردن ضرایب معادلات مرکز جرم و همچنین نقطه گشتاور صفر به

است.) ارائه شده 18ایجاد شده در رابطه (

)18(⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

( ) = ( )
( ) = ( )
( ) = ( )

( ) =
( ) =

̇ ( ) = ̇
( ) = ( )

̇ ( ) = ̇ ( )
( ) = ( ) , = 1 … 5

X ̇ ( ) = ̇ ( ) , = 1 … 5
به ترتیب مکان، سرعت و شتاب مرکز ̈و ̇، )، 18در روابط (

اي است که در آن نقطه لحظهام است. - زمانی و در بازهجرم در جهت
شود:گشتاور صفر مجهول محاسبه می

)19(= ( + )/2
) ضرایب معادله 18شده در دسته معادلات (رابطه معرفی18با استفاده از 
آیند.دست مینین نقطه گشتاور صفر مجهول بهمرکز جرم و همچ

جرمهمدل پاندول معکوس سه- 2-2-3
جرمه از جرم پاها صرف نظر شد، در این مرحله جرم ربات بین در حالت تک

جرمه شود، به این ترتیب یک پاندول معکوس سهپاها و بدن ربات تقسیم می
است.آمده 3خواهیم داشت. مدل استفاده شده در شکل 

به ترتیب مکان بالاتنه، مچ پاي راست و مچ و ، ، 3در شکل 
ارتفاع مرکز و ارتفاع بالاتنه و همچنین و در جهت پاي چپ

جرم پاي چپ و راست است که با توجه به حرکت ربات به صورت یک ضریب 
شوند.ثابت در نظر گرفته می

شود سازي، تأثیر حرکت پاها به معادلات اضافه میدر این قسمت از مدل
تر شود. متناسب با توضیحاتنزدیکتا مدل دینامیکی به حالت دقیق خود

Fig. 3 The Three-Mass inverted pendulum model
جرمهمدل پاندول معکوس سه3شکل 
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)ارائه شده، مکان مرکز جرم بالاتنه ربات  , ، مرکز جرم پاي چپ ربات (
( + /2, )و مرکز جرم پاي راست ربات ( + /2, است.(

معادله نقطه گشتاور صفر براساس موقعیت بالاتنه و مچ پاها، براي پاندول 
) است.20جرمه به صورت رابطه (معکوس سه

)20(

=
+ + +

−
̈ + ̈ ̈ + ( ̈ ̈ )

جرم جرم پاها و همچنین جرم بالاتنه ربات، ) 20در رابطه (
شود.) تعریف می21کل ربات است که به صورت رابطه (

)21(= + 2
شود، طراحی مانند قبل از یک معادله درجه یک استفاده میبراي 

مسیرها براي پاي چپ و راست نیز با حالت پیشین تفاوتی نخواهند داشت؛ 
کند. بنابراین در این قسمت تنها معادله دیفرانسیل مرکز جرم ربات تغییر می

ست.) ا22معادله دیفرانسیل جدید با در نظر گرفتن جرم پاها به شکل رابطه (

)22(

+ +
̈ −

+

=
+

−
̈ + ̈

−

) خواهد بود.23ام به صورت رابطه (- jحل معادله بالا در بازه 

)23(

= exp − + exp − −

+ −

براساس معادلات حرکت پاي راست و چپ که در روابط بالا مقادیر 
آیند.دست میبه

جرمه، شود مانند حالت تکطور که در این قسمت نیز مشاهده میهمان
(18در این قسمت نیز  دست ) به18مجهول وجود دارد که با شرایط مرزي 

آیند.می

معکوس پیشنهاديمدل پاندول - 3-2-3
جرمه، از لنگر حاصل از حرکت پاهاي ربات، صرف در مدل پاندول معکوس سه

ها توسط شود که مرکز جرم پانظر شده است. در مدل پیشنهادي فرض می
به پاندول معکوسی که جرم بدنه بر آن قرار دارد متصل Lلینکی به طول 

گذارد.این مدل را به صورت ساده به نمایش می4شده است. شکل 
با 2و 1براي حل تحلیلی پاندول معکوس پیشنهاد شده، زوایاي 

شود.) تخمین زده می24فرض تغییرات کوچک این زوایا، به صورت (

)24(

=
−

=
−

توان دید که کردن کسر می) و ساده 24گیري از روابط (با دوبار مشتق
) را خواهیم داشت.25اي روابط (براي شتاب زاویه

)25(

̈ =
̈ − ̈

2
̈ =

̈ − ̈
2

به این ترتیب معادله مرکز جرم ربات با توجه به مسیر نقطه گشتاور صفر 
) ) 26طراحی شده و مدل پاندول معکوس پیشنهادي به صورت رابطه 

بود.خواهد

Fig. 4 The proposed model based on the three-mass pendulum
جرمهمدل پیشنهادي بر اساس مدل پاندول معکوس سه4شکل 

)26(

=
+ + +

−
̈ + zr

̈ + ̈
2

+ zl
̈ + ̈

2

+ 1 1̈ + 2 2̈
هاي دو پا هستند که متناسب ممان اینرسیو ) 26که در رابطه (

) ) معرفی 27با فرضیات و تخمین اعمال شده در این مدل، مطابق با رابطه 
شوند.می

)27(= =
1
3

شود و مانند قبل از یک معادله درجه یک استفاده میبراي 
طراحی مسیرها براي پاي چپ و راست نیز با حالت پیشین تفاوتی نخواهند 

هاي استفاده شده براي ارتفاع مرکز جرم پاي داشت و همچنین مقادیر تخمین
راست و چپ نیز مانند حالت پیشین خواهد بود. در این قسمت تنها معادله 

کند. معادله دیفرانسیل جدید با در نظر ل مرکز جرم ربات تغییر میدیفرانسی
)28(گرفتن جرم پاها و همیچنین لنگر ناشی از حرکت پاها به شکل رابطه 

است.

)28(

+ +
̈ −

+

=
+

−
̈ + ̈

+ ̈ + ̈

−
) خواهد بود.29ام به صورت رابطه (- j) در بازه 28حل معادله (

)29(

= exp − + exp − −

+ −

براساس معادلات حرکت پاي راست و چپ که در روابط بالا مقادیر 
شود، مانند حالت طور که در این قسمت نیز دیده میآیند. هماندست میبه

) 18مجهول وجود دارد که با شرایط مرزي (18جرمه، در این قسمت نیز تک
آیند.دست میبه

نتایج4-
رباتمسیر مچ پا، سینماتیک معکوس با داشتن مسیر مرکز جرم و همچنین 
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توان آیند. با داشتن زوایاي مفصلی میدست میحل شده و زوایاي مفصلی به
مقدار نقطه گشتاور صفر واقعی را با نقطه گشتاور صفر طراحی شده مقایسه 

جرمه و مدل پیشنهادي براي تغییر جرمه، سهکرد. در همین راستا مدل تک
شوند و متر مطالعه میسانتی50به 20متر و سامتی40به 20طول گام 

مقدار خطا که همان اختلاف بین نقطه گشتاور صفر واقعی و نقطه گشتاور 
شود.صفر طراحی شده است، بررسی می

انتخاب 3هاي ربات سورنا ، پارامترها براساس ویژگیهاسازيدر این شبیه
) CASTهاي پیشرفته (ها و فناوريشده که این ربات در مرکز سیستم

جزئیات مربوط به پارامترهاي انشگاه تهران طراحی و ساخته شده است.د
آورده شده است.1ها در جدول سازياستفاده شده در این شبیه

مترسانتی40به 20نتایج براي تغییر طول گام - 1-4
جرمه و مدل جرمه، سهدر این قسمت مقدار خطا و دقت تخمین مدل تک

متر براي زمان حالت سانتی40به 20پیشنهادي براي تغییر طول گام از 
گیرد و تأثیر افزایش سرعت در گاهی متفاوت مورد بررسی قرار میتکیهتک

شود.مقدار خطا سه مدل بررسی می

ثانیه0.8گاهی تکیهسازي براي زمان حالت تکشبیه- 1-1-4

ثانیه و زمان حالت دو 0.8گاهی برابر سازي زمان حال تکیهدر این شبیه
به 20سازي براي تغییر طول گام از ثانیه است، نتیجه شبیه0.1گاهی تکیه

ارائه شده است و همچنین مقدار میانگین مربع 5متر در شکل سانتی40
2خطا، اختلاف بین نقطه گشتاور صفر واقعی و طراحی شده، نیز در جدول 

متر بر ثانیه به 0.22سازي سرعت از آورده شده است. در واقع در این شبیه
متر بر ثانیه افزایش پیدا خواهد کرد.0.44

غییر طول گام ناپایدار جرمه در ت، مدل تک5و شکل 2مطابق جدول 
جرمه و مدل پیشنهادي هر دو حرکت پایداري را براي ربات بوده، اما مدل سه

وان دید که مدل پیشنهادي نسبت بهتمی2زنند. با بررسی جدول تخمین می

سازيپارامترهاي استفاده شده در شبیه1جدول
Table 1 The parameters exploited for simulation

)cmطول ()kg(جرم
13.236
4.5636
6.136
-60
-30
-30

ℎ-12
ℎ-17

-82.04جرم کل ربات

40به 20سازي در تغییر طول گام از خطاي شبیهمیانگین مربع مقدار 2جدول

ثانیه0.8گاهی تکیهمتر و زمان حالت تکسانتی
Table 2 Mean square of error for changing the step length from 20 to
40 cm and time of single support phase 0.8 sec

میانگین مربع خطا 
گاهی)تکیهتک )

میانگین مربع خطا 
گاهی)دوتکیه )

میانگین مربع خطا 
(کل مسیر)

93.5564.8189.89جرمهمدل تک
44.0439.6043.38جرمهمدل سه

35.3936.6335.42مدل ارائه شده

Fig. 5 The actual and desired ZMP for changing the step length from
20 to 40 cm and time of single support phase 0.8 sec

40به 20و واقعی براي تغییر طول گام از شدهطراحینقطه گشتاور صفر5شکل 

ثانیه0.8گاهی تکیهتکمتر و زمان حالت سانتی

جرمه خطاي کمتري داشته و در نتیجه تخمین بهتري از دینامیک مدل سه
	دهد.ربات ارائه می

ثانیه0.6گاهی تکیهسازي براي زمان حالت تکشبیه- 2-1-4
یابد و ثانیه کاهش می0.6گاهی به در این قسمت مقدار زمان حالت تک تکیه

جرمه و مدل پیشنهادي مورد جرمه، سهتأثیر افزایش سرعت در سه مدل تک
آورده شده است و 6سازي در شکل گیرد. نتیجه این شبیهبررسی قرار می

گاهی و تکیههمچنین مقدار میانگین مربع خطا در طول مسیر، حالت تک
به 20غییر طول گام ربات از با ت. آمده است3گاهی در جدول حالت دوتکیه

متر بر ثانیه افزایش 0.58متر بر ثانیه به 0.29متر سرعت ربات از سانتی40
.یابدمی

، مدل پیشنهادي با افزایش سرعت مقدار خطا 6و شکل 3مطابق جدول 
شود دیده می6طور که در شکل دهد. همانگیري کاهش میرا به شکل چشم

جرمه کاملاً از ه گشتاور صفر واقعی در مدل تکبراي این سرعت مقدار نقط
جرمهناپایدار خواهد بود. مدل سهگاهی خارج شده و ربات چند ضلعی تکیه

Fig. 6 The actual and desired ZMP for changing the step length from 20
to 40 cm and time of single support phase 0.6 sec

40به 20و واقعی براي تغییر طول گام از شدهطراحیگشتاور صفرنقطه 6شکل 

ثانیه0.6گاهی تکیهتکمتر و زمان حالت سانتی
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40به 20سازي در تغییر طول گام از خطاي شبیهمیانگین مربع مقدار 3جدول

ثانیه0.6گاهی تکیهتکمتر و زمان حالت سانتی
Table 3 Mean square of error for changing the step length from 20 to
40 cm and time of single support phase 0.6 sec

میانگین مربع خطا 
گاهی)تکیهتک )

میانگین مربع خطا 
گاهی)(دوتکیه

میانگین مربع 
(خطا کل مسیر)

110.6656.33104.04جرمهمدل تک
59.7732.2656.51جرمهمدل سه

40.1529.9939.49مدل ارائه شده

رسد، اما در بیشترین مقدار نقطه گشتاور صفر واقعی خود به مرز ناپایداري می
گاهی قرار مدل پیشنهادي در طول مسیر کاملاً در داخل چند ضلعی تکیه

کند.گرفته و حرکت پایداري را براي ربات تولید می
طور که پیشتر توضیح داده شد مدل پاندول معکوس در حالت همان

دهد و مقدار خطا در گاهی تخمین مناسبی از حرکت ربات ارائه میتکیهدو
گاهی که در این حالت، حرکت ربات تحت تأثیر حرکت پاي تکیهحالت تک
، 3گاهی بیشتر است. براساس جدول باشد، نسبت به حالت دوتکیهمعلق می

گاهی براي مدل پیشنهادي نسبت به تکیهر میانگین خطا در حالت تکمقدا
جرمه به شکل قابل توجهی کاهش یافته که این امر ناشی جرمه و تکمدل سه

از در نظر گرفتن لنگر پاي معلق در مدل پیشنهادي است.

مترسانتی50به 20نتایج براي تغییر طول گام - 2-4
جرمه و مدل پیشنهادي براي جرمه، سهدر این قسمت هدف، بررسی مدل تک

متر است، به این ترتیب تأثیر افزایش طول سانتی50به 20تغییر طول گام از 
گیرد.گام در این قسمت مورد مطالعه قرار می

ثانیه0.8گاهی تکیهسازي براي زمان حالت تکشبیه- 1-2-4
شود و ثانیه در نظر گرفته می0.8گاهی را برابر تکیهدر ابتدا زمان حالت تک

گیرد. بدین متر مورد مطالعه قرار میسانتی50به 20تغییر طول گام از 
برابر 2.5سازي سرعت ربات در طی تغییر طول گام ترتیب در این مدل

متر بر ثانیه 0.55متر بر ثانیه به 0.22شود و در واقع سرعت ربات از می
آورده شده است. همچنین 6سازي در شکل یابد. نتیجه این شبیهافزایش می

آورده شده است.4سازي در جدول مقادیر میانگین مربع خطاها در این شبیه
سازي نیز شود، در این شبیهدیده می4و جدول 7طور که در شکل همان

جرمه در طول مسیر ناپایدار بوده و مدل مسیر تولید شده توسط مدل تک
جرمه و مدل پیشنهادي در طول مسیر حرکت پایداري را براي ربات تولید سه
جرمه خطاي کنند. در این حالت نیز مدل پیشنهادي نسبت به مدل سهمی

کمتري دارد.

ثانیه0.6گاهی تکیهسازي براي زمان حالت تکشبیه- 2-2-4
ثانیه کاهش داده و 0.6گاهی را به تکیهدر این قسمت مقدار زمان حالت تک

شود. در این سازي میمتر شبیهسانتی50به 20مدل براي تغییر طول گام از 
بد. یامتر بر ثانیه افزایش می0.71متر بر ثانیه به 0.28حالت سرعت ربات از 

آورده شده است.5و جدول 8سازي در شکل نتایج شبیه
جرمه در تغییر سرعت شود، مدل سهدیده می8طور که در شکل همان

شود. در این تغییر سرعت مدل متر بر ثانیه ناپایدار می0.71به 0.28
جرمه به شکل کاملاً ناپایدار رسد و مدل تکپیشنهادي به مرز ناپایداري می

آورده 5د. با توجه به مقادیر میانگین مربعات خطا که در جدول خواهد بو
هاي بالا تخمین بسیاردي در سرعتتوان دید که مدل پیشنهاشده است، می

Fig. 7 The actual and desired ZMP for changing the step length from 20
to 50 cm and time of single support phase 0.8 sec

50به 20و واقعی براي تغییر طول گام از شدهطراحینقطه گشتاور صفر7شکل 

ثانیه0.8گاهی تکیهتکمتر و زمان حالت سانتی

50به 20سازي در تغییر طول گام از خطاي شبیهمیانگین مربع مقدار 4جدول

ثانیه0.8گاهی تکیهمتر و زمان حالت تکسانتی
Table 4 Mean square of error for changing the step length from 20 to
50 cm and time of single support phase 0.8 sec

میانگین مربع خطا 
گاهی)تکیهتک )

میانگین مربع خطا 
گاهی)(دوتکیه

میانگین مربع خطا 
(کل مسیر)

113.2567.57107.56جرمهمدل تک
48.2833.4046.39جرمهمدل سه

34.4930.1733.88مدل ارائه شده

دهد که نشان از تأثیر بسزاي جرمه ارائه میبهتري نسبت به مدل سه
توان گفت هاي بالا دارد و میدینامیک پاي معلق در حرکت ربات در سرعت

که مدل پیشنهادي تخمین بهتري از دینامیک ربات به خصوص در 
دهد.هاي بالا ارائه میسرعت

شده توسط حل سه مدلنتایج مربوط نقطه گشتاور صفر تولید- 3-4
50به 20در این قسمت نقطه گشتاور تولید شده در تغییر طول گام از 

طور که اشاره شد نقطه گشتاور متر مورد مطالعه قرار گرفته است. همانسانتی
شود، در حالتی که گاهی اول محاسبه میصفر مجهول که در حالت دوتکیه

تغییر طول گام صورت نگیرد دقیقاً بر نقطه گشتاور صفر طراحی شده قرار 
ربات نقطه گشتاور گیرد، اما در تغییر طول گام به دلیل تغییر سرعت اولیهمی

شود. در این قسمت شده خارج میصفر کنترلی از نقطه گشتاور صفر طراحی
شده براي سه مدل بررسی شده و نتایج مقدار تغییر نقطه گشتاور صفر طراحی

نقطه گشتاور صفر تولید شده توسط الگوریتم 9شوند. در شکل تحلیل می
مدل پیشنهادي براي تغییر جرمه و جرمه، سهارائه شده براي سه مدل تک

متر آورده شده است.سانتی50به 20طول گام از 
شود مقدار اختلاف نقطه گشتاور صفر دیده می9طور که در شکل نهما

جرمه با نقطه گشتاور صفر تولید شده توسط الگوریتم ارائه شده در مدل تک
ر تولید شده بیشترین اختلاف را دارد و همچنین نقطه گشتاور صفطراحی

جرمه اختلاف کمتري نسبت به شده در مدل پیشنهادي نسبت به مدل سه
توان نتیجه گرفت شده دارد. با توجه به شکل مینقطه گشتاور صفر طراحی

که مدل پیشنهادي با تخمین بهتر مدل دینامیکی ربات نسبت به مدل 
مسیرگام و تغییر سرعت را در طول جرمه تأثیر تغییر طول جرمه و سهتک
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Fig. 8 The actual and desired ZMP for changing the step length from 20
to 50 cm and time of single support phase 0.6 sec

50به 20و واقعی براي تغییر طول گام از شدهطراحینقطه گشتاور صفر8شکل 

ثانیه0.6گاهی تکیهتکمتر و زمان حالت سانتی

50به 20سازي در تغییر طول گام از خطاي شبیهمیانگین مربع مقدار 5جدول

ثانیه0.6گاهی تکیهتکمتر و زمان حالت سانتی
Table 5 Mean square of error for changing the step length from 20 to
50 cm and time of single support phase 0.6 sec

میانگین مربع خطا 
گاهی)تکیهتک )

میانگین مربع خطا 
گاهی)(دوتکیه

میانگین مربع خطا 
(کل مسیر)

140.5059.31129.03جرمهمدل تک
78.2726.3371.12جرمهمدل سه

45.7224.2543.16مدل ارائه شده

Fig. 9 The obtained ZMP trajectories from one-mass, three-mass and
proposed models

جرمه و مدل جرمه، سهشده با استفاده از سه مدل تکنقطه گشتاور تولید9شکل 
پیشنهادي

شده توسط این مدل اختلاف بهتر از بین برده و نقطه گشتاور صفر تولید
شده دارد.طراحیکمتري با نقطه گشتاور صفر 

کار بررسی بیشترین مقدار خطاي نقطه گشتاور صفر واقعی و راه- 4-4
حل این مشکل

رو در این قسمت بیشترین اختلاف نقطه گشتاور صفر واقعی با نقطه گشتا
7طور که در شکل گیرد. همانصفر طراحی شده مورد مطالعه قرار می

گاهی تکیهدقیقاً در وسط حالت تکتوان دید، بیشترین میزان این اختلاف می
اتفاق می افتد، که در مدل پیشنهادي تا حدي این مقدار خطا کاهش یافته 
است. در این قسمت به بررسی این خطا و دلیل ایجاد این خطا پرداخته 

شود.می
توان دید که در هیچ کدام از ها اشاره شد، میسازيهمانطور که در مدل

براي پاها در نظر گرفته نشده است، zب در جهت ها تأثیر شتاسازيمدل
معادله دیفرانسیل پاندول معکوس به یک zچراکه با اعمال شتاب در جهت 

معادله مرتیه دو با ضرایب تابع زمان تبدیل شده، که حل این معادله به 
پذیر نیست. به این دلیل در این قسمت شتاب پاها در صورت تحلیلی امکان

مورد بررسی قرار گرفته و تأثیر آن روي نقطه گشتاور صفر واقعی zجهت 
شود.مطالعه می

شده براي پاي معلق، شتاب مچ دو پا، متناسب با طراحی مسیرهاي انجام
0.8گاهی تکیهمتر و زمان حالت تکسانتی50به 20براي تغییر طول گام از 

آورده شده است.10در شکل zو xثانیه، در جهت 
گشتاور صفر واقعی در ، بیشترین مقدار خطا براي نقطه7مطابق شکل 

، در این 10دهد. همچنین مطابق شکل ثانیه رخ می2.3و 1.4، 0.5لحظات 
به مقدار صفر رسیده و مقدار xلحظات مقدار شتاب پاي معلق، در جهت 

طور که اشاره شد رسد. همانبه کمترین مقدار خود میzشتاب در جهت 
سازي اعمال نشده است، به این در مدلzمقدار شتاب پاي معلق در جهت 

تقریباً صفر بوده و شتاب xجایی که شتاب در جهت دلیل در این نقطه از آن
رسد، دینامیک حرکت پاي ربات بسیار به کمترین مقدار خود میzدر جهت 

است و در نظر نگرفتن شتاب در جهت zه شتاب پاي معلق در جهت وابسته ب
z.براي پاي معلق، در این نقطه بیشترین خطا را به دنبال خواهد داشت

گیرينتیجه5-
جرمه با مدل پیشنهادي جرمه و سهدر این مقاله دو مدل پاندول معکوس تک

دینامیکی جرمه است، در تخمین صحیح مدلکه براساس پاندول معکوس سه
ها نشان داد که مدل سازيیک ربات دوپا مورد بررسی قرار گرفت. شبیه

پیشنهادي به دلیل در نظر گرفتن دینامیک پاي معلق خطاي کمتري نسبت 
جرمه دارد، که این کاهش خطا در حالت جرمه و سهبه مدل تک

گیر بود. همچنین نشان داده شد که با افزایشگاهی بسیار چشمتکیهتک
سرعت حرکت ربات مدل پیشنهادي تخمین بهتري از دینامیک ربات ارائه

Fig. 10 The acceleration components of the ankles for changing stride
length from 20 to 50 cm

مترسانتی50به 20مچ پاها در طول مسیر با تغییر طول شتاب حرکت10شکل 
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افزایش مقدار لنگر حاصل از حرکت ربات در دهد که دلیل این امر می
هاي بالاست.سرعت
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