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داقل مربعات گسسته مختلط، براي بهبود دقت جایی در روش بدون شبکه حجابه-سازيدر این مقاله روش برآورد خطا و تظریف تطبیقی غنی  
. کندزمان استفاده می جایی شبکه به طور همسازي و جابهاین روش از دو روش غنی. هاي مسایل الاستیسیته خطی مسطح ارائه شده استجواب

بعد از هر . کار برده شده استد، بههایی که باید به شبکه اضافه شونسازي، دیاگرام ورنی براي مشخص کردن موقعیت گرهدر هر مرحله غنی
شوند، بنابراین هزینه محاسباتی هاي آرایش مرحله قبلی تخمین زده میهاي جدید اضافه شده از روي خطاي گرهسازي، خطاي گرهمرحله غنی

سازي متداول یکسان و غنی جاییجابه-سازيشود و تعداد مراحل لازم براي تحلیل شبکه در دو روش غنیاضافی براي تحلیل مجدد صرف نمی
جایی تا جابه-سازيروش غنی. شودها استفاده میسازي براي بهبود دقت جوابجایی شبکه بعد از هر مرحله غنیسپس یک فرایند جابه. هستند

ي ی بیش از اندازهروش ارائه شده با بدست آوردن یک آرایش هموار، علاوه بر حل مشکل نزدیک. یابدبدست آوردن دقت مورد نظر ادامه می
هاي عددي حل شده در حوزه الاستیسیته مثال. شودها نیز میدهد، باعث بهبود دقت جوابسازي متداول رخ میها که در روش غنیبرخی گره

دقت بالاتر  هاي تحلیلی دقیق، کارایی وسازي متداول و جوابجایی با روش غنیجابه-سازيهاي بدست آمده از روش غنیخطی و مقایسه جواب
  .اندروش ارائه شده را نشان داده

  :کلید واژگان
  روش بدون شبکه

  ل مربعات گسسته مختلط بدون شبکهحداق
  تظریف تطبیقی

  جاییجابه-سازيغنی
  الاستیسیته خطی
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 In this paper a node enrichment-moving error estimate and adaptive refinement procedure in 
Mixed Discrete Least Squares Meshless (MDLSM) method is suggested to improve the solution of 
elasticity problems. The suggested method uses of both node enrichment and node moving 
refinement procedures simultaneously. The voronoi diagram is used to locate the position of new 
added nodes in enrichment step. The errors of new added nodes, after each enrichment 
procedure, are calculated via interpolation rather than the error of simulation nodes to reduce the 
computational effort. So, the additional simulation effort does not spend and the steps of 
suggested method and conventional enrichment procedure are the same. Completing the 
enrichment step, a node moving procedure is used to improve the solutions and solving the nodes 
excessive vicinity problem that is happened in conventional node enrichment procedure, 
especially with irregular node distribution. The node enrichment-moving method is continued to 
obtain the desirable accuracy. The proposed method is used to solve several examples and the 
results are presented and compared with those of conventional node enrichment procedure and 
analytical exact solutions. The results show superior efficiency, effectiveness and accuracy of the 
proposed method compared to conventional node enrichment method. 
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  مقدمه - 1
هاي عددي است که کارایی خود را در حل روش اجزاي محدود از روش

مسایل مهندسی نشان داده است، اما این روش براي حل برخی مسایل مثل 
هاي زیاد و گسترش ترك که مسایلی با مرز متحرك، مسایلی با تغییر شکل

همچنین . سازي مجدد دارند با مشکلاتی همراه استاحتیاج به گسسته

ها جایی گرهسازي مجدد، جابهکارگیري فرایندهاي تظریفی مثل گسسته به
سازي در این روش به علت این که باید اتصال نظام مند اجزا حفظ و غنی
  . تر استسختشود، 

سازي ناحیه براي حل این مشکلات، روش بدون شبکه که براي گسسته
کند، ناحیه استفاده می) بنديالمان(بندي  ها به جاي جزءمسأله، از آرایش گره
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توان به روش ذره هاي بدون شبکه معروف میازجمله روش. ارائه شده است
، روش بدون ]2،3[ 2، روش بدون جزء گالرکین]1[ 1هیدرودینامیک هموار

، روش نقطه ]5[ 4، روش ابر بدون شبکه]4[ 3گالرکین- شبکه محلی پترف
و روش معادله  ]7[ 6سازي هسته ذره، روش دوباره]FPM (]6( 5محدود

روش بدون شبکه حداقل مربعات . اشاره کرد ]8[ 7انتگرالی مرزي محلی
براي حل معادلات پواسون به کار  ]9[اولین بار توسط افشار و ارزانی  8گسسته

به علت اینکه در این روش از شکل قوي معادلات دیفرانسیلی براي . گرفته شد
شود، گیري عددي حذف مییند انتگرالشود، فراسازي آنها استفاده میگسسته

اي مثل روش بدون جز هاي بدون شبکهبنابراین هزینه محاسباتی آن از روش
اخیرا . کنند، کمتراستگالرکین، که از شکل ضعیف معادلات استفاده می

سازي مسأله سطح آزاد استفاده از این روش براي شبیه ] 10[شبیري و افشار 
توسط  9مکان ه حداقل مربعات گسسته همروش بدون شبک. اندکرده

براي حل معادلاتی از نوع بیضوي ارائه شد، و تاثیر  ]11[فیروزجایی و افشار 
این . نقاط هم مکان در بالا بردن دقت و نرخ همگرایی مورد مطالعه قرار گرفت

در حل مسایل الاستیسیته ] 12[پور و همکاران روش بعدها توسط نیسی
- از این روش براي شبیه ]13[افشار و همکاران . رفتخطی مسطح به کار 

  . سازي تطبیقی معادلاتی از نوع هذلولی استفاده کردند
ط توسط امانی و  10اخیرا، روش حداقل مربعات گسسته مختل

در . براي حل مسایل الاستیسیته خطی مسطح ارائه شده است ]14[همکاران 
هایی ا استفاده از گرهروش حداقل مربعات گسسته مختلط، ناحیه مسأله ب

سازي شده و سپس جواب مسأله با استفاده از توابع شکل حداقل  گسسته
اي مانده شود، با کمینه کردن تابعک باقیتخمین زده می 11مربعات متحرك

. شودها محاسبه مینسبت به مقادیر گرهی مجهول، مقدار جواب در گره
ل از قرار گیري تابع تخمینی در مانده حاص اي از مجموع باقیمانده تابعک باقی

مانده حاصل از قرارگیري آن  شرط معادله دیفرانسیلی حاکم بر مسأله و باقی
بندي مختلط استفاده  در این روش از فرمول. آیددر شرایط مرزي بدست می

- ها به طور هم زمان محاسبه میها و تنششود، به طوري که تغییر مکانمی
شوند، ها محاسبه میمختلط ابتدا تغییر مکانبندي غیر  فرمولدر . شوند

ها ها با استفاده از مشتقات توابع شکل و رابطه بین تغییر مکانسپس تنش
بندي مختلط توابع شکل به طور یکسان  اما در فرمول. ها بدست آیندو تنش

روند و معادلات دیفرانسیلی ها به کار میها و تنشبراي تخمین تغییر مکان
ها را بیان ها و تنشسأله و معادلاتی که رابطه بین تغییر مکانحاکم بر م

از آنجا که که دقت خود توابع شکل . شوندکنند به طور هم زمان حل میمی
هاي بدست آمده براي از مشتقاتشان یک مرتبه بالاتر است، دقت جواب

هایی کنند نسبت به روشبندي مختلط استفاده می هایی که از فرمولروش
همچنین این . کنند، بیشتر استبندي غیر مختلط استفاده می از فرمول که

ها، هاي بدست آمده براي تنششود تا نرخ همگرایی جوابموضوع باعث می
  .یابدهاي غیر مختلط افزایش یک مرتبه نسبت به روش

هایی نیز براي هاي عددي، روشهاي روشبه منظور افزایش دقت جواب
سازي آرایش یکی روش غنی. اندف تطبیقی، گسترش پیدا کردهبرآورد خطا و تظری

در این روش با . هاي بدون شبکه استهاي تظریف تطبیقی خطا در روشاز روش
                                                                                                                                           
1- Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) 
2- Element‐free	Galerkin	(EFG) 
3- Local Petrov-Galerkin (MLPG) 
4- Hp-Meshless cloud 
5- Finite Point Method (FPM) 
6- Reproducing Kernel Particle Methods (RKPM) 
7- Local Boundary Integral Equation (LBIE) 
8- Discrete Least Square Meshless (DLSM) 
9- Collocation Discrete Least Square Meshless (CDLSM) 
10- Mixed Discrete Least Squares Meshless (MDLSM)  
11- Moving Least Squares (MLS) 

هاي جدید در براي هر گره و اضافه کردن گره 12در نظر گرفتن یک سلول ورونوي
ي کل هایی که خطاي گره مربوط به آن سلول بیشتر از میانگین خطارئوس سلول

ها این روش با کاهش فاصله بین گره. شودشبکه است، آرایش موجود غنی می
سازي این روش را براي غنی ] 15[افشار و همکاران . شودباعث کاهش خطا می

شبکه با استفاده از روش بدون شبکه حداقل مربعات گسسته و براي حل مسایل 
ها نیز یک روش تظریف رهجایی گروش جابه. اندالاستیسیته خطی به کار برده

ها به قسمتی جا کردن گرههاي بدون شبکه است که با جابهتطبیقی خطا در روش
ها از همدیگر از ناحیه مسأله که خطاي بیشتري دارد، منجر به کاهش فاصله گره

این روش را در  ]16[افشار و همکاران . دهددر آن ناحیه شده و خطا را کاهش می
قل مربعات گسسته و براي حل مسایل الاستیسیته خطی به روش بدون شبکه حدا

اما در بعضی . سازي کارایی مناسبی از خود نشان داده استروش غنی. اندکار برده
ها جدید موارد بدشکلی سلول ورونوي، منجر به نزدیکی بیش از اندازة بعضی از گره

ها، قدرت تخمین همدیگر شده و این نزدیکی بیش از اندازه گره اضافه شده به
این مشکل در . یابدها کاهش میتوابع شکل را کاهش داده و در نتیجه دقت جواب

جایی نیز به طور مؤثر روش جابه. دهدهاي نامنظم بیشتر خود را نشان میآرایش
در کاهش خطا به کار گرفته شده است، اما به علت این که در این روش گرهی به 

یابد و براي ها تا میزان مشخصی بهبود می، دقت جوابشودآرایش اولیه اضافه نمی
. سازي استفاده کردها از یک میزان مشخص باید از روش غنیافزایش دقت جواب

جایی با استفاده جابه - سازيدر این مقاله روش برآورد خطا و تظریف تطبیقی غنی
هاي از روش بدون شبکه حداقل مربعات گسسته مختلط براي بدست آوردن جواب

-این روش از دو روش غنی. تر در مسایل الاستیسیته مسطح، ارائه شده استدقیق
سازي، در مرحله غنی. کندزمان استفاده می جایی شبکه به طور همسازي و جابه

-سازي متداول، دیاگرام ورونوي براي مشخص کردن موقعیت گرهمانند روش غنی
-بعد از هر مرحله غنی. شودبرده میکار هایی که باید به شبکه اضافه شوند، به

هاي آرایش مرحله هاي جدید اضافه شده از روي خطاي گرهسازي، خطاي گره
جایی شبکه به شوند و هر مرحله از روش با یک فرایند جابهقبلی تخمین زده می

جایی تا رسیدن به دقت جابه - سازيبه همین ترتیب، فرایند غنی. رسداتمام می
هاي جدید جایی، خطاي گرهجابه - سازيدر روش غنی. یابده میمورد نظر ادام

-یابی تخمین زده میسازي، با استفاده از دروناضافه شده، بعد از هر مرحله غنی
شود و همان شوند، بنابراین هزینه محاسباتی اضافی براي تحلیل مجدد صرف نمی

لازم است در  سازي متداولتعداد مراحلی که براي تحلیل شبکه در روش غنی
جایی شبکه علاوه بر حل فرایند جابه. شودجایی استفاده میجابه - سازيروش غنی

سازي متداول، با ارائه یک ها در روش غنیمشکل نزدیکی بیش از اندازه برخی گره
هاي عددي حل مثال. شودهایی با دقت بالاتر منجر میآرایش هموار شده به جواب
هاي بدست آمده از روش ه خطی و مقایسه جوابشده در حوزه الاستیسیت

-سازي متداول و جوابهاي روش غنیجایی با جوابجابه - سازيپیشنهادي غنی
هاي عددي حل شده، کارایی و دقت بالاتر هاي تحلیلی دقیق موجود براي مثال

  .دهندروش ارائه شده را نشان می

  تابع شکل حداقل مربعات متحرك - 2
هاي بدون شبکه وجود راي تولید توابع شکل در روشهاي مختلفی بروش

، روش ]18و17[13توان به روش بیشینه انتروپیها میدارند، از جمله این روش
و روش جزءبندي  ] 20[ 15، روش کریجینگ متحرك]19[ 14تابع پایه شعاعی

که در این  ]22[تابع شکل حداقل مربعات متحرك . اشاره کرد ] 21[ 16واحد
ترین توابع تخمینی در ستفاده شده است، یکی از معمولمقاله از آن ا

                                                                                                                                           
12- Voronoi Diagram  
13- Maximum Entropy 
14- Radial Basis Function (RBF) 
15- Moving Kriging (MK) 
16- Partition of Unity (PU) 
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در . هاي بدون شبکه است که به خوبی کارایی خود را نشان داده است روش
در هر 푢 هایی براي هر گره، تابع تخمینیاین روش با در نظر گرفتن زیر ناحیه

  .شودمحاسبه می) 1(زیر ناحیه از رابطه 

)1(  푢(푋) = 푝 (푋)푎 (푋) = 푃 (푋)푎(푋)

  .معرفی شده است) 2(در رابطه (P) تابع پایه 
)2(  푃 = [1, 푥, 푦,푥 ,푥푦,푦 , … , 푥 , … , 푦 ]

به . هاي آنبه ترتیب عبارتند از درجه تابع پایه و تعداد مؤلفه kو  mه در آن ک
) k(هاي تابع پایه  مؤلفه ، تعداد)m=2(طور مثال براي تابع پایه مرتبه دوم 

با تعریف تابعک نرم دوم وزن . بردار ضرایب تابع پایه است a. برابر شش است
  )3(داري به صورت رابطه 

)3(  퐽 = 푤 (푋 − 푋 )(푃 (푋 )푎(푋) − 푢 )

 푛ام هستند و  m گرهجواب و تابع وزن در  به ترتیب 푤و  푢که در آن  
هاي موجود در هر ناحیه تأثیر است، تابع وزن مورد استفاده در تعداد کل گره

معرفی شده ) 4(است که در رابطه  1این مقاله تابع وزن اسپلاین مرتبه سوم
شعاع ناحیه تاثیر  dwmاست، که در آن  d=||X-Xm|| /dwm) 4(در رابطه .است
  .دهدرا نشان می mگره 

)4(  
푤 (푑) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

2
3
− 4푑 + 4푑 	푑 ≤

1
2

4
3
− 4푑 + 4푑 −

4
3
푑 	

1
2
≤ 푑 < 1

0	푑 > 1  

  .آیدبدست می) 5(رابطه  Jبا به حداقل رساندن تابع 
)5(  푢(푋) = 푃 (푋)푆 (푋)퐶(푋)푢

و ) 6(ط در رواب Cو  Sهاي گرهی است و ضرایب بردار جواب 푢) 5(در رابطه 
  .اندمعرفی شده) 7(
)6(  푆(푋) = ∑ 푤 (푋 − 푋  )푃( 푋  ) 푃 ( 푋  )

)7(  퐶(푋) = [푤 (푋 − 푋 )푃(푋 ), 
	푤 (푋 −	푋 )푃(푋 ), … ,푤 푋 − 푋 푃 푋 ]

  .است برقرار) 8(در این صورت رابطه 
)8(  푢(푋) = 푁 (푋)푢

  .آیدبدست می) 9(از رابطه ) N(که در آن تابع شکل 
)9(  	푁 = 푃 (푋)푆 (푋)퐶(푋)

براي محاسبه مشتقات جزیی تابع شکل استفاده شده ) 11(و ) 10(از روابط 
  .است

)10(  휕푁
휕푥

=
휕푃
휕푥

푆 퐶 + 푃
휕푆
휕푥

퐶 + 푃 푆
휕퐶
휕푥

)11(  
휕푁
휕푦

=
휕푃
휕푦

푆 퐶 + 푃
휕푆
휕푦

퐶 + 푃 푆
휕퐶
휕푦

روش حداقل مربعات گسسته مختلط براي حل مسایل الاستیسیته  - 3
  خطی مسطح

رابطه  رتمعادلات دیفرانسیلی حاکم بر مسایل الاستیسیته خطی مسطح به صو
  .شوندتعریف می) 12(

)12(  

	
−휕
휕푥

(휑 + 2휇)
휕푢
휕푥

+ 휑
휕푣
휕푦

−
휕
휕푦

휇
휕푢
휕푦

+ 휇
휕푣
휕푥

= 푓

−휕
휕푦

(휑 + 2휇)
휕푣
휕푦

+ 휑
휕푢
휕푥

−
휕
휕푥

휇
휕푢
휕푦

+ 휇
휕푣
휕푥

= 푓
푂푛	훺

 
 و  مقادیر . هستند yو  xغییر مکان در جهت به ترتیب ت vو  uکه در آن 

  .شوندمحاسبه می) 13(در حالت تنش مسطح از رابطه 
                                                                                                                                           
1- Cubic spline Weight Function 

)13(  휇 =
퐸

2(1 + 휈) 	 ,휑 =
퐸휈

(1 − 휈)(1 + 휈)
  .اندها معرفی شدهها و تنشروابط بین تغییر مکان) 14(در رابطه 

)14(  ⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧휎 = (휑 + 2휇)

휕푢
휕푥

+ 휑
휕푣
휕푦

휎 = 휑
휕푢
휕푥

+ (휑 + 2휇)
휕푣
휕푦

휏 = 휇
휕푢
휕푦

+
휕푣
휕푥

	  

تنش برشی  휏بوده و  yو  xبه ترتیب تنش قائم در جهت  휎و  휎که در آن 
) 15(را به صورت رابطه ) 12(توان معادله می) 14(با استفاده از رابطه . است

  .بازنویسی کرد

)15(  ⎩
⎪
⎨

⎪
⎧휕휎
휕푥

+
휕휏
휕푦

= −푓

휕휏
휕푥

+
휕휎
휕푦

= −푓  
با جمع بندي و . هستند yو  xنیروي بدنی در جهت  f yو  f xکه در آن 

  .آیدبدست می) 16(، رابطه )15(و ) 14(بازنویسی معادلات 
)16(  푇(푢) + 푓 = 0

  .ه شده استنشان داد) 17(در رابطه  f بردار
)17(  푓 = 0, 0, 0,푓 , 푓

  .را معرفی کرده است uبردار ) 18(رابطه 
)18(  푢 = 푢, 푣, 	, 	,  	

  .تعریف شده است) 19(در رابطه  Tعملگر 
)19(  푇(푢) = 퐴 푢, + 퐴 푢, + 퐴 푢

  .اندنشان داده شده) 20(رابطه  در 퐴و  퐴  ،퐴ضرایب 

)20(  

퐴 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
휑 + 2휇 0 0 0 0
휑 0 0 0 0
0
0
0

휇
0
0

0
1
0

0
0
0

0
0
1⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 

	퐴 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0 휑 0 0 0
0 휑 + 2휇 0 0 0
휇
0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
1

0
1
0⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

	퐴 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0
0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0

−1
0
0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 
مانده تابع تخمینی از معادله دیفرانسیلی حاکم بر مسأله  در این صورت باقی

  .آیدبدست می) 21(ام از رابطه  iدر گره 
)21(  (푅) = 푇(푢) + 푓

  اندارائه شده) 22(با داشتن شرایط مرزي که در رابطه 

)22(  
푢 = 푢, 푣 = 푣, 푡 =  푛 +  푛 , 
	푡 =  푛 +  푛

نیروي گسترده وارد بر مرز  푡و  푡بردار نرمال وارد بر مرز و  푛و  푛و در آن 
مانده تابع تخمینی از شرایط مرزي حاکم بر  هستند، باقی yو  xدر جهت 

  .شودمحاسبه می) 23(ز رابطه ام ا iمسأله در گره 
)23(  (푅) = 퐷(푢) − 푢

푢 و D  شوندمحاسبه می) 25(و ) 24(از روابط.  
)24(  푢 = [푢, 푣̅, 푡 , 푡 	]

)25(  
퐷 =

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0
0

0
0

푛
0

0
푛

푛
푛  

مانده حاصل از قرارگیري تابع تخمینی براي مقادیر مجهول  ا جمع باقیب
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گرهی در شرط معادله دیفرانسیلی حاکم بر مسأله و شرایط مرزي، براي هر 
  .شودتعریف می) 26(اي به صورت رابطه  مانده ام تابعک باقی iگره فرضی 

)26(  퐼 = (푅 푅 ) + 훼(푅 푅 )

با . آیداي کل بدست میمانده ها، تابعک باقیاي گرهمانده با جمع تابعک باقی
اي کل نسبت به مقادیر مجهول گرهی، مانده به حداقل رساندن تابعک باقی

  .شودمحاسبه می) 27(رابطه 
)27(  퐾푈 = 퐹

)28(  

퐾 = [푇(푁 )] [푇(푁 )]  

+	훼 [퐷푁 ] [퐷푁 ]

 

)29(  
퐹 = [푇(푁 )] 푓 + 훼 [퐷푁 ] 푢

 
U  بردار مقادیر مجهول گرهی بوده وnt و nb  به ترتیب نشان دهنده تعداد

 . باشندها میهاي موجود در مرزتعداد گرههاي موجود در کل ناحیه و گره
  .ضریب پنالتی است، که باید مقداري به اندازه کافی بزرگ اختیار شود

 جاییجابه - سازيبرآورد خطا و روش تظریف تطبیقی غنی - 4
  برآورد خطا -4-1

با الهام از . برآورد خطا اولین قدم براي انجام یک فرایند تظریف تطبیقی است
هاي متعددي براي ه کار گرفته شده در اجزاي محدود، روشهاي بروش

توان در دو ها را میاین روش. اندها بدون شبکه ارائه شدهبرآورد خطا در روش
. بندي کرد تقسیم 2یابیهاي دوبارهو روش 1ايمانده هاي باقیگروه عمده روش

ر شرط هاي روش عددي داي، با قرارگیري جوابمانده هاي باقیدر روش
هاي دیفرانسیلی و مانده دیفرانسیلی حاکم بر مسأله و شرایط مرزي، باقی

مانده براي تخمین خطا استفاده  آیند و مجموع این دو باقیمرزي بدست می
) تغییرات(هاي دیگري مثل گرادیان یابی از کمیتهاي دوبارهروش. شودمی

آیند، براي تخمین خطا ها بدست مییابی از روي جوابها که با دوبارهجواب
اي براي تخمین خطا مانده در این مقاله از روش باقی. کننداستفاده می

ام از  i در این مقاله براي محاسبه خطاي هر گره فرضی. استفاده شده است
  .استفاده شده است) 30(رابطه 

)30(  푒 =
퐼

푈 푈
 

 و 퐼هاي ه شده به هر گره بوده و کمیتخطاي اختصاص داد 푒در این رابطه 
푈  اندمعرفی شده) 27(و ) 26(به ترتیب در روابط.  

  جاییجابه-سازيروش غنی - 4-2
جایی از دو مرحله جابه-سازيروش ارائه شده در این مقاله به نام روش غنی

سازي بعد از تحلیل و برآورد خطاي آرایش، در مرحله غنی. تشکیل شده است
شوند و هاي جدید در قسمتی از ناحیه که خطاي بیشتري دارد اضافه میهگر

هاي آرایش یابی از روي خطا گرههاي اضافه شده، با درونسپس خطاي گر
سازي، یک فرایند بعد از تکمیل مرحله غنی. شوند تحلیل شده تخمین زده می

رایش تحلیل هاي آهاي بدست آمده براي گرهجایی شبکه با توجه به خطاجابه
هاي جدید اضافه شده انجام شده و خطاهاي تخمین زده شده براي گره

جایی شبکه با در اختیار قرار دادن یک آرایش هموار و مناسب، جابه. شود می
یابی براي در روش ارائه شده، از روش درون. انجامدها میبه بهبود دقت جواب
سازي هر مرحله غنیهاي جدید اضافه شده، بعد از تخمین خطاي گره

                                                                                                                                           
1- Residual Based Methods 
2- Recovery Based Methods 

شود، بنابراین هزینه محاسباتی اضافی براي تحلیل مجدد صرف استفاده می
 -سازيشود و تعداد مراحل لازم براي تحلیل شبکه در دو روش غنینمی
از طرف دیگر، با توجه به اینکه . سازي متداول یکسان هستندجایی و غنیجابه

بکه هزینه محاسباتی بسیار ناچیزي جایی شیابی خطا و جابهفرایندهاي درون
در مقایسه با تحلیل شبکه دارند، بنابراین روش ارائه شده از نظر هزینه 

  .سازي متداول نداردمحاسباتی تفاوت محسوسی با روش غنی

  سازيروش غنی -1- 2- 4
هاي براي پیدا کردن موقعیت گره سازي از دیاگرام ورونوي در مرحله غنی

در این . ایش موجود اضافه شوند، استفاده شده استجدیدي که باید به آر
هاي مربوط هاي ورونوي که خطاي گرههاي جدید در رئوس سلولروش گره

هاي ورونی با سلول. شوندبه آنها از خطاي میانگین بیشتر است، اضافه می
هاي کمک دیاگرام دلونوي که با ایجاد یک مشبندي مثلثی به شناسایی گره

شوند؛ به این ترتیب که پس از ترسیم دیاگرام زند، ساخته میهمسایه میپردا
هاي همسایه که از روي دلونوي عمود منصف هر یک از خطوط واصل بین گره

هاي ترسیمی شوند، عمود منصفاند ترسیم میدیاگرام دلونوي بدست آمده
کنند، اشکال محدب حاصل از وصل کردن این همدیگر را در نقاطی قطع می

نحوه اضافه شدن  1شکل . سازندهاي ورونوي را میها به همدیگر سلولتقاطع
سازي آرایش، جهت از این روش براي غنی. دهدهاي جدید را نشان میگره

هاي مسائل الاستیسیته خطی در روش بدون شبکه حداقل بهبود دقت جواب
در این روش خطاي میانگین از . ]15[ مربعات گسسته استفاده شده است

  .شود محاسبه می) 31(طه راب

)31(  푒 =
∑ 푒
푛

 
  جایی شبکهروش جابه -2- 2- 4

شود، از داده می جایی شبکه توضیحدر این بخش به طور خلاصه روش جابه
این روش براي تظریف تطبیقی خطا در روش حداقل مربعات گسسته و براي 

که براي توضیح بیشتر  ]16[لاستیسیته خطی استفاده شده است حل مسائل ا
هاي همسایه با استفاده جایی شبکه، گرهبراي جابه .توان به آن مراجعه کردمی

نشان  2همانطور که در شکل . شوندهاي مجازي به همدیگر متصل میاز فنر
 هاي همسایه از دیاگرام ورونويداده شده است، براي مشخص کردن گره

محاسبه ) 32(هاي مجازي از رابطه سختی این فنر. استفاده شده است
  .شود می

)32(  푙 = 푒 + 푒

سختی  푙هستند و  j و i هايبه ترتیب خطاي گره 푒و  푒که در این رابطه 
  .را به همدیگر متصل کرده است jو  iهاي فنري است که گره
  .شودمحاسبه می) 33(ي محوري این فنر از رابطه در این صورت نیرو

)33(  푏 = 푙 푋 − 푋
  

  
  )هاي اضافه شدهگره ▲هاي آرایش موجود، گره ●( 1شکل 
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نیروي محوري  푏بوده و  jو  i هايمختصات گره 푋 و 푋که در رابطه بالا 
در حالت دو ) 33(با بازنویسی رابطه . شودمیها به فنر وارد است که در گره

  .آیدبدست می) 34(بعدي رابطه 

)34(  ⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 푙 0 −푙 0

0 푙 0 −푙
−푙

0
0
−푙

푙
0

0
푙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤ 푥
푦
푥
푦

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡푏
푏
푏
푏 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

ام  iبه ترتیب نیروي محوري و مختصات گره  푥 ،푦و  푏  ،푏در رابطه بالا 
) 35(معادله ) 34(در حالت کلی، با جمع بندي رابطه . هستند y و xدر جهت 
  .آیدبدست می

)35(  퐿푋 = 퐵

. هاستمختصات جدید گره Xو  هابردار نیرو Bماتریس سختی،  Lکه در آن 
  .شودحل می) 36(ها معادله تعادلی براي محاسبه مختصات جدید گره

)36(  퐿푋	 = 0

ارائه ) 37(اند، در رابطه شرایط مرزي که براي حل معادله تعادلی استفاده شده
  .اندشده

)37(  

훥푋 푛 = [훥푥 훥푦 ] 	
푛
푛  

= [(푥 − 푥̅ ) (푦 − 푦 )] 	
푛
푛 = 0

푥̅  و푦  به ترتیب مختصات اولیه گره مرزيi  ام و푛  و푛  به ترتیب بردار
شرایط مرزي اعمال شده باعث . هستند yو  xنرمال وارد بر این گره در جهت 

جا شوند و از ناحیه مسأله هاي مرزي فقط در راستاي مرز جابهرهشوند تا گمی
شرایط مرزي اعمال شده با این روش را براي یک  3شکل . خارج نشوند

  .دهدسیستم ساده نشان می

 هاي عدديمثال - 5
در این بخش با حل دو مثال عددي در حوزه الاستیسیته خطی و مقایسه 

هاي بدست جایی با جوابجابه - زيساهاي بدست آمده از روش غنیجواب
هاي تحلیلی دقیق موجود سازي متداول و همچنین جوابآمده از روش غنی

در  .جایی نشان داده شده استجابه - سازيها، کارایی روش غنیبراي مثال
این مقاله از روش حداقل مربعات متحرك، با تابع پایه مرتبه دوم براي تولید 

ست و روش حداقل مربعات گسسته مختلط با توابع شکل استفاده شده ا
. ها به کار رفته استسازي مثالبراي شبیه 108برابر ) (اختیار ضریب پنالتی 

  .محاسبه شده است) 38(ها خطاي کل از رابطه در این مثال

	خطاي	کل  )38( = 푒푖
2

푛푡

푖=1

  نهایت با سوراخ مرکزي صفحه بی -5-1
اي که تحت اثر نیروي نهایت با سوراخ دایره بی در این مثال یک صفحه

نهایت بودن صفحه و  به دلیل بی. قرار دارد حل شده است tگسترده محوري 
شکل  .حل شده است c5با توجه به شرایط تقارنی فقط ربعی از ناحیه به ابعاد 

  .دهدمشخصات این مثال را نشان می 4
براي . داده شده است نشان 5شرایط مرزي حاکم بر این مثال در شکل 

شرط فیزیکی عاري از بار و براي  AEشرط تقارنی، براي مرز ED و ABهاي مرز
شرط مرزي تنشی بدست آمده از جواب دقیق مسأله مورد  CDو  BCهاي مرز

  .استفاده قرار گرفته است
جواب تحلیلی دقیق این مسأله که توسط تیموشنکو و گودیر ارائه شده 

  .اندارائه شده) 39-43( در روابط ]23[است 

  
  هاي بین آنهاهاي همسایه و فنردیاگرام ورونوي براي گره 2شکل 

  
  هاشرایط مرزي براي یک سیستم ساده از فنر 3شکل 

  
  tاي، تحت اثر بار محوري گسترده نهایت با سوراخ دایره صفحه بی 4شکل 

  
 اياخ دایرهنهایت با سور شرایط مرزي اعمال شده براي صفحه بی 5شکل 
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푢 =
푡

4퐺
푟
휙 − 1

2
+ cos(2휃) +

푐
푟

1 + (1 + 휙)cos(2휃)  

)39(  	−	
푐
푟

cos	(2휃)  

)40(  푢 =
푡

4퐺
sin	(2휃) (1− 휙)

푐
푟
− 푟	

푐
푟
	

)41(  휎 = 푡 1−
푐
푟

3
2

cos(2휃) + cos(4휃) +
3푐
2푟

cos	(4휃)

)42(  휎 = −
푐
푟

1
2

cos(2휃) − cos(4휃) +
3푐
2푟

cos	(4휃)

)43(  휏 = −푡
푐
푟

1
2

sin(2휃) + sin(4휃) −	
3푐
2푟

sin(4휃)

휙که در آنها  = (3 − 휈) (1 + 휈)⁄  ،휈  ضریب پواسون وG  مدول برشی
c=1 ،E=1000 ،휈در این مثال . ندهست = هاي  شکل. اندفرض شده t=1و  0.3

 -سازيغنی سازي متداول و روشهاي غنیآرایش اولیه و نهایی روش 8تا  6
خطاي آرایش اولیه . دهندجایی را بعد از سه مرحله تظریف نشان میجابه
  .بدست آمده است 058/0گرهی  145

، براي آرایش اولیه و xنرمال در جهت  هاي بدست آمده براي تنشجواب
باهم  9جایی در شکل جابه-سازيسازي متداول و غنیهاي غنینهایی روش
  .اندمقایسه شده
- هاي غنیخطاي بدست آمده براي روش 1و جدول  11و  10اشکال 

نتایج بدست . اندجایی را باهم مقایسه کردهجابه-سازيسازي متداول و غنی
جایی را در مقایسه جابه- سازيت بالاتر روش ارائه شده غنیآمده کارایی و دق

  .دهندسازي متداول نشان میبا روش غنی
  

 
  گرهی براي مثال اول 145آرایش اولیه  6شکل 

  
گرهی بدست آمده براي مثال اول بعد از سه مرحله  579آرایش نهایی  7شکل 

  سازي متداولتظریف با استفاده از روش غنی

  
گرهی بدست آمده براي مثال اول بعد از سه مرحله  702یش نهایی آرا 8شکل 

  جاییجابه-سازيتظریف با استفاده از روش غنی

 
  براي مثال اول x=0بر روي مرز  xxمقایسه تنش  9شکل 

  
جایی در جابه -سازيسازي متداول و غنیمقایسه خطاي دو روش غنی 10شکل 

  مراحل مختلف تظریف براي مثال اول

 
جایی در جابه -سازيسازي متداول و غنیمقایسه خطاي دو روش غنی 11شکل 

  مراحل مختلف تظریف براي مثال اول
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  جایی براي مثال اولجابه -سازيسازي متداول و غنیهاي غنیها و خطاي روشمقایسه تعداد گره 1جدول 
    خطاي کل هاتعداد گره زمان محاسباتی

  سازيروش غنی
  متداول 

  جاییجابه -سازيوش غنیر
  جاییجابه سازيتحلیل و غنی

  سازيروش غنی
  متداول 

  -سازيروش غنی
  جاییجابه

  سازيروش غنی
  متداول 

   -سازيروش غنی
  نام روش  جاییجابه

21(s) 1(s)  21(s) 213 213 0333/0 0096/0 مرحله اول تظریف 
72(s) 1(s)  82(s) 348 385 0041/0 0026/0 ظریفمرحله دوم ت 
255(s) 3(s)  322(s) 579 702 0012/0 82/6E-4  مرحله سوم تظریف 

  

  استوانه توخالی تحت فشار داخلی -5-2
نشان داده شده است، یک استوانه  12طور که در شکل  در این مثال، همان

  .قرار دارد مورد بررسی قرار گرفته است Pتوخالی که تحت اثر فشار داخلی 
 13شکل . ز این مثال مورد تحلیل قرار گرفته استبه دلیل تقارن، ربعی ا

  .دهدشرایط مرزي تقارنی و فیزیکی حاکم بر این مسأله را نشان می
  .ارائه شده است) 45و44(در روابط  ]23[جواب تحلیلی دقیق این مسأله 

  

  
  مقطع استوانه توخالی تحت فشار داخلی 12شکل 

  
  ه توخالی تحت فشار داخلیشرایط مرزي اعمال شده براي استوان 13شکل 

)44(  휎 =
푎 푃

푏 − 푎
1 −

푏
푟

)45(  휎 =
푎 푃

푏 − 푎
1 +

푏
푟

휎  و휎 مقادیر . اي هستندبه ترتیب تنش نرمال در جهت شعاعی و زاویه
P=1, 휈	b=5,	a=1,: ند ازثابت در نظر گرفته شده براي این مثال عبارت = 0.3.  

آرایش اولیه و نهایی بدست آمده بعد از سه مرحله  16تا  14هاي  شکل
جایی نشان جابه-سازيسازي متداول و غنیهاي غنیتظریف را براي روش

 0280/0گرهی برابر  106خطاي بدست آمده براي آرایش اولیه . دهندمی
  .باشدمی

، براي آرایش اولیه و آرایش نهایی xتنش نرمال در جهت  17در شکل 
. اندجایی باهم مقایسه شدهجابه-سازيسازي متداول و غنیهاي غنیروش
-سازيسازي متداول و روش غنیخطاي دو روش غنی 19و 18هاي  شکل
  .اندجایی را در مراحل مختلف تظریف باهم مقایسه کردهجابه

  

 
  دومگرهی براي مثال  106آرایش اولیه  14شکل 

  
گرهی بدست آمده براي مثال دوم بعد از سه مرحله  491آرایش نهایی  15شکل 

  سازي متداولتظریف با استفاده از روش غنی
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  جایی براي مثال دومجابه -سازيسازي متداول و غنیهاي غنیها و خطاي روشمقایسه تعداد گره 2جدول 
    خطاي کل  هاتعداد گره  زمان محاسباتی

  ازيسروش غنی
  متداول 

  جاییجابه -سازيروش غنی
  جاییجابه سازيتحلیل و غنی

  روش غنی
  سازي متداول

   -سازيروش غنی
  جاییجابه

  سازيروش غنی
  متداول 

  سازيروش غنی
  نام روش  جاییجابه -

17(s) 1(s) 17(s) 164 164 0156/0 0072/0 مرحله اول تظریف 
55(s) 1(s) 62(s) 276 315 0032/0 0013/0 مرحله دوم تظریف 
187(s) 3(s) 305(s) 491 656 0012/0 21/5E-4  مرحله سوم تظریف 

  

  
گرهی بدست آمده براي مثال دوم بعد از سه مرحله  656آرایش نهایی  16شکل 

  جاییجابه -سازيتظریف با استفاده از روش غنی

 
  براي مثال دوم x=0بر روي مرز  xxمقایسه تنش  17شکل 

  
جایی در جابه -سازيسازي متداول و غنیمقایسه خطاي دو روش غنی 18شکل 

  مراحل مختلف تظریف براي مثال دوم

  
جایی در جابه -سازيسازي متداول و غنیمقایسه خطاي دو روش غنی 19شکل 

  مراحل مختلف تظریف براي مثال دوم

-يسازسازي متداول و غنیهاي دو روش غنیخطا و تعداد گره 2در جدول 
- نتایج بدست آمده کارایی و دقت بالاتر روش غنی. اندجایی مقایسه شدهجابه

  .دهندسازي متداول نشان میجایی را نسبت به روش غنیجابه-سازي

 گیرينتیجه - 6
جایی در روش حداقل جابه-سازيدر این مقاله روش تظریف تطبیقی غنی

ا دقت بالاتر در هایی بمربعات گسسته مختلط و براي بدست آوردن جواب
سازي و روش ارائه شده، از دو روش غنی. مسائل الاستیسیته خطی ارائه شد

سازي، مانند در مرحله غنی. کندزمان استفاده می جایی شبکه به طور همجابه
- سازي متداول، دیاگرام ورونوي براي مشخص کردن موقعیت گرهروش غنی

- بعد از هر مرحله غنی. برده شدکار هایی که باید به شبکه اضافه شوند، به
هاي آرایش هاي جدید اضافه شده از روي خطاي گرهسازي، خطاي گره

سازي بعد از تکمیل فرایند غنی. تحلیل شده در مرحله قبلی تخمین زده شد
- هاي جدید اضافه شده، در هر مرحله یک فرایند جابهو تخمین خطاي گره

جایی جابه- سازيفرایند غنی ترتیب،و به همین . جایی شبکه به کار برده شد
از آنجا که در روش ارائه شده، از . تا رسیدن به دقت مورد نظر ادامه یافت

هاي جدید اضافه شده، بعد از هر یابی براي تخمین خطاي گرهروش درون
سازي استفاده شد، هزینه محاسباتی اضافی براي تحلیل مجدد مرحله غنی

- جابه -سازيبراي تحلیل شبکه در روش غنی صرف نشد و تعداد مراحل لازم
- جابه - سازيروش غنی. سازي متداول تغییر نکردجایی نسبت به روش غنی

ها را که در روش جایی علاوه این که، مشکل نزدیکی بیش از اندازة برخی گره
- دهد رفع میهاي ورونوي رخ میسازي متداول به علت بدشکلی سلولغنی

هایی با دقت بالاتر، در مقایسه یک آرایش هموار، جواب یابی بهکند، با دست
کند؛ در حالی که از نظر هزینه محاسباتی سازي متداول، ارائه میبا روش غنی

. سازي متداول نداردروش ارائه شده تغییر محسوسی نسبت به روش غنی
هاي هاي عددي حل شده در حوزه الاستیسیته خطی و مقایسه جوابمثال
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هاي روش جایی با جوابجابه -سازياز روش پیشنهادي غنی بدست آمده
هاي عددي هاي تحلیلی دقیق موجود براي مثالسازي متداول و جوابغنی

 .حل شده، کارایی و دقت بالاتر روش ارائه شده را نشان دادند
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