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نظر گرفتن اثرات تنش شده از مواد هدفمند در محیط حرارتی با درهاي ساختهپژوهش، براي تحلیل ارتعاشات واداشته غیرخطی نانوتیردر این
هاي ساخته شده از نانوتیرشود که خواص فیزیکی سطحی و تئوري الاستیسیته غیرموضعی، یک روش حل دقیق پیشنهاد شده است. فرض می

اي قانون پخش توانی در راستاي ضخامت تغییر کنند. معادله حرکت غیرخطی و شرایط مرزي متناظر، با استفاده از اصل بر مبنهدفمند مواد 
ترتیب اثرات تنش مورداك و ارینگن، به-هاي الاستیسیته گورتینشود. با استفاده از تئوريبرنولی استخراج می-همیلتون بر مبناي تئوري تیر اویلر

روش گلرکین براي کاهش معادله منظور حل مسئله نیز، ابتداکار گرفته شدند. بهدست آمده بهوضعی در معادلات بهسطحی و اثرات غیرم
شود. این معادله جدید با استفاده از روش کار گرفته میبه یک معادله دیفرانسیل غیرخطی معمولی بهبا مشتقات جزئی غیرخطیدیفرانسیل حاکم 

تنش ،شود. در قسمت نتایج، اثرات پارامترهاي مختلف شامل شاخص قانون توانیصورت تحلیلی حل میانه بههاي چندگاغتشاشات مقیاس
گیرد. همچنین، نتایج سطحی، پارامتر غیرموضعی، شرایط مرزي و تغییرات دما بر پاسخ ارتعاشات واداشته غیرخطی نانوتیرها مورد بررسی قرار می

شود که با کاهش ضخامت، اثر تنش شوند. نشان داده میمورداك و ارینگن با یکدیگر مقایسه می-رتینهاي الاستیسیته کلاسیک، گوتئوري
توان هاي پایین بسیار مشهود است. همچنین، میشود و این تأثیر در ضخامتسطحی سبب تعدیل ویژگی غیرخطی سخت شوندگی نانوتیر می

شود.طی سخت شوندگی نانوتیر تشدید میدریافت که با افزایش پارامتر غیرموضعی، رفتار غیرخ
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	 In	this	 investigation,	an	exact	solution	is	proposed	for	the	nonlinear	forced	vibration	analysis	of	
nanobeams	made	of	functionally	graded	materials	(FGMs)	in	thermal	environment	by	considering	
the	 effects	 of	 surface	 stress	 and	 nonlocal	 elasticity	 theory.	 The	 physical	 properties	 of	 FGM 	
nanobeams	are	assumed	 to	vary	 through	 the	 thickness	direction	on	 the	basis	of	 the	power	 law	
distribution.	 The	 geometrically	 nonlinear	 equations	 of	 motion	 and	 corresponding	 boundary	
conditions	are	derived	using	Hamilton’s	principle	on	the	basis	of	the	Euler-Bernoulli	beam	theory.	
Using	the	Gurtin-Murdoch	and	Eringen	elasticity	theories,	the	surface	stress	and	nonlocal	effects	
are	taken	into	account	in	the	obtained	equations,	respectively.	For	the	solution	purpose,	first,	the	
Galerkin	 procedure	 is	employed	 in	order	 to	 reduce	 the	nonlinear	 partial	differential	governing	
equation	into	a	nonlinear	ordinary	differential	equation.	This	new	equation	is	solved	analytically	
by	 the	 multiple	 scales	 perturbation	method.	 In	 the	 results	 section,	 the	 influences	 of	 different	
parameters	including	power	 law	index,	surface	stress,	nonlocal	parameter,	boundary	conditions	
and	 temperature	 changes	 on	 the	 nonlinear	 forced	 vibration	 response	 of	 nanobeams	 are	
investigated.	Also,	comparisons	are	made	between	the	results	obtained	from	the	classical,	Gurtin-
Murdoch	and	Eringen	elasticity	theories.	It	 is	shown	that	as	the	thickness	decreases,	the	surface	
stress	effect	moderates	the	hardening-type	nonlinear	behavior	of	nanobeams.	This	effect	is	more	
prominent	at	low	magnitudes	of	thickness.	Moreover,	it	is	shown	that	by	increasing	the	nonlocal	
parameter,	the	hardening-type	response	of	nanobeams	is	intensified.	
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مقدمه-1
برد و توسعه صنایع مختلف بر ها در پیشسازهامروزه اهمیت میکرو و نانو

هاي کسی پوشیده نیست. کاربردهاي فراوان این تجهیزات در میکروسیستم

باعث ترغیب محققان 1مکانیکی- هاي الکتروو نانوسیستم1مکانیکی- الکترو
ها به همین دلیل بسیاري از پژوهشها شده است و بهبراي تحلیل رفتار آن

																																																																																																																																											
1-	micro-electro-mechanical	systems	(MEMS)	
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تیرها هاي مختلف، نانو]. در میان نانوسازه1،2شود[این زمینه معطوف می
سازي و انجام ]. از آنجا که آماده3،4داراي کاربردهاي مهم و فراوانی هستند[

هزینه تیرها بسیار سخت و پرفتار نانوهاي تجربی براي بررسی رآزمایش
هاي شوند. تئوريکار گرفته میهاي تئوري بدین منظور بههستند، غالبا مدل

مکانیک محیط پیوسته، راه حلی اثربخش براي بررسی مشخصات مکانیکی 
باشند. نانوتیرها (ارتعاشات آزاد و واداشته، خمش، کمانش و موارد مشابه) می

بینی رفتارهاي مکانیکی محیط پیوسته کلاسیک در پیشهاي مکانیکتئوري
وابسته به اندازه ناتوان هستند و این نقص پژوهشگران را بر آن داشت تا با 

هایی همانند هاي اصلاح شده، این مشکل را مرتفع سازند. تئوريارائه تئوري
و الاستیسیته 3، الاستیسیته تنش کوپل شده2الاستیسیته گرادیان کرنش

توانایی در نظر گرفتن اثرات وابسته به اندازه را دارا 4موضعی ارینگنرغی
].5،6،7باشند[می

موضعی ابزاري معمول براي بررسی و تحلیل تئوري الاستیسیته غیر
]. در این 7،8،9هایی با ابعاد کوچک است که توسط ارینگن مطرح شد[سازه

هاي تمام کرنشخلاف تئوري کلاسیک، تنش در یک نقطه به تئوري بر
هاي اي مشخص وابسته است. بر مبناي این تئوري پژوهشموجود در دامنه

[فراوانی براي بررسی رفتار مکانیکی نانوتیر ] از 10ها انجام شده است. امام 
ها استفاده کرده این تئوري براي مدلسازي رفتار غیرخطی کمانشی نانوتیر

یل خمش، کمانش و ارتعاشات ] نیز از این تئوري براي تحل11است. تاي [
آزاد خطی نانوتیر بهره برده است.

5هدفمندها با ابعاد کوچک از مواد هاي اخیر بسیاري از سازهدر سال

شوند. دلیل این امر کاربرد بسیار زیاد این مواد در میکرو و ساخته می
مکانیکی است. همچنین تحقیقاتی نیز در این زمینه -هاي الکتروسیستمنانو

] ارتعاشات واداشته خطی نانوتیر ساخته 14]. اومز [12،13نجام شده است[ا
شده از مواد هدفمند را بر مبناي تئوري الاستیسیته غیرموضعی مورد مطالعه 
قرار داد. همچنین بر اساس تئوري الاستیسیته غیرموضعی، سیمسک و 

اخته شده اي تحلیلی بر رفتار خمشی و کمانشی نانوتیر س] مطالعه15یورتکو [
ارائه کردند.7و تیموشنکو6برنولی-از مواد هدفمند با استفاده از مدل تیر اویلر

ها از نسبت سطح به حجم بالایی برخوردار هستند، که نانوتیردلیل آنبه
ها دارد. نقش قابل توجهی در رفتار مکانیکی این سازه8اثرات تنش سطحی

غیرکلاسیکی ارائه دادند که ] تئوري الاستیسته16[10و مورداك9گورتین
نظر گرفتن اثرات تنش سطحی است. در این تئوري سطح به عنوان قادر به در

(از منظر ریاضی) فرض  (غیر فیزیکی) دو بعدي با ضخامت صفر  یک جزء 
شود که حجم کلی را احاطه کرده است و هیچ گونه لغزشی بر این حجم می

کار ها بههاي مربوط به نانوتیرشکل ندارد. این تئوري در بسیاري از پژوه
].17،18گرفته شده است[

توان مدلی بر ها، میتیرتر رفتار مکانیکی نانوبراي دریافت هرچه دقیق
هاي سطحی را موضعی ارائه کرد که اثرات تنشمبناي تئوري الاستیسیته غیر

نظر بگیرد. برتري این مدل در با توجه به تئوري گورتین و مورداك در
ننظر گرفتن تواماهاي مکانیکی وابسته به اندازه با دربینی مشخصهپیش

اثرات تنش سطحی است. از تحقیقاتی که در این زمینه انجام شده است 
																																																																																																																																											
1-	nano-electro-mechanical	systems	(NEMS)	
2-	strain	gradient	elasticity	
3-	couple	stress	elasticity	
4-	Eringen’s	nonlocal	elasticity	
5-	Functionally	graded	material	(FGM)	
6-	Euler-Bernoulli	
7-	Timoshenko	
8-	surface	stress	
9-	Gurtin	
10-	Murdach	

ها تاثیر حسینی هاشمی و همکارانش اشاره کرد. آنهايتوان به پژوهشمی
مواد هاي ساخته شده از تنش سطحی بر ارتعاشات آزاد غیر خطی نانوتیر

]. 19موضعی بررسی کردند[هدفمند را بر مبناي تئوري الاستیسیته غیر
[هم ها مدلی غیر کلاسیک با استفاده از ] آن20چنین در پژوهشی دیگر 

موضعی و تئوري گورتین و مورداك براي مطالعه تئوري الاستیسیته غیر
رائه کردند.اهدفمند11ارتعاشات آزاد نانوتیر ساخته شده از مواد پیزوالکتریک

خطی براي بررسی جامع در تحقیقات پیشین جاي خالی مدلی غیر
هاي نظر گرفتن تمام اثرات مربوط به سازهها با درارتعاشات واداشته نانوتیر

نظر شود. بدین منظور در پژوهش حاضر، با درابعاد کوچک، مشاهده می
اثرات وابسته گرفتن اثرات تنش سطحی بر مبناي تئوري گورتین و مورداك و

موضعی ارینگن، مدلی غیر به ابعاد و اندازه بر مبناي تئوري الاستیسیته غیر
هاي ساخته شده از مواد هدفمند خطی براي بررسی ارتعاشات واداشته نانوتیر

در محیط حرارتی ارائه شده است. معادلات حرکت و شرایط مرزي متناظر با 
اند. با استفاده از قانون پخش دست آمدهبه12ها با استفاده از اصل همیلتونآن

خواص مواد هدفمند در راستاي ضخامت متغیر در نظر گرفته شده 13توانی
دست آوردن پاسخ فرکانسی به است. براي حل دقیق معادلات حرکت و به

استفاده شده است. 15هاي چندگانهو روش مقیاس14ترتیب از روش گلرکین
، تغییرات دماي 16پارامتر مقیاس کوچکدر نهایت اثرات ضخامت نانوتیر، 

هاي موثر بر ارتعاشات گاهی متفاوت و دیگر پارامترمحیط، شرایط تکیه
صورت کامل مورد بررسی قرار گرفته است.واداشته به

جایی، روابط ساختاري و معادلات حاکم بر حرکتمیدان جابه-2
را ℎو ضخامت طول ساخته شده از مواد هدفمند بهتصویر یک تیر1شکل 

که سطح بالاي آن از فلز و سطح پایین آن از سرامیک تشکیل شده است، 
دهد.تحت اثر نیروي هارمونیک نشان می

) تعریف کرد:1صورت رابطه (توان بهخواص موثر این تیر را می
)الف)-1( ) = ( − ) ( ) + 	
)	ب)-1( ) = ( − ) ( ) + 	
)	ج)-1( ) = ( − ) ( ) + 	

ضریب ضریب پواسون و ، مدول الاستیسیته، )، 1در رابطه (
)چنین، انبساط حرارتی هستند. هم تابع کســر حجمی است و از رابطه 	(

( ) = شاخص قانون توان است.آید که دست میبه+
کرنش و ]، تنها مؤلفه غیر صفر 12برنولی [-با توجه به تئوري تیر اویلر

شوند:) محاسبه می2متعاقباً تنها مؤلفه غیر صفر تنش از رابطه (

	
تیر و مشخصات هندسی آننمایی از نانو1شکل 

																																																																																																																																											
11-	piezoelectric	
12-	Hamilton’s	principal	
13-	power-law	distribution	
14-	Galerkin	procedure	
15-	multiple	scales	method	
16-	small	scale	parameter	
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=الف)-2( − ̅ +
1
2

=ب)-2( − ̅ +
1
2 − Δ

= (1 − Δدما و - مدول تنش⁄( 	 = 	 باشند که می	−
جایی تار خنثی در به ترتیب جابهو چنین دماي مرجع است. هم

آید:دست می) به3مکان محور خنثی است و از (	̅باشند ومیو راستاي 

)3(̅ = − , =
∫ ( )
∫ ( )

رابطه تنش سطحی با کرنش و ]،16بر اساس تئوري گورتین و مورداك [
ها عبارت است از:جاییجابه

=الف)-4( + ( + 2 ) −
1
2

=ب)-4(

شود:) بیان می5صورت رابطه (، بهانرژي کرنشی در یک ماده الاستیک

)5(

Π =
1
2

		
	

									+
1
2 + 	

								=
1
2

( + ) +
1
2 	

− ( + )

و گشتاور منتجهترتیب بیانگر نیروي منتجهبهو در این رابطه، 
به ترتیب به بالک و سطح اشاره دارند و و هاي هستند و بالانویس

باشند:) می6صورت روابط (به

=الف)- 6( +
1
2 − −

=ب)- 6( +
1
2 − −

ج)- 6(

= ̅ +
1
2 −

ℎ
2 Δ 	

																+ ̅ 1−
1
2

د)- 6(

=
ℎ

2 Δ +
1
2 	

									−
ℎ
4

̅ +
ℎ

2 Δ 1−
1
2

) ̅)، 6که در روابط  = + 2 + + 2 ،
Δ = + 2 − − 2،̅ = + Δو 	 = − 	 .

:شود) محاسبه می7از رابطه (چنین هم

)7(=
1
̅
̅

(منتجهها و گشتاورهاي علاوه بر این، نیرو ) 8حرارتی مطابق با رابطه 
محاسبه خواهند شد:

= ( ( ̅) − ) 		

)8(= ( ( ̅)− ) ̅

) نشان 9شکل رابطه (گرفتن اثرات سطح بهنظر انرژي جنبشی تیر با در
شود:داده می

)9(Π =
1
2

̇ + ̇

) =)، 9که در رابطه  + ̅ =و 	 نماد . علاوه بر این 	∫
) در واقع عملگر مشتق نسبت به زمان است.9نقطه در معادله (

هارمونیک تحریک) (شامل نیروي 	هاي خارجیاز طرفی تغییرات کار نیرو
) نوشته 10صورت رابطه (و تغییرات نیروي میرایی ویسکوز نیز به

]:21شود[می

الف)- 10(

= ( + cos(Ω ) )

+ 0 + 0 + 0

Πب)- 10( = −B ̇ + ̇

ترتیب بیانگر نیروهاي محوري و بهو ، ، ، )، 10در رابطه (
عمودي بر واحد طول وارد بر تیر، نیروهاي محوري و برشی و گشتاور خمشی 

ترتیب بیانگر دامنه و بهΩو چنین وارد بر دو انتهاي تیر هستند. هم
در آن ثابت میرایی ویسکوز، ناشی از بستر فرکانس تحریک هستند و 

هاي پتانسیل و آمده براي انرژيدستخارجی تیر است. با توجه به معادلات به
صورتجنبشی، با استفاده از اصل همیلتون که به

∫ ( Π − Π + + Π ) = است، معادلات حاکم بر حرکت 0
دست ) به12صورت رابطه (رزي نیز به) و شرایط م11صورت (تیر بهنانو
آیند:می

+الف)- 11( − ̇ = ̈

+)ب- 11( + cos(Ω )− ̇ = ̈

−الف)- 12( = 0				 	 = 0

−)ب- 12( + = 0						 		 = 0

−)ج- 12( = 0					 		 = 0

(11در روابط ( 	) حتماً به این نکته توجه شود که 12) و 
= =و + +.

گیري از با استفاده از تئوري الاستیسیته غیرموضعی براي تنش و انتگرال
گیري ضخامت و همچنین با ضرب تنش در ضخامت و انتگرالآن نسبت به

غیرموضعی نیرو و گشتاور را از رابطه توان معادلات ساختارينسبت به آن، می
]:22دست آورد[) به13(

الف)- 13(

− ( ) = +
1
2

								− + ̅ +
1
2

							−
ℎ

2 Δ + ̅ 1−
1
2 −

− ( ) = +
1
2

										− +
ℎ

2 Δ +
1
2
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−									)ب- 13(
ℎ
4

̅ +
ℎ

2 Δ 1−
1
2

موضعی است که اثرات اندازه را ) ضریب غیر13در رابطه (پارامتر 
) و 1در آن طول مشخصه داخلی (همانند ابعاد دانهکند و وارد معادلات می

صورت تجربی و یا از طریق تطبیق نمودارهاي اي است که بهثابت ماده
آید.دست میصورت تقریبی بهانتشار امواج به

) و صرفنظر کردن از نیرو و اینرسی محوري، با 11با استفاده از روابط (
موضعی نیرو و گشتاور هستند، فرم غیر) که14)، روابط (13توجه به روابط (

شوند:حاصل می

الف)- 14(

= +
1
2 −

							+ ̅ +
1
2 −

ℎ
2 Δ

							+ ̅ 1−
1
2 −

ب)- 14(

= +
1
2 −

						+
ℎ

2 Δ +
1
2 −

ℎ
4

̅

							+
ℎ

2 Δ 1 −
1
2 −

						+(e0a)2 I1Ẅ-
∂
∂x N

∂W
∂x -P0 cos(Ωt)+BẆ

) =صورت الف) به-11با فرضیات گفته شده رابطه  آید. با در می0
گیري از معادله الف) در این رابطه، سپس دوبار انتگرال-14گذاري رابطه (جاي

,0)حاصل و نیز اعمال  ) = )و 0 , ) = ، که شرط مرزي عدم 0
شود و به کمک این رابطه، رابطه ) حاصل می15تحرك محوري است، رابطه (

شود:نویسی می) باز16صورت (نیز به	ب)- 11(

(15در روابط ( دست ) به17صورت رابطه (بهتا ) ضرایب 16) و 
آیند:می

																																																																																																																																											
1-	granular	size	

، =صورت بعدي بههاي بی)، پارامتر16رابطه (بعد کردن براي بی

ها، تعریف کرده و با استفاده از این پارامتر=و =، =

شود. قابل ذکر است که ) بازنویسی می18بعد (صورت رابطه بی) به16رابطه (
باشند.مقادیر مربوط به فلز میو 

)18(

− − (1, ) − (0, ) +

				× −	 + + ̅ ̈ −
̈

				− + ̇ − ̇ = 0
) ) محاسبه 19صورت رابطه (بعد معادله به)، ضرایب بی18که در رابطه 

اند:شده

)19(

=
+ +

ℎ ,			 =
−

2

= ℎ ,				 =
ℎ

, = ,								

=
−

			 , =
ℎ

		
	

̅= ,					 = , = Ω

خطی ارتعاشات اجباري تحلیل غیر-3
) به معادله دیفرانسیل 18مشتقات جزئی (براي تبدیل معادله دیفرانسیل با 

شود.معمولی با مشتقات زمان، از روش حل گلرکین استفاده می
صورت ضرب دو تابع جایی عرضی را بهبراي اعمال این روش تابع جابه

)وابسته به زمان و مکان به فرم  , ) = ( ) ( نظر گرفته که در این در(
)حالت  مد ارتعاشی خطی تیر است که تابع آن براي شرایط انتهایی (

)چنین است. همارائه شده1مختلف تیر در جدول  تابعی متغیر با زمان (
)قرار دادن با	است که باید مشخص شود. , ) = ( ) ( در معادله (

)) و ضرب معادله حاصل در تابع شکل مد 18( گیري از آن در و انتگرال(
شود:) حاصل می20یر معادله (طول ت

)20(̈ + + + + ̇ = cos

) هستند:21صورت رابطه ()، ضرایب به20که در رابطه (

تابع مد براي تیر با شرایط انتهایی مختلف1جدول 

)	شرایط انتهایی تیر )	

)sin	سر مفصلدو ) 	 , = , = 2 , = 3 	

	گیردارسر دو

sinh − sin + (cosh − sin )

=
sinh − sin

− cosh
	

= 4.7300, = 7.8532,	
		 = 10.9956	

- یک-سر مفصلیک
	دارسر گیر

sin − sinh + (cosh − sin )	

=
sin − sinh

+ cosh
	

= 3.9966, = 7.0685,	
		 = 10.2101	

)15(

=
( − )

2

	

	

								+ ( , )− (0, ) + −

)16(

− ( ) 	+

			× −
( − )

+ −

							−( + ) + ( − )

								× 	 + 	

							− ̇ − ( )
̇
			+ cos( )

									= ̈ − ( )
̈

= + ̅ ,				 = − −
ℎ

2 Δ ,				 = ̅

)17(

= +
ℎ

2 Δ ,					 = 	,					 =
ℎ

2 Δ 	

=
ℎ
4

̅
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)21(

=
+ ( − ) − ( − )

(̅ − )

=
( 	 − )

(̅ − )
, =

( 	 − )
(̅ − )

	

= ̅ , =
(̅ − )

, =

	 = , = 		

= | − | 	

= | − | 	

= 	

= , =

گانه هاي چند)، از روش اغتشاشات مقیاس20براي حل تحلیلی رابطه (
شود. استفاده می

	توان حولبر مبناي تکنیک اغتشاشات، پاسخ زمانی سیستم را می

) بسط داد:22صورت رابطه (به

)22(
( ; ) = ( , , , . . ) + ( , , , . . )
										+ ( , , , . . ) + ⋯

هاي کرد که گذارهنحوي مقیاس بندي را بهو در این روش باید 
]. در 23خطی باشند[هاي غیرمربوط به میرایی و تحریک از همان مرتبه گذاره

شوند.ظاهر میخطی در مرتبه هاي غیر) ترم22اینجا، با توجه به رابطه (
	و =، =خطی ضروري هاي غیربنابراین فرض درنظر =

پارامتر بدون بعد اغتشاش است و داراي مقیاسی در اندازه شود. گرفته می
فرکانس ارتعاشات آزاد خطی نانوتیر است. باشد. همچنین دامنه جواب می

آید:) در می23شکل رابطه () به20ها، رابطه (استفاده از این فرضبا 
)23(̈ + + + + ̇ = cos

) 24توان با استفاده از رابطه (هاي چندگانه را میزمآنمقیاس بندي 
انجام داد:

)24(= 	,				 = 0,1,2,3, …			
) 25صورت رابطه (هاي زمانی، بهمشتقات نسبت به هر یک از این مقیاس

آیند:دست میبه

)25(

= + + ⋯ ,					 =
∂
	

= + 2 + + 2 + ⋯

) و با قرار دادن ضرایب 23) در رابطه (25) و (22گذاري روابط (با جاي
شوند:) حاصل می26برابر با صفر، روابط (هاي مختلف توآن

+الف)-26( = 0		
+ب)-26( = −2( )−

ج)-26(

+ =
1
2 +

1
2 	

										−2( )− − 2( )	
										−2 − − ( )

شد:) خواهد 27شکل رابطه (الف) به-26جواب رابطه (

)27(
( , , ) = ( , ) exp( )	

																																																			+ ̅( , )exp(− )

نگر مزدوج آن است. براي بیا̅یک تابع مختلط است و	)، 27در رابطه (
شود که فرکانس تحریک بسیار نزدیک به بررسی تحریک اولیه، فرض می

Ωفرکانس طبیعی خطی سیستم باشد، یعنی  = + ε . به نام پارامتر
شود و مقدار اختلاف بین فرکانس تحریک وانحراف از تشدید نامیده می

گذاري دهد. با جايفرکانس طبیعی خطی سیستم مربوطه را نشان می
Ω = + ε دست خواهد آمد:) به28ب)، رابطه (-26در رابطه (	

)28(

+ = 2 ( ̅)− 2 ̅
																									+

_
−

_

																									−2 ( ) + −
گیري جملات بسیار بزرگ پذیري معادله بالا ممانعت از شکلشرط حل

(باشد. براي حذف ضریب جمله در پاسخ زمانی می ) 29، باید رابطه 
قرار باشد:بر

)29(−2
d ( , )

d = 0		 → A = A( )		

شود:) حاصل می30)، رابطه (28) در رابطه (29گرفتن رابطه (نظربا در

)30(
+ = − − 2 ̅

																																																										− ̅ 		
) است:31صورت رابطه ()، به30جواب خصوصی رابطه (

)31(=
3

−
2 ̅

+
̅

3
(27گذاري روابط (با جاي (31) و  ج) و برابر صفر قرار - 26) در رابطه 

شود:) محقق می32دادن جملات بزرگ، رابطه (

)32(− 2 ( ) +
̅
− 3 ̅ − =0

)A) یک معادله دیفرانسیل مختلط است که براي حل آن 32رابطه ( )

=صورت تابع قطبی را به ( ) exp iϕ( فرض کرده و با (
)، و جدا کردن جملات مختلط و حقیقی، دو 32گذاري آن در رابطه (جاي

آیند. لازم دست می) به33صورت روابط (بهϕو معادله دیفرانسیل حاکم بر 
باشند.توابع حقیقی میϕو به ذکر است که 

dالف)- 33(
d = 2 sin σ −ϕ		 − 2

∅dب)- 33(
d = − 2 cos σ −ϕ		 − 8

=)، 33در روابط ( − . با تعریف یک متغیر جدید به شکل 3
γ = σ − ϕ و حذفϕ) شوند:) نتیجه می34)، روابط (33از روابط

dالف)- 34(
d = 2 sinγ − 2

dγب)- 34(
d = σ + 2 cosγ+ 8

=با فرض حالت پایدار،  = ) حاصل 35)، رابطه (34، از روابط (0
خواهد شد:

)35(
2 + 8 + σ = 2

	توزیع دما-4
هاي حرارتی متفاوتی در ساخته شده از مواد هدفمند داراي مشخصهنانوتیر 

راستاي ضخامت است. بنابراین فرض توزیع دماي یکنواخت در آن کاملا 
دلیل یکسان نبودن سطوح نانوتیر، شرایط مرزي باشد. همچنین بهنادرست می

	باشد. این شرایط مرزي عبارتند از دما در آن متفاوت می و =
− باشند. توزیع که به ترتیب براي سطوح فلزي و سرامیکی می=
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توان با حل معادله انتقال دما در نانوتیر ساخته شده از مواد هدفمند را می
دست آورد:)، به36حرارت هدایت، رابطه (

)36(= 0

) 37) ، توزیع دماي خطی (36با اعمال شرایط مرزي حرارتی در رابطه (
آید:دست میبه

)37(=
+
2 + ( − )ℎ

	هانتایج، تفسیر و بررسی آن-5
در این بخش به منظور بررسی پارامترهاي موثر بر ارتعاشات واداشته غیرخطی 
نانوتیر ساخته شده از مواد هدفمند در محیط حرارتی، نمودارهاي پاسخ 

تیر در است. خواص مکانیکی مواد تشکیل دهنده نانوفرکانسی ارائه شده
آورده شده است .2جدول 

ها هاي متغیر در شکل، سایر پارامترغیر از پارامترها، بهدر تمامی شکل
، نسبت ضخامت به طول معادل 01/0صورت دامنه نیروي تحریک معادل به

بعد درجه، ضریب بی100، اختلاف دما برابر 05/0، ضریب میرایی معادل 20
نانومتر و نسبت فرکانسی برابر 2، ضخامت تیر برابر با 1/0غیرموضعی برابر با 

و 2هاي ها به استثناي شکلچنین در تمامی شکلاند. همفرض شده1/0با 
نهایت مقادیر صفر و بی	.استفرض شده1، مقدار شاخص قانون توان برابر با 3

ت فلز خالص و سرامیک خالص هستند.ترتیب بیانگر حالبهبراي 
تاثیر شاخص قانون توانی بر نمودار پاسخ فرکانسی سیستم 2در شکل

گونه که قابل مشاهده است، با افزایش شاخص قانون است. همانرسم شده
توانی، بیشینه دامنه پاسخ پایدار به مقادیر فرکانس تحریک بزرگتر منتقل 

تیر با افزایش میزان شاخص 1سخت شوندگیشود. این نشان از بروز رفتارمی
عبارت دیگر، تغییر فاز قانون توانی دارد. با افزایش شاخص قانون توان یا به

یابد که سیستم افزایش می	2سیستم از فلز خالص به سرامیک خالص، سفتی
شود این خود علاوه بر افزایش فرکانس طبیعی سیستم منجر به این نیز می

هندسه سیستم بیشتر در پاسخ فرکانسی تاثیرگذار باشند. که اثرات غیرخطی 
شود که با کاهش اندك در میزان شاخص قانون توانی نمودار مشاهده می

دلیل رفتار سیستم شود. این پرش بهدچار پرش زیادي در دامنه ارتعاشات می
.باشدبراي رسیدن به پاسخ پایدار می

ونخواص مکانیکی آلومینیوم و سیلیک2جدول 

																																																																																																																																											
1.	Hardening	behavior		
2.	Stiffness	

پدیده پرش ناشی از رفتار غیرخطی سیستم و با از دست دادن پایداري 
سیستم همراه است. در این پدیده، تغییرات اندك در فرکانس تحریک، موجب 

. در واقع در بیشینه دامنه ارتعاشات، شودتغییرات زیاد در دامنه ارتعاشات می
در فرکانس تحریک سیستم از حالت پایدار به حالت ناپایدار با اندکی تغییر 

کند. محدوده پاسخ پایدار و ناپایدار هم در شکل نشان داده شده پرش می
سر گیردار داراي چنین مشخص است که نانوتیر با تکیه گاه دواست. هم

باشد.ها میگاهبیشترین سفتی در میان سایر تکیه
ه ارتعاش با دامنه تحریک را باز هم به ازاي تغییرات بیشینه دامن3شکل 

کنترل دهد. دامنه تحریک عامل مقادیر مختلف شاخص قانون توانی نشان می
کننده دامنه ارتعاشات است.

شود. در این نمودار نقطه الف پدیده پرش در این نمودار هم دیده می
تحریک در شکل متناظر با بیشینه دامنه ارتعاشات به ازاي فرکانس بدون بعد 

شود که با تغییر فاز از فلز خالص به سرامیک خالص، است. مشاهده می2
چنین قابل مشاهده است که میزان شود. همبیشینه دامنه ارتعاشات کم می

ها بیشتر سر مفصل از سایر تکیه گاهارتفاع پرش در تیر با شرایط انتهایی دو
فرکانسی و تغییرات بیشینه ترتیب نمودار پاسخ، به5و 4هاي شکلاست. 

	باشند.هاي مختلف میدامنه ارتعاش با دامنه تحریک براي تئوري
موضعی نتایج مربوط به دادن ضریب غیربدین منظور با برابر صفر قرار

هاي تئوري تنش سطحی و با برابر صفر قرار دادن ضرایب مربوط به پارامتر
ها با نتایج شده و به مقایسه آنموضعی رسم سطح، نتایج مربوط به تئوري غیر

است.حاصل از تئوري کلاسیک پرداخته شده
موضعی رفتار گونه که مشخص است، تئوري غیر، همان4در شکل 

هاي کلاسیک و تنش سطحی از خود شوندگی بیشتري نسبت به تئوريسخت
دهد.نشان می

بر تغییرات بیشینه دامنه ارتعاشات بدون بعد واداشته تاثیر شاخص توانی 2شکل 
نانوتیر نسبت به تغییرات نسبت فرکانسی

	آلومینیوم	سیلیکون	خصوصیت ماده

	5/68	210	(GPa)مدول الاستیسیته

	35/0	24/0	ضریب پوآسون

	3000	2331	(kgm-3)چگالی

	6-10×6/23	6-10×5	(K-1)ضریب انبساط حرارتی

	(Nm-1)ثوابت لامه سطح
	774/2-	376/0-	

	488/4-	842/6	

	9108/0	6048/0	(Nm-1)تنش پسماند سطح 

	7-10×46/5	7-10×17/3	(kgm-2)چگالی سطحی 
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1623شماره ،14، دوره 1393العاده اسفند فوقمهندسی مکانیک مدرس، 
	

بر تغییرات بیشینه دامنه ارتعاشات بدون بعد واداشته تاثیر شاخص توانی 3شکل 
نانوتیر نسبت به دامنه تحریک بدون بعد

بر تغییرات بیشینه دامنه ارتعاشات بدون بعد هاي مختلف تاثیر تئوري4شکل 
واداشته نانوتیر نسبت به تغییرات نسبت فرکانسی

دست رفتار غیرخطی نانوتیر در مدل بهتوان دریافت که میچنین هم
تئوريآمده از تئوري الاستیسیته غیر موضعی بیشتر از تئوري کلاسیک و 

بر تغییرات بیشینه دامنه ارتعاشات بدون بعد هاي مختلف تاثیر تئوري5شکل 
واداشته نانوتیر نسبت به دامنه بدون بعد نیروي تحریک

کارگرفتن تئوري گورتین و مورداك سبب گورتین و مورداك است. یعنی به
هاي تحریک بنابراین در فرکانس. شودخطی نانوتیر میکاهش رفتار غیر

دهد. همچنین کمتري نسبت به دو تئوري دیگر، پدیده ناپایدار تشدید رخ می
شود. علاوه بر این شوندگی در نانوتیر میاین تئوري موجب کاهش رفتارسخت

تر است.دار مشهودسر گیرگاه دوها در تکیهتئورياختلاف بین 
تئوري از تنش سطحی به ، مشخص است که با تغییر 5در شکل 

موضعی، مقدار بیشینه دامنه ارتعاشات در یک کلاسیک و سپس به تئوري غیر
یابد.دامنه تحریک معین کاهش می

، تاثیر ضریب غیرموضعی بدون بعد بر پاسخ فرکانسی سیستم 6در شکل
هاي شده است. با افزایش ضریب غیرموضعی بدون بعد منحنینشان داده 
شوند. این نشان از هاي تحریک بالاتر متمایل میسمت فرکانسنمودار به 

یش ضریب غیرموضعی بدون بعد افزایش رفتار سخت شوندگی نانوتیر با افزا
دارد.

گاه تکرار شده است. همچنین با افزایش میزان این روند براي هر سه تکیه
شود. ها غالب میضریب غیرموضعی بدون بعد پدیده غیرخطی در منحنی

بر نمودار تغییر دامنه ارتعاشی با ضریب غیرموضعی بدون بعد اثر تغییر 
ضریب است. مشخص است که با افزایش آورده شده7دامنه تحریک، در شکل 

یابد. در یک دامنه تحریک میزان ارتفاع پرش کاهش میغیرموضعی بدون بعد 
شود.مشخص اندازه بیشینه دامنه ارتعاشی سیستم عدد کوچکتري می

، باز هم میزان 7و 6سر مفصل، در هر دو شکلبه ازاي شرایط انتهایی دو
سر یک-سر گیردارمفصل از تیر یکبیشینه دامنه ارتعاشی براي تیر دوسر

دار بیشتر است.گیرمفصل و نیز تیر دوسر
و تغییر دادن اندازه ضخامت ضریب غیرموضعی با برابر صفر قرار دادن 

گونه که مشخص است ، همان8اند. در شکل اصل شدهح9و 8هاي تیر، شکل
با افزایش ضخامت تیر، نمودار پاسخ فرکانسی به نمودار حاصل از تئوري
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16شماره ،14، دوره 1393العاده اسفند فوقمهندسی مکانیک مدرس، 24

	

بر تغییرات بیشینه دامنه ارتعاشات بدون تاثیر ضریب غیرموضعی بدون بعد 6شکل 
بعد واداشته نانوتیر نسبت به تغییرات نسبت فرکانسی

بر تغییرات بیشینه دامنه ارتعاشات بدون تاثیر ضریب غیرموضعی بدون بعد 7شکل 
بعد واداشته نانوتیر نسبت به دامنه بدون بعدتحریک

شود. به این معنی که با افزایش ضخامت اثرات مربوط به کلاسیک نزدیک می
ده این است که با افزایش ضخامت، شوند. دلیل این پدیسطح ناپدید می

توان از انرژي سطح نسبت این مینسبت سطح به حجم سازه کم شده و بنابر

بینی رفتار نظر کرد. بنابراین تئوري کلاسیک از پیشبه انرژي حجم کل صرف
توان این نکته را ها ناتوان است. از دیگر نتایج این شکل میارتعاشی نانوتیر

سمت راست هاي کمتر، میزان انحراف  نمودار بهخامتاضافه کرد که در ض
کمتر بوده و با نزدیک شدن به نتایج حاصل از تئوري کلاسیک، میزان 

یابد.غیرخطی شدن رفتار نانوتیر نیز افزایش می
هاي مختلف، مشابه است. نتیجه مشابهی گاههمچنین این روند براي تکیه

شوندگی با افزایش رفتار سختشود. افزایش مشاهده می9هم براي شکل 
گاه کاملا نمایان است. علاوه بر این میزان ضخامت نانوتیر براي هر سه تکیه

وان مشاهده کرد که در یک دامنه تحریک مشخص، میزان بیشینه دامنه تمی
است.هاي با ضخامت کمتر، بیشترارتعاشات براي تیر

و 10هاي تیر در شکلنانودر نهایت اثر محیط حرارتی بر رفتار ارتعاشی 
شده است. آورده11

شود که با کاهش اختلاف دما، محدوده پاسخ ، مشاهده می10در شکل 
یابد و نانوتیر در شود. میزان بیشینه دامنه ارتعاشات افزایش میتر میوسیع

رسد و در واقع هاي تحریک بالاتر به حداکثر دامنه ارتعاشی خود میفرکانس
دهد.هاي تحریک بالاتر رخ میطی(ناپایداري) در فرکانستشدید غیرخ

سر مفصل گاه دوشود. در تکیهها تکرار میگاهاین روند براي تمام تکیه
شود میزان تغییرات اختلاف دما تاثیراتی بسیار همانگونه که مشاهده می

گاه دیگر دارد. مشهودتر از دو تکیه
یش رفتار غیرخطی نانوتیر استپدیده پرش که ناشی از افزا11در شکل 

تر رخ شود، در اختلاف دماهاي پایینو باعث تشدید و عدم پایداري نانوتیر می
باشد.صورت واضح پیدا میدهد. این رفتار در نانوتیر دو سر مفصل بهمی

بنديجمع- 6
و غیرموضعی بر ارتعاشات واداشتههاي سطحیدر این پژوهش تاثیرهاي تنش

بر تغییرات بیشینه دامنه ارتعاشات بدون بعد واداشته تاثیر ضخامت نانوتیر 8شکل 
نانوتیر نسبت به تغییرات نسبت فرکانسی
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1625شماره ،14، دوره 1393العاده اسفند فوقمهندسی مکانیک مدرس، 
	

بر تغییرات بیشینه دامنه ارتعاشات بدون بعد واداشته تاثیر ضخامت نانوتیر 9	شکل
نانوتیر نسبت به دامنه بدون بعد نیروي تحریک

	

بر تغییرات بیشینه دامنه ارتعاشات بدون بعد واداشته تاثیر اختلاف دما 10شکل 
نانوتیر نسبت به تغییرات نسبت فرکانسی

غیرخطی نانوتیرهاي ساخته شده از مواد هدفمند تحت یک محیط حرارتی 
مورداك و ارینگن و استفاده -گورتینهاي کارگیري تئورياند. با بهبررسی شده

دست آمده است. با استفاده از اصل همیلتون مدل غیرکلاسیک براي نانوتیر به
راز قانون پخش توانی خواص مواد هدفمند در راستاي ضخامت متغیر در نظ

بر تغییرات بیشینه دامنه ارتعاشات بدون بعد واداشته تاثیر اختلاف دما 11شکل 
نانوتیر نسبت به دامنه بدون بعد نیرو

دست آمده با استفاده از روش گرفته شده است. معادلات حرکت غیرخطی به
صورت دقیق گانه بههاي مقیاس شده چندگلرکین و روش اغتشاشات زمآن

اند. تاثیرات پارامترهاي مختلف اعم از شاخص قانون توانی براي مواد حل شده
هاي سطحی، ضریب غیرموضعی، ضخامت نانوتیر و تغییرات هدفمند، تنش

	هاي مختلف بررسی شدند. گاهدماي محیط با توجه به تکیه
وابسته به ابعاد سازه دهند که رفتار ارتعاشی براي نانوتیر نتایج نشان می

ها از تئوري شود، پاسختر میشود که هرچه ابعاد تیر کوچکاست. مشاهده می
هاي مختلف، پدیده ناپایدار تشدید گیرند. با مقایسه تئوريکلاسیک فاصله می

هاي تحریک کمتر براي تئوري گورتین و مورداك نسبت غیرخطی در فرکانس
تار غیرخطی نانوتیر به ترتیب از تئوري دهد. رفبه دو تئوري دیگر رخ می

الاستیسته غیرموضعی به تئوري کلاسیک و تئوري گورتین و مورداك کاهش 
یابد. همچنین کاهش میزان شاخص قانون توانی و کاهش اختلاف دما می

شود که محدوده پاسخ پایدار(بیشینه دامنه ارتعاشات واداشته) موجب این می
یکی که در آن نانوتیر پایداري خود را از دست افزایش یابد و فرکانس تحر

دهد (فرکانس متناظر با بیشینه دامنه ارتعاشات)، افزایش یابد. با افزایش می
دهد. میزان شاخص قانون توانی نانوتیر رفتار سخت شوندگی از خود بروز می

توان یابد نیز میهمچنین این رفتار را زمانی که ضخامت نانوتیر افزایش می
	هده کرد.مشا
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