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هاي همگن و یا هاي ساندویچی مستطیلی متشکل از هسته مدرج تابعی و رویهبه بررسی رفتار استاتیکی و ارتعاشات آزاد ورقدر این پژوهش 
اند و از بندي شدههاي از جنس مواد مدرج تابعی و هسته همگن پرداخته شده است. در لایه مدرج تابعی، مواد در راستاي ضخامت درجهرویه

گاه ساده تحت فشار با توزیع یکنواخت بر سطح فوقانی است. اساس حل مسأله بر کنند. ورق با شرایط مرزي تکیهیروي میتابعیت توزیع توانی پ
جابجایی معادلات فضاي حالت حاکم استخراج -کرنش و کرنش-پایۀ تئوري الاستیسیتۀ سه بعدي بنا شده است. از ترکیب معادلات تعادل، تنش

گاهی ساده را ارضاء می کند، بصورت تحلیلی حل ز بسط فوریه در راستاهاي طولی و عرضی ورق که شرایط تکیهشده است.  سپس با استفاده ا
هاي دو بعدي استفاده کرد. گذاري نتایج مربوط به اعمال فرضیات مربوط به تئوريشده است. از حل حاضر می توان براي اعتبارسنجی و صحه

هاي معتبر، صحت و دقت روش مذکور تأیید شده است. در نهایت تأثیر ضریب توانی، نسبت ضخامت قالهسپس با مقایسه نتایج حاصل با نتایج م
ها، نسبت ضخامت به طول و نسبت طول به عرض در رفتار ورق ساندویچی ارائه شده است.لایه
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	 In	this	study,	static	and	free	vibration	behaviors	of	two	type	of	sandwich	plates	based	on	the	three	
dimensional	theory	of	elasticity	are	investigated.	The	core	layer	of	one	type	is	functionally	graded	
(FG)	with	the	homogeneous	face	sheets	where	as	in	second	 type	 the	core	 layer	is	 isotropic	with	
the	 face	 sheets	 FG	material.	 Plate	 is	 under	 uniform	 pressure	 at	 the	 top	 surface	 and	 free	 from	
traction	in	the	bottom	surface.	The	effective	material	properties	of	FG	layers	are	estimated	to	vary	
continuously	 through	 the	 thickness	direction	according	 to	 a	power-law	distribution	 in	 terms	of	
the	 volume	 fractions	 of	 the	 constituents.	 State	 space	 differential	 equations	 are	 obtained	 from	
equilibrium	equations	and	 constitutive	 relations.	The	obtained	governing	differential	 equations	
are	 solved	 by	 using	 Fourier	 series	 expansion	 along	 the	 in	 plane	 directions	 and	 state	 space	
technique	 across	 the	 thickness	 direction.	 Accuracy	 and	 exactness	 of	 the	 present	 approach	 is	
validated	 by	 comparing	 the	 numerical	 results	 with	 the	 published	 results.	 Furthermore	 it	 is	
possible	 to	 validate	 the	 exactness	 of	 the	 conventional	 two	 dimensional	 theories.	 Finally	 the	
influences	 of	 volume	 fraction,	width-to-thickness	 ratios	 and	 aspect	 ratio	 on	 the	 vibration	 and	
static	behaviors	of	plate	are	investigated.	

Keywords:	
Rectangular	Plate	
Functionally	Graded	Material	
Static	and	Free	Vibration	Analyses	
Three	Dimensional	

	

مقدمه- 1
با وجود تنوع بالاي آنها یکسان است. 1هاي ساندویچیاصول کلی حاکم بر سازه

ها از دو رویه قوي و نازك (که یک هستۀ ضخیم با چگالی پایین را در این سازه
ترین اند.یکی از اصلیرویه به هسته، تشکیل شدهاند)، همراه با اتصالبر گرفته

ها در مورد چنین ساختارهایی احتمال ترك و تورق در سطح مشترك نگرانی
هاي برشی عرضی ناشی از اختلاف سختی بین هسته و رویه، بر اثر تمرکز تنش

																																																																																																																																											
1-	Sandwich	Structure	

تواند باعث افت شدید قابلیت اطمینان سازه شود. ها و هسته است که میرویه
هستند که آرایش و 2رج تابعی گروه جدیدي از مواد ترکیبی ناهمگنمواد مد

صورت پیوسته و نرم در یک یا نسبت ترکیب مواد و خصوصیات فیزیکی آنها به
نماید. به اي به نقطۀ دیگر تغییر میبعدي از نقطهچند راستا از مختصات سه

نبساط عبارت دیگر خواص مواد مدرج تابعی از قبیل مدول یانگ، ضریب ا
حرارتی و ضریب هدایت حرارتی طبق تابعی خاص در یک یا چند بعد تغییر 
																																																																																																																																											
2-	Nonhomogeneous	
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دهنده و ریزساختار آنها نماید. این کار با تغییر در کسر حجمی مواد تشکیلمی
کارگیري ممکن خواهد بود. تحقیقات تجربی و تئوري اخیر نشان داده که به

برشی میان دو صفحه هايهستۀ مدرج تابعی در ساختارهاي ساندویچی، تنش
اي در بین هاي صفحهدهد. بعلاوه در این حالت تنشرا به شدت کاهش می

ها با هم برابر خواهد بود. همچنین مشکل پیدایش ترك در مواد کامپوزیتی لایه
دلیل اختلاف ضریب انبساط حرارتی بین هاي پسماند و بهکه ناشی از تنش

رج تابعی به دلیل تغییر تدریجی نسبت الیاف و ماده زمینه است، در مواد مد
، ورق از جنس مواد مدرج ]1[مواد ترکیبی رفع شده است. ناکامورا و همکاران 

هاي پیزوالکتریک را تحت بار یکنواخت عرضی بررسی کردند. در تابعی با لایه
تحقیقی که انجام دادند حل الاستیسیتۀ سه بعدي ارائه و با حل کلاسیک 

باشد و این تر میبعدي بسیار دقیقمقایسه کردند، که نشان داده شد حل سه 
، تغییر شکل ورق از ]2[هاي بالا مشهودتر است. ردي و چنگ دقت در ضخامت

گاه ساده تحت بار مکانیکی و حرارتی را با روي تکیهجنس مواد مدرج تابعی
استفاده از تئوري الاستیسیته سه بعدي بررسی و تحلیل کردند. ایشان نتایج 

هاي دو بعدي مقایسه کردند که مشاهده شد با افزایش ضخامت خود را با تئوري
بعدي به مراتب یابد و حل سههاي دوبعدي خطا افزایش میورق در تئوري

باشد. تر مییقدق
، کمانش و ارتعاشات آزاد ورق ساندویچی ساخته شده از مواد ]3[زنکور 

کردند. در این تحقیق حل دوبعدي خمش ورق ساندویچی مدرج تابعی را ارائه 
گاه ساده انجام و فرض شده است که ضریب پواسون و مدول بر روي تکیه

، ]4[اي دارند. لی و همکاران الاستیسیته در راستاي ضخامت تغییرات پیوسته
بعدي، ارتعاشات آزاد ورق ساندویچی با با استفاده از تئوري الاستیسیته سه

اي هاي مدرج تابعی را بررسی کردند. در تحلیل ایشان از چندجملهلایه
، تحلیل استاتیکی ]5[استفاده نموده است. بریسچتو 2و روش ریتز1چبیشوف

و ESLهاي فاده از مدلگاه ساده را با استورق ساندویچ مدرج تابعی روي تکیه
LW ارائه کرده است. بریسچتو در تحقیق خود فرض کرده است که هسته از

اي جنس مواد مدرج تابعی است و در راستاي ضخامت با استفاده از چندجمله
لژاندر تخمین زده شده است. 

، تحلیل سه بعدي ورق نازك مدرج تابعی تحت بار ]6[واقفی و همکاران 
را انجام دادند. در 3گلرکین-بندي پتروفاستاتیکی با استفاده از روش مش

یانگ در راستاي ضخامت با تحقیقی که انجام دادند فرض شد که مدول 
باشد.عبدالعزیز و همکاران تابعیت نمایی متغیر است و ضریب پواسون ثابت می

، تحلیل استاتیکی ورق ساندویچی با هستۀ از جنس مواد مدرج تابعی را ]7[
شده تغییرشکل مرتبه بالاي ورق انجام دادند. این با استفاده از تئوري اصلاح

شده برخلاف سایر تئوریهاي دوبعدي تغییرشکل به حتئوري دوبعدي اصلا
تر شدن حل شده تابع متغیر است که باعث ساده4تابع متغیر، شامل 5جاي 

هاي دوبعدي حفظ و در عین حال کارآمدي خود را نسبت به سایر تئوري
، با استفاده از تئوري مرتبه بالاي تغییرشکل ]8[کرده است.نتراجان و مانیکم 

هاي سهمویخمش و ارتعاشات ورق ساندویچی از جنس مواد مدرج با المان
، تحلیل ارتعاشات آزاد ورق ]9[تابعی را بررسی کردند.خلیلی و محمدي 

هاي از جنس مواد مدرج تابعی که خواص مواد وابسته به ویهساندویچی با ر
دما باشند را با استفاده از تئوري مرتبه بالاي اصلاح شده انجام دادند.آنها 
فرض کردند که تابعیت خواص مواد نسبت به دما در راستاي ضخامت به 

بندي قانون توانی متغیر است. حسینی هاشمی و صورت پیوسته طبق فرمول
ده از اي نسبتاً ضخیم ساخته ش، تحیل ارتعاش آزاد پوسته استوانه]10[خرمی 

																																																																																																																																											
1-	Chebyshev	
2-	Ritz	
3-	Petrov–Galerkin

مواد مدرج تابعی با شرایط مرزي کلاسیک را با استفاده از روش مربعات 
، ]11[افزار آباکوس انجام دادند. حسینی هاشمی و همکاران تفاضلی و نرم

هاي تحلیل ارتعاشات آزاد ورق مستطیلی نسبتاً ضخیم مدرج تابعی با لایه
، ]12[هوشمند براساس تئوري میندلین را ارائه نمودند.حمیدي و همکاران 

تحلیل خمش ورق ساندویچی از جنس مواد مدرج تابعی تحت بار 
ترمومکانیکی را با در نظر گرفتن چهار متغیر اصلاح شده در تئوري 

، تحلیل استاتیکی ]13[تغییرشکل برشی انجام دادند. گلشن تاج و همکاران 
هاي مختلف تحت بار یکنواخت گاهورق از جنس مواد مدرج تابعی روي تکیه

عرضی را انجام دادند. در تحقیق ایشان از تئوري دوبعدي مرتبه بالاي 
نظر ) استفاده شده است و از ضریب تصحیح برشی صرفHSDTتغییرشکل (

هاي مربعات تفاضلی و ، با ترکیب روش]14[ست. رحیمی و همکاران شده ا
اي بررسی ارتعاشات آزاد و تأثیر بستر فضاي حالت یک حل الاستیسیته بر

هاي پیزوالکتریک، ارائه الاستیک در یک تیر مدج تابعی دوجهته مقید در لایه
کمانش، استاتیکی و ارتعاشات آزاد ورق تحلیل،]15[کردند.نواس و همکاران 

همگن و ورق ساندویچی را با استفاده از تئوري تغییرشکل مرتبه بالاي ورق و 
، با در نظر گرفتن اثر ]16[بندي انجام دادند. آکاوسی و همکاران تکنیک مش

، ارتعاشات آزاد ورق مدرج تابعی که بر روي بستر الاستیک تغییرشکل برشی
قرار دارد را بررسی کردند. ایشان در تحقیق خود از تئوري تغییرشکل برشی 

4مرتبه بالا استفاده کردند. معادلات حاکم بر ورق با استفاده از اصل همیلتن

بعدي پانل ، تحلیل ترموالاستیک سه]17[بیگلو اند.علیاستخراج شده
اي ساندویچی با هسته از جنس مواد مدرج تابعی را ارائه کرده است.استوانه

مرور دقیق بر تحقیقات انجام شده در این زمینه نشان می دهد که 
تحلیل استاتیکی و ارتعاشی ورق ساندویچی بر اساس تئوري سه بعدي 

ش نشده است.در پژوهش حاضر حل تحلیلی سه الاستیسیته تاکنون گزار
هاي ساندویچی مدرج بعدي براي رفتار ستاتیکی و ارتعاشی دو نوع از ورق

تابعی مستطیلی ارائه شده است. با ترکیبی از روش فضاي حالت و سري فوریه 
هاي طبیعی ورق محاسبه و بررسی هاي تنش و تغییر مکان و فرکانسمیدان

- ت در لایه مدرج تابعی، مواد در راستاي ضخامت درجهاند. فرض شده اسشده
گاه کنند. ورق با شرایط مرزي تکیهبندي و از تابعیت توزیع توانی پیروي می

باشد.ساده تحت فشار با توزیع یکنواخت بر سطح فوقانی می

تشریح مسأله- 2
هندسه مسأله-2-1

مختصات، در هاي ساندویچی مورد مطالعه و موقعیت دستگاه هندسۀ ورق
yو xاست. طول و عرض ورق در راستاي نشان داده شده 2و 1هاي شکل

باشد و مبدأ دستگاه مختصات در میh، ضخامت کل ورق bو aترتیب به
هاي ساده بوده و تحت فشار با گاهصفحۀ میانی ورق قرار دارد. ورق داراي تکیه

باشد.میP0توزیع یکنواخت 

	
هندسه، ابعاد و موقعیت دستگاه مختصات در ورق ساندویچی نوع الف1شکل

																																																																																																																																											
4-	Hamilton’s	Principle	
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	هندسه، ابعاد و موقعیت دستگاه مختصات در ورق ساندویچی نوع ب2شکل

باشد:صورت زیر مد نظر میدر تحقیق حاضر دو نوع ورق ساندویچی به
ها از جنس ق همگن و رویه): هسته ور1ورق ساندویچی نوع الف (شکل 

هاي ورق به صورت باشند. کسر حجمی سرامیک در لایهمواد مدرج تابعی می
	شود.) تعریف می1رابطه (

)1(

[ ]1 1 2
2

p

1

1

, 										 		 ,z zV z z z
z z

æ ö-
= Îç ÷

-è ø
	

[ ]2 2 31,																												 ,V z z z= Î

	
[ ]3 3 4

3

p

4

4

,											 	 ,z zV z z z
z z

æ ö-
= Îç ÷

-è ø
	

مختصات سطح مشترك رویه پایین Z2مختصات سطح تحتانی، Z1که در آن 
مختصات سطح Z4مختصات سطح مشترك هسته و رویه بالایی و Z3و هسته، 

هستند.Zفوقانی ورق در راستاي 
): هسته ورق از جنس مواد مدرج تابعی 2ورق ساندویچی نوع ب (شکل 

هاي ورق به صورت باشند. کسر حجمی سرامیک در لایهها همگن میو رویه
شود.تعریف می)2(رابطه

)2(

[ ]1 1 20,																												 ,V z z z= Î 	

[ ]2 2 3
3

p

2

2

,												 ,z zV z z z
z z

æ ö-
= Îç ÷

-è ø
	[ ]3 3 41,																												 ,V z z z= Î 	

روابط حاکم-2-2
در Eکرنش در یک ماده مدرج تابعی که مدول الاستیسیته -روابط تنش

) است.3باشد به فرم رابطه (راستاي ضخامت متغیر می

)3(

13 x11 12

2312

3313

22

55

4

66

23

4

	0 ε0				 0
	0 ε0				 0

ε			 0		 0				 0
00 0 0				 0

00				 0 0 			0
00				 0 0 			0

y

x

y

z z

xz xz

yz yz

xy xy

CC C
CC C
CC C

C
C

C

s
s
s
t g
t g
t g

é ù
ê ú
ê ú
ê

ì ü ì ü
ï ï ï ï
ï ï ï ï
ï ï ï ïï ï ï ï=í ý í ý
ï ï ï ï
ï ï ï ï
ï ï ï ï
ï ï ï ïî þ î

ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë þû

	

باشد.) می4به صورت رابطه (Cijکه 

)4(

11 22 33 2C C C l m= = = +

	12 13 23C C C l= = =

	44 55 66C C C m= = =

شوند.) تعریف می5به فرم رابطه (λو µکه 

( )
( )

2 1
E z

m
n

=
+

	

)5(( )( )
( )

1 1 2
E zn

l
n n

=
+ -

	 باشند، مدول الاستیسیته مدرج تابعی میهایی که از جنس مواد در لایه

شود.) تعریف می6براساس رابطه (
)6(( ) ( )c m i mE z E E V E= - +

	که  Em وEc به ترتیب مدول الاستیسیته فلز و مدول الاستیسیته سرامیک
هاي مدرج تابعی ورق ساندویچی کسر حجمی در لایهi=1,2,3 (Viهستند. (

باشد.می
باشد:مدول الاستیسیته ثابت میهاي همگن در لایه

0E E=

	 هاي مدرج تابعی و همگن ضریب پواسون ثابت لازم به ذکر است که در لایه
فرض شده است.

باشند:) می7صورت رابطه (گاه ساده بهروابط مربوط به تکیه

)7(
0x v ws = = = در 0x ,a=

0y u ws = = = در 0y ,b=

تغییرمکان -تغییرمکان روابط تنش-کرنش و کرنش- با استفاده از روابط تنش
شوند:) حاصل می8صورت رابطه (به

( )( ) ( ) , , ,1
1 1 2x x y z

E u v ws n n n
n n

é ù= - + +ë û+ -
	

( )( ) ( ), , ,1
1 1 2y x y z

E u v ws n n n
n n

é ù= + - +ë û+ -

( )( ) ( ), , ,1
1 1 2z x y z

E u v ws n n n
n n

é ù= + + -ë û+ -

( ) ( )
2 1xy , y ,x

E u vt
n

= +
+

	

( ) ( )
2 1xz ,z ,x

E u wt
n

= +
+

	

)8(( ) ( )
2 1yz ,z ,y

E v wt
n

= +
+

	

هستند.) 9(صورت رابطهمعادلات تعادل در غیاب نیروهاي حجمی به
0x,x xy ,y xz ,zs t t+ + =

0xy,x y ,y yz ,zt s t+ + =

)9(0xz ,x yz ,y z ,zt t s+ + = 	

اینرسی به معادلات تعادل، معادلات حرکت به فرم رابطهبا اضافه کردن بخش 
خواهد شد:) 10(

2

2x,x xy,y xz ,z
u

t
s t t r

¶
+ + =

¶
	2

2xy ,x y,y yz ,z
v

t
t s t r

¶
+ + =

¶
	

)10(
2

2xz ,x yz ,y z ,z
w

t
t t s r

¶
+ + =

¶
	

استاتیکیحل - 3
استخراج معادلات فضاي حالت-3-1

عرضی بر براي تحلیل استاتیکی، فرض شده است ورق تحت فشار یکنواخت
روي سطح فوقانی قرار دارد. شرایط سطحی در سطوح بالا و پایین ورق به 

باشد.می) 11(صورت رابطه

)11(
0 0z xz yzP ,  ,  at  z hs t t= - = = = 	

0 0z xz yz ,  at  zs t t= = = = 	

) ) 12() معادلات فضاي حالت به فرم رابطه9) و (8با استفاده از معادلات 
آید.بدست می
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z ,z xz yzs t t= - -

( )2 1
,z xz ,xu w

E
n

t
+

= -

	( )2 1
,z yz ,yv w

E
n

t
+

= -

	( )( )
( )

1 1 2
1 1 1,z z ,x , yw u v

E
n n n n

s
n n n

+ -
= - -

- - -
	

( ) ( )21 1 2 1 2 1
n

t s
n n n n

= - - -
- - + -

-xz ,z z ,x ,xx , yy ,xy
E E Eu u v 	

)12(	( ) ( ), , , , ,21 2 1 1 2 1yz z z y xy yy xx
E E Eu v vn

t s
n n n n

= - - -
- +

-
- -

ها ) براي تنش13هاي فوریۀ رابطه ()) بسط7با توجه به شرایط مرزي (رابطه (
ها در نظر گرفته شده است.و تغییرمکان

( ) ( ) ( )sin sinx x m np x pz ys s=

( ) ( ) ( )sin siny y m np x pz ys s=

( ) ( ) ( )sin sinz z m np x pz ys s=

( ) ( ) ( )cos sinxz xz m np x p yzt t= 	

( ) ( ) ( )sin cosyz yz m np x p yzt t= 	

( ) ( ) ( )cos cosxy xy m np x p yzt t= 	

( ) ( ) ( )cos sinm nu U z p x p y= 	

( ) ( ) ( )cos cosm nv V z p x p y= 	

)13(( ) ( ) ( )sin sinm nw W z p x p y= 	

باشد.میPn=nπ/bو Pm=mπ/aکه 
(13با جایگذاري معادلات ( )، معادلات فضاي حالت 12) در معادلات 

) حاصل می شود.14(

,z z m xz n yzp ps t t= +

( )
,

2 1
z xz mU p W

E
n

t
+

= -

	( )
,

2 1
z yz nV p W

E
n

t
+

= -

( )( )
( ),

1 1 2
1 1 1z z n mW p U p V

E
n n n n

s
n n n

+ -
= + +

- - -
	

( )
2 2

, 1 1 1 2 2 1
m m n m n

xz z z
p p p p pE U VEn

t s
n n n n

æ ö
= - + + +ç ÷

- + - -è ø
	

)14(( )
2 2

, 1 1 2 1 2 1
n m n m n

yz z z
p p p Ep pE V Un

t s
n n n n

æ ö
= - + + +ç ÷

- + - -è ø
	

بوده و درلایه با مواد zتابع Eلازم به ذکر است که در لایه مدرج تابعی، 
باشد.همگن ثابت می

نوشت:) 15(توان به فرم ماتریسی رابطه) را می14دستگاه معادلات (

)15(
d G
dz
d d=

	 بردار ستونی شامل متغیرهاي فضاي حالت است:δکه 

)16({ }T

z z z z xz yzU V Wd s t t=

) (15با حل معادله دیفراسیل  ) حاصل 17) براي لایه مدرج تابعی رابطه 
شود:می

)17(( ) ( ) ( )0 0
0 0,						 			 					

Z

Z
F

F

G dz
G

F F
Zz e e z z z zd d-

ò
é ù= £ £ë û

در سطح پائین لایه مدرج تابعی است.Zمقدار Z0که 
شود.) حاصل می18براي لایه همگن رابطه () 15با حل معادله دیفراسیل (

)18(( ) ( )0
0

(z z )
0	 ,													HG

H Hz e z z z zd d- é ù= £ £ë û
باشد.ها در سطح پایین لایه همگن میکمیتHδکه 

ها و محاسبۀ ماتریس کلیپیوستگی تنش و تغییرمکان بین لایه- 2- 3
سطح بالا و پایین δها رابطۀ بردار با اعمال پیوستگی شرایط مرزي بین لایه

آید.شود که با انجام این کار ماتریس کلی بدست میمحاسبه می

ورق ساندویچی نوع الف-1- 3-2
شود.نوشته می) 19(به صورت رابطهδها بردار براي هرکدام از لایه

( ) ( )
1

1

1 1 1 1 2,						 			 					

Z

Z
FG dz

F Fz e z z z zd d
ò

é ù= £ £ë û 	

( ) ( )2( )
2 2 3	 ,									H

H
Z ZG

Hz e z z z zd d- é ù= £ £ë û 	

)19(( ) ( )
2

3

2 2 3 3 4,									

Z

F
Z

G dz

F Fz e z z z zd d
ò

é ù= £ £ë û 	

باید برقرار باشد.) 20(براي پیوستگی روابط، رابطه
( ) ( )

1 1 12 1F F Fz M zd d= 	

( ) ( )3 2H H Hz M zd d= 	

)20(( ) ( )
2 2 24 3F F Fz M zd d= 	

آید.بدست می) 21(به فرم رابطهS) ماتریس کلی 20با ترکیب روابط (
)21(( ) ( )

2 1 2 14 1 ,		F F F H Fz S z S M M Md d= =

ساندویچی نوع بورق - 2- 3-2
شود.نوشته می) 22(به صورت رابطهδها بردار مانند نوع الف براي هرکدام از لایه

( ) ( )1

1 1

1
1 1

( )
2,							HG

H H
Z Zz e z z z zd d- é ù= £ £ë û 	

( ) ( )2
2 2 3	 ,										 				

Z

F
Z

G dz

F Fz e z z z zd d
ò

é ù= £ £ë û 	

)22(( ) ( )2

2 2

3
3

( )
3 4,										HG

H H
Z Zz e z z z zd d- é ù= £ £ë û 	

) باید برقرار باشد.23براي پیوستگی، رابطه (
( ) ( )

1 1 12 1H H Hz M zd d= 	

( ) ( )3 2F F Fz M zd d= 	

)23(( ) ( )
2 2 24 3H H Hz M zd d= 	

اند.در پیوست ذکر شدهMFو MH1 ،MH2روابط 
آید.بدست می) 24(به فرم رابطهS) ماتریس کلی 23با ترکیب روابط (

)24(( ) ( )
2 1 2 14 1 ,		H H H F Hz S z S M M Md d= =

اعمال شرایط مرزي سطوح بالا و پایین-3-3
) 11) براي ورق ساندویچی نوع الف و یا روابط (21) و (11روابط (با توجه به 

) ) براي ورق ساندویچی نوع ب، و اعمال شرایط سطوح بالا و پائین، 24و 
آید.) بدست می25معادله نهایی به فرم رابطه (

)25(

( )
( )
( )

12 13 14 1

52 53 54 1

62 63 64 1

0
0

mnP s s s U z
s s s V z
s s s W z

é ù é ù- é ù
ê ú ê úê ú=ê ú ê úê ú
ê ú ê úê úë ûë û ë û 	

) )) و بدست آوردن 25با حل معادلۀ  )1U z ،( )1V z و( )1W z و استفاده از
) براي 20محاسبه شده و با استفاده از روابط (δ(z1)شرایط سطح پایین، بردار 

δ(z3)و δ(z2)) براي ورق ساندویچی نوع ب، 23ورق ساندویچی نوع الف و (
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کاملاً مشخص δ(z))، 20) و (19نیز بدست آمده و با قرار دادن در معادلات (
) حل استاتیکی خمش ورق 13در (δ(z)شده است. سپس با قرار دادن بردار 

کامل خواهد شد.

	حل ارتعاشی- 4
) است.26شرایط سطحی در این تحلیل به صورت رابطه (

)26(0 z ,h= در 	 0,	z xz yzs t t= = = 	

کند.هاي ساده را ارضا میگاهشرایط تکیه) 27هاي فوریۀ رابطه (بسط

( ) ( ) ( ) ( )sin sin i t
x x m np x p ez y ws s=

( ) ( ) ( ) ( )sin sin i t
y y m np x p ez y ws s=

( ) ( ) ( ) ( )sin sin i t
z z m np x p ez y ws s=

( ) ( ) ( ) ( )cos sin i t
xz xz m np x p yz e wt t= 	

( ) ( ) ( ) ( )sin cos i t
yz yz m np x p yz e wt t= 	

( ) ( ) ( ) ( )cos cos i t
xy xy m np x p yz e wt t= 	

( ) ( ) ( ) ( )cos sin i t
m nu U p x p y ez w= 	

( ) ( ) ( ) ( )cos cos i t
m nv V p x p y ez w= 	

)27(( ) ( ) ( ) ( )sin sin i t
m nw W p x p y ez w= 	

) در 27زمان است. با اعمال روابط (tفرکانس طبیعی ورق و ωدر روابط فوق 
اند.) بدست آمده28)، معادلات فضاي حالت به فرم رابطه (10) و (8روابط (

2
,z z m xz n yzp p Ws t t rw= + -

( )
,

2 1
z xz mU p W

E
n

t
+

= -

	

( )( )
( ),

1 1 2
1 1 1z z n mW p U p V

E
n n n n

s
n n n

+ -
= + +

- - -
	

( )
2 2

,

2

1 1 1 2 2 1

									

m m n m n
xz z z

p p p Ep pE U V

U

n
t s

n n n n

rw

æ ö
= - + + +ç ÷

- + - -è ø
-

	

)28(
( )

2 2

,

2

1 1 2 1 2 1

									

n m n m n
yz z z

p p p Ep pE V U

V

n
t s

n n n n

rw

æ ö
= - + + +ç ÷- + - -è ø
-

	

با انجام روند حل مانند آن چه در حل استاتیکی توضیح داده شد، و نهایتاً 
) بدست آمده است.29) رابطه رابطه (26اعمال شرایط سطحی (

)29(

( )
( )
( )

12 13 14 1

52 53 54 1

62 63 64 1

0
0
0

s s s U z
s s s V z
s s s W z

é ùé ù é ù
ê úê ú ê ú= ê úê ú ê ú
ê úê ú ê úë û ë û ë û 	

وجود جواب غیر صفر براي دستگاه معادلات همکن فوق صفر بودن شرط 
	دترمینان ضرایب است:

)30(0S =

هاي طبیعی ورق ساندویچی تعیین می شود.) فرکانس30از حل معادله (

نتایج عددي و بحث- 5
براي نشان دادن صحت و دقت محاسبات، در این بخش نتایج عددي در قالب 

هاي مختلف ارائه شده است. نتایج شامل نمودار و جدول براي مسائل و جنس
باشد، که در هر دو حل اعتبارسنجی با دو بخش استاتیکی و ارتعاشی می

توجه به نتایج در مقالات معتبر انجام گرفته است. نتایج براي دو نوع ورق 
که سهم هسته اي ها به گونهساندویچی الف و ب با انواع نسبت ضخامت لایه

در ضخامت کل ورق تغییر کند، محاسبه شده است. اگر نسبت ضخامت هسته 
) و یا اگر نسبت ضخامت هسته 1-8-1باشد ورق ساندویچی (1به 8به رویه 
گذاري شده است.) نام1-2-1باشد ورق ساندویچی (1به 2به رویه 

نتایج حل استاتیکی-5-1
، با Alو Al2O3نمونه از مواد سرامیک و فلز ،در ارائه نتایج عددي به عنوان 

	) استفاده شده است.31مشخصات رابطه (

)31(

380	GPa,				 70		GPa,			 .3c mE E n= = = 	

*	,			 	,				iji
i i

U zU z
Pa PK h

s
s= = = 	

	باشد.میGPa	1	=	K*و *P0/K	=	Pکه در آن 
هاي فوریه را در حل تحلیلی که ارائه شده است، تعداد جملات سري

جابجایی 3نتیجه سري به جواب نهایی همگرا شود. در شکل افزایش داده تا 
تنش برشی عرضی در نقطه 4) و در شکل y=b/2	x=a/2,عرضی در نقطه (

)x=0,	y=b/2هاي ) همگرایی حل تحلیلی به ازاي افزایش تعداد جملات سري
) نوع ب نشان داده شده است. ملاحظه 1- 8- 1فوریه براي یک ورق ساندویچی (

تواند متفاوت هاي مختلف میها و تنشتعداد جملات براي جابجاییشود می
تر همگرا شده است.باشد، خیز نسبت به تنش قائم عرضی بسیار سریع

	
) 1-8-1براي ورق ساندویچی (wبعد بیهمگرایی جابجایی عرضی 3شکل

L/h=10نوع ب با 

	
) 1-8- 1براي ورق ساندویچی (xztبعد همگرایی تنش برشی عرضی بی4شکل

L/h=10نوع ب با 

( )
,

2 1
z yz nV p W

E
n

t
+

= -
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و ]5[اي که درمراجع براي بررسی صحت حل ارائه شده، شرایط مسأله
آمده است، در نظر گرفته و نتایج تحقیق حاضر با نتایج مقالات مذکور ]15[

) با هسته از جنس مواد 1-8-1مقایسه شده است. یک ورق ساندویچی (
هاي همگن (نوع ب) که در سطح فوقانی خود تحت یک مدرج تابعی و رویه

1ي عرضی سینوسی قرار گرفته، در نظر گرفته شده است. جدول نیرو
بعد در نقطۀ مرکزي سطح میانی ورق تغییرات جابجایی عرضی بی

)x=a/2,	y=b/2,	z=h/2بعد در نقطه با مختصات ) و تنش برشی عرضی بی
)x=a/2,	y=b/2,	z=h/6دهد. مقایسه نتایج همخوانی خوبی را ) را نشان می

لازم به ذکر است که تفاوت نتایج، به خاطر نوع تئوري مورد دهد. نشان می
بعد تغییرات جابجایی عرضی بی5استفاده در مراجع مذکور می باشد. شکل 

دهد. فرض شده است ورق ساندویچی نوع بعدرا نشان میبرحسب ضخامت بی
) است و تحت L/h=10) و نسبت طول به ضخامت (P=2ب با شاخص توان (

شود با افزایش باشد. مشاهده میعرضی در سطح فوقانی میبار یکنواخت 
6یابد. در شکل سهم هسته در ضخامتکل ورق، میزان خیز ورق کاهش می

هاي نازك و ضخیم آمده است. بعد عرضی براي ورقتوزیع جابجایی بی
شود، تغییرات جابجایی در راستاي تر میشود که هرچه ورق نازكملاحظه می

zدهد و رشد چشمگیري را دارد. توزیع تنش تري را نشان میمقادیر بزرگ
دیده 7هاي مختلف ورق در شکل برشی عرضی براي نسبت طول به ضخامت

شود. از این نمودار پیداست هرچه نسبت طول به ضخامت بیشتر باشد، می
شود در همه شود. همچنین مشاهده میتنش برشی بیشتري به ورق وارد می

رشی در ابتدا و انتها صفر است (ارضاي شرایط سطحی) و ها تنش بمنحنی
بیشترین تنش برشی به سمت سطح بالا متمایل شده است، این به خاطر نوع 

دهدکه نیز به وضوح نشان می8توزیع مواد در لایۀ مدرج تابعی است. شکل 
تغییرات تنش نرمال طولی در نزدیکی سطح بالا نسبت به سطح پایین بیشتر 

شود که تآثیر نسبت طول به ضخامت در این همچنین دیده میمی باشد.
اثر نسبت 9هاي نازك می باشد. شکل هاي ضخیم بیشتر از ورقتوزیع در ورق

شود در حالت دهد. بطوري که دیده میمنظر در خیز جانبی ورق را نشان می
مربعی خیز عرضی داراي بیشترین مقدار بوده و با افزایش نسبت طول به 

کاملاً مشخص 11و 10هاي یابد. در شکلورق، خیز عرضی کاهش میعرض
است که با افزایش نسبت طول به عرض، تنش برشی و تنش نرمال طولی 

تغییرات جابجایی عرضی تنش و تغییر مکان 12یابد. در شکل کاهش می
هاي توانی مختلف ورق ساندویچی نوع الف برحسب ضخامت براي شاخص

شود در اثر افزایش مقدار شاخص توان جابجایی حظه میرسم شده است. ملا
یابد.بعد کاهش میعرضی بی

	
هاي مختلف ورق ساندویچی نوع ب براي نسبت ضخامتwنمودار تغییرات 5شکل

p=2و L/h=10به ازاي 

	
L/hبه ازاي انواع نسبت طول به ضخامت wنمودار تغییرات 6شکل

	
L/hبه ازاي انواع نسبت طول به ضخامت xztنمودار تغییرات 7شکل

	
L/hبه ازاي انواع نسبت طول به ضخامت xsنمودار تغییرات 8شکل

	
a/bبه ازاي انواع نسبت طول به عرض wنمودار تغییرات 9شکل

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
93

.1
4.

10
.1

1.
8 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

23
 ]

 

                             6 / 10

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1393.14.10.11.8
https://mme.modares.ac.ir/article-15-5028-en.html


بیگلومحسن علیزاده و اکبر علیبعديارتعاشات آزاد ورق ساندویچی مدرج تابعی با استفاده از تئوري الاستیسیته سهتحلیل استاتیکی و 

	

10201شماره ،14، دوره 1393دي مهندسی مکانیک مدرس، 
	

	
a/bبه ازاي انواع نسبت طول به عرض xztنمودارتغییرات 10شکل

	
a/bبه ازاي انواع نسبت طول به عرض xsنمودار تغییرات 11شکل

	
هاي توانی مختلفبه ازاي شاخصwنمودار تغییرات 12شکل

نتایج حل ارتعاشی-5-2
ارتعاشات آزاد پرداخته و اعتبار در ابتدا به بررسی صحت حل ارائه شده براي

، ]4[اي که در مقالات سنجی انجام شده است. براي این منظور شرایط مسأله
آمده است در نظر گرفته و نتایج عددي تحقیق حاضر با ]18[و ]16[، ]8[

نتایج مقالات مذکور مقایسه شده است. 

p	

ഥ߱

هاي توانی براي انواع نسبت طول به ضخامتبرحسب شاخصwمنحنی تغییرات 13شکل

a/b	

ഥ߱

هاي توانی مختلفبرحسب نسبت طول به عرض به ازاي شاخصwنمودارتغییرات 14شکل

لایه از جنس مواد مدرج تابعی در نظر نوع ورق ساندویچی و یک ورق تکدو
صورت جداگانه ها بهباشند. هر کدام از ورق) میa×b×hگرفته که داراي ابعاد (

اند.تحلیل شده
بعد به ترتیب براي یک تغییرات فرکانس طبیعی بی3و 2هاي جدول

دهد. نتایج موجود در نشان میلایه همگن و یک ورق مدرج تابعی را ورق تک
اند. در نشان داده شدهpو L/hها به ازاي مقادیر مختلف این جدول

فرکانس طبیعی براي دو نوع ورق ساندویچی ارائه شده 5و 4هاي جدول
اي بین نتایج حاصل از حل تحلیلی و نتایج مقالات توان مقایسهاست. می

قت بسیار خوبی بین نتایج پژوهش مذکور را داشت. نتایج ارائه شده، مطاب
تغییرات فرکانس طبیعی 13دهد. در شکل حاضر و نتایج مقالات را نشان می

) براي ورق ساندویچی نوع ب را L/hبعد برحسب شاخص توان و نسبت (بی
یابد، در توان دید. با افزایش شاخص توان فرکانس طبیعی افزایش میمی

باشد و تقریباً از مقدار عی بسیار شدید میمقادیر کم آن تغییرات فرکانس طبی
p=10 با افزایشp فرکانس طبیعی تغییرات بسیار اندکی دارد. مشاهده

.شکل L/hشود با افزایش (می 14) فرکانس طبیعی ورق افزایش یافته است 
دهد. از این نمودار اثر نسبت طول به عرض ورق را در فرکانس پایه نشان می

بعد افزایش ش نسبت طول به عرض فرکانس طبیعی بیپیداست که با افزای
تر چشمگیري دارد. ورق مربعی کمترین فرکانس طبیعی را دارد و با باریک

یابد.شدن ورق، فرکانس افزایش می
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بیگلواکبر علیو محسن علیزادهبعديتحلیل استاتیکی و ارتعاشات آزاد ورق ساندویچی مدرج تابعی با استفاده از تئوري الاستیسیته سه

10شماره ،14، دوره 1393دي مهندسی مکانیک مدرس، 202

	

گیرينتیجه- 6
هاي ساندویچی در این پژوهش به بررسی رفتار استاتیکی و ارتعاشات آزاد ورق

هاي از هاي همگن و یا رویهبعی و رویهمستطیلی متشکل از هسته مدرج تا
جنس مواد مدرج تابعی و هسته همگن پرداخته شده است. در لایه مدرج 

اند و از تابعیت توزیع توانی بندي شدهتابعی، مواد در راستاي ضخامت درجه
گاهی ساده تحت فشار با توزیع یکنواخت کنند. ورق با شرایط تکیهپیروي می

اشد. با افزایش سهم هسته در ضخامت کل ورق ببر سطح فوقانی می

طور تنش کمتري یابد و همینساندویچی نوع ب، میزان خیز ورق کاهش می
شود. هرچه نسبت طول به ضخامت ورق افزایش یابد، تنش را نیز متحمل می

هاي نرمال و برشی و جابجایی و خیز افزایش یافته و ورق دامنه تغییرات تنش
تر یا به عبارتی گاه سفتاهد داشت. هرچه ورق در تکیهطولی بیشتري را خو

محدودتر باشد فرکانس طبیعی بیشتري را متحمل خواهد شد. با افزایش 
)L/h و نازکتر شدن یا افزایش نسبت طول به عرض ورق، فرکانس طبیعی (

افزایش یافته خواهد یافت.

) نوع ب تحت بار سینوسی1-8-1در مرکز ورق ساندویچی (xztبعد و تنش برشی عرضی بیwبعد عرضی بیتغییرات جابجایی1جدول 

P	 	 τxz(h/6)	 	 W(0)	
	 L/h	 4	 10	 100	 	 4	 10	 100	
0	 	حل حاضر 2375/0	 2382/0	 2384/0	 	 4201/0	 3684/0	 3579/0	
	 	منبع[15] 2208/0	 2227/0	 2228/0	 	 4447/0	 3711/0	 3568/0	

5/0	 	حل حاضر 2565/0	 2564/0	 2564/0	 	 5744/0	 5128/0	 5002/0	
	 	منبع[15] 2246/0	 2581/0	 2585/0	 	 6168/0	 5277/0	 5058/0	
1	 	حل حاضر 2612/0	 2604/0	 2602/0	 	 6967/0	 6218/0	 6065/0	
	 	منبع[15] 2745/0	 2789/0	 2795/0	 	 7417/0	 6305/0	 6092/0	
	 	منبع[5] 2613/0	 2605/0	 2603/0	 	 7628/0	 6324/0	 6072/0	
4	 	حل حاضر 2396/0	 2397/0	 2397/0	 	 9958/0	 8172/0	 7804/0	
	 	منبع[15] 2696/0	 2747/0	 2753/0	 	 0371/1	 8199/0	 7784/0	
	 	منبع[5] 2429/0	 2431/0	 2432/0	 	 0934/1	 8321/0	 7797/0	
10	 	حل حاضر 2269/0	 2297/0	 2303/0	 	 1231/1	 8629/0	 8098/0	
	 	منبع[15] 1995/0	 2034/0	 2039/0	 	 1752/1	 8645/0	 8050/0	
	 	منبع[5] 2150/0	 2174/0	 2179/0	 	 2232/1	 8753/0	 8077/0	

براي ورق تک لایه ایزوتروپبعد هفت مود اول فرکانس طبیعی بی2جدول 

L/h	 	روش حل
	مود

1,1	 1,2	 2,1	 2,2	 1,3	 3,1	 2,3	 3,2	
1000	 	حل حاضر 7391/19	 3476/49	 3476/49	 9557/78	 6943/98	 6943/98	 3019/128	 3019/128	
	 	منبع[16] 7391/19	 3476/49	 3476/49	 9557/78	 6943/98	 6943/98	 3020/128	 3020/128	
100	 	حل حاضر 7323/19	 3049/49	 3049/49	 8465/78	 5238/98	 5238/98	 0141/128	 0141/128	
	 	منبع[16] 7322/19	 3045/49	 3045/49	 8456/78	 5223/98	 5223/98	 0120/128	 0120/128	
10	 	حل حاضر 0901/19	 6193/45	 6193/45	 1041/70	 4875/85	 4875/85	 3698/107	 3698/107	
	 	منبع[16] 0850/19	 5957/45	 5957/45	 0595/70	 4315/85	 4315/85	 3040/107	 3040/107	
5	 	حل حاضر 5260/17	 4827/38	 4827/38	 7871/55	 9960/66	 9960/66	 8704/79	 8704/79	
	 	منبع[16] 5149/17	 4722/38	 4722/38	 8358/55	 1207/66	 1207/66	 1637/80	 1637/80	

(Al/Al2O3)	براي ورق تک لایه مدرج تابعی بعد فرکانس طبیعی بی3جدول 

L/h	 p	 	حلروش 
	مود

1	 2	 3	 4	 5	
10	 0	 	حل حاضر 7769/5	 8050/13	 8050/13	 4833/19	 4833/19	
	 	 	منبع[18] 779/5	 81/13	 81/13	 48/19	 48/19	
	 1	 	حل حاضر 4277/4	 6307/10	 6307/10	 2008/16	 2008/16	
	 	 	منبع[18] 428/4	 63/10	 63/10	 20/16	 20/16	
	 5	 	حل حاضر 7665/3	 9159/8	 9159/8	 6303/12	 6303/12	
	 	 	منبع[18] 774/3	 931/8	 931/8	 64/12	 64/12	
5	 0	 	حل حاضر 3036/5	 7417/9	 7417/9	 6454/11	 6454/11	
	 	 	منبع[18] 304/5	 742/9	 742/9	 65/11	 65/11	
	 1	 	حل حاضر 1004/4	 0887/8	 0887/8	 1097/9	 1097/9	
	 	 	منبع[18] 100/4	 089/8	 089/8	 108/9	 108/9	
	 5	 	حل حاضر 4004/3	 2927/6	 2927/6	 3348/7	 3348/7	
	 	 	منبع[18] 405/3	 296/6	 296/6	 344/7	 344/7	
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(Al/Al2O3)	ورق ساندویچی نوع الف از جنس ، بعدمود اول فرکانس طبیعی بی4جدول 

L/h	 	 1-1-1	 	 1-2-1	 	 1-2-2	
	 P	 0	 5/0	 1	 5	 	 5/0	 1	 5	 	 5/0	 1	 5	
5	 	حل حاضر 6737/1	 4126/1	 2682/1	 9866/0	 	 4699/1	 3534/1	 1177/1	 	 4459/1	 3143/1	 0545/1	
	 	منبع[4] 6774/1	 4219/1	 2778/1	 9886/0	 	 4696/1	 3536/1	 1192/1	 	 4455/1	 3144/1	 05566/1	
	 	منبع[8] 6771/1	 4218/1	 2777/1	 9980/0	 	 4694/1	 3534/1	 1190/1	 	 4454/1	 3143/1	 0561/1	
10	 	حل حاضر 8097/1	 5101/1	 3439/1	 0335/1	 	 5773/1	 4415/1	 1752/1	 	 5499/1	 3977/1	 1093/1	
	 	منبع[4] 8269/1	 5214/1	 3553/1	 0453/1	 	 5767/1	 4414/1	 1757/1	 	 5493/1	 3976/1	 1093/1	
	 	منبع[8] 8268/1	 5213/1	 3552/1	 0455/1	 	 5768/1	 4415/1	 1757/1	 	 5494/1	 3977/1	 1100/1	
100	 	حل حاضر 8694/1	 5483/1	 3731/1	 0511/1	 	 6198/1	 4757/1	 1969/1	 	 591/1	 4301/1	 1301/1	
	 	منبع[4] 8884/1	 5605/1	 3852/1	 0511/1	 	 6192/1	 4756/1	 1970/1	 	 5904/1	 4300/1	 1303/1	
	 	منبع[8] 8883/1	 5605/1	 3851/1	 0631/1	 	 6192/1	 4756/1	 1970/1	 	 5904/1	 4299/1	 1302/1	

)Al/Al2O3بعد، ورق ساندویچی نوع ب از جنس (مود اول فرکانس طبیعی بی5جدول

L/h	 	 1-1-1	 	 1-2-1	 	 1-2-2	

	 P	 0	 5/0	 1	 5	 	 5/0	 1	 5	 	 5/0	 1	 5	
5	 	حل حاضر 0832/1	 1479/1	 1687/1	 2192/1	 	 1645/1	 1939/1	 2656/1	 	 2017/1	 2413/1	 3307/1	

	 	منبع[8] 0893/1	 1511/1	 1701/1	 2162/1	 	 1663/1	 1952/1	 2712/1	 	 2031/1	 2421/1	 3312/1	
10	 	حل حاضر 2065/1	 2396/1	 2539/1	 2991/1	 	 2163/1	 2803/1	 3511/1	 	 2861/1	 3236/1	 4182/1	

	 	منبع[8] 2087/1	 2392/1	 2526/1	 2935/1	 	 2598/1	 2806/1	 3513/1	 	 2865/1	 3238/1	 4180/1	
100	 	حل حاضر 2615/1	 2774/1	 2884/1	 3306/1	 	 2796/1	 315/1	 3831/1	 	 3200/1	 3560/1	 4523/1	

	 	منبع[8] 2616/1	 2751/1	 2854/1	 3239/1	 	 2796/1	 3148/1	 3825/1	 	 3198/1	 3559/1	 4519/1	
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