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اي محصور در اي با فرکانس بالا توسط نانو حفره استوانهصفحهبرون	الاستیکدر مطالعه حاضر، میدان الاستودینامیک ناشی از تفرق موج برشی
ي اهاي کوپل را در معادلات پایههایی که اثر تنشدست آمده است. در تئوريهاي کوپل بهتنشاثر نظر گرفتن نهایت، با درمحیط الاستیک بی

ها توانایی توصیف تأثیر شود و به این ترتیب این تئوريگیرند، پارامتري از جنس طول به نام طول مشخصه ماده وارد محاسبات میدر نظر می
هاي بالا هاي میکرو و نانو را دارند. همچین، بر خلاف تئوري کلاسیک الاستیسیته که قادر به توصیف پراکنش موج در فرکانسسایز در مقیاس
ها قابل توصیف است. در این مطالعه، میدان الاستودینامیک اطراف حفره در این تئوريي عملیهاشده در آزمایشهاي مشاهدهنیست، پراکنش

اند، هاي کوپل را لحاظ کردهاي که اثر تنشتئوريدوبا درنظر گرفتن معادله حرکت و رابطه پراکنش موج و همچنین شرایط مرزي مناسب در
عنوان موردهاي ها ارائه شده است و بهدست آمده است. همچنین ضریب تمرکز تنش دینامیکی اطراف حفره در این تئوريت تحلیلی بهصوربه

دست تنش کوپل بههايخاص، نتایج حاصل از تحلیل دینامیکی در تئوري کلاسیک الاستیسیته و ضریب تمرکز تنش استاتیکی در تئوري
سطح مقطع تنش کوپل به سایز مشخصهها، تأثیر فرکانس موج ورودي و همچنین نسبت طولشده در این تئوريارائههاي است. با نمونهآمده

جایی و ضریب تمرکز تنش دینامیکی در اطراف حفره بررسی شده و با نتایج حاصل از تئوري کلاسیک حفره روي میدان تنش، میدان جابه
است.الاستیسیته مقایسه شده
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	 In	 the	 present	work,	 the	 elastodynamic	 field	 of	 the	 scattering	 of	 an	 anti-plane	 high	 frequency	
elastic	 shear	wave	due	 to	an	embedded	nano	 cylindrical	 cavity	 in	an	 infinite	 elastic	medium	 is	
obtained	by	 considering	 the	effects	of	 couple-stresses.	 In	 the	 theories	accounting	 the	 effects	of	
couple-stresses	 in	 their	 formulations,	 a	new	characteristic	 length	of	material	 is	 introduced	 into 	
the	formulations	which	enables	them	to	capture	size	effect	at	micro	and	nano	scale.	Also,	contrary	
to	 classical	 continuum	 theory	which	 has	 difficulties	 in	 describing	 dispersion	 of	wave	 at	 high	
frequencies,	observed	dispersive	wave	in	experiments	can	be	explained	in	the	framework	of	these	
theories.	 In	 this	work,	 the	analytical	expressions	of	elastodynamic	 fields	around	 the	 cavity	are	
obtained	 by	 considering	 equation	 of	 motion,	 dispersion	 relation	 and	 appropriate	 boundary	
conditions	in	the	framework	of	two	theories	considering	couple-stresses.	Also,	the	dynamic	stress	
concentration	factor	around	the	cavity	within	these	theories	is	obtained,	and,	as	a	 limiting	case,	
the	results	of	two	cases	of	dynamic	stress	concentration	factor	in	classical	theory	as	well	as	static	
stress	 concentration	 factor	 in	 couple	 stress	 theories	 are	 recovered.	 In	 the	 framework	 of	 these	
theories,	by	several	examples,	 the	effects	of	 frequency	of	 incident	wave	and	 the	ratio	of	couple	
stress	characteristic	length	to	the	size	of	the	cross	section	of	the	cavity	on	the	displacement	field,	
stress	field	and	dynamic	stress	concentration	factor	around	the	cavity	are	studied,	and	the	results	
are	compared	with	the	corresponding	classical	solutions.	
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مقدمه- 1
ضعف تئوري کلاسیک الاستیسیته در بررسی رفتار مواد در مقیاس میکرو و 

هاي بالا هنگامی که طول ي انتشار موج در فرکانسنانو، و همچنین پدیده

شود، به خوبی شناخته شده موج با طول میکرو ساختار مواد قابل مقایسه می
توان به فقدان هاي تئوري کلاسیک الاستیسیته میفاست. از جمله ضع

اشاره هاي کوچک توانایی توصیف تأثیر سایز در خصوصیات مواد در مقیاس
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است که خصوصیات ذاتی هاي عملی مشاهده شده کرد. در بسیاري از آزمایش
[هاي میکرو و نانو تابع اندازهمواد در مقیاس ]، 1آن نمونه از ماده است، 

هاي عملی دیده هاي بالا که در آزمایشپراکنش موج در فرکانسهمچنین 
	] در تئوري کلاسیک الاستیسیته قابل توصیف نیست.3،2اند [شده

هاي مرتبه بالاتر محیط پیوسته با وارد کردن ثوابتی جدیدي از تئوري
جنس طول در فرمولاسیون، قادر به توصیف رفتار مواد در مقیاس میکرو و 

شده بالاست. در تئوري ارائههايهمچنین پراکنش موج در فرکانسنانو و 
بر سه درجه آزادي ]، در هر نقطه از ماده علاوه4توسط برادران کسرات [

است و به این انتقالی، سه درجه آزادي چرخشی نیز در نظر گرفته شده
شود.بر ماکرو چرخش، میکرو چرخش نیز وارد فرمولاسیون میترتیب علاوه

[ت ] کامل 5ئوري برادران کسرات پس از حدود نیم قرن توسط ارینگن 
ها میکرو چرخش و شد و با عنوان تئوري میکروپولار ارائه شد. در این تئوري

هاماکرو چرخش با یکدیگر برابر نیست، به این معنی که میکرو چرخش
یا شوند. در تئوري کسرات جایی کل در نظر گرفته میمستقل از میدان جابه

مواد ایزوتروپیک در تئوري کلاسیک الاستیسیته، بر دو ثابتمیکروپولار علاوه
شوند، که تعداد چهار ثابت جدید وارد فرمولاسیون تابع انرژي کرنشی می

کنند.گاهی محاسبات و درنتیجه کار کردن با این تئوري را پیچیده می
ي کسرات، با یکسان قرار دادن ماکرو چرخش و میکرو چرخش در تئور

] ارائه شده است. در تئوري 6تئوري تنش کوپل توسط میندلین و تیرستن [
آید. تعداد دست میجایی بهتنش کوپل، میکرو چرخش از میدان جابه

یابد. در شده در این فرمولاسیون به دو عدد کاهش میواردهاي اضافیثابت
طول مشخصه تنش این تئوري ثابتی از جنس طول که در این مقاله با عنوان 

[کوپل نام برده شده است، وارد فرمولاسیون می ] روابط 6شود. در مرجع 
خلاف است. در واقع برهاي بالا ارائه شدهمربوط به پراکنش موج در فرکانس

تئوري کلاسیک الاستیسیته که سرعت موج در مواد همگن همواره، در هر 
سرعت موج در ماده در فرکانسی، مقدار ثابتی است، در تئوري تنش کوپل

هاي بالا مقدار ثابتی نداشته و وابسته به فرکانس است. وابستگی فرکانس
شود. در تئوري تنش کوپل سرعت موج به فرکانس، پراکنش موج نامیده می

بر کرنش به گرادیان چرخش نیز وابسته است، ولی انرژي انرژي کرنشی علاوه
شود. در تئوري تنش کوپل میجنبشی مانند تئوري کلاسیک درنظر گرفته

]، تنها قسمت انحرافی تانسور تنش کوپل وارد فرمولاسیون 6شده در [ارائه
ماند. به میشود و قسمت کروي تانسور تنش کوپل نامشخص باقیاي میپایه

نامیده است. 1] آن را تئوري تنش کوپل نامشخص5همین دلیل ارینگن [
را ارائه 2شده] تئوري تنش کوپل اصلاح7[براي نخستین بار یانگ و همکاران 

کردند که در این تئوري تانسور تنش کوپل متقارن است.
] انجام 8در مطالعاتی که به تازگی توسط حاج اسفندیاري و دارگوش [

متقارن است، قسمت که تانسور تنش کوپل همواره پادشده است، با اثبات این
ده است و به این ترتیب تئوري کروري تانسور تنش کوپل برابر با صفر ش

جدید تنش کوپل ارائه شده است که در رابطه انرژي کرنشی آن براي مواد 
هاي موجود در تئوري تر از ثابتهمگن و ایزوتروپیک فقط یک ثابت اضافه

] تئوري تنش کوپل 8کلاسیک الاستیسیته وجود دارد. تئوري ارائه شده در [
نامیده شده است.3سازگار

هاي مرتبه بالاتر محیط هاي استایکی متفاوتی در تئوريمسألهتاکنون
توان به مطالعه شجاع و قاضی ها میاست. از جمله آنپیوسته بررسی شده

[9سعیدي [ ] ناهمگنی 6] اشاره کرد که در آن، توسط تئوري تنش کوپل 
																																																																																																																																											
1-	Indeterminate	couple	stress	theory	
2-	Modified	couple	stress	theory	
3-	Consistent	couple	stress	theory

نهایت پیزوالکتریک تحت بارگذاري اي دایروي محصور در محیط بیاستوانه
اي بررسی شده است.اتیکی برون صفحهاست

میدان تنش و ]10[اي لوباردا در شرایط بارگذاري استاتیکی برون صفحه
اي دایروي را در تئوري ضرایب تمرکز تنش استاتیکی حول ناهمگنی استوانه

دست آورده و اثر سایز ناهمگنی را بر میدان تنش و میدان ] به6تنش کوپل [
است.جایی بررسی کرده جابه

با استفاده از تئوري ]11[اي استاتیکی، هفت برادران و شجاع در مسأله
اي بیضوي شکل در هاي استوانه] به بررسی اثر سایز ناهمگنی6تنش کوپل [

اند و به این ترتیب اثر میدان تنش اطراف ناهمگنی در مقیاس نانو پرداخته
آن نیست در تئوري سایز را که تئوري کلاسیک الاستیسیته قادر به توصیف 

اند.شده مشاهده کردهیاد
] 	روي رفتار	اندازه	به	وابستگی	شدید	] اثر12توسط صادقی و همکاران 

الکترواستاتیک در تئوري تنش 	تحریک	با	میکروتیرهاي	دینامیکی	و	استاتیکی
.است	شده	مطالعه	شدهکوپل اصلاح

نهایت نیمه بیهاي دینامیکی، انتشار موج رایلی در محیطدر مورد مسأله
با استفاده از تئوري ]14[و جورجیادیس و همکاران ]13[توسط اوتسون 

ها با ] بررسی شده است. با مقایسه نتایج حاصل از این بررسی6تنش کوپل [
نتایج آزمایشگاهی مشابه، در این مقالات بر لزوم استفاده از تئوري تنش کوپل 

ته در مسائلی که موج با فرکانس و فقدان توانایی تئوري کلاسیک الاستیسی
یابد، تأکید شده است.بالا در محیط انتشار می

] با اضافه کردن ترم میکرو اینرسی 15همچنین شجاع و همکاران [
]، مسأله پراکندگی موج توسط میکرو و نانو 6چرخشی به تئوري تنش کوپل [

اند. با وارد هنهایت را مورد بررسی قرار دادفیبر محصور در محیط الاستیک بی
بر طول مشخصه کردن اثر میکرو اینرسی چرخشی در فرمولاسیون، علاوه

تنش کوپل یک طول مشخصه دینامیکی جدید مربوط به اینرسی میکرو ذرات 
وارد فرمولاسیون شده است و به این ترتیب اثر این دو طول مشخصه بر 

بررسی شده است.4میدان تنش و سطح مقطع تفرق
هاي نانو مستطیلی تابعی مدرج در محیط ش آزاد ورقتحلیل ارتعا

شده توسط بخششی و کارگیري تئوري تنش کوپل اصلاححرارتی با به
] مورد مطالعه قرار گرفته است و تأثیر پارامترهاي مخلف از 16خورشیدي [

هاي طبیعی ورق جمله نسبت ضخامت ورق به ثابت طول ماده بر فرکانس
ه است.مورد ارزیابی قرار گرفت

دست آوردن میدان الاستودینامیک ناشی از در مطالعه حاضر، هدف به
اي با مقطع اي استوانهتوسط حفرهايصفحهپراکندگی موج برشی برون

در مقیاس میکرو و نانو است و موج با فرکانس بالا که طول موج آن دایروي
الاستیسیته شود که تئوري کلاسیکدر مقیاس میکرو و نانو است، بررسی می

تنش کوپل، هايبراي توصیف آن کامل نیست. به این منظور، روابط در تئوري
]، ارائه شده است و در نتیجه طول مشخصه تنش کوپل وارد معادلات 8،6[

شود.حاکم بر مسأله می
مواد همچنان موضوع شایان یاد است که تعیین دقیق طول مشخصه

ت و مقدار آن به طور دقیق براي تمامی بسیاري از تحقیقات در این زمینه اس
هاي عددي که سازيها و مدلاست. با این حال، آزمایشمواد محاسبه نشده 

گر این مطلب است که طول مشخصه براي است بیانتاکنون انجام گرفته 
] طور که در ادامه]. همان17بسیاري از مواد در مقیاس میکرو و نانو است 

و نمودارهاي نشان است، در روابط استفاده شدهده شدهمطالعه حاضر نشان دا
بعد طول مشخصه بیمقدارپارامتر ، پارامتر شعاع حفره توسط داده شده

																																																																																																																																											
4-	Scattering	cross	section
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شود و به این ترتیب شعاع حفره در حدود طول مشخصه تنش کوپل که می
است. همچنین براي در مقیاس میکرو و یا نانو است، در نظر گرفته شده 

شده در محیط اند موجب پراکندگی موج ورودي منتشرکه حفره بتوآن
(در مقیاس میکرو و یا بی نهایت شود، طول موج باید در حدود شعاع حفره 

نانو) باشد. به این ترتیب موج باید با فرکانس بالا در محیط انتشار یابد.
پراکنش موج برشی ارائه شده حرکت و رابطهدر این مطالعه، معادله

شده توسط حفره محصور در محیط جایی موج متفرقجابهاست و میدان
[الاستیک بی ] و تئوري 6نهایت با استفاده از تئوري تنش کوپل نامشخص 

دست آمده است. همچنین، تأثیر صورت تحلیلی به] به8تنش کوپل سازگار [
طول مشخصه تنش کوپل بر میدان تنش در اطراف حفره و ضریب تمرکز 

] 8شده در [] و همچنین تئوري ارائه6تئوري تنش کوپل [تنش دینامیکی در 
شده، نتایج حاصل از این تحقیق براي دو هاي ارائهدر مثالشده است.بررسی

اند. در حالت نخست فرکانس خیلی کوچک در مورد خاص نیز بررسی شده
شود، و نتایج شود و بارگذاري به حالت استاتیکی نزدیک مینظر گرفته می

] در 10استاتیکی تحقیق لوباردا [آمده با نتایج حاصل از مسألهدست به
شود. همچنین براي حالت دوم، شعاع حفره ] مقایسه می6تئوري تنش کوپل [

شود و تر در نظر گرفته مینسبت به طول مشخصه تنش کوپل بسیار بزرگ
ه دینامیکی مشابه در تئوري کلاسیک کنتایج حاصل با نتایج حاصل از مسأله

	شوند.] ارائه شده است، مقایسه می18توسط ارینگن [[

فرمولاسیون تئوري تنش کوپل- 2
اي در تئوري تنش کوپلروابط پایه-2-1

در شود.طور خلاصه ارائه می] به6[در ابتدا فرمولاسیون تئوري تنش کوپل 
، با هم مساوي و برابر کرل این تئوري، میکرو چرخش و ماکرو چرخش 

	.]6[شوند، )، در نظر گرفته می1، در رابطه (جایی جابهمیدان 

)1(=
1
2
∇ × 	

(همان و بردار ممان ) مشخص است بردار کششی،2طور که در روابط 
صورت روابط کوشی بهبر یک سطح با بردار عمود بر سطح کششی

	ترتیب با تانسور تنش،به 	در ارتباط است.و تانسور تنش کوپل 	
=	الف)-2( ∙ 	

=	ب)-2( ∙ 	

ها معادلات تعادل نیرو و ممان در تئوري تنش کوپل در غیاب نیرو و ممان
) است.3صورت روابط (ترتیب بهحجمی به

∇الف)-3( ∙ = 	 ̈ 	

∇	ب)-3( ∙ +
&
´ = 0	

واحد و چگالی ماده است، ترتیب تانسور بهو الف و ب)، -3در روابط (
´«همچنین عملگر 

&
) تعریف 4صورت رابطه (بهو بین دو تانسور نوعی » 

شود.می
)4(

&
´ = × 	

بردار واحد است. برخلاف تئوري کلاسیک الاستیسیته، تانسور در رابطه بالا 
صورت مجموع دو تانسور تواند بهتنش در این تئوري متقارن نبوده و می

(متقارنو پادمتقارن  الف و ب)، -3نوشته شود. با استفاده از روابط 
شود.) نوشته می5صورت رابطه (قسمت پادمتقارن تنش به

)5(	=
1
2
	 × (∇ ∙ )	

(گرادیان هاي کوچک،براي تغییر شکل تانسور کرنش و تانسور انحناء 
آیند.دست می) از بردار جابجایی به6ترتیب، توسط روابط (چرخش)، به

=	الف)- 6(
1
2

(∇ + ∇)	

=	ب)- 6(
1
2
∇∇ × 	

بر کرنش به گرادیان در تئوري تنش کوپل، چگالی انرژي کرنشی علاوه
شود.) نوشته می7صورت رابطه (وابسته است و بهچرخش نیز 

)7(	=
1
2

∶ ∶ + ∶ + 2 ∶ + ′ ⋅⋅ 	

ترتیب ثابت لمه و مدول برشی موجود در تئوري بهو در این روابط
ثوابتی هستند که در تئوري تنش کوپل وارد ′و کلاسیک است، همچنین 

) 8اند. براي مثبت معین بودن انرژي کرنشی، شرایط رابطه (فرمولاسیون شده
.]6[باید براي این ثوابت برقرار باشد 

)8(	3 + 2 > 0, > 0, > 0,− > ′ > 	

مربوط به انرژي کرنشی، روابط بین قسمت متقارن تانسوربا استفاده از رابطه
تنش و تانسور کرنش و همچنین قسمت انحرافی تانسور تنش کوپل و تانسور 

شوند.) نوشته می9صورت روابط (انحناء براي مواد ایزوتروپیک خطی به
=	الف)-9( ∶ + 2 	

=	ب)-9( 	4 + 4 ′ .	

باشد.ي تانسور انحناء میترانهادهب)، -9ي (در رابطه
]، در تمامی 6شده توسط میندلین و تیرستن [تنش کوپل ارائهدر تئوري 

شده تنها قسمت انحرافی تانسور تنش کوپل وارد فرمولاسیون روابط ارائه
ماند.شود و قسمت کروي مربوط به تانسور تنش کوپل نامشخص باقی میمی

اسفندیاري و دارگوش ارائه در تئوري تنش کوپل که به تازگی توسط حاج
]، با استفاده از شرایط مرزي و اصل کار مجازي نشان داده شده 8ت [شده اس

است که تانسور تنش کوپل تانسوري پادمتقارن است و درنتیجه قسمت کروي 
شده مشکل تانسور تنش کوپل صفر است. به این ترتیب در تئوري ارائه

نامشخص بودن تانسور تنش کوپل دیگر مطرح نیست. در این تئوري، تنها 
هاي تئوري کلاسیک الاستیسیته وارد ابت مستقل اضافه بر ثابتیک ث

	شود.فرمولاسیون می
تواند با استفاده از شرط ] می8شده در [شایان یاد است که تئوري ارائه

′ = ] 6عنوان حالت خاصی از تئوري تنش کوپل میندلین و تیرستن [به−
دست آید.به

]6[، میندلین و تیرستین ه روي هر سطح صاف با بردار عمود بر صفح

صورت روابط را بهیافته و تنش کوپل کاهشیافته بردارهاي تنش کاهش
) تعریف کردند.10(

=	الف)- 10( 	 ∙ −
1
2

× ∇( ∙ ∙ )	

=	ب)- 10( − 	 ∙ 	

معادله حرکت در تئوري تنش کوپل-2-2
-3الف) و تعادل ممان (- 3(شده و روابط تعادل نیرو با توجه به روابط ارائه

جایی در غیاب نیروها و برحسب بردار جابهحاکمحرکتب)، معادله
آید.دست می) به11هاي حجمی به صورت رابطه (ممان

)11(	(1 − ∇ )∇ +
1

1 − 2
+ ∇ ∇∇ ∙ = ̈ 	

=ضریب پواسون ماده است. همچنین شدهحرکت ارائهدر معادله ⁄ ،
شود که در تئوري حاضر وارد تنش کوپل نامیده میطول مشخصه

سازد ، این تئوري را قادر میاست. پارامتر طول مشخصه، فرمولاسیون شده
هاي کوچک و همچنین که اثر سایز در خصوصیات و رفتار مواد در مقیاس

هاي بالا، هنگامی که طول موج به میکرو ساختارهاي تفرق موج در فرکانس
هاي از جنس طور کلی، ثابتشود، را بتواند توصیف کند. بهماده نزدیک می

هاي مختلف مرتبه بالاتر محیط پیوسته وارد فرمولاسیونطول که در تئوري
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8، شماره 15، دوره 1394آبان مهندسی مکانیک مدرس، 4

	

شوند سبب وابسته به اندازه بودن خصوصیات مکانیکی و دینامیکی در می
].20،19شود [هاي بسیار کوچک میمقیاس

صورت روابط شده بهاي کوپل، تمامی روابط ارائههنظر از تنشبا صرف
شوند. در صورتی که در رابطه معادله حرکت تئوري کلاسیک تبدیل می

)، از طول مشخصه تنش کوپل 11دست آمده در تئوري تنش کوپل، رابطه (به
(صرف 	0نظر شود،  حرکت در تئوري کلاسیک به صورت رابطه ) معادله=

.]18[آیددست می) به12(

)12(	∇ +
1

1 − 2
∇∇ ∙ = ̈ 	

روابط پراکنش موج برشی در تئوري تنش کوپل-2-3
نهایت در محیط بیاي ورودي در این مطالعه، موج برشی برون صفحه

)الاستیک در فضاي  , , ) درنظر گرفته 13در رابطه (SHصورت موج به(
شود.می

)13(	= exp[ ( − )]	

ترتیب دامنه وبهو یابد، و انتشار میاین موج در راستاي محور 
عدد موج در این تئوري که با استفاده اي موج است. همچنین فرکانس زاویه

) نشان 14آن با فرکانس موج به صورت رابطه ()، رابطه11از معادله حرکت (
شود.داده می

)14(	
=

1
√2

−1 + 1 +
2

	

موج برشی در تئوري تنش » فرکانس-عدد موج«پراکنش )، رابطه14(رابطه
=کوپل است. در این رابطه  سرعت موج برشی در تئوري کلاسیک ⁄

است که همواره در هر فرکانسی مقدار ثابتی دارد که تنها وابسته به 
یابد و از فرکانس موج اي است که موج در آن انتشار میخصوصیات ماده

رودي مستقل است. به این ترتیب در تئوري کلاسیک الاستیسیته، موج و
که با تغییرات فرکانس، برشی در هر فرکانسی غیرپراکنشی است. در صورتی

شود سرعت موج ثابت نماند و افزایش یا کاهش یابد موج پراکنشی نامیده می
هاي بالا از موج هاي عملی این خاصیت در فرکانسکه در بسیاري از آزمایش

. سرعت فازي موج برشی در مواد، در تئوري تنش ]3،2[دیده شده است 
آید.) به دست می15) به صورت رابطه (14کوپل با استفاده از رابطه (

)15(	( ) = 1 + ( ) 	

بر خصوصیات طورکه مشخص است، سرعت موج برشی در این تئوري علاوههمان
)، 15س موج ورودي (عدد موج) نیز وابسته است و رابطه () به فرکانو ،ماده (

	در تئوري تنش کوپل است.» فرکانس- سرعت موج«رابطه پراکنش 
فرکانس موج در تئوري تنش کوپل در - پراکنش سرعت فازيمنحنی

طور که نشان داده شده و با حالت کلاسیک مقایسه شده است. همان1شکل 
ج در تئوري کلاسیک الاستیسیته براي مشخص است برخلاف سرعت ثابت مو

که طول موج هر فرکانسی، در تئوري تنش کوپل با افزایش فرکانس، به طوري
یابد. افزایش با طول مشخصه ماده قابل مقایسه شود، سرعت موج افزایش می

هاي عملی براي موادهاي بالا در بسیاري از آزمایشسرعت موج در فرکانس
]23اروفیو [دیده شده است. در کتاب ]22ین بتن [] و همچن21کامپوزیتی [

	ارائه شده است.با پراکنش موج در مواد مختلفمراجع زیادي در ارتباط
نظر شود، هاي پراکنش از طول مشخصه تنش کوپل صرفاگر در رابطه

شده در تئوري کلاسیک الاستیسیته سرعت موج مستقل از فرکانس ارائه
آید و سرعت موج برشی براي هر ماده با توجه به خصوصیات آن دست میبه

.]18[است همواره مقدار ثابت 

فرکانس موج برشی در تئوري تنش کوپل و تئوري کلاسیک- سرعت فازيمنحنی1شکل

	
اياي در محیط الاستیک داراي حفره استوانهانتشار موج برشی برون صفحه2شکل

	اياستوانهالاستودینامیک اطراف حفرهمیدان - 3
) که در محیط الاستیک با 13شود که موج ورودي (در این قسمت فرض می

نهایت انتشار دارد، به حفره محصور در محیط الاستیک برخورد کرده ابعاد بی
	و پراکنده شود.

اي نشان داده شده است، حفره به شکل استوانه2طور که در شکل همان
اي شکل به است و با مقطع دایرهقرار گرفته 	آن هم راستا با محورکه محور 

شود. همچنین موج ورودي در راستاي محور در نظر گرفته میشعاع 
کند.ایجاد میهایی در راستاي محور جایییابد و جابهانتشار می

، خواهیم سایز حفره در مقیاس میکرو و یا نانو باشدکه میبه دلیل آن
موج ورودي باید با فرکانس بالا انتشار داشته باشد تا طول موج مقدار بسیار 
کوچکی باشد و موج بتواند وجود حفره را حس کرده و متفرق شود. به دلیل 

توانایی تئوري کلاسیک در توصیف موج در انتشار موج در فرکانس بالا و عدم
	کنیم.ه میتنش کوپل استفادهاياین محدوده فرکانسی، از تئوري

	جایی اطراف حفرهمیدان جابه-3-1
اي است، موج صورت موج برشی برون صفحهجا که موج ورودي بهاز آن

اي صورت موج برشی برون صفحهشده از ناهمگنی نیز بهپراکنده
شده از حفره باشد، با استفاده از موج پراکندهصورتی که . در]18[شود می

)، معادله حرکت حاکم بر محیط اطراف حفره براي 11(معادله حرکت کلی 
شود.) می16صورت رابطه (اي بههاي برون صفحهمسأله

)16(	(1 − ∇ )∇ = ̈ .	

)) در دستگاه مختصات قطبی 16با حل معادله ( , ، موج پراکنده شده (
	آید.دست می) به17در اطراف حفره به صورت رابطه (
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85، شماره 15، دوره 1394آبان مهندسی مکانیک مدرس، 
	

)17(	= ( )( ) + ( ′ ) cos( )
∞

	

))،17(در رابطه یافته ترتیب توابع هنکل نوع اول و بسل تعمیمبهو (
شود. گیري میاندازهاز محور است، همچنین زاویه نوع دوم ازمرتبه

دست بهثوابتی هستند که با استفاده از شرایط مرزي مسأله و ضرایب 
صورت رابطه به′آید و دست می) به14از رابطه (آیند. در این رابطه می

شود.) تعریف می18(

)18(	
′ =

1
√2

1 + 1 +
2

	

جایی بیرون آن به دلیل جایی نداریم و میدان جابهمیدان جابه	درون حفره
و برابر است با و دارد و تابع اي بودن فقط مؤلفه برون صفحه

).19صوت رابطه (شده بهجمع موج ورودي و موج متفرقحاصل
)19(	= + 	

شده را با هم جمع کنیم، موج که بتوانیم موج ورودي و متفرقبراي این
.]18[نویسیم ) می20صورت رابطه () را به13ورودي (

)20(	= 	 	 ( ) cos( )
∞

	

تابع نیومن است که مقدار 	و تابع بسل نوع اول از مرتبه	بالا در رابطه
	1،2،3(...،و براي دیگر مقادیر 1برابر با =0ازاي آن به 2) برابر با =
	است.

جایی الاستودینامیک اطراف )، میدان جابه20،19،17با استفاده از روابط (
شود.) می21ه (حفره دایروي به صورت رابط

)21(= 	 	 ( ) + ( )( ) + ( ′ )
∞

cos( )	

صورت حفره در نظر گرفته شده است، صفر بودن جا که ناهمگنی بهاز آن
(یافته و تنش کوپل کاهشتنش کاهش ) =یافته روي سطح حفره 

شوند.اعمال می) 22صورت روابط (عنوان شرایط مرزي مسأله بهبه

=الف)-22( (1 − ∇ ) − 1 +
′ 1 1

= 0	

=	ب)-22( 	2
′
∇ − 1 +

′
= 0.	

یافته روي مرز یافته و تنش کوپل کاهشبودن تنش کاهششرایط مرزي صفر
شده توسط هفت برادران و هاي استاتیکی و دینامیکی بررسیحفره در مسأله

[]11[شجاع  براي محاسبه ]10[] و همچنین لوباردا 15، شجاع و همکاران 
اي ستوانهاضرایب میدان الاستواستاتیک و الاستودینامیک اطراف حفره

اي در نهایت تحت بار استاتیکی برون صفحهمحصور در محیط الاستیک بی
در و ایط مرزي، ضرائب نظر گرفته شده است. با استفاده از این شر

آید.دست می) به23) به صورت روابط (21رابطه (

الف)- 23(

= − 	 	[ 	 ( ) ( ′ )
− 	 ( ) ′ 	

+ 	 ( ) ′ − 	 ( ) ′ ]	
	× [ 	 ( )( ) ′ − 	 ( )( ) ′

	+ 	 ( ) ( ) ( ′ )− 	 ( ) ( ) ( ′ )]
	

ب)- 23(

= − 	 	 	 ( ) ( )( )
− 	 ( ) ( ) ( )

× 	 ( )( ) ′ + 	 ( )( ) ′

+ 	 	 ( ) ( ) ( ′ )− 	 ( ) ( ) ( ′ ) 	
شوند.) تعریف می24صورت روابط (به-)، 24،23در روابط (

=	الف)-24( − + ′ + 2 ( + 1) 1 +
′

	

	ب)-24(

= ′

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

1 − ′ + ( + 1) 1 +
′

− 	 1 +
′

− ( + 1) ′ + ( − 1)

1 +
′

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
	

	ج)-24(

= ′ (1 − ) + ( + 1) 1 +
′

+ 	 1 +
′

( + ( + 1) ) + ( − 1)

1 +
′ 	

=	د)-24( − ′ + ′ 1 +
′
	

	ه)-24(

= (1 + )

− 1 +
′

+ 	( − 1) 1 +
′

	

جایی الاستودینامیک )، میدان جابه21گذاري این ضرایب در رابطه (با جاي
آید.دست میتحلیلی بهصورت رابطهبه

که همین مسأله را با استفاده از تئوري تنش کوپل سازگار در شرایطی 
] بررسی کنیم، با حل معادله حاکم بر مسأله و صفر بودن بردار 8شده در [ارائه

) به صورت 21در رابطه (و تنش و تنش کوپل روي مرز حفره، ضرایب 
	آید.دست می) به25روابط (

الف)- 25(

= − 	 	 ( ) ( ′ ) − 	 ( ) ′

+ 	 	 ( ) ( ′ )
× 	 ( )( ) ( ′ )
− 	 	 ( )( ) ′

+ 	 ( ) ( ) ( ′ ) 	

	ب)- 25(

= − 	 	 ( ) ( )( )
− 	 ( ) ( ) ( )
× 	 ( )( ) ( ′ )
+ 	 ( )( ) ′

+ 	 	 ( ) ( ) ( ′ ) 	
) تعریف 26صورت روابط (بهو ، ، الف و ب)، -25در روابط (

شوند.می
=	الف)-26( − + ′ 	

=	ب)-26( ′ 1 − ′ 	

=	ج)-26( ′ (1− )	

=	د)-26( (1 + )	

نظر کنیم، دست آمده، از طول مشخصه تنش کوپل صرفاگر در روابط به
شوند.) ساده می27به صورت روابط (و ضرایب 

=	الف)- 27( − 	
	 ( ) − ( )

	 ( ) ( ) − ( )( )
	

=ب)- 27( 0.	

میدان الاستودینامیک )، 21الف و ب) در رابطه (-27گذاري ضرایب (با جاي
اي توسط حفره در تئوري کلاسیک الاستیسیته تفرق موج برشی برون صفحه

.]18[آید دست میبه

	میدان تنش و ضریب تمرکز تنش دینامیکی اطراف حفره-3-2
و الف)-9(جمع قسمت متقارن میدان تنش اطراف حفره برابر با حاصل
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) است.28صورت رابطه (به)5(قسمت پادمتقارن تنش 

)28(= ∶ + 2 +
1
2

I × (∇ ∙ )	

که روابط بین تانسور کرنش و تانسور تنش کوپل با بردار با توجه به این
جایی را در دانیم و براي مسأله مورد بررسی، میدان جابهجایی را میجابه

توانیم ایم، در نتیجه میدان تنش در محیط را میدست آوردهقسمت پیشین به
کنیم.محاسبه 

شود.) تعریف می29صورت رابطه (همچنین، ضریب تمرکز تنش دینامیکی به

)29(( , ) =
+

	

در محیط اندازه مطلق مؤلفه تنش کل +در این رابطه 
مقدار مطلق تنش موج ورودي روي الاستیک روي مرز حفره، همچنین 

=مرز حفره در زاویه  است.⁄2
آمده براي این مسأله در بخش دستجایی بهبا توجه به میدان جابه

آیند.دست می) به30طبق روابط (و پیشین، 

	الف)- 30(

= − 	sin( ) (1 + )	 ( )( )
∞

+ 1 − ′ ( )( ) 	

=	ب)- 30( − [ 	sin( ) 	 (1 + ) ( )]
∞

	

شود ضریب تمرکز تنش دینامیکی تابعی از فرکانس طور که مشاهده میهمان
موج ورودي، زاویه، طول مشخصه تنش کوپل و شعاع حفره است.

در شرایطی که فرکانس موج ورودي بسیار کوچک شود و یا به عبارتی 
اي طول موج بسیار بزرگ شود، مسأله دینامیکی مورد بررسی به مسأله

=استاتیکی با بارگذاري = بار ثابت ∞شود، که در آن شبیه می∞
(استاتیکی در میدان دور است. در ) فرکانس موج 29صورتی که در رابطه 

→ورودي به سمت صفر برود ( ر )، ضریب تمرکز تنش استاتیکی د0
آید. این رابطه که حالت خاص مسأله مورد دست میتئوري تنش کوپل به

شده توسط بررسی در این مطالعه است، در مسأله استاتیکی بررسی
نیز ارائه شده است.]10[لوباردا 

	هاي عددي و نتایجمثال- 4
شده تأثیر طول مشخصه تنش هاي ارائهدر این قسمت با استفاده از مثال

جایی، میدان تنش و ضریب تمرکز تنش دینامیکی میدان جابهکوپل بر 
صورت ها پارامترها بهاین مثالهاي مربوط بهبررسی شده است. در شکل

اند به طوري که طول مشخصه تنش کوپل با بعد شده وارد شدهبی
⁄، فرکانس با رابطه ⁄صورت استفاده از سایز سطح مقطع حفره به

=(	و یا  عدد موج در تئوري کلاسیک است)، میدان ⁄
|ها با رابطه و مقدار مطلق تنش⁄جایی با رابطه جابه |⁄

هایی که از تئوري تنش کوپل نامشخص بعد شده است. در تمام مثالبی
برابر با صفر فرض شده و در ′] استفاده شده است مقدار ثابت 6[

⁄′] استفاده شده نسبت 8ز تئوري تنش کوپل سازگار [هایی که امثال

درنظر گرفته شده است. -1با توجه به فرمولاسیون این تئوري، برابر با 
شده، منظور از جواب تئوري کلاسیکارائههاي همچنین در شکل

و در برابر با صفر در نظر گرفته ⁄حالتی است که نسبتالاستیسیته
هایی در مثال.نظر شده استهاي کوپل صرفز تنشفرمولاسیون مسأله ا

هاي تنش کوپل که در ادامه آمده اثر طول مشخصه تنش کوپل در تئوري
جایی، میدان تنش و مقدار نامشخص و تنش کوپل سازگار بر میدان جابه

ضریب تمرکز تنش اطراف حفره بررسی شده است.

	جایی اطراف حفرهمیدان جابه-4-1
بر تنش کوپلمشخصه دست آمده، تأثیر طولجایی بهمیدان جابهبا توجه به 

|جایی میدان جابهمقدار نرمال شده روي سطح حفره داخل محیط ⁄|
، بررسی شده است. مقدار 3) براي فرکانس نرمال شده=الاستیک (

| و همچنین 0/1، 66/0، 33/0، برابر با ⁄هاي مختلف ، براي نسبت⁄|
هاي ارائه شده در ترتیب با استفاده از تئوريبه4و 3الت کلاسیک در شکلح
] نشان داده شده است.8،6[

، مقدار ⁄مشخص است که با افزایش نسبت 4و 3از روي شکل 
کند. مقدار بیشینه اي در اطراف حفره تغییر میجایی برون صفحهجابه
کنیم ] استفاده می6نامشخص [جایی در حالتی که از تئوري تنش کوپل جابه

افتد. اتفاق می=کند و همواره در زاویه تغییر نمی⁄با تغییرات نسبت 
] ] براي حل مسأله استفاده 8در حالتی که از تئوري تنش کوپل سازگار 

جایی در اطراف بر تغییرات مقدار جابهعلاوه⁄کنیم با تغییر نسبت می
کند.یی بیشینه نیز تغییر میجاحفره، محل ایجاد جابه

و 3شده در مثال پیش (فرکانس نرمال شدههمچنین براي مقادیر ارائه
هاي تنش کوپل )، با استفاده از تئوري0/1، 66/0، 33/0، 0، برابر با ⁄نسبت 

|، مقدار 6و 5ترتیب در شکل ] به8،6[ در راستایی که بیشینه ⁄|
برابر شعاع آن 5) در حدفاصل مرز حفره تا =افتد (جایی اتفاق میجابه

نشان داده شده است.
مشخص است، براي هر دو حالت 6و 5هاي طور که از شکلهمان

جایی با فاصله از حفره ] مقدار بیشینه میدان جابه8،6[هايکارگیري تئوريبه
	یابد.کاهش می

	

	
|جایی مؤلفه جابه3شکل هاي ، اطراف حفره در محیط الاستیک براي نسبت⁄|

]6و تئوري کلاسیک، با استفاده از تئوري تنش کوپل نامشخص [⁄مختلف 

	
|جایی مؤلفه جابه4شکل هاي ، اطراف حفره در محیط الاستیک براي نسبت⁄|

]8و تئوري کلاسیک، با استفاده از تئوري تنش کوپل سازگار [⁄مختلف 
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87، شماره 15، دوره 1394آبان مهندسی مکانیک مدرس، 
	

	
|جایی مؤلفه جابه5شکل در محیط الاستیک براي =، در راستاي ⁄|

]6و تئوري کلاسیک، با استفاده از تئوري تنش کوپل نامشخص[⁄هاي مختلف نسبت

|جایی مؤلفه جابه6شکل در محیط الاستیک براي =، در راستاي ⁄|
]8از تئوري تنش کوپل سازگار [و تئوري کلاسیک، با استفاده⁄هاي مختلف نسبت

هاي مختلف ، اطراف حفره در محیط الاستیک براي نسبتمؤلفه تنش 7شکل 
	]6و تئوري کلاسیک، با استفاده از تئوري تنش کوپل نامشخص[⁄

هاي مختلف ، اطراف حفره در محیط الاستیک براي نسبتمؤلفه تنش 8شکل 
]8و تئوري کلاسیک، با استفاده از تئوري تنش کوپل سازگار [⁄

] ] با کاهش سایز حفره نسبت به طول 6در تئوري تنش کوپل نامشخص 
جایی )، مقدار بیشینه میدان جابه⁄مشخصه تنش کوپل (افزایش نسبت 

صورت عکس ] به8یابد که این روند در تئوري تنش کوپل سازگار [کاهش می
شود.مشاهده می

	میدان تنش اطراف حفره- 4-2
مشخصه دست آمده از قسمت پیش، تأثیر طولبا توجه به میدان تنش به

] |تنش شدهنرمالروي مؤلفه]8،6تنش کوپل در دو تئوري  |⁄

بررسی 8و 7هاي ترتیب در شکلروي سطح حفره داخل محیط الاستیک به
، براي 3شدهتنش در فرکانس نرمالشده است. به این منظور مقدار 

و همچنین حالت کلاسیک 0/1، 66/0، 33/0، برابر با ⁄هاي مختلف نسبت
نشان داده شده است.8و7هاي در شکل

کارگیري تئوري تنش کوپل نامشخص مشخص است که با به7از شکل 
شود و میتر ، مقدار تنش به حالت کلاسیک نزدیک⁄] با کاهش نسبت 6[

یابد.)، تنش در اطراف آن افزایش می⁄با کاهش سایز حفره (افزایش نسبت

[مشخص است که با به8در شکل  ]، 8کارگیري تئوري تنش کوپل سازگار 
تغییرات نسبت طول مشخصه تنش کوپل به شعاع به مراتب بیشتر ازتئوري 

دهد.غییر می] مقادیر میدان تنش اطراف حفره را ت6تنش کوپل نامشخص [
مشخصه دست آمده از قسمت پیشین، تأثیر طولبا توجه به میدان تنش به

و همچنین 0/1، 66/0، 33/0، برابر با ⁄هاي مختلف تنش کوپل (براي نسبت
|تنش شدهنرمالبر مؤلفه]8،6حالت کلاسیک) در دو تئوري [ در ⁄|

=راستاي  برابر 5یک در حد فاصل سطح حفره تا در داخل محیط الاست⁄2
بررسی شده است.10و 9هاي ترتیب در شکلشعاع حفره به

، مقدار تنش ⁄مشخص است که با کاهش نسبت 10و 9از روي شکل 
(افزایش نسبت تر میبه حالت کلاسیک نزدیک شود و با کاهش سایز حفره 

=)، تنش در راستاي ⁄ یابد.ایش میدر محیط الاستیک افز⁄2

	ضریب تمرکز تنش دینامیکی اطراف حفره-4-3
دست آمده از قسمت پیش، اثر فرکانس موج ورودي و با توجه به روابط به

)ضریب تمرکز تنش دینامیکی بر تنش کوپلمشخصه طول , روي (
سطح حفره داخل محیط الاستیک بررسی شده است. به این منظور مقدار 

=، در راستاي ضریب تمرکز تنش دینامیکی،  هاي ، براي نسبت⁄2
و همچنین حالت کلاسیک، براي 0/1، 66/0، 33/0، برابر با ⁄مختلف 

] 8،6در [شده با استفاده از تئوري ارائه5تا 0شدهمحدوده فرکانسی نرمال
نشان داده شده است.12و 11ترتیب در شکلبه
	

	
=، در راستاي مؤلفه تنش 9شکل هاي در محیط الاستیک براي نسبت⁄2

]6و تئوري کلاسیک، با استفاده از تئوري تنش کوپل نامشخص [⁄مختلف 
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=، در راستاي مؤلفه تنش 10شکل هاي در محیط الاستیک براي نسبت⁄2

]8و تئوري کلاسیک، با استفاده از تئوري تنش کوپل سازگار [⁄مختلف 

	
=، در راستاي 5تا 0هاي نرمال در فرکانسمقدار ضریب تمرکز تنش 11شکل  2⁄

]6و تئوري کلاسیک، با استفاده از تئوري تنش کوپل نامشخص[⁄هاي مختلف براي نسبت

	
=، در راستاي 5تا 0هاي نرمال در فرکانسمقدار ضریب تمرکز تنش 12شکل  2⁄

]8و تئوري کلاسیک، با استفاده از تئوري تنش کوپل سازگار [⁄هاي مختلف براي نسبت

د، براي حالتی که فرکانس نرمال به شومشاهده می11از شکل طور که همان
تنش استاتیکی اطراف حفره در تئوري تنش رود ضریب تمرکز سمت صفر می

آمده در این حالت کاملاً دستآید. ضرایب بهدست میکوپل نامشخص به
اي در اطراف حفره منطبق با حل مسأله بارگذاري استاتیکی برون صفحه

هاي نرمال ] است. در حدود فرکانس10شده توسط لوباردا در [اي ارائهاستوانه
) مقدار ضریب تمرکز ⁄ش سایز حفره (افزایش نسبت ، با کاه1تر از کوچک

چه سایز تر هرهاي بزرگیابد، ولی در فرکانستنش دینامیکی کاهش می
یابد و این شود مقدار ضریب تمرکز تنش افزایش میتر میحفره کوچک

هاي بالا و همچنین هاي کوپل در فرکانسموضوع اهمیت درنظر گرفتن تنش
دهد.کوچک را نشان میهاي با سایز حفره

د، هنگامی که از تئوري تنش شومشاهده می12در شکل طور که همان
کنیم، براي حالتی که فرکانس ] براي حل مسأله استفاده می8کوپل سازگار [

اي صفحهرود و مسأله به بارگذاري استاتیکی برون نرمال به سمت صفر می
رود، به عبارتی تغییر سایز هاي کوپل از بین میشود، اثر تنشنزدیک می

حفره و همچنین نسبت طول مشخصه تنش کوپل به سایز حفره بر ضریب 
برخلاف تئوري تنش کوپل نامشخص تمرکز تنش استاتیکی اثري ندارد. 

مسائل ]، که اثر تنش کوپل در همه6شده توسط میندلین و تیرستن [ارائه
ابل بررسی است، تئوري تنش کوپل سازگار اي قاي و برون صفحهصفحه

هاي کوپل تواند اثر تنش]، نمی8اسفندیاري و دارگوش [شده توسط حاجارائه
اي استاتیکی را مورد بررسی قرار دهد و تمامی در مسائل برون صفحه

شود.فرمولاسیون در این حالت مشابه تئوري کلاسیک الاستیسیته می
شود که با استفاده از تئوري تنش میمشاهده 12همچنین در شکل 

] ] در حالت دینامیکی مقدار بیشینه ضریب تمرکز تنش 8کوپل سازگار 
یابدکه این موضوع اهمیت شدت افزایش میدینامیکی با کاهش سایز حفره به

هاي با هاي بالا و همچنین حفرههاي کوپل در فرکانسدر نظر گرفتن تنش
دهد.سایز کوچک را نشان می

	

	گیرينتیجه- 5
که اثردر این مقاله معادله حرکت و رابطه پراکنش موج در دو تئوري

، هاکنند، ارائه شده است. با استفاده از این تئوريکوپل را لحاظ میهايتنش
اطراف شدهاي متفرقجایی موج برشی برون صفحهمیدان جابهيهارابطه

با استفاده از شرایط نهایتییک بتاي محصور در محیط الاسحفره استوانه
صورت بسته ارائه شده است. میدان تنش و ضریب تمرکز مرزي مناسب، به

است. با بررسی تأثیر طول مشخصه دست آمده تنش دینامیکی اطراف حفره به
تنش و جایی وههاي جابدر فرمولاسیون روي میدانهاوارد شده از این تئوري

شود که با کاهش سایز حفره مشاهده میضریب تمرکز تنش اطراف حفره، 
به حالت ها نسبتها اطراف حفره، محل بیشینه آنبر تغییر مقدار آنعلاوه

هاي نظر گرفتن تنشکند. همچنین دیده شد که درکلاسیک نیز تغییر می
هاي کوپل روي مقدار ضریب تمرکز تنش دینامیکی اطراف حفره در فرکانس

ت و با کاهش یا افزایش سایز حفره و فرکانس، این مختلف بسیار تأثیرگذار اس
کند.ضریب افزایش یا کاهش پیدا می
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