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هاي کربنی تحت بارگذاري هاي مدرج تابعی تقویت شده با نانو لولهاي ساخته شده از کامپوزیتاستوانههاي در این مقاله، ارتعاشات آزاد پوسته
هاي کربنی در راستاي ضخامت پوسته کامپوزیتی به دو حرارتی و احاطه شده توسط بستر الاستیک مورد بررسی قرار گرفته است. توزیع نانو لوله

بستر الاستیک به صورت مدل پسترناك در نظر گرفته شده است که در این مدل علاوه رفته شده است.صورت یکنواخت و مدرج تابعی در نظر گ
معادلات هاي اولیه در نظر گرفته شده است.گردد. اثر بارگذاري حرارتی به صورت وجود تنشبر ثابت فنري نوع وینکلر، ثابت برشی نیز لحاظ می

دست آمده است. تغییر مکان سندرز و دانل به-اس تئوري برشی مرتبه اول و در نظر گرفتن روابط کرنشحاکم با استفاده از اصل همیلتون و براس
گیر متناوب در راستاي محیطی، گسسته معادلات حاکم با استفاده از روش تفاضل مربعات تعمیم یافته در راستاي طولی و یک عملگر مشتق

موجود اعتبارسنجی شده است. سپس تاثیر پارامترهاي مختلف از جمله بارگذاري حرارتی، شرایط سازي شده است. در ابتدا نتایج حاضر با نتایج 
دهد که وجود مرزي مختلف، بستر الاستیک و شرایط هندسی متفاوت بر روي فرکانس طبیعی سازه مورد بررسی قرار گرفته است. نتایج نشان می

شود.بعد میعث افزایش و کاهش فرکانس طبیعی بیبستر الاستیک و بارگذاري حرارتی اولیه به ترتیب با
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	 In	this	paper,	free	vibration	analysis	of	functionally	graded	carbon	nanotube	reinforced	composite	
(FG-CNTRC)	 cylindrical	 shells	 surrounded	 by	 elastic	 foundation	 and	 subjected	 to	 uniform	
temperature	rise	loading	is	investigated.	The	material	properties	of	FG-CNTRC	are	assumed	to	be	
graded	 through	 the	 thickness	 direction.	Two	 kinds	 of	 carbon	 nanotube	 reinforced	 composites	
including	 uniformly	 distributed	 (UD)	 and	 functionally	 graded	 (FG)	 are	 considered.	The	 elastic	
foundation	is	modeled	by	two-parameter	Pasternak	model,	which	is	obtained	by adding	a	shear	
layer	 to	 the	 Winkler	 model .The	 effect	 of	 thermal	 loading	 is	 considered	 as	 an	 initial	 stress .
Applying	the	Hamilton’s	principle	based	on	first-order	shear	deformation	theory	and	considering	
Sanders	 and	Donnell strain-displacement	relation,	 the	governing	equations	are	obtained.	Using	
the	generalized	differential	quadrature	method	in	axial	direction	and	periodic	differential	matrix	
operators	in	circumferential	direction,	the	equilibrium	equations	are	discretized.	The	results	are	
compared	with	those 	presented	in	literature.	In	addition,	the	effect	of	various	parameters	such	as	
thermal	loading,	boundary	conditions,	elastic	foundation	and	different	geometrical	conditions	are	
studied.	 	The	results	show	that	increase	in	the	elastic	 foundation	coefficients	and	initial	thermal	
loading	increase	and	decrease	the	non-dimensional	fundamental	frequency,	respectively.	
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مقدمه-1
هاي اخیر، تحقیقات در زمینه سالدر1با توجه به توسعه مواد مدرج تابعی

هاي ساخته شده از این مواد، گسترش روز افزون یافته رفتار مکانیکی سازه
اعم از مقاومت بالا، 2هاي کربنیاست. از طرفی خواص منحصر به فرد نانولوله

																																																																																																																																											
1-	Functionally	graded	materials	
2-	Carbon	nanotubes	

بالا و چگالی پایین باعث شده است که این مواد به 3سختی بالا، نسبت منظر
ننده مناسب در مواد کامپوزیتی به شمار آیند. با استفاده عنوان یک تقویت ک

هاي کربنی در کار رفته در مواد مدرج تابعی و توزیع هدفمند نانولولهاز ایده به
4مدرج تابعی تقویت شده با نانولوله کربنی	مواد کامپوزیتی، مواد کامپوزیتی

																																																																																																																																											
3-	Aspect	ratio		
4-	Functionally	graded	carbon	nanotube	reinforced	composite		
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	د.بوجود آمدن
هاي تقویت شده کامپوزیتجهت سهولت، در ادامه مقاله به جاي عبارت 

شود. بررسی رفتار ها استفاده میهاي کربنی از عبارت نانوکامپوزیتبا نانولوله
هاي مدرج تابعی اولین بار هاي ساخته شده از نانو کامپوزیتمکانیکی سازه

]. وي در این تحقیق خمش غیرخطی ورق ساخته 1[توسط شن ارائه گردید 
رج تابعی را تحت شرایط حرارتی مختلف بررسی هاي مدشده از نانو کامپوزیت

هاي کربنی در یک راستاي مطلوب، کرد و سعی نمود تا با توزیع نانولوله
پس از این تحقیق، مطالعات بسیاري خواص مکانیکی سازه را بهبود ببخشد.

هاي ساخته ها و پانلها، پوستهدر زمینه بررسی رفتار مکانیکی تیرها، ورق
جا هاي مدرج تابعی صورت گرفته است که در اینامپوزیتشده از نانو ک

	گردد.ها بیان میاي از آنخلاصه
ارتعاشات غیرخطی تیرهاي نانو کامپوزیتی مدرج ]2[که و همکارانش 

و روابط هندسی 1تابعی را براساس تئوري تغییرشکل برشی مرتبه اول
، 3از روش ریتزمورد بررسی قرار دادند. با استفاده2غیرخطی فون کارمن

معادلات مقادیر ویژه حاکم استخراج شده و با استفاده از روش تکرار شونده 
هاي خطی و غیرخطی حل گردید. نتایج نشان داد که فرکانس4مستقیم

هاي کربنی در راستاي ضخامت، بیشتر از مربوط به توزیع متقارن نانو لوله
] 3[د. که و همکارانش باشها میتوزیع یکنواخت و غیرمتقارن نانولوله

هاي مدرج همچنین پایداري دینامیکی تیرهاي ساخته شده از نانو کامپوزیت
تابعی را بررسی نمودند. معادلات حاکم براساس تئوري تغییر شکل برشی 

به دستگاه 5مرتبه اول استخراج شد و با استفاده از روش تفاضل مربعات
تلف از جمله کسر حجمی نانو معادلات خطی تبدیل گردید. تاثیر عوامل مخ

لوله کربنی، نسبت طول به ضخامت و شرایط مرزي بر پایداري دینامیکی تیر 
مطالعه شد.

ساخته شده از نانو 6تحلیل ارتعاشات و کمانش تیر تیموشنکو
هاي مدرج تابعی که بر روي بستر الاستیک قرار گرفته است، توسط کامپوزیت

7لات حاکم با استفاده از اصل همیلتون. معاد]4[یاس و صمدي انجام شد 

حل GDQ(8استخراج گردید و با بکارگیري روش تفاضل مربعات تعمیم یافته (
ارتعاشات و خمش غیرخطی و همچنین پس ] تحلیل 5[شد. شن و ژیانگ 

هاي مدرج تابعی را بر روي بستر هاي ساخته شده از نانو کامپوزیتکمانش تیر
رتی بررسی نمودند. روابط حاکم براساس تئوري الاستیک و تحت شرایط حرا

استخراج گردید و خواص مکانیکی نانو کامپوزیت 9تغییرشکل برشی مرتبه بالا
ها دریافتند که کسر حجمی بیشتر وابسته به دما در نظر گرفته شد. آن

هاي کربنی در ترکیب کامپوزیت، لزوما منجر به فرکانس طبیعی و یا نانولوله
	بحرانی کمانش بالاتر نخواهد شد.دماي

، ارتعاشات اجباري غیرخطی تیر تیموشنکو  ]6[انصاري و همکارانش 
هاي مدرج تابعی را مطالعه نمودند. با استفاده از ساخته شده از نانوکامپوزیت

اصل همیلتون و براساس تئوري تیر تیموشنکو و روابط هندسی غیرخطی فون 
شده و با استفاده از روش تفاضل مربعات تعمیم کارمن، روابط حاکم استخراج 
10شد. سپس با استفاده از روش گلرکینسازيیافته، در حوزه مکان گسسته

عددي، معادلات گسسته، از لحاظ تعداد کاهش یافته و با بکارگیري یک 
																																																																																																																																											
1-	First-order	shear	deformation	theory	
2-	Von	Karman	
3-	Ritz	
4-	Direct	iterative	method	
5-	Differential	quadrature	
6-	Timoshenko	
7-	Hamilton	principle		
8-	Generalized	Differential	Quadrature	:GDQ	
9-	Higher-order	shear	deformation	theory	
10-	Galerkin	

سازي شد و ، معادلات در حوزه زمان نیز گسسته11گیر متناوبعملگر مشتق
حل گردید.12طول قوساستفاده از روش 

هاي نانو کامپوزیتی مدرج تابعی تحت کمانش و پس کمانش ورق
بارگذاري حرارتی و مکانیکی توسط شن و همکارانش مورد بررسی قرار گرفت 

هاي کربنی در راستاي ضخامت . فرض شد که توزیع هدفمند نانولوله]7،8[
بعی با استفاده از صورت گرفته است و خواص مکانیکی نانو کامپوزیت مدرج تا

هاي میکرومکانیکی به دست آمد. نتایج نشان داد که با توزیع هدفمند مدل
هاي کربنی در راستاي ضخامت، بار حرارتی و مکانیکی کمانش و نانو لوله

یابد. همچنین ونگ و شن همچنین مقاومت پس کمانش سازه افزایش می
نانوکامپوزیتی هدفمند را ارتعاشات و پاسخ دینامیکی غیرخطی ورق]،9،10[

که بر روي بستر الاستیک قرار دارد، تحت بارگذاري حرارتی اولیه مورد 
مطالعه قرار دادند. نتایج نشان داد که با افزایش بارگذاري حرارتی اولیه و یا 

یابد و این در حالی کاهش ضرایب بستر الاستیک، فرکانس طبیعی کاهش می
یابد.خطی کاهش میاست که نسبت فرکانس غیرخطی به

هاي نانو کامپوزیتی کمانش ورق] نیز 11[مهرآبادي و همکارانش 
هدفمند را تحت بارگذاري مکانیکی تک محوره و دو محوره بررسی نمودند. 

دست آمد. به13معادلات تعادل و پایداري با استفاده از تئوري ورق میندلین
هاي خمش غیرخطی ورقلی و همکارانش کمانش مکانیکی، ارتعاشات آزاد و 

هاي مدرج تابعی را با استفاده از روش بدون المان ساخته شده از کامپوزیت
خواص مکانیکی موثر نانو کامپوزیت، ].14-12[مطالعه نمودند 14ریتز- پیکی

15تاناکا-موري-هاي میکرومکانیکی و براساس روش اشلبیبا استفاده از مدل

یین گردید.تع16و یا قانون ترکیب تعمیم یافته
اي ساخته هاي استوانه] کمانش حرارتی و پس کمانش پوسته15[شن 

هاي مدرج تابعی را بررسی نمود. شرایط مرزي پوسته شده از نانو کامپوزیت
گاه ساده در نظر گرفته شد و علاوه بر توزیع صورت تکیهدر دو انتها به

توزیع هدفمند نیز هاي کربنی در راستاي ضخامت، سه نوع یکنواخت نانولوله
مطالعه گردید. همچنین شن و ژیانگ ارتعاشات غیرخطی تحت بارگذاري 

اي هاي استوانهحرارتی و پس کمانش تحت بارگذاري مکانیکی پوسته
براین، شن در تحقیق ]. علاوه16،17[نانوکامپوزیتی هدفمند را بررسی نمودند

هاي ز نانو کامپوزیتاي ساخته شده اهاي استوانهدیگري پس کمانش پوسته
] ]. در تمامی این 18مدرج تابعی را تحت بارگذاري پیچشی بررسی نمود 

تحقیقات که توسط شن و همکارانش صورت گرفته است، روابط حاکم 
براساس تئوري تغییر شکل برشی مرتبه بالا و روابط هندسی غیرخطی فون 

حل گردید.17افتهکارمن  استخراج شد و با استفاده از روش اغتشاش بهبود ی
]19[، مرادي دستجردي و همکارانش 18با استفاده از روش بدون المان

هاي اي ساخته شده از نانوکامپوزیتهاي استوانهپوستهانتشار موج تنش را در 
هدفمند مطالعه نمودند. در روش بدون مش، براي تقریب میدان جابجایی از 

استفاده شد. همچنین براي اعمال 19توابع شکل حداقل مربعات متحرك
با ] 20[حسینی نیز کار برده شد.به20شرایط مرزي هندسی، روش تبدیل

که بر پایه روش تفاضل محدود تعمیم 21کارگیري روش بدون مش هیبریدبه

																																																																																																																																											
11-	periodic	differential	matrix	operators	
12-	Arc-length	
13-	Mindlin	plate	theory	
14-	Element-free	kp-Ritz	
15-	Eshelby-Mori-Tanaka	
16-	Extended	rule	of	mixture	
17-	Improved	perturbation	technique	
18-	Mesh	free	
19-	Moving	Least	squares	shape	function	
20-	Transformation	method	
21-	Hybrid	mesh	free	method	
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اي نانو کامپوزیتی هدفمند را هاي استوانهپوستهاست، تحلیل فرکانسی 1یافته
تحریک 2ايفرض شد که سطح داخلی پوسته توسط یک بار ضربهانجام داد.

دست آوردن فرکانس طبیعی پایه گردد. جهت بررسی رفتار دینامیکی و بهمی
به 3ها در حوزه زمان با استفاده از روش تبدیل فوریه سریعسازه، تغییر مکان

	حوزه فرکانس تبدیل شد.
تاناکا، رفتار -موري- شلبی، با استفاده از روش ا]21[عراق و همکارانش 

در اي نانو کامپوزیتی مدرج تابعی را بررسی نمودند.هاي استوانهپنلارتعاشی 
با استفاده از روش تفاضل مربعات تعمیم یافته دوبعدي، معادلات این تحقیق

هاي طبیعی سازه حرکت گسسته سازي شد و با اعمال شرایط مرزي، فرکانس
هاي کربنی بر ر نسبت منظر و موجی بودن نانولولهتعیین گردید. همچنین تاثی

اي نانو کامپوزیتی، توسط جم و همکارانش هاي استوانهرفتار ارتعاشی پنل
هاي کربنی در راستاي ضخامت ]. توزیع نانولوله22مورد بررسی قرار گرفت [

صورت متقارن و غیر متقارن و یکنواخت در نظر گرفته شد و مشاهده پنل به
ه توزیع متقارن قابلیت بیشتري براي کاهش و یا افزایش فرکانس گردید ک

بعدي، یاس و براین، با استفاده از تئوري الاستیسیته سهطبیعی دارد. علاوه
هاي اي ساخته شده از نانوکامپوزیتهاي استوانههمکارانش رفتار ارتعاشی پنل

].23مطالعه نمودند [مدرج تابعی را
واسطه رفتار خمشی هاي ایجاد شده بهتنش] 24[مهرآبادي و همکارانش 

اي نانو کامپوزیتی مدرج تابعی را تحت بارگذاري مکانیکی بررسی استوانهپنل
تواند باعث هاي کربنی مینمودند. نتایج نشان داد که کسر حجمی نانولوله

هاي محوري و محیطی در سطح داخلی پوسته شود. ارتعاشات کاهش تنش
هاي پیزو الکتریک اي نانو کامپوزیتی هدفمند که توسط لایههاي استوانهپنل

. وي شرایط مرزي پنل ]25[اند، توسط علی بیگلو بررسی گردید احاطه شده
گاه ساده در نظر گرفت و معادلات دیفرانسیلی صورت تکیهرا در چهار طرف به

و فضاي حالت را با استفاده از بسط سري فوریه در راستاي محوري و محیطی
حالت در راستاي ضخامت، حل نمود.همچنین فضاي

اي ساخته شده از هاي استوانهارتعاشات غیرخطی پنل] 26[شن 
اند، تحت هاي هدفمند را که بر روي بستر الاستیک قرار گرفتهنانوکامپوزیت

شرایط حرارتی بررسی نمود. همچنین در تحقیق دیگري، با استفاده از روش 
اي هاي استوانهیتز، لی و همکارانش ارتعاشات آزاد پنلر-پیبدون المان کی

.]27[هاي کربنی را مطالعه نمودند کامپوزیتی تقویت شده با نانو لوله
اي ساخته شده از هاي استوانهدر این تحقیق ارتعاشات آزاد پوسته

هاي کربنی مدرج تابعی که توسط بستر هاي تقویت شده با نانولولهکامپوزیت
اند، تحت بارگذاري حرارتی اولیه مورد بررسی قرار گرفته احاطه شدهالاستیک 

هاي نانو کامپوزیتی هدفمند تحت است. لازم به ذکر است که ارتعاشات پوسته
بارگذاري حرارتی و احاطه شده توسط بستر الاستیک تا کنون مورد بررسی 

دي از جمله توان به موارهاي این کار میاز دیگر نوآوريقرار نگرفته است. 
در شرایط هندسی مختلف 5و سندرز4هاي دانلمقایسه نتایج حاصل از تئوري

سازي گیر متناوب جهت گسستهو همچنین استفاده از یک عملگر مشتق
معادلات تعادل با استفاده از اصل روابط در راستاي محیطی پوسته اشاره کرد. 

اول و همچنین در همیلتون و به کارگیري تئوري تغییر شکل برشی مرتبه
تغییر مکان سندرز و دانل بدست آمده است. بستر - نظر گرفتن روابط کرنش

در نظر گرفته شده است. جهت حل 6الاستیک نیز به صورت مدل پسترناك

																																																																																																																																											
1-	Generalized	finite	difference	
2-	Shock	loading	
3-	Fast	Fourier	Transformation:	FFT	
4-	Donnell	
5-	Sanders	
6-	Pasternak	

کردن معادلات حاکم از روش تفاضل مربعات تعمیم یافته و عملگر مشتق گیر 
اي محوري و محیطی سازي روابط در راستمتناوب به ترتیب براي گسسته

استفاده شده است. با استفاده از عملگر مشتق گیر متناوب بجاي روش تفاضل 
مربعات تعمیم یافته، دیگر نیازي به ارضا کردن روابط سازگاري در راستاي 

در راستاي محوري، امکان GDQمحیطی نیست. همچنین بکارگیري روش 
در نتیجه روابط حاکم آورده است.بررسی شرایط مرزي متفاوت را فراهم 

سازي شده و به یک دستگاه معادلات جبري تبدیل  شده که با اعمال گسسته
شرایط مرزي و حل این دستگاه معادلات، فرکانس طبیعی سازه به دست 

در انتها نیز با ارائه و بررسی نتایج، تأثیر پارامترهاي مختلف از جمله آید.می
ف، بستر الاستیک و شرایط هندسی بارگذاري حرارتی، شرایط مرزي مختل

متفاوت بر روي فرکانس طبیعی سازه مورد بررسی قرار گرفته است.

هاي کربنی هاي تقویت شده با نانولولهخواص مکانیکی کامپوزیت-2
مدرج تابعی

هاي کربنی از ترکیب فرض شده است که کامپوزیت تقویت شده با نانو لوله
تشکیل شده است. 8ماده زمینه ایزوتروپو7هاي کربنی تک لایهنانولوله

صورت یکنواخت و مدرج هاي کربنی در راستاي ضخامت بهتوزیع نانولوله
متفاوتی براي هاي میکرومکانیکی تابعی در نظر گرفته شده است. مدل

هاي هاي تقویت شده با نانولولهبینی خواص مکانیکی موثر کامپوزیتپیش
و قانون تاناکا -توان به مدل مورين جمله میکربنی ارائه شده است که از آ

. براساس قانون ترکیب تعمیم یافته، مدول یانگ و مدول ترکیب اشاره کرد
:]15[شوند ) ارائه می3- 1صورت روابط (برشی موثر براي نانو کامپوزیت به

)1(E = η V E + V E

)2(η
E =

V
E +

V
E

)3(η
G =

V
G +

V
G

ترتیب بیانگر مدول یانگ و مدول بهو ، که در این روابط 
نیز خواص مرتبط با ماده زمینه و کربنی بوده و برشی نانو لوله

)	باشند. همچنین می = 1, 2, باشد نانولوله کربنی می9پارامتر کارایی(3
در خواص مواد لحاظ شده است و از 10که براي در نظر گرفتن اثرات اندازه

هاي طریق تطابق نتایج حاصل از قانون ترکیب تعمیم یافته با مدل
ترتیب کسر نیز بهو شود. علاوه بر این میکرومکانیکی تعیین می

+باشند و از رابطه حجمی نانولوله کربنی و ماده زمینه می = 1

کنند.پیروي می
FGعلاوه بر توزیع یکنواخت، سه نوع توزیع مدرج تابعی اعم از  − A ،

FG − O وFG − X در راستاي ضخامت در نظر گرفته شده است. در توزیع
FGنوع   − A سطح خارجی پوسته کاملا از ماده زمینه تشکیل شده و سطح ،

FGباشد. در توزیع داخلی فقط متشکل از نانو لوله کربنی می − O سطح ،
ه کاملا از نانو لوله تشکیل شده و سطح خارجی و داخلی تنها از میانی پوست

FGباشد. در توزیع نوع ماده زمینه می − X نیز سطح میانی تنها حاوي ماده
زمینه بوده و سطوح داخلی و خارجی از نانو لوله تشکیل شده است. کسر 

هاي مختلف حجمی توزیع نانولوله کربنی در راستاي ضخامت براي حالت
:]6[باشد) می7-4ورت روابط (صبه
)4(UD: = ∗

																																																																																																																																											
7-	Single-walled	carbon	nanotube	
8-	Isotropic	matrix	
9-	Efficiency	parameters	
10-	Size	effect	
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)5(FGA:	 = 1−
2
ℎ

∗

)6(FGO:	 = 1−
2| |
ℎ

∗

)7(FGX:	 = 2
2| |
ℎ

∗

شود:) تعریف می8صورت رابطه (به∗در روابط بالا 

)8(
∗ =

+ −

) کسر جرمی نانولوله کربنی در کامپوزیت بوده و )، 8که در رابطه 
باشد. چگالی کلی ترتیب بیانگر چگالی ماده زمینه و نانولوله میبهو 

	آید:دست می) به9کامپوزیت نیز از رابطه (نانو
)9(= +

نانوکامپوزیت نیز به ترتیب از ضریب انبساط حرارتی طولی و عرضی 
:]15[آید دست می) به11) و (10روابط (

)10(=
+
+

)11(
= (1 + ) + (1 + )

								−
ترتیب بیانگر ضریب انبساط حرارتی بهو ، که در این روابط، 

ترتیب ضریب پواسون نانولوله و نیز بهو نانولوله و ماده زمینه بوده و 
باشند. همچنین ضریب پواسون نانو کامپوزیت نیز از رابطه ماده زمینه می

آید:دست می) به12(
)12(= +

روابط حاکم-3
هاي مدرج تابعی را با شعاع اي ساخته شده از نانوکامپوزیتپوسته استوانه

در نظر بگیرید. سطح خارجی پوسته توسط و طول ℎ، ضخامت متوسط 
بستر الاستیک احاطه شده است که اثرات بستر با استفاده از مدل پسترناك 

)شود. دستگاه مختصات بیان می , , بر روي سطح میانی پوسته در نظر (
در راستاي در راستاي محوري، مختصه شود که مختصه گرفته می

در راستاي عمود بر سطح میانی و به سمت خارج پوسته محیطی و مختصه 
می باشد. با توجه به دستگاه مختصات، تغییر مکان هر نقطه دلخواه از پوسته 

وان براساس تئوري تغییرشکل برشی مرتبه اول به ترا میو ، در راستاي 
) بیان کرد:13صورت رابطه (

)13(

( , , , )
( , , , )
( , , , )

=
( , , ) + ( , , )
( , , ) + ( , , )

( , , )
ترتیب معرف تغییر مکان سطح میانی بهو ، ه در رابطه بالا ک

نیز بیانگر دوران و محوري، محیطی و عرضی بوده و پوسته در راستاي
	تغییر مکان غیرخطی- باشند. روابط کرنشمیو سطح عمود حول محور 

) شوند ) تعریف می14براساس تئوري دانل و سندرز به صورت رابطه 
]28،29[:

)14(

= +
1
2 2

+ ,				

=
−
− 		

) حاکم است:15)، روابط (14ابطه (که در ر

= 	 , ,					 = , ,				 = , + , 	,		

)15(

= , 	,				 = , 	,				 = , + ,

= − 	,					 =
1

1 − ,

(14در روابط ( بیانگر کرنش غشایی ترتیببهو، )، 15) و 
باشند. نیز تغییر در انحنا میو،  محوري، محیطی و برشی بوده و 

باشند. همچنین هاي برشی عرضی مینیز معرف کرنشو همچنین 
=هنگامی که  =باشد و اگر باشد، تئوري سندرز می1 لحاظ شود، 0

تئوري دانل خواهد بود.
صورت هاي خطی کرنش بهها براساس مولفهبراساس قانون هوك، تنش

:]30[آیند دست می) به16رابطه (

)16(

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

	

													×

⎝

⎜⎜
⎛

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

+

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

0
0 ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫
−

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

0
0
0 ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫
Δ

⎠

⎟⎟
⎞

شوند:صورت زیر بیان میبهضرایب 	که

)17(

= 1− ,					 = 1− 	 ,	

= 1− 	 ,	

	 = 	,											 = 	, =

هاي نیرو و ممان از )، منتجه16ارائه شده در رابطه (هاي با توجه به تنش
شوند:) حاصل می18رابطه (

گردند:صورت زیر بیان مینیرو و ممان بههايدر نتیجه منتجه

باشد و مقدار آن می1بیانگر ضریب اصلاح برشی	)،19رابطه (که در 
=برابر  - بهو ، همچنین ضرایب 	].28شود [لحاظ می5/6

شوند:) ارائه می20صورت رابطه (

																																																																																																																																											
1-	Shear	correction	factor	

)18(

( , ) = (1, ) 	,					( = , , )	

= 	,					( = , )

⎩
⎪⎪
⎪
⎨

⎪
⎪⎪
⎧

⎭
⎪⎪
⎪
⎬

⎪
⎪⎪
⎫

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

	

)19(	

									×

⎩
⎪⎪
⎪
⎨

⎪⎪
⎪
⎧

⎭
⎪⎪
⎪
⎬

⎪⎪
⎪
⎫

−

⎩
⎪⎪
⎪
⎨

⎪⎪
⎪
⎧

0

0
0
0 ⎭
⎪⎪
⎪
⎬

⎪⎪
⎪
⎫
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)20(

= 	 ,			 = 	 ,	

= 	 ,			( = 11,12, 22, 66, 55, 44)

صورت ههاي نیرو و ممان به واسطه بارگذاري حرارتی بهمچنین منتجه
شوند:) بیان می21رابطه (

)21(

= ∆ 	 ,	

= ∆ 	

معادلات حرکت-4
هاي مدرج اي ساخته شده از نانوکامپوزیتحرکت پوسته استوانهمعادلات 

وسیله بستر الاستیک احاطه شده و تحت بارگذاري حرارتی اولیه تابعی که به
شود. در صورتی که قرار گرفته است، با استفاده از اصل همیلتون استخراج می

بواسطه واسطه بستر الاستیک، انرژي کرنشی انرژي کرنشی، انرژي کرنشی به
نشان داده و ، ، ترتیب با بارگذاري حرارتی اولیه و انرژي جنشی به

گردد:) بیان می22صورت رابطه (شود، اصل همیلتون به

)22(( + + − ) = 0

اي براساس تئوري انرژي جنبشی و انرژي کرنشی براي پوسته استوانه
باشند:صورت زیر میاول بهتغییر شکل برشی مرتبه 

)23(=
1
2 ( ̇ + ̇ + ̇ )

)24(

=
1
2 + + 	

				+ +
))، 23در رابطه (که  ̇ در باشد.بیانگر مشتق نسبت به زمان می(

تعریف کنیم، و ، صورتی که منتجه نیروهاي حرارتی اولیه را 
باشد: ) می25صورت رابطه (انرژي کرنشی ناشی از آن به

)25(=
1
2 + + dA

صورت واسطه بستر الاستیک نوع پسترناك بههمچنین انرژي کرنشی به
شود:) ارائه می26رابطه (

)26(=
1
2 + ( , +

1
, )

باشد. ضریب برشی بستر الاستیک میضریب وینکلر و که در آن 
) در اصل همیلتون، معادلات خطی حرکت به 26-23گذاري روابط (با جاي

شوند:) حاصل می31-27صورت روابط (

)27(, + , = ̈ + ̈

)28(

, + , + − − 	
								= ̈ + ̈

)29(

, + , − − , − , − , 	

								+ , − 	 + , + , = ̈

)30(, + , − = ̈ + ̈

)31(, + , − = ̈ + ̈

با استفاده از تحلیل )و ، منتجه نیروهاي حرارتی اولیه (
صورت رابطه غشایی معادلات تعادل و در نظر گرفتن بارگذاري حرارتی به

:]31[شوند ) حاصل می32(

)32(

= −
( + ) −

+ ,	

= − + ,	

= 0
) در معادلات حرکت، 19هاي نیرو و ممان از رابطه (گذاري منتجهبا جاي

دست ) به37-33صورت روابط (این معادلات برحسب متغیرهاي جابجایی به
آیند: می

)33(

+ +
+

	

							+ + B + 	

							+
+

= ̈ + ̈

)34(

+
+ + 		

									− − +
+

	

									+ +
+

	

									+ B + + 	

									= ̈ + ̈

)35(

− −
+

+ 	

									 + − + 	

								+ − + +
1

	

								+
−

	

								+
−

= ̈

)36(

+ +
+

	

								−
−

+ D + 	

								− ) +
+

	

								= ̈ + ̈

)37(

+
+ + 	

									+ −
−

	

									+
+

+ D 	

									+ − = ̈ + ̈

) و Cگاه گیردار ()، تکیهSگاه ساده (همچنین سه نوع شرط مرزي تکیه
	شوند:)  ارائه می40-38صورت روابط () بهFگاه آزاد (تکیه
	گاه گیردار:تکیه·
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)38(= = = = = 0,									0 ≤ ≤ 2π		
	گاه ساده:تکیه·

)39(= = = = 0,			 = 0,					0 ≤ y ≤ 2π			
	گاه آزاد:تکیه·

)40(= = = = = 0					0 ≤ ≤ 2π

	حل معادلات حرکت-5
هاي تغییر مکان در دو راستاي محوري و جهت حل معادلات حرکت، مولفه

سازي در راستاي محوري از شود. جهت گسستهسازي میمحیطی گسسته
شود. در صورتی که در راستاي استفاده میروش مربعات تفاضلی تعمیم یافته 

استفاده شود، باید )GDQ(محیطی نیز از روش مربعات تفاضلی تعمیم یافته 
که تغییر شرایط سازگاري به معادلات اعمال شود. از اینرو با توجه به این

جاي استفاده باشند، بهمتناوب می[0,2π]ها در راستاي محیطی در بازه مکان
تفاضلی تعمیم یافته در راستاي محیطی، از یک عملگر از روش مربعات

گیر متناوب استفاده خواهد شد. در واقع با استفاده از این عملگر مشتق
متناوب دیگر نیازي به اعمال شرایط سازگاري نخواهد بود. در ادامه مختصري 

گیر متناوب ارائه از روش روش مربعات تفاضلی تعمیم یافته و عملگر مشتق
دد.گرمی

	روش مربعات تفاضلی تعمیم یافته- 5- 1
)ام تابع براساس روش مربعات تفاضلی تعمیم یافته، مشتق مرتبه  به (

اي تابع به و مقادیر گره1ضرب ضرایب وزنیصورت مجموع خطی از حاصل
:]32[آیددست می

)41(( )
= ( ) ,			 = 1,2, … ,

اي در راستاي محیطی بوده و تعداد کل نقاط گرهدر رابطه بالا 
صورت زیر بهباشد. در صورتی که بردار ستونیبیانگر ضرایب وزنی می

تعریف گردد:

)42(= = = ( ), ( ), … ,

)که در آن  )مقادیر گرهی تابع ( باشد، عملگر =در نقطه (
صورت زیر تعریف )، به41(و رابطه GDQگیر براساس روش ماتریسی مشتق

شود:می

)43(( ) = = [ ] , { }

که در رابطه بالا

)44(= [ ] , = ,			 , = 1:

مرتبه مشتق را مشخص کرده و ضرایب )، بالا نویس 44در رابطه (
	شوند.) ارائه می45صورت رابطه (بهوزنی 

)45(

=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

	,																																								 = 0
ℒ( )
− ℒ( )

	,										 ≠ 	; 		 , = 1, … , 	
= 1

−
−

	 ,
≠ 	; 		 , = 1, … ,

= 2,3, … , − 1

−
;

	,																 = 	; 		 , = 1, … ,
= 1,2, … , − 1

)ℒبوده و براي ×ماتریس همانیدر رابطه بالا  داریم:(

																																																																																																																																											
1-	Weighting	coefficient	

)46(ℒ( ) = ( − )
=1; ≠

اي در که نوع توزیع نقاط گرهاند ] نشان داده28مطالعات پیشین [
لوباتو -گاوس-موثر بوده و توزیع چبیشفGDQپایداري و همگرایی روش 

جا نیز از این رو، در ایندهد. از اینبیشترین همگرایی و پایداري را نتیجه می
باشد:) می47صورت رابطه (شود که بهاي استفاده مینوع توزیع نقاط گره

)47(=
1
2 1− cos

− 1
− 1π	

عملگر مشتق گیر متناوب- 2-5
ایده اصلی استفاده از عملگر مشتق گیر متناوب بر این اصل استوار است که با 

ها در راستاي محیطی، از یک عملگر مکانتوجه به متناوب بودن تغییر
متناوب استفاده شود تا به طور ذاتی شرایط تناوبی را ارضا کرده و نیازي به 

هاي راستاي محیطی نباشد. در این روش، ازگاري در مرزاعمال شرایط س
، که همانا توابع 2عملگر مشتق گیر با استفاده از مشتقات توابع متناوب سینک

آید. عملگر ماتریسی براي دست میباشند، بهمی3پایه در روش همپوشانی
]:33باشد [) می48صورت رابطه (مشتق مرتبه اول و دوم به

)48(
( ) = , 	,	

= [ , ]
شوند:صورت زیر تعریف میبه,و ,که ضرایب 

)49(⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

= 0																																																									

, =
(−1)

2 cot
( − 1)

																				

, =
(−1)

2 cot
− + 1

		

, = , 																																												

, = 2, … ,

)50(⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ = − 12 −

1
6														

, =
(−1)

2 sin ( )									

, =
(−1)

2 sin
		

, = , 																

, = 2, … ,

	باشد.اي در راستاي محیطی میتعداد نقاط گرهکه در رابطه بالا، 

سازي معادلات حرکتگسسته- 3-5
2-5و 1- 5هاي در این قسمت با توجه به عملگرهاي مشتق گیر که در بخش

بدین منظور مقادیر شود.سازي میبیان گردید، معادلات حرکت گسسته
شود:ارائه می) 51اي به صورت رابطه (متغیرهاي تغییر مکان در نقط گره

)51(

= , , … , , = , , … , 		

= , , … , ,	

Φ = , , … , ,	

Φ = , , … , ,

که مقادیر گرهی متغیرهاي مکان در دو راستاي محوري و با توجه به این
اند، براي بیان معادلات حرکت، عملگرهاي مشتق گرفته شدهمحیطی در نظر 
شوند:) بیان می52صورت رابطه (گیر ماتریسی به

																																																																																																																																											
2-	Periodic	Sinc	Function	
3-	Collocation	Method	
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)52(
= ⊗
= ⊗

					( = 1,2)	

بیانگر ⊗باشد. همچنین می×ماتریس همانی در رابطه بالا، 
)، معادلات حرکت 52) و (51به رابطه (با توجه ].6[باشد می1ضرب کرونکر
شوند:) ارائه می57-53اند، به صورت روابط () بیان شده37-33که در روابط (

)53(

+ +
+

	

										+ + B + Φ 	

										+
+

Φ = ̈ + Φ̈

)54(

+
+ + 		

									− − 	

									+
+

+ 	

										+
+

Φ + B + 	

										+ Φ = ( ̈ + Φ̈ )

)55(

− −
+

+ 	

										 + − + 	

								+ − + +
1

	

								+
−

Φ

								+
−

Φ 	

								= ̈

)56(

+ +
+

	

									−
−

+ D + 	

									− )Φ +
+

Φ 	

									= ( ̈ + Φ̈ )

)57(

+
+ + 	

										+ −
−

	

									+
+

Φ + D + 	

								− )Φ = ( ̈ + Φ̈ )

) را به فرم ماتریسی زیر نوشت:57-53توان روابط (می
)58(̈ + = 0, = , , ,Φ ,Φ

با . باشندبه ترتیب ماتریس سختی و اینرسی میو که در رابطه بالا 
هاي تغییر مکان، در نظر گرفتن حل هارمونیک نسبت به زمان براي مولفه

=هاي تغییر مکان را به صورت توان بردار مقادیر گرهی مولفهمی

گردد:یبه صورت زیر ارائه م) 58بیان نمود و در نتیجه رابطه (
)59(( − ) = 0,

سازي با گسستهباشد. فرکانس طبیعی سیستم میکه در رابطه بالا 
) ها در گذاري آن) ارائه گردید و جاي40-38شرایط مرزي که در روابط 

گردد:صورت زیر بیان می) به59(هاي سختی و اینرسی، رابطهماتریس

																																																																																																																																											
1-	Kronecker	product	

)60(=
0

ترتیب بیانگر نقاط گرهی دامنه و بهو هاي که در رابطه بالا زیرنویس
صورت زیر نوشت:) را به60توان رابطه (باشد. میمرز می

)61(= ( )
( − ( ) ) =

هاي )، فرکانس61در رابطه (خطی ارائه شدهبا حل دستگاه معادلات 
	آیند.بدست میسازه طبیع 

بحث و نتایج عددي- 6
اي ساخته هاي استوانهدر این بخش نتایج عددي براي بررسی ارتعاشات پوسته

هاي مدرج تابعی که تحت بارگذاري حرارتی بوده و شده از نانوکامپوریت
شود. بدین منظور در ابتدا ائه میتوسط بستر الاستیک احاطه شده است، ار
2متیل متاکریلیتگردد. ماده پلیخواص مکانیکی موثر نانوکامپوزیت بیان می

)PMMA(شود که خواص مکانیکی آن عنوان ماده زمینه انتخاب میبه
: ]6باشد [صورت زیر میبه

= 2.5	GPa	, 	 = 1150	kg/m 		, = 0.34		
عنوان ) بهArmchair)10،10هاي کربنی تک لایه نوع همچنین نانولوله

شود که با در نظر گرفتن ضخامت موثر تقویت کننده کامپوزیت لحاظ می
ℎ = 0.067	nm،15[شود صورت زیر در نظر گرفته میخواص آن به:[

= 5.6466	TPa	, = 7.0800	TPa	,	
G = 1.9445	TPa	, = 0.175	,	
	 = 1400	kg/m 			

ها تر ذکر گردید، ضرایب پارامتر کارایی نانوکامپوزیتطور که پیشهمان
از طریق مطابقت نتایج حاصل از قانون ترکیب تعمیم یافته و روش دینامیک 

براي سه مقدار و ، جا ضرایب گردد. در اینمولکولی محاسبه می
:]15[شود صورت زیر ارائه میبهها، مختلف کسر حجمی نانولوله

∗ = 0.12 ∶ 			 = 0.137, = 1.022,
= 0.715						

∗ = 0.17						 = 0.142, = 1.626, = 1.138	
∗ = 0.28						 = 0.141, = 1.585, = 1.109		

همچنین توزیع درجه حرارت در راستاي ضخامت پوسته یکنواخت در 
که شده است. نتایج برحسب تئوري سندرز ارائه شده است، مگر آننظر گرفته 

ذکر شود از تئوري دانل استفاده شده است.

	اعتبار سنجی نتایج- 6- 1
در این بخش نتایج حاصل از این پژوهش جهت اعتبارسنجی با نتایج موجود 

، نتایج حاصل براي 1شود. بدین منظور در جدول در سایر مقالات مقایسه می
اي ایزوتروپیک با نتایج ارائه شده در مقاله استوانههاي طبیعی پوستهفرکانس

گاه شن و ژیانگ مقایسه شده است. شرایط مرزي مسئله در دو انتها تکیه
طور که ساده بوده و پنج مود اول فرکانس طبیعی ارائه گردیده است. همان

رد.قابل قبولی در نتایج وجود داگردد، مطابقتملاحظه می
اي ساخته شده از مواد طبیعی اول پوسته استوانهسپس ده فرکانس

2در جدول ]28[مدرج تابعی، با نتایج ارائه شده توسط تورنابنه و همکارانش 
گاه گیردار و در مقایسه گردیده است. شرایط مرزي پوسته در یک انتها تکیه

صورت ترکیبی از فلز و گاه آزاد بوده و مواد مدرج تابعی به انتهاي دیگر تکیه
ذکرگردیده ]28[سرامیک در نظر گرفته شده است که خواص آن در مرجع 

است.
باشد که براي چگونگیاندیس قانون توانی می2در جدول همچنین 

																																																																																																																																											
2-	Weighting	coefficient	
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=مقایسه پنج فرکانس طبیعی اول 1جدول  (Hz) براي پوسته استوانه
=ایزوتروپیک ( 410	mm،	 = 301.5	mm،	ℎ = 1	mm،	 = 210	GPa،

	 = 0.3،	 = 7850	kg/m3(
	نتایج حاضر 	]34دیم[ 	]15شن[ 	شماره مود

92/280	 37/281	 30/283	 1	
68/288	 28/288	 59/290	 2	
34/303	 32/305	 73/306	 3	
35/318	 51/317	 04/320	 4	
66/364	 22/362	 83/364	 5	

=مقایسه ده فرکانس طبیعی اول 2جدول  /2π	(Hz) براي پوسته استوانه اي
=ساخته شده از مواد مدرج تابعی ( 2	m،	 = 1	m،	ℎ = 0.1	m	(

k=5	 = 1	 = 0	
شماره 

	مود
نتایج 
	حاضر

تورنابنه 
]28[	

نتایج 
	حاضر

تورنابنه 
]28[	

نتایج 
	حاضر

تورنابنه 
]28[	

27/148 	 75/148 	 80/148 	 29/149 	 88/152 	 98/152 	 1	
27/148 	 75/148 	 80/148 	 29/149 	 88/152 	 98/152 	 2	
75/218 	 49/219 	 48/211 	 22/212 	 94/219 	 06/220 	 3	
75/218 	 49/219 	 48/211 	 22/212 	 94/219 	 06/220 	 4	
77/242 	 43/243 	 58/248 	 31/249 	 79/253 	 78/253 	 5	
77/242 	 43/243 	 58/248 	 31/249 	 79/253 	 78/253 	 6	
45/382 	 71/383 	 21/368 	 46/369 	 36/383 	 55/383 	 7	
45/382 	 71/383 	 21/368 	 46/369 	 36/383 	 55/383 	 8	
81/401 	 56/402 	 08/412 	 97/412 	 86/420 	 51/420 	 9	
27/422 	 57/423 	 11/417 	 46/418 	 32/431 	 45/431 	 10	

طور که همانرکیب فلز و سرامیک در مواد مدرج تابعی استفاده شده است. ت
شود تطابق خوبی میان نتایج وجود دارد.مشاهده می2از جدول 

اي بعد شده پایه براي پوسته استوانهنیز فرکانس طبیعی بیدر انتها 
هاي مدرج تابعی با نتایج ارائه شده توسط شن، ساخته شده از نانوکامپوزیت

مقایسه گردیده است که نتایج از مطابقت قابل قبولی برخوردار 3در جدول 
باشد.گاه ساده در دو انتها میصورت تکیههستند. شرایط مرزي نیز به

بررسی همگرایی پاسخ-2-6
در این بخش تأثیر تعداد نقاط گرهی در راستاي محوري و محیطی بر 

گیرد. لازم به ذکر است که در این بخش همگرایی نتایج مورد بررسی قرار می
اثرات مربوط به بارگذاري حرارتی اولیه و بستر الاستیک لحاظ نشده است.

	

Ωبعد شده (مقایسه فرکانس طبیعی پایه بی 3جدول  = ( /ℎ) ) براي /
ℎ	پوسته استوانه اي ساخته شده از نانو کامپوزیت مدرج تابعی ( = 5	mm،	 /ℎ = 10(	

∗ 	
نوع مدرج 

	تابعی

/ ℎ = 100	/ ℎ = 500	

نتایج 
	حاضر

شن  
]15[ 	

نتایج 
	حاضر

شن  
]15[ 	

12/0 	

UD	3656/3 	3704/3 	7020/1 	7231/1 	

FGA	2019/3 	2568/3 	6614/1 	6652/1 	

FGX	5674/3 	6150/3 	6977/1 	7814/1 	

17/0 	

UD	2870/4 	2866/4 	1901/2 	2106/2 	

FGA	1155/4 	0412/4 	1486/2 	1477/2 	

FGX	5410/4 	6106/4 	1913/2 	3121/2 	

28/0 	

UD	6543/4 	6766/4 	3178/2 	3548/2 	

FGA	5410/4 	4886/4 	3228/2 	3306/2 	

FGX	2014/5 	2173/5 	3675/2 	5651/2 	

اي ساخته شده از بعد پوسته استوانهطبیعی بیبدین منظور فرکانس
ها به ازاي مقادیر مختلف نقاط گرهی در راستاي محیطی، در کامپوزیتنانو

ارائه شده است. شرایط مرزي پوسته در یک انتها گیردار و در انتهاي 4جدول 
).CFدیگر آزاد در نظر گرفته شده است (

صورت یکنواخت هاي کربنی در راستاي ضخامت سازه بهنانولولهتوزیع 
هاي مختلف طول به شعاع و ضخامت به شعاع بررسی فرض شده و نسبت

=شده است. همچنین تعداد نقاط گرهی در راستاي محوري  در نظر 16
نقطه گرهی 8شود، به ازاي تعداد طور که مشاهده میهمانگرفته شده است. 

شوند.ها تا چهار رقم اعشار همگرا میمحیطی، پاسخدر راستاي 
اي به ازاي ، فرکانس طبیعی پوسته استوانه5علاوه بر این در جدول 

تعداد نقاط گرهی مختلف در راستاي محوري ارائه گردیده است. شرایط مرزي 
در باشد و تعداد نقاط گرهی می4ها همانند جدول و نوع توزیع نانولوله

=راستاي محیطی طور که مشاهده در نظر گرفته شده است. همان10
گردد با افزایش نسبت طول به شعاع، تعداد نقاط گرهی مورد نیاز در می

اي که نتایج تا چهار رقم راستاي محوري براي رسیدن به همگرایی به گونه
و 4یابد. با توجه به نتایج ارائه شده در جدول اعشار یکسان گردند، افزایش می

، تعداد نقاط گرهی در راستاي محوري و محیطی براي ارائه نتایج در ادامه 5
=صورت مقاله به =و 16 شود.در نظر گرفته می10
اي بعد پوسته استوانهطبیعی بیبررسی همگرایی نتایج مربوط به فرکانس4جدول 

در راستاي محیطیازاي تعداد نقاط گرهی مختلف ها بهساخته شده از نانوکامپوزیت

	
ℎ/ = 0.05	ℎ/ = 0.1	

= 2	= 4	= 6	= 2	= 4	= 8	

4	2109/6 	0410/3 	4567/1 	2719/3 	5678/1 	7389/0 	

6	4092/4 	1289/2 	1772/1 	6173/2 	3532/1 	7389/0 	

8	1235/4 	1289/2 	1772/1 	6173/2 	3532/1 	7389/0 	

10	1235/4 	1289/2 	1772/1 	6173/2 	3532/1 	7389/0 	

10	1235/4 	1289/2 	1772/1 	6173/2 	3532/1 	7389/0 	

14	1235/4 	1289/2 	1772/1 	6173/2 	3532/1 	7389/0 	

16	1235/4 	1289/2 	1772/1 	6173/2 	3532/1 	7389/0 	

اي طبیعی بی بعد پوسته استوانهبررسی همگرایی نتایج مربوط به فرکانس5جدول 
به ازاي تعداد نقاط گرهی مختلف در راستاي محوريهاساخته شده از نانو کامپوزیت

	
ℎ/ = 0.05	ℎ/ = 0.1	

= 2	= 4	= 6	= 2	= 4	= 8	

4	7276/3 	9439/1 	1014/1 	4214/2 	2561/1 	6994/0 	

5	1717/4 	2092/2 	2174/1 	6173/2 	3707/1 	7608/0 	

6	1284/4 	0893/2 	1476/1 	6193/2 	3488/1 	7260/0 	

7	1325/4 	1443/2 	1951/1 	6181/2 	3560/1 	7448/0 	

8	1304/4 	1336/2 	1690/1 	6177/2 	3550/1 	7376/0 	

9	1244/4 	1287/2 	1818/1 	6171/2 	3535/1 	7392/0 	

10	1243/4 	1324/2 	1778/1 	6172/2 	3536/1 	7390/0 	

11	1253/4 	1285/2 	1774/1 	6172/2 	3532/1 	7386/0 	

12	1235/4 	1296/2 	1787/1 	6172/2 	3532/1 	7392/0 	

13	1234/4 	1289/2 	1768/1 	6172/2 	3531/1 	7388/0 	

14	1235/4 	1290/2 	1778/1 	6172/2 	3532/1 	7390/0 	

15	1235/4 	1289/2 	1769/1 	6172/2 	3531/1 	7389/0 	

16	1235/4 	1289/2 	1772/1 	6172/2 	3532/1 	7389/0 	

17	1235/4 	1289/2 	1770/1 	6172/2 	3531/1 	7389/0 	

18	1235/4 	1289/2 	1771/1 	6172/2 	3532/1 	7389/0 	

19	1235/4 	1289/2 	1771/1 	6172/2 	3532/1 	7389/0 	

20	1235/4 	1289/2 	1771/1 	6172/2 	3532/1 	7389/0 	
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3279شماره ،15، دوره 1394خرداد مهندسی مکانیک مدرس، 
	

تاثیر پارامترهاي مختلف بر فرکانس طبیعی-3-6
در این بخش اثر عوامل مختلف از جمله بستر الاستیک، بارگذاري حرارتی، 

هاي کربنی در راستاي ضخامت سازه، شرایط مرزي و لولهچگونگی توزیع نانو 
اي بر فرکانس طبیعی آن مورد بررسی قرار شرایط هندسی پوسته استوانه

اي ساخته شده گیرد. تغییرات فرکانس طبیعی پایه بی بعد پوسته استوانهمی
هاي مدرج تابعی به ازاي ضرایب مختلف بستر الاستیک و از نانو کامپوزیت

ارائه شده است. توزیع نانو لوله کربنی در 6ول به شعاع، در جدول نسبت ط
و FGA ،FGO(و مدرج تابعی )UD(صورت یکنواخت راستاي ضخامت سازه به

FGX(.در نظر گرفته شده است
شود، افزایش ضرایب بستر الاستیک و نسبت طور که مشاهده میهمان

بعد سازه انس طبیعی بیترتیب باعث افزایش و کاهش فرکطول به شعاع به
هاي کربنی در ترکیب گردد. همچنین افزایش کسر حجمی نانولولهمی

گردد و بیشترین بعد مینانوکامپوزیت موجب افزایش فرکانس طبیعی بی
باشد. همچنین میFGXبعد نیز مربوط به توزیع نوع فرکانس طبیعی بی

:شوندارائه می)62ت رابطه (صوربعد شده بستر الاستیک بهضرایب بی

)62(

=
ℎ

12 (1− )
						

=
ℎ

12 (1− )

تأثیر ضرایب مختلف بستر الاستیک بر فرکانس طبیعی پایه بی بعد شده 6جدول
)Ω = ( /ℎ) اي ساخته شده از نانوکامپوزیت مدرج تابعی ) پوسته استوانه/

ℎ/شعاع مختلف (به ازاي نسبت طول به  = 20, Δ = 0, SS(

/ 	∗ 	

نوع 
مدرج 
	تابعی

( , )	

)0 ،0(	)100،0( 	)0،10( 	)100،10( 	

2	

12/0 	

UD	173/7 	732/7 	811/7 	327/8 	

FGA	093/7 	658/7 	738/7 	259/8 	

FGO	627/6 	228/7 	312/7 	862/7 	

FGX	684/7 	208/8 	282/8 	771/8 	

17/0 	

UD	082/9 	525/9 	589/9 	010/10 	

FGA	042/9 	488/9 	552/9 	975/9 	

FGO	447/8 	922/8 	990/8 	438/9 	

FGX	741/9 	155/10 	215/10 	611/10 	

28/0 	

UD	034/10 	428/10 	484/10 	862/10 	

FGA	168/10 	558/10 	615/10 	989/10 	

FGO	218/9 	645/9 	707/9 	113/10 	

FGX	085/11 	443/11 	494/11 	839/11 	

3	

12/0 	

UD	733/4 	540/5 	547/5 	249/6 	

FGA	708/4 	520/5 	527/5 	233/6 	

FGO	540/4 	376/5 	384/5 	105/6 	

FGX	944/9 	721/5 	728/5 	411/6 	

17/0 	

UD	052/6 	696/6 	702/6 	288/7 	

FGA	066/6 	709/6 	715/6 	301/7 	

FGO	820/5 	486/6 	493/6 	096/7 	

FGX	356/6 	972/6 	977/6 	542/7 	

28/0 	

UD	513/6 	102/7 	108/7 	651/7 	

FGA	674/6 	253/7 	257/8 	793/7 	

FGO	208/6 	823/6 	829/6 	392/7 	

FGX	098/7 	641/7 	647/7 	154/8 	

بعد تاثیر شرایط مرزي و وجود بستر الاستیک بر فرکانس طبیعی بی
شود مورد بررسی قرار گرفته است. مشاهده می7اي در جدول پوسته استوانه

/که در نسبت طول به شعاع  = ، شرایط مرزي تاثیر بسزایی بر رفتار 2
گاه گیردار در دو انتها اي که با شرایط مرزي تکیهگونهارتعاشی سازه داشته، به

)CC پوسته بیشترین پایداري را داشته و در نتیجه بیشترین فرکانس طبیعی ،(
گاه گیردار در یک انتها و تکیهباشد. همچنین شرایط مرزي بعد را دارا میبی

بعد را دارد. از )، کمترین فرکانس طبیعی بیCFگاه آزاد در انتهاي دیگر (تکیه
اي تاثیر شرایط گردد که وجود بستر الاستیک، تا اندازهطرفی مشاهده می

گردد که نوع توزیع نانو براین ملاحظه میدهد. علاوهمرزي را کاهش می
استاي ضخامت در تمامی حالات روند یکسانی داشته، به هاي کربنی در رلوله
بیشترین و کمترین فرکانس طبیعی به ترتیبFGAو FGXاي که نوع گونه

بعد را دارند.بی

بعد برحسب نسبت طول به شعاع تغییرات فرکانس طبیعی بی1در شکل 
ر هاي کربنی دبه ازاي شرایط مرزي متفاوت رسم شده است. توزیع نانو لوله

بوده و فرض شده است که پوسته توسط FGXراستاي ضخامت سازه از نوع 
رود و از شکل نیز طور که انتظار میبستر الاستیک احاطه شده است. همان

گردد، با افزایش نسبت طول به شعاع، تاثیر شرایط مرزي کاهش استنباط می
/اي که در نسبت یابد، به گونهمی = تقریبا SSوCC،CS، شرایط مرزي 8

کنند.نتایج مشابهی را گزارش می

تاثیر شرایط مرزي و بستر الاستیک بر فرکانس طبیعی پایه بی بعد شده 7جدول
)Ω = ( /ℎ) ) پوسته استوانه اي ساخته شده از نانوکامپوزیت /

)/ℎ = 20, / = 2,Δ = 0(

( , )	∗ 	
نوع مدرج 

	تابعی
	شرایط مرزي

CC	CS	SS	CF	

)0 ،0(	

12/0	

UD	018/10 	478/8	173/7	123/4	
FGA	130/9 	951/7 	093/7 	927/3 	

FGO	695/8 	556/7 	627/6 	921/3 	

FGX	950/10 	214/9 	684/7 	314/4 	

17/0 	

UD	535/12 	656/10 	082/9 	258/5 	

FGA	451/11 	054/10 	042/10 	045/5 	

FGO	902/10 	542/9 	447/8 	996/4 	

FGX	768/13 	611/11 	741/9 	544/5 	

28/0 	

UD	224/14 	978/11 	034/10 	698/5 	

FGA	176/13 	435/11 	167/10 	565/5 	

FGO	367/12 	637/10 	218/9 	366/5 	

FGX	810/15 	321/13 	085/11 	228/6 	

)10،100(	

12/0	

UD	883/10	483/9	327/8	474/5	
FGA	074/10 	016/9 	259/8 	333/5 	

FGO	682/9 	670/8 	862/7 	343/5 	

FGX	744/11 	145/10 	771/8 	592/5 	

17/0 	

UD	230/13 	464/11 	010/10 	491/6 	

FGA	210/12 	908/10 	975/9 	324/6 	

FGO	697/11 	443/10 	438/9 	329/6 	

FGX	402/14 	355/12 	611/10 	607/6 	

28/0 	

UD	825/14 	686/12 	862/10 	805/6 	

FGA	827/13 	177/12 	989/10 	781/6 	

FGO	057/13 	430/11 	113/10 	641/6 	

FGX	351/16 	960/13 	839/11 	189/7 	
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، تاثیر بارگذاري حرارتی اولیه بر فرکانس طبیعی پایه بی بعد 8جدول 
پوسته استوانه اي ساخته شده از نانو کامپوزیت مدرج تابعی را به ازاي ضرایب 

پوسته در دو انتها به دارد. شرایط مرزي مختلف بستر الاستیک بیان می
طور که گاه ساده در نظر گرفته شده است. همانصورت شرایط مرزي تکیه

دلیل بوجود آمدن گردد، با افزایش بارگذاري حرارتی اولیه، بهمشاهده می
طور که یابد. همانبعد کاهش میهاي حرارتی اولیه، فرکانس طبیعی بیتنش
ب بستر الاستیک، فرکانس طبیعی تر نیز ذکر گردید، با افزایش ضریپیش

یابد.بعد نیز افزایش میبی
اي ساخته شده از بعد پوسته استوانهتغییرات فرکانس طبیعی بی

هاي مدرج تابعی برحسب بارگذاري حرارتی اولیه به ازاي ضرایب نانوکامپوزیت
نشان داده شده است. شرایط مرزي پوسته2مختلف بستر الاستیک در شکل 

باشد. گاه گیردار میگاه گیردار و در انتهاي دیگر تکیهتها تکیهدر یک ان
طور که ذکر گردید با افزایش بارگذاري حرارتی اولیه، فرکانس طبیعی همان

اي که در یک درجه حرارت خاص که همان یاید، به گونهبعد کاهش میبی
وجه گردد. با تباشد، فرکانس طبیعی صفر میدماي بحرانی کمانش سازه می

گردد که با افزایش ضریب بستر الاستیک علاوه بر به این مطلب مشاهده می
یابد.کمانش سازه نیز افزایش میافزایش فرکانس طبیعی، دماي بحرانی 

تغییرات فرکانس طبیعی پایه بی بعد شده پوسته استوانه اي ساخته شده از 1شکل 
	نانو کامپوزیت مدرج تابعی برحسب نسبت طول به شعاع به ازاي شرایط مرزي مختلف

)ℎ/ = 0.05, , = (100,10), ∗ = 0.28, FGX.(

ته شده از تغییرات فرکانس طبیعی پایه بی بعد شده پوسته استوانه اي ساخ2شکل
نانو کامپوزیت مدرج تابعی برحسب بارگذاري حرارتی اولیه به ازاي ضرایب مختلف 

/ℎ(	بستر الاستیک = 0.05, / = 2, ∗ = 0.28, CS, FGX.(

بعد شده تاثیر بارگذاري حرارتی اولیه بر فرکانس طبیعی پایه بی8جدول 
)Ω = ( /ℎ) از نانوکامپوزیت مدرج تابعی اي ساخته شده) پوسته استوانه/

ℎ/و به ازاي ضرایب مختلف بستر الاستیک ( = 20, / = 3, SS(

Δ (℃)	∗ 	
نوع مدرج 

	تابعی
( , )	

)0 ،0( 	)10 ،100( 	)20 ،200( 	

0	

12/0 	

UD	733/4 	249/6 	162/7 	

FGA	708/4 	232/6 	152/7 	

FGO	540/4 	105/6 	072/7 	

FGX	944/4 	411/6 	272/7 	

17/0 	

UD	052/6 	288/7 	342/8 	

FGA	066/6 	301/7 	359/8 	

FGO	820/5 	096/7 	175/8 	

FGX	356/6 	542/7 	510/8 	

150	

12/0 	

UD	807/3 	547/5 	628/6 	

FGA	783/3 	532/5 	621/6 	

FGO	576/3 	391/5 	536/6 	

FGX	077/4 	735/8 	752/6 	

17/0 	

UD	038/5	442/6	591/7	
FGA	056/5 	459/6 	606/7 	

FGO	764/4 	231/6 	413/7 	

FGX	407/5 	735/6 	841/7 	

300	

12/0 	

UD	566/2 	741/4 	047/6 	

FGA	533/2 	727/4 	043/6 	

FGO	227/2 	567/4 	952/5 	

FGX	965/2 	969/4 	189/6 	

17/0 	

UD	758/3 	466/5 	756/6 	

FGA	779/3 	485/5 	775/6 	

FGO	394/3 	224/5 	562/6 	

FGX	250/4 	816/5 	042/7 	

تفاوت نتایج حاصل از تئوري دانل و سندرز براي فرکانس طبیعی پایه بی 
اي ساخته شده از نانو کامپوزیت مدرج تابعی به ازاي بعد پوسته استوانه

ارائه شده 9در جدول هاي مختلف طول به شعاع و ضخامت به شعاعنسبت
/گردد که براي نسبت است. مشاهده می = با افزایش نسبت ضخامت ، 4

به شعاع، تئوري سندرز مقادیري کمتري را گزارش کرده و اختلاف دو تئوري 
باشد باشد. هنگامی که نسبت طول به شعاع کوچکتر میقابل ملاحظه می

( = باشد. نکته قابل توجه دیگر این است ، اختلاف دو تئوري کمتر می(2
وله کربنی در راستاي ضخامت، در توزیع نانو لکه به ازاي انواع مختلف توزیع

واسطه کوپلینگ ، بیشترین اختلاف میان دو تئوري وجود دارد که بهFGAنوع 
واسطه تقارن در راستاي ضخامت که بهباشد. حال آنمیان خمش و کشش می

وجود ندارد.	این کوپلینگ)،FGXو UD ،FGOدر سایر انواع (
اي ساخته بی بعد پوسته استوانهتغییرات فرکانس طبیعی پایه3شکل 

شده از نانوکامپوزیت مدرج تابعی برحسب بارگذاري حرارتی اولیه به ازاي 
طور که از شکل دهد. همانهاي مختلف طول به شعاع نشان مینسبت

گردد، با افزایش بارگذاري حرارتی اولیه، فرکانس طبیعی کاهش استنباط می
جاست که هرچه نسبت طول به شعاع کوچکتر بابد. اما نکته قابل توجه اینمی

گیرد باشد، تغییرات فرکانس بیشتر تحت تاثیر بارگذاري حرارتی اولیه قرار می
هاي پایین نیز بارگذاري حرارتی اثر قابل توجهی بر و حتی در درجه حرارت

فرکانس طبیعی دارد. همچنین با توجه به توضیحات ارائه شده در رابطه به 
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گردد که افزایش نسبت طول به ضخامت، تاثیر چندانی ه می، مشاهد2شکل 
در دماي بحرانی کمانش ندارد. البته قابل ذکر است که این نتیجه مربوط به 

	هاي نسبت / ≥ باشد.می2

تفاوت نتایج حاصل از تئوري دانل و سندرز براي فرکانس طبیعی پایه بی 9جدول 
Ωبعد شده ( = ( /ℎ) استوانه اي ساخته شده از نانوکامپوزیت ) پوسته/

هاي مختلف طول به شعاع و ضخامت به شعاع مدرج تابعی به ازاي نسبت
)	 , = (0,0), Δ = 0, CF	(

/ 	∗ 	

نوع 
مدرج 
	تابعی

ℎ/ = 0.05	ℎ/ = 0.1	

تئوري 
	دانل

تئوري 
	سندرز

	خطا
تئوري 

	دانل
تئوري 
	سندرز

	خطا

2	12/0	UD	299/4	123/4	2/4	720/2	617/2	9/3	

		FGA	113/4	927/3	7/4	574/2	462/2	5/4	

		FGO	096/4	921/3	4/4	568/2	463/2	2/4	

		FGX	494/4	314/4	1/4	853/2	748/2	8/3	

	17/0 	UD	487/5	258/5	4/3	464/3	329/3	1/4	

		FGA	288/5	045/5	8/4	300/3	152/3	7/4	

		FGO	220/5	996/4	4/4	276/3	143/3	2/4	

		FGX	788/5	544/5	4/4	651/3	508/3	1/4	

	28/0 	UD	930/5	698/5	1/4	768/3	633/3	7/3	

		FGA	812/5	565/5	4/4	661/3	510/3	4/3	

		FGO	579/5	366/5	9/3	559/3	435/3	6/3	
		FGX	499/6	228/6	3/4	085/4	925/3	1/4	
4	12/0	UD	252/2	129/2	8/5	537/1	353/1	6/13	

		FGA	199/2	070/2	2/6	499/1	306/1	7/14	
		FGO	205/2	085/2	7/5	488/1	307/1	8/13	
		FGX	307/2	178/2	9/5	591/1	401/1	6/13	

	17/0 	UD	882/2	721/2	9/5	969/1	729/1	9/13	

		FGA	831/2	662/2	3/6	933/1	682/1	9/14	
		FGO	823/2	671/2	7/5	898/1	667/1	8/13	
		FGX	973/2	798/2	2/6	063/2	807/1	2/14	

	28/0 	UD	092/3	928/2	6/5	107/2	862/1	2/13	

		FGA	095/3	922/2	9/5	107/2	848/1	0/14	
		FGO	033/3	890/2	9/4	004/2	782/1	4/12	
		FGX	293/3	095/3	4/6	255/2	019/2	7/11	

اي ساخته شده از تغییرات فرکانس طبیعی پایه بی بعد شده پوسته استوانه3شکل 
هاي مختلف نانو کامپوزیت مدرج تابعی برحسب بارگذاري حرارتی اولیه به ازاي نسبت

/ℎ(	طول به شعاع = 0.05, , = (0,0), ∗ = 0.17, SS, FGO(

اي ساخته وانهنتایج مربوط به تغییرات فرکانس طبیعی پایه پوسته است
شده از نانوکامپوزیت مدرج تابعی برحسب بارگذاري حرارتی اولیه به ازاي 

هاي دانل و سندرز در هاي مختلف ضخامت به شعاع براساس تئورينسبت
=ارائه گردیده است. باید توجه داشت که 4شکل  بیانگر تئوري دانل و 0

= شکل، با افزایش نسبت با توجه به باشد. بیانگر تئوري سندرز می1
شود. همچنین ضخامت به شعاع، اختلاف نتایج حاصل از دو تئوري بیشتر می

شود که در یک نسبت ضخامت به شعاع ثابت، تئوري سندرز که مشاهده می
بعد و دماي بحرانی کمانش کمتري را دقت بیشتري دارد، فرکانس طبیعی بی

اري حرارتی اولیه یکسان، با براین، در یک بارگذکند. علاوهبینی میپیش
یابد.بعد سازه افزایش میافزایش نسبت ضخامت به شعاع، فرکانس طبیعی بی

نتیجه گیري-7
هاي تقویت شده با هاي ساخته شده از کامپوزیتارتعاشات آزاد پوسته

هاي کربنی که توسط بستر الاستیک احاطه شده و تحت بارگذاري نانولوله
ها در راستاي گرفته است، بررسی شده است. توزیع نانو لولهحرارتی اولیه قرار 

) (UDضخامت پوسته به دو صورت یکنواخت  و FGA ،FGO) و مدرج تابعی 
FGX در نظر گرفته شده است. تاثیر پارامترهاي مختلف اعم از ضرایب بستر (

هاي کربنی در راستاي الاستیک، بارگذاري حرارتی اولیه، نوع توزیع نانو لوله
ضخامت، شرایط مرزي مختلف و شرایط هندسی متفاوت بر رفتار ارتعاشی 

هاي کربنی به انواع مختلف توزیع نانولوله	اي مطالعه گردید.پوسته استوانه
عنوان تقویت کننده در راستاي ضخامت پوسته بر فرکانس طبیعی پوسته 

کانس همواره بیشترین فرFGXاي که نوع توزیع تاثیرگذار بوده، به گونه
دهد. همچنین افزایش کسر حجمی نانولوله در ترکیب طبیعی را نتیجه می

شود.بعد میکامپوزیت باعث بالا رفتن فرکانس طبیعی بی
اي از طرفی وجود بستر الاستیک باعث پایداري بیشتر پوسته استوانه

- بعد افزایش میشده و با افزایش ضرایب بستر الاستیک، فرکانس طبیعی بی
مچنین مشاهده گردید که شرایط مرزي در دو انتهاي پوسته، تاثیر یابد. ه

بعد داشته، اما با افزایش نسبت طول به شعاع بسزایی در فرکانس طبیعی بی
یابد. علاوه بر این، وجود بارگذاري استوانه، تاثیر شرایط مرزي کاهش می

اي ههاي حرارتی، موجب کاهش فرکانسحرارتی اولیه، بواسطه ایجاد تنش
شود.طبیعی سازه می

اي ساخته شده از نانوکامپوزیت تغییرات فرکانس طبیعی پایه پوسته استوانه4شکل 
هاي مختلف ضخامت به مدرج تابعی برحسب بارگذاري حرارتی اولیه به ازاي نسبت

/(	هاي دانل و سندرزشعاع براي تئوري = 8, , = (0,0),	
∗ = 0.28, SS, UD(
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هاي سندرز و دانل تحت شرایط هندسی نتایج مربوط به تئوريهمچنین 
مختلف با یکدیگر مقایسه گردید و استنباط گردید که در نسبت ضخامت به 
شعاع پایین، با افزایش نسبت طول به شعاع، اختلاف دو تئوري افزایش 

هاي بالاتر ضخامت به شعاع، اختلاف دو تئوري که در نسبتیابد. حال آنمی
تر بیشتر بوده و با افزایش این نسبت، نتایج هاي طول به شعاع پایینبتدر نس

گردد.حاصل از دو تئوري به یکدیگر نزدیک می
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