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دسته از معادلات به جز در موارد  ینا یبرا یقمحاسبه جواب دقای وجود دارد. های مهندسی نیاز به حل معادلات دیفرانسیل پارهدر اکثر رشته 
 هایی، روشدر علم و تکنولوژ یشرفتهمگام با پشود. یم یعدد یهاروش یتاهم یشامر باعث افزا ینا باشد، کهینم یرپذخاص امکان

 این از یکشبکه اشاره کرد. ی های بدونتوان به روشها میاز جمله این روش ارائه شده است.ای یفرانسیل پارهحل معادلات د یبرا یدیجد
روش تابع مجهول به صورت  ین. در اباشدیم یافته یی تعمیمنما یهشبکه توابع پا است، روش بدون یافتهتوسعه  یراخ یهاها که در سالروش

به همگن معادله در نقاط شبکه  فرم که شوندیمحاسبه م یبه صورت یبضرا ی. در مسائل خطشودیم گرفته در نظر ییوابع نمااز ت یخط یبترک
سازی و حل یخط یچ،کانترو-یکرد نیوتنبا استفاده از رو ، معادله دیفرانسیل و شرایط مرزیحل مسائل غیرخطی ی. براصورت دقیق برآورده شود

ه این روش به مسائل وابسته به زمان توسعه داده شده است. به منظور بررسی کارایی روش مسائل خطی و غیرخطی وابسته شوند. در این مقالیم
های تحلیلی نشان از گیری از این روش بررسی شده است. مقایسه نتایج حاصل از روش پیشهادی با جواببه زمان در مکانیک جامدات با بهره
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 Partial differential equations are needed in most of the engineering fields. Analytical solutions to these 

equations cannot be derived except in some very special cases, making numerical methods more 

important. Alongside advances in science and technology, new methods have been proposed for 
solution of partial differential equations, such as meshless methods. Recently, the generalized 

exponential basis function (GEBF) meshless method has been introduced. In this method the unknown 

function is approximated as a linear combination of exponential basis functions. In linear problems, the 
unknown coefficients are calculated such that the homogenous form of main differential equation is 

satisfied in all points of the grid. In order to solve nonlinear equations, Newton-Kantorovich scheme is 

first used to linearize them. The linearized equations are then solved iteratively to obtain the result. In 

this paper, time dependent problems in solid mechanics have been investigated. In order to examine 

performance of the proposed method, linear and non-linear problems in solid mechanics are considered 

and the results are compared with analytical solutions. The results show good accuracy (less than 1 
percentage error) of the presented method. 
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 مقدمه -1

روز به روز  یمسائل مهندس ی،روزافزون علوم از جمله علوم مهندس یشرفتبا پ

این حل  ابزاری بسیار توانمند در زمینه یعدد یها. روشگردندیم تریچیدهپ

به ها آن و قدرت و سرعت محاسبات هارایانهروزافزون  رشد. مسائل هستند

 یابه گونه کند،یم ییعلم کمک بسزا ینا یشرفتآمده و به پ انکمک مهندس

 یلتبدی مهندسحرفه  یجدانشدن یاز ابزارها یحل عدد یکه نرم افزارها

 است. شده
 

 های عددیروش -1-1

ها روش یناست. از جمله ا شدهابداع  تاکنون یمتعدد یعدد یهاروش

 یها، روش2محدود یاجزا یهاروش ،1تفاضل محدود یهابه روش توانیم

 یهااز روش یکاشاره کرد. هر یرهو غ 4بدون شبکه یها، روش3یالمان مرز

مخصوص خود را دارند و هنوز هم محققان در حال رشد و  یفوق کاربردها

 هستند. یدجد یهاتکامل و ابداع روش

                                                                                                                                  
1 Finite difference method (FDM) 
2 Finite element method (FEM) 
3 Boundary element method (BEM) 
4 Meshfree method 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
96

.1
7.

10
.3

6.
4 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

10
 ]

 

                             1 / 10

http://mjmec.ir/
https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1396.17.10.36.4
https://mme.modares.ac.ir/article-15-7472-en.html


  

 و همکاران فرشید مسیبی یافتهحل مسائل وابسته به زمان با استفاده از روش توابع پایه نمایی تعمیم

 

 10شماره  17، دوره 1396 دیمهندسی مکانیک مدرس،  272
 

 های بدون شبکهروش 2-1-

با وجود . باشدیروش اجزا محدود م ی،حل عدد هایروش یناز مهمتر یکی

هایی وجود دارند که این پیشرفت روزافزون روش اجزا محدود هنوز هم زمینه

توان به آید که به عنوان مثال میها به خوبی برنمیروش از عهده حل آن

با . [1]انتشار موج با طول موج کوتاه و یا مسائل با دامنه نامحدود اشاره کرد 

روش  یکبه  یاززا محدود مشاهده شد، نکه در روش اج هایییتوجه به کاست

از  یارو دسته ین. از اشداحساس می هابرای بر طرف کردن این کاستی یدجد

بدون شبکه  یهااز روش یکی. شد بدون شبکه ابداع یهاها به نام روشروش

ذرات  یدرودینامیکتحت عنوان ه 1ینگولد و مناقانبار گ یناول یبرا یهاول

را  هموار شده ذرات یدرودینامیکه یبرسکی و همکاران. ل[2] ارائه شد 2هموار

توان از جمله اشکالات این روش می. [3]ند جامدات استفاده کرد ینامیکدر د

 [4]یویگل بار توسط س یناول یبرا به جواب غیردقیق در مرزها اشاره نمود که

ابداع  یو متنوع یدجد یهاها روشو دهه اهسال یقرار گرفت. ط یمورد بررس

امروزه شمار  و ه استروش بدون شبکه افزوده شد ییروز به روز به کارا ه،شد

و  یبو معا یامزا یدارا یککه هر  باشدیروش م یستها متجاوز از بروش ینا

 .هستندمخصوص به  یکاربردها

 نمایی تعمیم یافتهروش توابع پایه 3-1-

توسط  یدبدون شبکه جد یهابدون شبکه، روش یهاروش یشرفتبا پ

توسعه داده شده  یهااز روش یکی. اندیافتهو توسعه  یدهابداع گرد انمحقق

 [5] بار توسط برومند و همکاران ینکه اول باشدیم 3یینما یهروش توابع پا

 استفاده ازبا  یفرانسیلحل دستگاه معادلات د ،روش ینا یاصل یدهارائه شد. ا

 یینما یهروش توابع پا[ نیز 6یبی و همکاران ]مس. باشدیم یینما یهتوابع پا

را ارائه دادند. این روش نسبت به روش توابع پایه نمایی از این  4یافته یمتعم

مزیت برخوردار است که برای انواع خطی و غیرخطی معادلات دیفرانسیل 

توان از ضرایب غیرثابت نیز استفاده کرد. در این قابل استفاده است و می

پژوهش برای حل مسائل وابسته به زمان در مکانیک جامدات، این روش در 

 .[7]توسعه داده شده است  5رم افزار متمتیکا ن

 توابع پایه نمایی روش 2-

 معرفی -2-1

 یمسائل با مشتقات جزئ یبرا نمایییهبه صورت خلاصه روش توابع پادر ادامه 
و با مرز  Ωاگر یک مسأله دوبعدی یا سه بعدی با دامنه  .شودیداده م یحتوض6

Γ = ∂Ω  در نظر گرفته شود: (1)به صورت معادله 

(1) 
𝐋Ω𝐮 = 𝐟Ω   Ω رد   

𝐋Γ𝐮 = 𝐟Γ   Γ روی 

و  یخط یفرانسیلید عملگر یببه ترت 𝐟Ωو  𝐋Ωو  یرهابردار متغ 𝐮که در آن 

و  یمرز عملگر 𝐟Γو  𝐋Γ ین. همچناست Ωدامنه  یت راست معادله رومستابع 

 7یریشلهد یبی. در مسائل با مرز ترکاست Γمرز  یتابع سمت راست معادله رو

 :گرددیم یمعرف (2)رابطه صورت  یمرزشرایط  ،8نویمانو 

                                                                                                                                  
1 Gingold and Monaghan 
2 Smoothed-particle hydrodynamics 
3 Exponential basis functions (EBF) 
4 Generalized exponential basis functions (GEBF) 
5 Wolfram Mathematica 
6 Partial differential equation (PDE) 
7 Dirichlet 
8 Neumann 

 
(2) 

𝐋Γ = {
𝐋𝐷    Γ𝐷 روی

𝐋𝑁   Γ𝑁 روی
, 𝐟Γ = {

𝐟𝐷    Γ𝐷 روی

𝐟𝑁   Γ𝑁 روی
 

هستند.  ویمانو ن یریشلهد عملگرهای یانگرنما یببه ترت  𝐋𝑁و   𝐋𝐷که در آن 

و   𝐟𝐷و  بوده Γ مرز ویمانو ن یریشلهد یهاقسمت یندهنما Γ𝑁و  Γ𝐷 ینهمچن

𝐟𝑁  گرددیم یفها تعرآن یرو یببه ترت. 

 شود:تجزیه می 10و خصوصی 9جواب معادله به دو بخش همگن
(3)  𝐮 = 𝐮ℎ + 𝐮𝑝 

 :گردندیم یفتعر (4)رابطه به صورت  𝐮𝑝و  𝐮ℎ در آن که

(4)  
𝐋Ω𝐮

ℎ = 𝟎 

𝐋Ω𝐮
𝑝 = 𝐟Ω 

 شود:نتیجه می 𝐋Γبا توجه به خطی بودن 
(5)  𝐋Γ𝐮 = 𝐋Γ(𝐮

ℎ + 𝐮𝑝) = 𝐋Γ𝐮
ℎ + 𝐋Γ𝐮

𝑝 = 𝐟Γ 
𝐟Ω بندی،سهولت فرمولبه منظور  = در نتیجه که  شودگرفته میدر نظر  𝟎

𝐮𝑝 توانمی =  بندی، خوانندهفرمول یحالت کل برای .در نظر گرفت 𝟎

در  (6)رابطه  د. قسمت همگن حل صورتنمایه راجعم [5]منبع  به تواندیم

 :شودینظر گرفته م

(6) 𝐮ℎ ≈ 𝐮̂ =∑ψ
𝑖

ℎ𝑐𝑖
ℎ

𝑚ℎ

𝑖=1

= 𝚿ℎ𝐜ℎ 

 بردار 𝐜ℎنمایی وشامل توابع پایه 𝚿ℎها، تعداد پایه 𝑚ℎکه در این عبارت 

از فرم  یمسائل دو بعد یبه عنوان نمونه برا .باشدیمربوط به آن م یبضرا

exp(𝛼𝑖𝑥 + 𝛽𝑖𝑦) که  شودیاستفاده م نمایییهتوابع پا یبرا𝛼𝑖 , 𝛽𝑖  اعدادی

 گرددیانتخاب م یابه گونه 𝚿ℎ نمایی،یهدر مسائل توابع پا .باشندیممختلط 

( در 6معادله ) یگزینیکند. از جا برآوردهرا  یفرانسیلمعادلات دفرم همگن که 

 :شودمحاسبه می( 4)
(7) 𝐋Ω𝐮̂

ℎ
= 𝐋Ω𝚿

ℎ𝐜ℎ = 𝐇𝚿ℎ𝐜ℎ = 𝟎 
برابر با  𝐇 یسماتر یناندترم باید 11یهیبد یرجواب غ برای بدست آوردن یک

 :صفر باشد
(8) det 𝐇 = 0 

در روش  یو نقش اساس شودیم یمعرف مشخصهبه عنوان معادله  (7)معادله 

 حسببر را  𝛼𝑖  توانیم (7). با استفاده از معادله کندیم یفاا نمایییهتوابع پا

𝛽𝑖  یاست که معادله قبل تنها در صورت لازم به ذکر. آوردعکس بدست الب یاو 

 ثابت باشد. یببا ضرا یخط عملگر یک 𝐋Ωاست که  تبرمع

 روش توابع پایه نمایی تعمیم یافته3- 

 معرفی -3-1

های روش توابع سعی شده است کاستی یافته یمتعم یینما یهدر روش توابع پا

 عنوان مثالبه  تر گردد.پایه نمایی برطرف و دامنه حل مسائل آن گسترده

کمک  سازی به)پس از خطیو مسائل غیرخطی  یرمتغ یبحل مسائل با ضرا

ابتدا ادامه، در  است.حل با این روش قابل  ([8] 12یچکانتروو-یوتنروش ن

سپس با اعمال  شده و داده یحتوض یمسائل خط یروش برااین  بندیفرمول

 .خواهد شد یانب یرخطیمسائل غ ی، روش حلروش تکرار یک

 مسائل خطی -3-2

 یخط یبترکیک براساس  𝐮زدن تابع  یبتقر و( 4با در نظر گرفتن معادله )

 :آیدبدست می (9)یه، معادله توابع پااز 

                                                                                                                                  
9 Homogeneous 
10 Particular 
11 Non-trivial 
12 Newton-Kantorovich 
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(9) 

𝐮 = 𝐮ℎ + 𝐮𝑝 ≈ 𝐮̂ = 𝐮̂ℎ + 𝐮̂𝑝 

    =∑𝛙𝑖𝑐𝑖

𝑚

𝑖=1

=∑𝛙𝑖(c𝑖
𝑝
+ c𝑖

ℎ

𝑚

𝑖=1

) 

معادله قبل را  یسی،. در فرم ماترباشدیم یهبرابر با تعداد توابع پا 𝑚که در آن 

 شکل نوشت: ینبه ا توانیم
(10) 𝐮 = 𝐮̂ = 𝚿𝐜 = 𝚿(𝐜ℎ + 𝐜𝑝) 

قابل  [5] با استفاده از روش شرح داده شده در مرجعمعادله  خصوصیقسمت 

𝑗که  𝐱Ω,𝑗مجموعه از نقاط  یک ینجاحل است. در ا = 1, . . . , 𝑛Ω دامنه  یروΩ 

 گردد:یمجموعه از نقاط اعمال م ینا ی( رو4. سپس معادله )گرددیانتخاب م
(11) 𝐋Ω𝐮̂

p
|
𝐱Ω,𝑗

= 𝐋Ω𝚿|𝐱Ω,𝑗
𝐜𝑝 = 𝐟Ω|𝐱Ω,𝑗

 
 :شودیداده م یششکل نما ینبه ا یسیدر فرم ماتر (11)معادله 

(12)  𝐐𝐜𝑝 = 𝐡 
 :شوندیم یفصورت تعر ینبه ا 𝐡و  𝐐 هاییسام از ماتر 𝑗سطر 

(13) 
 (𝐐)𝑗 = 𝐋Ω𝚿|  Ω,𝑗 

(𝐡)𝑗 = 𝐟Ω|xΩ,𝑗 

 :گرددیصورت محاسبه م ینبه ا 𝐜𝑝 یب( ضرا12از معادله )
(14) 𝐜𝑝 = 𝐐+𝐡 

 باشدیم 1پنروز-مور تعمیم یافته که در آن علامت + نشان دهنده معکوس

[9]. 

𝒖̂مقدار 
𝑝  گرددیصورت محاسبه م ینبه ا (14)از معادله: 

(15) 𝐮̂
𝑝
= 𝚿𝐜𝑝 = 𝚿𝐐+𝐡 

 :𝐱Ω,𝑗( در 4با اعمال معادله )

(16) 𝐋Ω𝐮̂
ℎ
|
𝐱Ω,𝑗

= 𝐋Ω𝚿|𝐱Ω,𝑗
𝐜ℎ = 𝟎 

 عبارت است از: یسیکه در فرم ماتر
(17) 𝐐𝐜ℎ = 𝟎 

 باشد. 𝐐 یسماتر 2پوچ یعضو فضا یدبا 𝐜ℎ یهی،بد یرجواب غ یک یبرا
(18) 𝐜ℎ ∈ null(𝐐) 
 یخط یببه آن را به صورت ترک توانیرا اقناع کند، م یها معادله قبل 𝐜ℎاگر 

 نوشت: 𝐭𝑖به نام  ییدر فضا یهاز توابع پا

(19) 𝐜ℎ =∑ 𝐭𝑖𝑑𝑖 = 𝐓𝐝

𝑏

𝑖=1

 

که است  یسیماتر 𝐓فضا و  هاییهتعداد پا 𝑏نامشخص،  یبضرا 𝑑𝑖که در آن 

 (:7( در معادله )19اعمال معادله ) با .استها  𝐭𝑖آن  یهاستون
(20) 𝐮̂

ℎ
= 𝚿𝐓𝐝 

 𝐱Γ,𝑗مرز به صورت  یمجموعه از نقاط رو یک یمرز یطبه منظور اعمال شرا

𝑗که  = 1, . . . , 𝑛Γ (5. از معادله )گرددیانتخاب م: 

(21) 𝐋Γ𝐮̂
ℎ
|
𝐱Γ,𝑗

= 𝐟Γ|𝐱Γ,𝑗
− 𝐋Γ𝐮

𝑝|
𝐱Γ,𝑗

 
 صورت نوشت: ینبه ا توانی( معادله قبل را م20و ) (15دو معادله ) یببا ترک

(22) 𝐋Γ𝚿|𝐱Γ,𝑗
𝐓𝐝 = 𝐟Γ|𝐱Γ,𝑗

− 𝐋Γ𝚿|𝐱Γ,𝑗
𝐜𝑝 

 برابر است با: 𝐝 بردار یجهنت در
(23) 𝐝 = (𝐏𝐓)+(𝐠 − 𝐏𝐜𝑝) 

 برابر است با: 𝐠و  𝐏سطر از  ینام jدر معادله قبل 

 
(24) 

(𝐏)𝑗 = 𝐋Γ𝚿|𝐱Γ,𝑗 

(𝐠)𝑗 = 𝐟Γ|𝐱Γ,𝑗 
قابل  𝚿در  یهروش هر نوع تابع پا ینا یفرمول بندلازم به ذکر است در 

در این تحقیق . شوداست که این امر خود مزیتی بزرگ محسوب میاستفاده 

 یگرروش د یندر ا ینکه. با توجه به اشده است استفاده یینما یهاز توابع پا

 توان ازیشود، م برآورده یفرانسیلتا فرم همگن معادله د یستن یازین

را و محاسبات  هکرد استفاده پایه نماییتوابع  یو موهوم یقیحق یهاقسمت

                                                                                                                                  
1 Moore-Penrose 
2 Null space 

 یسه بعد یینما یهتوابع پادر مورد مثال  ای. برنجام دادا یقیحق تنها با اعداد

 اسکالر:

(25) 

𝜓 = exp(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 + 𝛾𝑧)      
 𝛼 = 𝑎 + i𝑏,    𝛽 = 𝑐 + i𝑑 ,    𝛾 = 𝑒 + i𝑓 
 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 ∈ ℝ 

 :خواهد بود (26)معادله صورت ی به و موهوم یقیقسمت حق

 
(26) 

𝜓
1
= ℜ(𝜓) = exp(𝑎𝑥 + 𝑐𝑦 + 𝑒𝑧)cos(𝑏𝑥 + 𝑑𝑦 + 𝑓𝑧)

𝜓
2
= ℑ(𝜓) = exp(𝑎𝑥 + 𝑐𝑦 + 𝑒𝑧)sin(𝑏𝑥 + 𝑑𝑦 + 𝑓𝑧)

 

از  یدر هر مکان دلخواه 𝐮تابع مجهول  𝐜ℎ( و 𝐜𝑝 یجه)و در نت 𝐝با محاسبه 

 .آیدیدامنه به دست م

 مسائل غیرخطی -3-3

روش از  یافته، یمتعم یینما یهبه روش توابع پا یخطیربه منظور حل مسائل غ

شده با استفاده از همان  یمعادلات خط. گرددیاستفاده م [8] یچکانترو-یوتنن

حل  یکه در مرحله قبل به آن اشاره شد به صورت تکرار یروش خط

 :شودگرفته میدر نظر  یغیرخطی به صورت کل همعادل یک ینجاادر . شوندیم

 

 

(27) 

𝐍Ω𝐮 = 𝐟Ω   Ω در 

𝐍Γ𝐮 = 𝐟Γ   Γ𝑁 روی 
دامنه و مرز  یرو یرخطیغ عملگرنشان دهنده  یببه ترت 𝐍Γو  𝐍Ωکه در آن 

 (28)معادله که به صورت  یماندهباق یداقناع معادلات قبل با ی. براباشدیم

 در دامنه و مرز برابر با صفر شود: گردد،یم یفتعر

(28) 
𝐫Ω = 𝐍Ω𝐮 − 𝐟Ω 
𝐫Γ = 𝐍Γ𝐮 − 𝐟Γ 

 :شودنتیجه می (28)معادله از  3ات ییربا گرفتن تغ

(29) 
δ𝐫Ω = δ(𝐍Ω𝐮 − 𝐟Ω) = δ(𝐍Ω𝐮) = 𝐋̅Ωδ𝐮 
δ𝐫Γ = δ(𝐍Γ𝐮 − 𝐟Γ) = δ(𝐍Γ𝐮) = 𝐋̅Γδ𝐮 

 عملگربرابر با  یببه ترت شوند ویم یدهنام 4 شهمشتقات فر 𝐋̅Γو  𝐋̅Ωکه در آن 

ین ، ا𝐮و تابع مجهول  یمانده. مقدار باقباشندیشده در دامنه و مرز م یخط

 :شودیزده م یبتقر گونه
(30) 𝐮(𝑘+1) = 𝐮(𝑘) + δ𝐮(𝑘) 

 و

(31) 
𝐫Ω

(𝑘+1) = 𝐫Ω
(𝑘) + δ𝐫Ω

(𝑘)
 

𝐫Γ
(𝑘+1) = 𝐫Γ

(𝑘) + δ𝐫Γ
(𝑘) 

𝑘در  ینکهبا فرض ا +  صفر باشد: یماندهگام مقدار باق 1

(32) 
δ𝐫Ω

(𝑘) = −𝐫Ω
(𝑘) 

δ𝐫Γ
(𝑘) = −𝐫Γ

(𝑘) 
 :ینو بنابرا

(33) 
𝐋̅(𝑘)Ωδ𝐮

(𝑘) = −𝐫Ω
(𝑘) 

𝐋̅(𝑘)Γδ𝐮
(𝑘) = −𝐫Γ

(𝑘) 
ام دارد. معادلات بالا  𝑘به تابع مجهول در مرحله  یبستگ عملگرهای بالا

 قسمت قبلارائه شده در  یهاو با استفاده از روش باشندیم یمعادلات خط

 کرد: یبروزرسان یرا در معادله اصل 𝐮را محاسبه و مقدار  𝛿𝐮مقدار  توانیم
(34) δ𝐮̂ = δ𝐮̂ℎ + δ𝐮̂𝑐 = 𝚿δ𝐜 = 𝚿(δ𝐜ℎ + δ𝐜𝑝) 

 پیاده سازی روش -3-4

همگن و  یهاقسمت یبرا یبو محاسبه ضرا 𝐐 یسماتر پوچ یمحاسبه فضا

 یشترینقسمت ب ین. اباشدیروش م ینا یهاقسمت ینجواب از مهمتر خاص

 یهاشود. روش سازیپیادهبه دقت  یدبا ینبنابراو  گیردیبر م زمان را در

یرد گ ارمورد استفاده قر 𝐐 یسماتر یدتول یبرا تواندیهم م 5یمحاسبات مواز

[7]. 

                                                                                                                                  
3 Variation 
4 Fréchet derivative 
5 Parallel computation 
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در  𝐐 یسپوچ ماتر یآنچه در بخش قبل گفته شد، معکوس و فضابا توجه به 

دو استفاده از  ینمحاسبه ا یروش برا یناست. بهتر یازحل مورد ن یندفرا

 :باشدیم 1منفرد یمقدارها یهتجز
(35) 𝐐 = 𝐔𝚺𝐕∗ 

 یاست قطر یسیماتر 𝚺و  بوده منحصر به فرد 𝐕و  𝐔 یهاماتریسکه در آن 

 :باشدیم 𝜎𝑘 ینتک یرکه شامل مقاد

 (36) (𝚺)
𝑘𝑘
= 𝜎𝑘    𝑘 بدون جمع روی 

 یافتهتعمیم. معکوس باشدیم یسماتر 2ترانهاده مزدوج ∗یس بالانو ینهمچن

 :گرددیم یفتعر (37)معادله پنروز به صورت -مور
(37) 𝐐+ = 𝐕𝚺+𝐔∗ 

 :گرددیم یفتعر (38)معادله به صورت  +𝚺 یقطر یسکه در آن ماتر

(38) 
(𝚺+)

𝑘𝑘
= {

𝜎𝑘
−1   𝜎𝑘 ≠ 0

0        𝜎𝑘 = 0
 

برابر با صفر دارند، در ساخت  یکه مقدار ینتک یرشامل مقاد 𝐕از  ییهاونتس

 ینتک یرمقاد یهبا محاسبه مقدار تجر ینندارند. بنابرا یاثر +𝐐 یسماتر

 .آیدیپوچ به دست م یفضا یسمعکوس و هم ماتر یسهم ماتر 𝐐 یسماتر

 گام حل به روش توابع پایه نمایی تعمیم یافتهمراحل گام به  -3-5

 یک یبه صورت خلاصه برا یی تعمیم یافتهنما یهمراحل حل به روش توابع پا

 عبارت است از: یمثال خط

 (13با استفاده از معادله ) 𝐐 یسماتر یدتول (1

 𝐐 یسماتر ینتک یرمقاد یهمحاسبه تجز (2

 (14از معادله ) 𝐜𝑝محاسبه  (3

 (23از معادله ) 𝐝محاسبه  کمک( به 19از معادله ) 𝐜ℎمحاسبه  (4

 𝐮 ییمحاسبه جواب نها (5

 :خواهد بود یردر موارد مسائل غیرخطی مراحل به صورت ز

 (29با استفاده از معادله ) یمرز یطکردن مسأله و شرا یخط (1

در  یمناسب یهاول یرچنانچه مقاد ؛𝐜𝑝و  𝐜ℎ یبرا یهدر نظر گرفتن حدس اول (2

 استفاده شود 𝟎از  یست،دست ن

 یکه برا یبا استفاده از روش 𝛿𝐜𝑝و  𝛿𝐜ℎ و بدست آوردن (33حل معادله ) (3

 ارائه شد خطیمسائل 

محاسبه شده  𝛿𝐜𝑝و  𝛿𝐜ℎ( با استفاده از 30)معادله ) 𝐜 یرمقاد روز رسانیبه (4

 (از مرحله قبل

 دوباره تکرار شود 3از شماره نشد،  یی حاصلچنانچه همگرا (5

 3های پیمایش زمانروش -4

حل مسأله است.  یندهایفرا ینتراز حساس یکیسازی مسأله در زمان گسسته

وابسته به زمان موجود  یهامسأله یحل برا یدگاهدو دباید توجه داشت که 

مقدار  یفرانسیلمعادله د یلبر حذف زمان و تبد یسع یدگاهد یکاست که 

 یدگاهو د کندیم یاز معادلات مقدار مرز یابه مجموعه یقدار مرزم-یهاول

دستگاه  یککه در واقع  باشدیمعادلات در زمان م یمحل مستق یبعد

 .شودیحاکم بر مسأله م یفرانسیلمعادلات د یگزینجا یمعادلات جبر

 یینما یهحل مسائل وابسته به زمان با استفاده از روش توابع پا یبرا

از حل  باشدیروش بدون شبکه م یکروش  ینا ینکهبا توجه به ا یافته، یمتعم

 یمایشبه پ یازحل مسائل ن یمنظور برا ین. بدشودیاستفاده م یزمان یممستق

 یدبا انزم ،حل مسأله یبرا یگرد ی. به عبارتباشدیدر زمان مسأله م

                                                                                                                                  
1 Singular Value Decomposition (SVD) 
2 Conjugate-transpose 
3 Time marching 

 کوچک انتخاب یگام زمان یکزمان  یسازگسسته یشود. برا یسازگسسته

 :شودیم
(39) Δ𝑡𝑛 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 

 است. ینشان دهنده گام زمان Δ𝑡𝑛و  مرحلهنشان دهنده  𝑛که در آن 

حل گردد.  5یحو صر 4یبه دو صورت ضمن تواندیزمان م یمایشمسائل پ

حل مسأله  یاست که در آن از اطلاعات موجود برا یروش یحروش صر

است که از اطلاعات موجود و ناموجود  یروش یو روش ضمن شودیاستفاده م

گام بهزمان به صورت گام یمایشپ یها. روششودیحل مسأله استفاده م یبرا

. انتخاب گرددیحل م در بعد مکانکل مسأله  یو در هر گام زمان ندهست

دارد که در ادامه در مورد آن بحث خواهد شد.  یطیشرا یاندازه گام زمان

در زمان وجود دارد که با توجه به نوع  یمایشپ حل یبرا یمختلف یهاروش

به  دامتفاوت باشد. در ادامه بحث در ابت تواندیمسأله روش استفاده شده م

 ینترروش تفاضل محدود پرداخته و سپس به چند مورد از مهم یحتوض

 .[10]شود یموجود اشاره م یهاروش

 8و مرکزی 7رو، پس6روتفاضل پیش -4-1

+ 𝑓(𝑥شکل به  یاضینظر ر تفاضل محدود از 𝑏) −  𝑓(𝑥 +  𝑎) یفتعر 

𝑏. چنانچه عبارت فوق بر گرددیم − 𝑎 9گردد، خارج قسمت محدود یمتقس 

تفاضل محدود  یبرا یرو و مرکزپس رو،یشپ ی. سه فرم اصلگرددیم یلتشک

 :شودیم یفتعر (40)معادله به صورت  رویشتفاضل پ یک موجود است.
(40) 𝛥𝑓,ℎ[𝑓](𝑥) = 𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) 

𝑥 یراستفاده از مقاد یبه جا روسدر تفاضل پ + ℎ  و𝑥 یراز مقاد 𝑥  و𝑥 − ℎ 

 :شودیاستفاده م

(41) 𝛥𝑏,ℎ[𝑓](𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − ℎ)  
 :شودیم یفصورت تعر ینکه به ا یتفاضل مرکز یتو در نها

(42) 𝛥𝑐,ℎ[𝑓](𝑥) = 𝑓(𝑥 +
1

2
ℎ) − 𝑓(𝑥 −

1

2
ℎ)  

 های صریحروش -4-2

اول مرتبه  یو روش مرکز 𝑡𝑛سازی زمان در گسسته رویشاستفاده از روش پ

 :شودیم (43)منجر به معادله  𝑥𝑗سازی مکان گسسته رد

(43) 𝑢𝑗
𝑛+1 − 𝑢𝑗

𝑛

Δ𝑡
=
𝑢𝑗+1
𝑛 − 2𝑢𝑗

𝑛 + 𝑢𝑗−1
𝑛

Δ𝑥2
 

 .باشدیگرما م یبعد یکحل مسأله  یبرا یحروش صر یک ینکه ا

𝑢𝑗 توانیروش م یندر ا
𝑛+1 ها موجود است که مقدار آن یگرد یررا از مقاد

 محاسبه کرد:
(44) 𝑢𝑗

𝑛+1 = (1 − 2𝑟)𝑢𝑗
𝑛 + 𝑟𝑢𝑗−1

𝑛 + 𝑟𝑢𝑗+1
𝑛  

𝑟 (44)رابطه که در  = Δ𝑡/Δ𝑥2  .روش و دانستن  ینپس به کمک ااست

𝑛مشخصات متناظر در زمان  توانیم 𝑛 مرحلهمشخصات در  + را به دست  1

 .[11]آورد 

𝑟آن  یی برایست و شرط همگراا یدارپا یروش از نظر عدداین  ≤ 1/2 

 .شودیروش مشاهده ماین از  یینما 1. در شکل [12]باشد یم

 های ضمنیروش -4-3

 و از روش 𝑡𝑛+1سازی در زمان گسسته یرو براحل از روش پس یچنانچه برا

 

                                                                                                                                  
4 Implicit 
5 Explicit 
6 Forward 
7 Backward 
8 Central 
9 Difference quotient 
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Fig. 1 The explicit method stencil. 

 نمای روش صریح 1شکل 

 (45)معادله  شود،استفاده  𝑥𝑗سازی مکان گسسته یمرتبه دو برا یمرکز

 :گرددیحاصل م

(45) 𝑢𝑗
𝑛+1 − 𝑢𝑗

𝑛

Δ𝑡
=
𝑢𝑗+1
𝑛+1 − 2𝑢𝑗

𝑛+1 + 𝑢𝑗−1
𝑛+1

Δ𝑥2
 

 یندر ا .باشدیگرما م یبعد یکحل مسأله  یبرا یروش ضمن یک ینکه ا

𝑢𝑗 توانیروش م
𝑛+1 محاسبه کرد: یرا از حل دستگاه معادلات خط 

(46) (1+ 2𝑟)𝑢𝑗
𝑛+1 − 𝑟𝑢𝑗−1

𝑛+1 − 𝑟𝑢𝑗+1
𝑛+1 = 𝑢𝑗

𝑛 
 یهااما نسبت به روش ،و همگرا است یدارپا یاز نظر عدد یشهروش هم ینا

 یدبا یدر هر گام زمان یرادارد ز یازن یشتریبه محاسبات ب یاز نظر عدد یحصر

و  ی. خطاها نسبت به زمان خط[11] اقدام نمودنسبت به حل دستگاه معادله 

 .باشدینسبت به مکان درجه دوم م
(47) 𝛥𝑢 = 𝑂(Δ𝑡) + 𝑂(Δ𝑥2) 

 .شودیمشاهده م ضمنیروش این از  یینما 2در شکل 

 حل مسائل وابسته به زمان با روش توابع پایه نمایی تعمیم یافته5-

 یمثال بعد از معرف . در هرشودیبه حل چند مثال پرداخته مین بخش در ا

طرف  یلو انتخاب نقاط و تشک یسازهتگسس یندنوع و اطلاعات مثال، فرا

داده شده است. در مورد مسائل  یحراست و چپ معادله به اختصار توض

ده و سپس در بدست آممعادلات ابتدا شکل تغییراتی غیرخطی حل شده، 

قادر به ه داده شده . لازم به ذکر است که کد توسعاندهحل اعمال شد یندفرا

افزار نرم یلهاست. کدها به وس یرخطیو غ یهر دو نوع مسائل خطحل 

 شده است.توسعه داده  11نسخه  یکامتمت

وابسته به زمان مانند  یفرانسیلد یهامسائل حل شده شامل انواع معادله

 بخش ین. در اباشدیم یک بعدی و دوبعدی موج انتشار معادله گرما، معادله

باشند تا بتوان  یلیجواب تحل داراید که وانتخاب ش ییهامثاله سعی شد

. در سایر موارد جواب بدست کرد یسهمقا یجواب بدست آمده را با جواب اصل

 .شده است مقایسه یگرمنابع دآمده با نتایج 

در جدول  در مکانیک جامداتپرکاربرد  معادلات دیفرانسیلچند نمونه از 

 ارائه شده است. 1

 یاریو بس 1اشاره شده در جدول  یفرانسیلد تمعادلا بدست آوردننحوه 

 یپ یرو یراز موارد مانند ارتعاش پل در عبور بار متمرکز، ارتعاش ت یگرد

 یفرانسیلاز موارد معادلات د یاریها و بسگسترده، ارتعاش صفحات و پوسته
 

 
Fig. 2 The implicit method stencil 

 نمای روش ضمنی 2شکل 

 یدر مسائل مهندس یفرانسیلچند نمونه معادله د 1جدول 
Table 1 Different types of differential equation in engineering 
problems 

 معادله دیفرانسیل رابطه

𝜌𝑐𝑝
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑘

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=  یکمعادله انتقال حرارت کلاس 0

𝐸
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝜌

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=  یمحور یدر اعضا یمعادله ارتعاش طول 0

𝐸𝐼
𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
− 𝜌

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=  یخمش یدر اعضا یمعادله ارتعاش جانب 0

𝐺
𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
− 𝜌

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
=  یااستوانه یرهایت یارتعاش جانب 0

𝐸𝐼
𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
+ 𝜌𝐴

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼 

      × (1 +
𝐸

𝑘′𝐺
)
𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
+
𝜌2𝐼

𝑘′𝐺

𝜕4𝑢

𝜕𝑡4
= 0 

با احتساب اثرات  یمعادله ارتعاش جانب

 یدوران ینرسیو ا یبرش یروین

𝜌𝐴
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 2𝜌𝐴𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡
 

     −(𝑃 − 𝜌𝐴𝜈2)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝐸𝐼

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
= 0 

متحرک با  یرت یمعادله ارتعاش جانب

 سرعت ثابت

𝐸𝐼
𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
= −

𝛾𝐴

𝑔

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+
𝐼𝛾

𝑔

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
 

بر ارتعاش  یچرخش ینرسیاثر ممان ا

 یجانب

چند  یشده است. در ادامه به بررس یانب [13]وابسته به زمان به طور کامل در 

 .شودیپرداخته م یفرانسیلمثال معادله د

 انتقال حرارت در میله محوری – 1مثال  -5-1

است که فرم  یبا مشتقات جزئ یفرانسیلاز انواع معادلات د یکیمعادله گرما 

 آن عبارت است از: یکل

(48) 𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑐2𝛻2𝑢 

,𝑢(𝑥 یمعادله دما ینا 𝑦, 𝑧, 𝑡) دهدنشان میماده همگن  یکاز  یرا در جسم .

𝑐2 و  یینفوذ گرما یبضر𝛻2𝑢 ینلاپلاس 𝑢  به  یدر دستگاه دکارت کهاست

 شود:یم یانب (49) معادلهصورت 

(49) 𝛻2𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
 

 :زاست ا عبارت یلهم یکمعادله انتقال حرارت در 

(50) 𝑐2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0 

 :معادله ینکه در ا

(51) 𝑐2 =
𝑘

𝜌𝑐𝑝
 

بر حسب ) یژهو ییگرما یتظرف 𝑐𝑝(، kg/m3بر حسب ) ی،چگال 𝜌که در آن 

J/(kg K)و ) 𝑘 ییگرما یرسانندگ ( بر حسبW/(m K) )باشدیم. 

,𝑢(𝑥 یدما یافتنانتخاب شده است. هدف  [14] مرجع مثال از ینا 𝑡)  در

شده،  یکاریقآن عا یکه سطح جانب باشد،یم cm 80به طول  یمس یلهم یک

آن  یهاول یثابت نگه داشته شده است و دما C∘0 دمای در یلهم یدو انتها

 . باشدیم sin(𝜋𝑥/80)∘C 100برابر با 

در نظر گرفته  (52)شروع معادله دیفرانسیل به صورت رابطه  یبرا

 :شودمی

(52) 𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

 :گرددانجام می سازیگسسته زمان رو درسپس به صورت پس

(53) 𝜕𝑢(𝑛+1)

𝜕𝑡
=
𝑢(𝑛+1) − 𝑢(𝑛)

𝛥𝑡
= 𝑐2

𝜕2𝑢(𝑛+1)

𝜕𝑥2
 

 
(54) 

−𝑢(𝑛+1) + 𝑐2𝛥𝑡
𝜕2𝑢(𝑛+1)

𝜕𝑥2
= −𝑢(𝑛) 

−𝑢(𝑛+1) + 𝑐2𝛥𝑡𝑢𝑥𝑥
(𝑛+1)

= −𝑢(𝑛) 

j, n+1

j, n j+1, nj-1, n

j, n+1

j, n

j+1, n+1j-1, n+1

 [
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. در هر مرحله باشدیطرف راست معلوم و طرف چپ مجهول م (54)در معادله 

با حل دستگاه معادله، مقدار تابع در زمان  𝑡با داشتن مقدار تابع دما در زمان 

𝑛 +  یله،م cm 80. با توجه به طول گرددیتمام نقاط محاسبه م یبه ازا 1

در نظر گرفته شده است که با  𝑥 یدر راستا [0,80]ز به صورت دامنه مسأله ا

در سازی شده است و مقدار تابع در مرزها برابر با صفر گسسته cm 0.5فواصل 

 در نظر گرفته شده است: یرز یببرابر با تقر 𝜓شده است. تابع  نظر گرفته
(55) 𝜓(𝛼) = exp (𝛼𝑥/80) 

 ینجاانتخاب شده است. در ا 0.1با فواصل  [5,5−]بازه  در 𝛼 یرکه در آن مقاد

 ی، گرماg/cm3 8.92 یاند از چگالمس عبارت یبرا یزیکیف یهامقدار داده

ین ا درکه  cal/(cm s °C) 0.95 ییگرما یو رسانندگ cal/(g °C) 0.093 یژهو

 :صورت
(56) 𝑐2 =  1.158 cm2/s 

 یلیجواب تحلنمای کلی حل مثال اول نشان داده شده است.  3در شکل 

 :ازاست  عبارت (56)معادله 

(57) 𝑢(𝑥, 𝑡) = 100sin (
𝜋𝑥

80
) exp(−0.001785𝑡) 

  یسهمعادله مقا تحلیلیحل شده و با جواب  یینما یهمسأله با روش توابع پا

 
Fig. 3 Solution overview of Example 1 

 نمای کلی حل مثال اول 3شکل 

 
 )الف(

 
 )ب(

Fig. 4 Difference between analytical solution and GEBF solution in 
first and last time steps for Example 1 

اختلاف حل تحلیلی با حل توابع پایه نمایی تعمیم یافته در اولین و  4شکل 

 آخرین گام زمانی برای مثال اول

𝑡زمانی )اولین گام  یحل مسأله به ازاخطای  4 شده است. در شکل = 1s و )

𝑡آخرین گام زمانی ) = 400s) .نشان داده شده است  

کمتر مقدار خود  یشترینمقدار خطا در ب شودیطور که مشاهده مهمان

حل تحلیلی و حل روش توابع پایه نمایی  5در شکل  .استدرصد  0.1از 

𝑥ای با مختصات تعمیم یافته برای نقطه = 40 cm  .نمایش داده شده است

دهد روش پیشنهادی با دقت بسیار خوبی قادر به حل این ل نشان میاین شک

 مسأله بوده است.

 ارتعاش طولی در اعضای محوری تیر منشوری – 2مثال  -5-2

به  یمنشور با مقطع یمحور یدر اعضا یارتعاش طول یفرانسیلمعادله د

 :[13]است  (58)صورت معادله 

(58) −
𝐴𝛾

𝑔

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝐴𝐸

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0 

وزن  𝛾مقطع و  سطح 𝐴 یسیته ،مدول الاست 𝐸 جابجایی طولی، 𝑢 آنکه در 

نشان  (59)معادله  صورتبه  توانیرا م (58) معادله . عبارتباشدیم یرواحد ت

 داد:

(59) 𝑐2 =
𝐸𝑔

𝛾
 𝜕

2

𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 

با  یفرانسیلدوم و از نوع معادلات د مرتبه یخط یامعادله موج، معادله

 یبرا 𝑓(𝑥)به تابع  یازحل معادله موج ن ی. براباشدیم یمشتقات جزئ

 ین. در اباشدمی یمرز یطو شرا یهسرعت اول یبرا 𝑔(𝑥) یه،اول ییجاجابه

𝑓(𝑥) یهاول ییجابا جابه یمثال موج = 0.01sin(3𝑥) یهو سرعت اول 𝑔(𝑥) =

,0]صفر در بازه  دو انتها یمرز یطو شرا 0 𝜋]  شودگرفته میدر نظر .

𝐸برابر است با  یزیکیف یهامقدار داده ینهمچن = 105Pa = 10N/cm2  و

𝜌 = 10g/cm3 .ماهیت یلبه دل زمانرو در حل استفاده از روش پس یبرا 

 :[15] استفاده کرد یاز روش مرکز توانمیو  صحیح نبودهموج  یزیکیف

(60) 

𝜕
2
𝑢(𝑛+1)

𝜕𝑥2
=
𝑢(𝑛+1) − 2𝑢(𝑛) + 𝑢(𝑛−1)

Δt
2  

𝜕2𝑢(𝑛+1)

𝜕𝑥2
Δt
2 − 𝑢(𝑛+1) = −2𝑢(𝑛) + 𝑢(𝑛−1) 

𝑢𝑥𝑥
(𝑛+1)

𝛥𝑡2 − 𝑢(𝑛+1) = −2𝑢(𝑛) + 𝑢(𝑛−1) 
در  𝑢در زمان حال و در زمان قبل، مقدار  𝑢که با داشتن  شودیمشاهده م

به  یینما یهبه روش توابع پا یفرانسیلبا حل دستگاه معادله د یزمان بعد

 سرعت: یفبا توجه به تعر برای در نظر گرفتن سرعت اولیه. آیدمیدست 

(61) 𝑢′(0) =
𝜕𝑢(0)

𝜕𝑡
=
𝑢(0) − 𝑢(𝑛−1)

𝛥𝑡
 

 :آیدبه دست می (62)رابطه معادله 𝑢(𝑛−1)سپس با محاسبه 
(62) 𝑢(𝑛−1) = −𝛥𝑡𝑢′(0) + 𝑢(0) 

 

 
Fig. 5 Analytical solution and GEBF solution for point 𝑥 = 40 cm 

𝑥حل تحلیلی و حل روش توابع پایه نمایی تعمیم یافته برای نقطه  5شکل  = 40 cm 
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 یگام زمان یندر اول 𝑢(𝑛−1)مقدار  یهو مکان اول یهبا دانستن سرعت اول ینبنابرا

زمان در مرحله قبل موجود  ی،زمان یهاگام یه. در بقگرددیمحاسبه م

 ینو همچن باشدیصفر مبرابر با  یهمثال معادله سرعت اول ین. در اباشدیم

 0.1 اصلبا فو [1,1−]در بازه  𝛼 یربرابر با صفر است. مقاد یمرز یرمقاد

,0]در مکان در بازه  یسازانتخاب شده است و گسسته 𝜋]  با فواصل𝜋 100⁄ 

نشان داده  6مثال دوم در شکل  یمرز یطانجام شده است. مشخصات و شرا

𝑓(𝑥)در این مثال شده است.  = 0.01 sin (3𝑥) باشد و می𝑔(𝑥)  برابر با صفر

 در نظر گرفته شده است.

داده  یشنماتوابع پایه نمایی تعمیم یافته حل مثال به روش  7در شکل 

 شده است.

𝑡ین گام زمانی )اول یروش به ازا خطای 8در شکل  = 0.05s) ینو آخر 

𝑡) یگام زمان = 1s ).نشان داده شده است 

نمودار حل تحلیلی و حل با روش توابع پایه نمایی تعمیم  9در شکل 

𝑥یافته برای نقطه ای با مختصات  = 1.5 m  نمایش داده شده است. حداکثر

 باشد.می 0.5%خطای روش پیشنهادی در طول روند حل کمتر از 

 ارتعاش غیرخطی اسکالر – 3مثال  -5-3

. معادله موج در دگرددر این مثال یک ارتعاش غیرخطی اسکالر بررسی می

 حالت عبارت است از: ینا

(63) 𝜕
2
𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2 ((

𝜕𝑢

𝜕𝑦
)
2

+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
) + 2 − 𝑥4 − 2𝑦 

به  𝑥نسبت به  یمشتق جزئ ینکهبا توجه به اثابت ماده است.  𝑐در این معادله 

 سازی زمانی،ا گسسته. بباشدیم یرخطیمعادله غ یناست، ا یدهتوان دو رس

 :شودمحاسبه میطرف راست و چپ معادله 

 
(64) 

−2𝑢(𝑛) + 𝑢(𝑛−1) = −𝑢(𝑛+1) + 

     𝑐2Δt2 ((
𝜕2𝑢(𝑛+1)

𝜕𝑥2
)

2

+
𝜕2𝑢(𝑛+1)

𝜕𝑦2
) 

 
(65) 

−2𝑢(𝑛) + 𝑢(𝑛−1) = −𝑢(𝑛+1) + 

     𝑐2Δt2 ((𝑢𝑥𝑥
(𝑛+1)

)
2
+ 𝑢𝑦𝑦

(𝑛+1)) 
در  𝑢در زمان حال و زمان قبل، مقدار  𝑢مانند قسمت قبل، با داشتن مقدار 

 .شودیزمان بعد محاسبه م

 
Fig. 6 Properties of Example 2 

 مشخصات مثال دوم 6شکل 

 
Fig. 7 Solution overview of Example 2 

 نمای کلی حل مثال دوم 7شکل 

 
 )الف(

 

 )ب(
Fig. 8 Difference between analytical solution and GEBF solution in first 
and last time steps for Example 2 

اختلاف حل تحلیلی با حل توابع پایه نمایی تعمیم یافته در اولین و آخرین  8شکل 

 گام زمانی برای مثال دوم

 
Fig. 9 Analytical solution and GEBF solution for point 𝑥 = 1.5 m 

𝑥حل تحلیلی و حل روش توابع پایه نمایی تعمیم یافته برای نقطه  9شکل  = 1.5 m 

 قسمت مجهول عبارت است از: یشده برا سازییمعادله خط
(66) −𝑢(𝑛+1) + 2𝛥𝑡2𝑢𝑥𝑥

(𝑛+1)𝛿𝑢𝑥𝑥
(𝑛+1) + 𝑢𝑦𝑦

(𝑛+1) 
مرز به  یتمام نقاط رو یبه ازا یمرز یط، شرا𝑥2𝑦به صورت  یهاول یطشرا

است. لازم به ذکر در نظر گرفته شده برابر با صفر  یهو سرعت اول 𝑥2𝑦صورت 

 0.1با فاصله  شده وانتخاب  [0,1] در بازه 𝑦و  𝑥 یراست که مقاد

,𝜓(𝛼در عبارت  𝛽و  𝛼و  شودیم یسازگسسته 𝛽) = exp (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦)  از بازه

,𝑢(𝑥معادله  یلیشده است. جواب تحل نتخابا 0.1با فواصل  [2,2−] 𝑦, 𝑡) =

𝑥2𝑦 + 𝑡2 ثالم یندر ا ی. گام زمانباشدیم 𝛥𝑡 = 0.05s  .انتخاب شده است

برای اولین گام  حل خطایو  یشکل کل یببه ترت 11و  10 هایدر شکل

𝑡زمانی ) = 0.05 s( و آخرین گام زمانی )𝑡 = 1s )داده شده است. یشنما 

L=
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 )الف(

 
 )ب(

Fig. 10 Solution overview of Example 3 in first and last time steps 

 در اولین و آخرین گام زمانی 3نمای کلی حل مثال  10شکل 

 
 )الف(

 
 )ب(

Fig. 11 Difference between analytical solution and GEBF solution in 

first and last time steps for Example 3 

اختلاف حل تحلیلی با حل توابع پایه نمایی تعمیم یافته در اولین و آخرین  11شکل 

 گام زمانی برای مثال سوم

نمودار حل تحلیلی و حل با روش توابع پایه نمایی تعمیم یافته  12در شکل 

,𝑥]ای با مختصات برای نقطه 𝑦] = [1,1] m  نمایش داده شده است که نشان

 از دقت بسیار بالای روش پیشنهادی دارد.

 ارتعاش طبیعی میله با بار در انتها – 4مثال  -5-4

چنانچه در نظر گرفته شود، آن  یدر انتها منشوری همراه یک جرم میله یک

 را یستمس توانیم ،نظر کردآن صرف یانتها جرمدر مقابل  میلهبتوان از جرم 

 

 
Fig. 12 Analytical solution and GEBF solution for point [1,1]m 

 m[1,1]حل تحلیلی و حل روش توابع پایه نمایی تعمیم یافته برای نقطه  12شکل 

فنر  یکبا  تواندیم میله یستمس ینزد. در ا یبتقر یدرجه آزاد با یک

طور همان ی،عمود یدر راستا یرت یمحاسبه ارتعاش طول یشود. برا یگزینجا

�� از معادله موج 𝑢 ییجاگفته شد، مقدار جابه ترپیشکه 
2
𝑢 𝜕𝑡2⁄ =

𝑐2 𝜕2𝑢 𝜕𝑥2⁄ [13] که در آنآید بدست می: 

(67) 𝑐2 =
𝑘𝐿𝑔

𝜔
 

 یزانوزن واحد فنر است. م 𝜔طول و  𝐿، یسخت 𝑘معادله  ینکه در ا

 یویر، نیینیپا یو در انتهابوده برابر با صفر  یرت ییبالا یدر انتها ییجاجابه

به متصل شده برابر باشد.  جرمحاصل از  ینرسیا یرویبا ن یدبا یرت یکشش

𝐴𝐸(𝜕𝑢 بیان دیگر 𝜕𝑥⁄ )𝑥=𝐿 = −𝑤 𝑔⁄ (𝜕2𝑢 𝜕𝑡2⁄ )𝑥=𝐿 .مقدار  باشد

0.01جایی اولیه برابر با جابه sin(𝑥) باشد. نمایی و سرعت اولیه برابر با صفرمی

 100دامنه مسأله به  ینجانشان داده شده است. در ا 10شکل  در کلی از مسأله

Δ𝑡 یشده و گام زمان یمقسمت تقس = 0.01s .در نظر گرفته شده است 

𝛾مشخصات مصالح عبارت است از = 2500 kg/m3  ،𝐸 = 105Pa ،𝑊 =

70 Ton f ،𝑘 = 636 N/m قطر تیر .𝐷 = 0.3m  در نظر گرفته شده است. در

 مشخصات مثال چهارم نشان داده شده است. 13شکل 

و  جواب یشکل کل ،شده پس از حل مسأله یانب یحاتبا توجه به توض

𝑡برای اولین ) 15و  14 هایکه در شکل آیدیروش به دست م خطای =

0.01sم زمانی )( و آخرین گا𝑡 = 2.5s )یلیتحل حل. ستا نشان داده شده 

 :زاست ا این مسأله عبارت
(68) 𝑢(𝑥, 𝑡) = 0.01sin(𝑥)(cos(𝑡) + sin(𝑡)) 

 

 
Fig. 13 Properties of Example 4 

 مشخصات مثال چهارم 13شکل 
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Fig. 15 Solution overview of Example 4 

 نمای کلی حل مثال چهارم 14شکل 

 
 )الف(

 
 )ب(

Fig. 15 Difference between analytical solution and GEBF solution in 

first and last time steps for Example 4 

اختلاف حل تحلیلی با حل توابع پایه نمایی تعمیم یافته در اولین و آخرین  15شکل 

 گام زمانی برای مثال چهارم

نمودار حل تحلیلی و حل با روش توابع پایه نمایی تعمیم یافته  16در شکل 

𝑥برای نقطه ای با مختصات  = 1.5m  نمایش داده شده است. این شکل نیز

 حاکی از دقت بسیار مطلوب روش پیشنهادی است.

 

   
Fig. 16 Analytical solution and GEBF solution for point 𝑥 = 1.5m 

 m 1.5حل تحلیلی و حل روش توابع پایه نمایی تعمیم یافته برای نقطه  16شکل 

 موج الاستیک در تیر کنسول – 5مثال  -5-5

 یتحت اثر بارگذار یکنسول یرت یکدر  یکدر مثال آخر انتشار موج الاست

در  یهو سرعت اول ییجاجابه شده است. یبررس یرت یدر انتها یبرش یاضربه

 𝑓(𝑡)برابر با  یبرش یروین یرت ییمثال صفر منظور شده است. در لبه بالا ینا

و معادلات مسأله در شکل  یهالبه یردر سا یمرز یط. شراشودیبه آن وارد م

انتخاب و گام  0.1مثال دامنه با فواصل  یننشان داده شده است. در ا 17

مسأله در حالت کرنش مسطح حل  انتخاب شده است. s 0.005برابر با  یزمان

𝐸های فیزیکی مسأله عبارت است از شده است. مقادیر داده = 105Pa ،𝜐 =

𝜌و  0.25 = 1 kg/m3 همچنین روی سطح بالایی در .𝑦 =  𝐹(𝑡)نیروی  4

 گردد.اعمال می

 معادله نیروی اعمالی برابر است با:
 

(69) 𝐹(𝑡) = {
100𝑡                            0 ≤ 𝑡 ≤ 0.01
−100(𝑡 − 0.02) 0.01 ≤ 𝑡 ≤ 0.02

 

𝐮از بردار  یههر درا = {
u(𝑥, 𝑦, 𝑡)
v(𝑥, 𝑦, 𝑡)

 دلهمعا باشد.یم 𝑡و  𝑥، 𝑦از  یتابع {

 عبارت است از: دیفرانسیل حاکم بر این مسأله

(70) 𝜌
∂2𝐮

∂𝑡2
= 𝐒T𝐃𝐒𝐮 + 𝐛 

 𝐛و  عملگر دیفرانسیلی کرنش 𝐒 الاستیسیته، یبضرا یسماتر 𝐃که در آن 

برابر است  𝐃 یسنش مسطح باشد، ماتردر حالت کر است. بدنه یروهایار ندبر

 با:

(71) 𝐃 =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
[

1 − 𝜈 𝜈 0
𝜈 1 − 𝜈 0

0 0
1 − 2𝜈

2

] 

 یزن 𝐒 عملگر .باشدیپوآسون م یبضر 𝜈و  یسیتهمدول الاست 𝐸 ینجاکه در ا

 :گرددتعریف می (72)ی به صورت معادله دو بعد ی حالتبرا

 

 
(72) 

𝐒 =

[
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
0

𝜕

𝜕𝑦

0
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥]
 
 
 
 
T

 

 :(70)در معادله مقدار دهی پارامترها با 

 

{
 
 

 
 𝜕

2
u(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡2

𝜕
2
v(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡2 }
 
 

 
 

 

(73) =

{
 
 

 
 
2

15
(3
𝜕2u(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2
+ 5

𝜕2v(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 8

𝜕2u(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

2

15
(8
𝜕2v(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2
+ 5

𝜕2u(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 3

𝜕2v(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥2
)
}
 
 

 
 

 

 

 
Fig. 17 Figure and properties of Example 5 

 شکل و مشخصات مثال پنجم 17شکل 
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Fig. 18 Variation of the horizontal displacement of point A of Example 
5 

 برای مثال پنجم Aجایی افقی نقطه تغییرات جابه 18شکل 

معلوم و  ینو طرف شودیم یسازگسسته یمشابه قبل زمان به صورت مرکز

 طرف مجهول عبارت است از:ین . بنابراشوندیمجهول ساخته م

(74) 𝑓
Ω
(𝑥, 𝑦) = −2

𝐮(𝑛)(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝛥𝑡2
+
𝐮(𝑛+1)(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝛥𝑡2
− 𝐛 

 عبارت است از: یسازو طرف معلوم پس از ساده

(75)  

{
 
 

 
 16

15

𝜕
2
u(𝑛)(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥2

2

5

𝜕
2
v(𝑛)(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥2 }
 
 

 
 

+

{
 
 

 
 2

5

𝜕
2
u(𝑛)(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2

16

15

𝜕
2
v(𝑛)(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2 }
 
 

 
 

+ 

     

{
 
 

 
 10

15

𝜕
2
u(𝑛)(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥𝜕𝑦

10

15

𝜕
2
v(𝑛)(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥𝜕𝑦 }
 
 

 
 

−

{
 
 

 
 𝜕

2
u(𝑛)(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡2

𝜕
2
v(𝑛)(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡2 }
 
 

 
 

 

 [16] و جواب با روش اجزا محدود در دسترس نیستمسأله  یبرا یلیحل تحل

 نقطه یافق ییجاجابه 18 در شکل .شده است یسهمقا [17] یینما یهو توابع پا

𝐴 نشان داده شده است. یردر مرکز لبه ت 

 گیرینتیجه6- 

یافته به مسائل حوزه زمان گسترش مقاله روش توابع پایه نمایی تعمیم یندر ا

ا وابسته ب یفرانسیل خطی و غیرخطید تمثال از معادلا داده شد. سپس پنج

هر مثال به طور کامل و جداگانه  ی. برااین روش مورد بررسی قرار گرفت

طرف راست و چپ  یینو تع یزمان یمایشکان و پم یسازگسسته یندفرا

 شد. یانب یرخطیغ یهادر مثال یسازیخط ین)معلوم و مجهول( و همچن

برخوردار  یبه دست آمده از دقت خوب یهادهدجواببررسی نتایج نشان می

 هستند.
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