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ي، ساختار مشبك نانولوله كربني سازمدلبراي . باشد

ارتعاشات توسعه يافته، سپس معادلات ناظم بر . 

از تئوري ،براي حل معادله غيرخطي حاصل. تحت خمش به عنوان عامل غيرخطي هندسي در معادلات لحاظ شده است

ه بررسي پاسخ فركانسي سيستم در حالات مختلف ارتعاشات آزاد و ارتعاشات اجباري در دو حالت تشديد اوليه و ثانوي

نتايج حاكي از اين واقعيت هستند كه . دهدگيري عددي نشان مي

.دشويها مشاهده مدر پاسخ،تقسيم شدن به دو شاخه غيرخطي

Analysis of nonlinear vibrations of 

using perturbation technique

Assist. Prof., Aerospace Dept, Faculty of New Sciences & Tech
P. 

Abstract- The main objective of this research is to study the nonlinear vibrations of a single walled carbon nanotube. 

For this purpose, the lattice structure of carbon nanotube is 

continuum mechanics. Firstly, each carbon

whole discrete structure of carbon nanotube is replaced with a virtual continuum medium representing h

Then, governing equations for vibrations is obtained taking into account geometric nonlinearity arisen from stretching 
of a mid-plane due to bending. Perturbation technique is used to analyze the nonlinear 

Frequency responses of carbon nanotubes

resonance cases are studied. Obtained results are in a very good agreement with numerical integration technique. The 

results imply on hardening behavior of carbon nanotube. Moreover, nonlinear bifurcation and nonlinear jump 

phenomena are observed.
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كربني با استفاده از نانولولهغيرخطي اتتحليل ارتعاش

تئوري اغتشاشات

رهام رفيعي

لوم و فنون نوين، دانشگاه تهرانيارگروه هوافضا، دانشكده عاستاد

Roham.Rafiee@ut.ac.ir، 143355941كدپستي تهران، 

باشدميبررسي ارتعاشات غيرخطي نانولوله كربني تك جداره هدف اصلي از اين تحقيق، 

. با يك سازه پيوسته معادل با استفاده از مكانيك محيط پيوسته نانومقياس جايگزين شده است

تحت خمش به عنوان عامل غيرخطي هندسي در معادلات لحاظ شده است

پاسخ فركانسي سيستم در حالات مختلف ارتعاشات آزاد و ارتعاشات اجباري در دو حالت تشديد اوليه و ثانوي

گيري عددي نشان مينتايج حاصل از حل مبتني بر روش اغتشاشات تطابق خوبي با انتگرال

تقسيم شدن به دو شاخه غيرخطيپرش و همچنين، پديده . دهدنانولوله كربن رفتار سخت شونده را از خود نشان مي

.، تئوري اغتشاشاتغيرخطينانولوله كربني، تحليل ارتعاشي

nonlinear vibrations of a carbon nanotube 

using perturbation technique

R. Rafiee

Aerospace Dept, Faculty of New Sciences & Tech., Tehran Univ., Tehran,
Code 1439955941, Tehran, Iran. Roham.Rafiee@ut.ac.ir

The main objective of this research is to study the nonlinear vibrations of a single walled carbon nanotube. 

For this purpose, the lattice structure of carbon nanotube is replaced with a continuum structure using nanoscale 

Firstly, each carbon-carbon bond is replaced with an equivalent beam element and then the 

whole discrete structure of carbon nanotube is replaced with a virtual continuum medium representing h

Then, governing equations for vibrations is obtained taking into account geometric nonlinearity arisen from stretching 
Perturbation technique is used to analyze the nonlinear vibrations of carbon nanotubes

carbon nanotubes for free vibrations and force vibrations in both primary and secondary 

are studied. Obtained results are in a very good agreement with numerical integration technique. The 

avior of carbon nanotube. Moreover, nonlinear bifurcation and nonlinear jump 

Carbon Nanotube, Nonlinear Vibration Analysis, Perturbation Technique.

تحليل ارتعاش

هدف اصلي از اين تحقيق، - چكيده

با يك سازه پيوسته معادل با استفاده از مكانيك محيط پيوسته نانومقياس جايگزين شده است

تحت خمش به عنوان عامل غيرخطي هندسي در معادلات لحاظ شده استكشش صفحه مياني

پاسخ فركانسي سيستم در حالات مختلف ارتعاشات آزاد و ارتعاشات اجباري در دو حالت تشديد اوليه و ثانوي. اغتشاشات استفاده شده است

نتايج حاصل از حل مبتني بر روش اغتشاشات تطابق خوبي با انتگرال. شده است

نانولوله كربن رفتار سخت شونده را از خود نشان مي

نانولوله كربني، تحليل ارتعاشي: واژگانكليد

carbon nanotube 

Tehran, Iran

The main objective of this research is to study the nonlinear vibrations of a single walled carbon nanotube. 

a continuum structure using nanoscale 

carbon bond is replaced with an equivalent beam element and then the 

whole discrete structure of carbon nanotube is replaced with a virtual continuum medium representing hollow cylinder. 

Then, governing equations for vibrations is obtained taking into account geometric nonlinearity arisen from stretching 
vibrations of carbon nanotubes. 

for free vibrations and force vibrations in both primary and secondary 

are studied. Obtained results are in a very good agreement with numerical integration technique. The 

avior of carbon nanotube. Moreover, nonlinear bifurcation and nonlinear jump 
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مقدمه-1

هاي مكانيكي، حرارتي و الكتريكي نانولولهر به فردصمنحخواص 

بسيار مناسبي ةكربني، باعث شده است تا اين مواد به گزين

هاي پليمري براي مقاوم سازي پليمرها و تشكيل نانوكامپوزيت

حاكي از اين واقعيت نتايج تحقيقات آزمايشگاهي. تبديل شوند

وزني نانولوله كربن به رزين % 1هستند كه تنها با افزودن 

% 42تا % 35ميزان استر، مدول يانگ كامپوزيت حاصل به پلي

هاي ا توجه به پيچيدگي روشب. ]1[دهد رشد نشان مي

بيني خواص مكانيكي آزمايشگاهي در مقياس نانو، پيش

هاي هاي حاوي نانولوله كربن با تكيه بر روشكامپوزيت

به . اي را به خود اختصاص داده استويژهي جايگاهسازمدل

ها ي خواص مكانيكي نانوكامپوزيتسازمدلطور كلي روشهاي 

ي محيط پيوسته از نوع سازمدلو ي اتميسازمدلبه روشهاي 

حجم بالاي محاسبات . ]2[دشوتحليلي و يا عددي تقسيم مي

ي اتمي و محدود بودن آنها به طول بسيار سازمدلروشهاي 

كوچك و زمان بسيار كوتاه، باعث شده است تا استفاده از 

. دنرونق خاصي پيدا كني محيط پيوسته سازمدلروشهاي 

نقش بسيار هاي كربني، يناميكي نانولولهرفتار دةمطالع

وسيعي از تجهيزات ةآنها در حوزمهمي در توسعه كاربرد

، تجهيزات پرتوافشان و هاها، ساعتسازغيرمكانيكي همانند نوسان

تحليل قابليت اطمينان تجهيزات .]3[داردها حسگربه خصوص 

پاسخ نانومقياس مبتني بر نانولوله كربني، نيازمند شناسايي 

با توجه به اين امر كه . باشدنانولوله به بارهاي مكانيكي وارده مي

هاي موجود، كاربرد بالقوه نانولوله كربني در بسيار از زمينه

پاسخ ةباشد، مطالعنيازمند فهم دقيق رفتار مكانيكي آن مي

با توجه . استمكانيكي نانولوله كربني اهميت خاصي پيدا كرده

ام آزمايش در مقياس نانو بسيار موضوع به اين امر كه انج

بيني ي تئوري براي پيشسازمدلباشد، اي ميچالشي و پيچيده

اي در اين مسير رفتار مكانيكي نانولوله كربني از اهميت ويژه

در سالهاي اخير استفاده از نانولوله كربني در . گرددبرخوردار مي

. ه استحسگرهاي شيميايي و مكانيكي رونق خاصي پيدا كرد

قاعده اصلي عملكرد حسگرها بر اساس رخداد پديده تشديد در 

فركانس طبيعي نانولوله كربني در اثر اعمال بارگذاري خارجي 

رفتار ارتعاشي نانولوله كربني در حالت ةلذا مطالع. باشدمي

تشديد در حوزه توسعه كاربرد آنها در حسگرها حائز اهميت 

ي به منظور تحليل ارتعاشي كنون مطالعات مختلفتا. باشدمي

كه ]10-4[نانولوله كربني به صورت منفرد صورت گرفته است 

در آنها از روشهاي مختلف ديناميك مولكولي و يا المان محدود 

مبتني بر مكانيك محيط پيوسته نانومقياس براي تحليل رفتار 

.نانولوله كربني استفاده شده استارتعاشي 

ارتعاشي نانولوله كربني بررسي رفتارمنظوردر اين مقاله به

شود و ، معادلات ناظم بر ارتعاشات توسعه داده ميجدارهتك

سپس اين معادلات با استفاده از روش تئوري اغتشاشات مورد 

.گيردتحليل قرار مي

كربنيساختار هندسي نانولوله- 2

نانولوله كربني تك جداره به صورت مجازي از رول كردن يك 

ورق . دگيرشكل مي،يك استوانه توخاليگرافن و تشكيلصفحه 

اي لانه زنبوري مانند و متشكل از اتمهاي كربن گرافن شبكه

است كه در آن هر اتم كربن با سه اتم مجاور تشكيل پيوند 

ساختار اتمي نانولوله توسط بردار و زاويه . كووالانت داده است

.نشان داده شده است1شود كه در شكل كايرال تعريف مي

. باشدمعرف شاخص كايرال نانولوله مي(n,m)زوج مرتب 

د، نانولوله شورول  (n,0)چنانچه ورق گرافن با شاخص كايرال 

آيد و اگر با شاخص كايرال كربني از نوع زيگزاگ بدست مي

(n,n) د، نانولوله كربني موسوم به آرمچير حاصل شورول

كه (n,m)شاخص كايرالا نيز كه بابه ساير حالته. شودمي

n m≠ دشوشوند، لفظ كايرال اطلاق ميشناسايي مياست.

كند و هر حالت درجه تغيير مي30تا 0كايرال بين ةزاوي

ديگري از بردار كايرال كه بين اين دو حالت قرار گيرد، اشاره به 

.]1[پيكربندي كايرال دارد

كربنينمايش شماتيك نانولوله1شكل 
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قطر نانولوله كربني كه وابسته به شاخص كايرال آن 

:]11[دشومحاسبه مي)1(باشد، با استفاده از رابطه مي

)1(( )2 23

CNT

L
D n m nm

π

= + +

142/0كربن و معادل با -معرف طول پيوند كربنLكه در آن، 

هر اتم كربن با در نانولوله كربني . شودنانومتر در نظر گرفته مي

.كندميپيوند كوالانت برقرار سه اتم كربن مجاور خود 

ي نانولوله كربنيسازمدل- 3

كربن در ساختار مولكولي نانولوله كربني با -در ابتدا پيوند كربن

اي توسعه دادهالمان تير معادل كه خواص آن از مكانيك سازه

.دشوجايگزين مي،استبدست آمده]12[شده توسط لي و چو 

در اين روش بر اساس تشابه بين انرژي پتانسيل مولكولي با 

آيد انرژي كرنشي تير معادل، خواص المان تير معادل بدست مي

ولي نانولوله لذا با اين روش ساختار مشبك مولك].12،13[

مدول . شودكربني با سازه قاب مانند پيوسته جايگزين مي

الاستيك نانولوله كربني نوع آرمچير و زيگزاگ كه به شيوه 

] 14[رفيعي - از فرمول شكريهد، با استفاده شومدل مذكور 

:شودمحاسبه ميزيرطبق رابطه 
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كربن و معادل - طول پيوند كربنLشاخص كايرال، nكه در آن 

34/0ضخامت نانولوله كربن و معادل با tنانومتر و 142/0با 

) 3(و ) 2(مولكولي استفاده شده در روابط ثابتهاي. استنانومتر 

.درج شده است1در جدول 

]13[ثوابت مولكولي مورد استفاده1جدول 

6.52e-7 [N.nm-1] kr

8.76e-10 [N.nm.rad-2] kθ

ضخامت اي توخالي به بنابراين، نانولوله كربني با استوانه

) 2(رابطه ازمدول آن و )1(قطر آن از رابطه نانومتر كه 34/0

چگالي نانولوله . گرددجايگزين مي،شودمحاسبه مي) 3(يا 

:]15[دشومحاسبه ميزيركربني نيز با استفاده از رابطه 

)4(
2

16

neA

w

CNT

RN

M

π

π
ρ =

عدد آووگادرو و معادل با NAجرم اتمي كربن، Mwكه در آن 

معرف تعداد Nشعاع موثر نانولوله كربني و Rneو 022/6×1023

روابطباشد كه توسط اتم كربن در واحد طول نانولوله كربن مي

: دشونمحاسبه ميزير

)5(9
0.34 10

2

CNT
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D
R

−

= + ×

)6(
2 2

4

3

n mn m
N

L

+ +
=

سازه ،)3،4(يا ) 1،2(روابط بنابراين با استفاده از مجموعه 

با يك استوانه توخالي با چگالي و مدول معادل قاب مانند 

ي هر جداره نانولوله كربني سازمدلفرآيند . دشوجايگزين مي

.نمايش داده شده است2به صورت شماتيك در شكل 

از نوع عنوان مطالعه موردي نانولوله كربني در اين مقاله به

خواص فيزيكي و . شودشده و بررسي ميانتخاب) 10، 10(

.آورده شده است2مكانيكي نانولوله مذكور در جدول 

معادلات ناظم بر تحليل ديناميكي-4

در معادله حركتبرنولي، -با در نظر گرفتن تئوري تير اويلر

با در نظر گرفتن عامل غيرخطي حالت ارتعاشات اجباري 

:]17[يابدميشكلزيرصورتبه هندسي 

)7(( )tFCos
t

W
A

x

W
N

x

W
EI Ω=

∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂

2

2

2

2

4

4

ρ

وارة مراحل جايگزيني ساختار مولكلوي نانولوله كربني طرح2شكل 

]16[با يك استوانه توخالي
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هاي نانولوله دو جدارهخواص فيزيكي و مكانيكي ديواره2جدول 

44/1(kg/m2)چگالي 

038/1(TPa)مدول الاستيك 

34/0(nm)ضخامت 

356/1(nm)قطر 

17/0(nm-4)- ممان اينرسي مقطع

72/0(nm2)سطح مقطع 

اثر ) 7(در معادله .استنظر شدهاز اثر ميرايي صرفدر آنكه 

كشش صفحه وسط تير به علت كشش ناشي از خمش در قالب 

باشد، در مي) 7(كه توليد كننده ترم غيرخطي معادله Nنيروي 

:دشوتوصيف مي)8(توسط رابطه Nنيروي . نظر گرفته شده است

)8(
2

0

1

2

LAE W
N dx

L x

∂ 
=  

∂ 
∫

كنيم كـه هـر دو طـرف    براي اعمال شرايط مرزي، فرض مي

له أبـه مس ـ زيـر شـرايط  لـذا  .گاه ساده باشـد تكيهكربني نانولوله

:شودحاكم مي

)9                  (0

,0@

2

2

=
∂

∂
=

= Lx
x

W
W

جداسـازي  اسـتفاده از  بـا  ،)9(مرزي شرطبا )7(براي حل معادله 

:شوددر نظر گرفته ميزيرمتغيرها، تغييرمكان به صورت 

)10           (( ) ( )W X x U t=

زيـر باشد و بـه صـورت   شكل مود اول ارتعاشي ميXكه در آن 

را ) 11(تـا شـرايط مـرزي ذكـر شـده در رابطـه       شودبيان مي

:دكنتأمين

)11            (( ) ( )sinX x x Lπ=

و اسـتفاده از  ) 7(در معادلـه  ) 8(و ) 11(با جايگذاري معـادلات  

معادلات فضاي زمـان بـه صـورت زيـر     ها، مودشرط تعامد شكل

:آيندبدست مي

)12(( )3

1 2
U aU a U FCos t+ + = Ω��

:شودكه ثابتهاي آن به صورت زير تعريف مي

)13(
4 4

1 24 4
     ;      

4

EI E
a a

AL L

π π

ρ ρ

= =

ات آزادتحليل ارتعاش- 5

نظر كردن از تحريك خارجي معرفي شـده در  در ابتدا با صرف

، حالــت ارتعاشــات آزاد نانولولــه كربنــي بررســي )12(رابطــه 

حـاكم بـر   معادلـه بـا توجـه بـه ماهيـت غيرخطـي      . دشـو مي

1مقيـاس زمـاني چندگانـه   از روش، ارتعاشات نانولوله كربنـي 

مقادير مـورد نيـاز بـراي محاسـبه مجموعـه      .دشواستفاده مي

. انـد معرفي شـده 2در جدول ) 13(بيان شده در روابط تثواب

نـانومتر در نظـر گرفتـه    100طول نانولوله كربني نيز معـادل  

.شده است

) 12(، معادلـه  ش مقياس زماني چندگانهبراي امكان اعمال رو

:دشوبازنويسي ميزيربه صورت 
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0
0U U Uω εα+ + =

��

:كه در آن

)15(
4 4
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0 4 4
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π π
ω α α εα

ρ ρ

= = =

.باشدمييك پارامتر كوچك و مثبت ε، )15(و ) 14(در روابط 

هـاي زمـان بـه    ، مقيـاس ش مقياس زمـاني چندگانـه  در رو

صورت 
0

T t= و
1

T tε=ترتيب معرف مقياس زمـاني  هكه ب

در ايـن  . شـود باشد، معرفي مـي سريع و مقياس زماني كند مي

:شودتخمين زده ميزيربه صورت ) 14(روش، پاسخ معادله 
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101100
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)16(
2
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... , 2 ...

d d
D D D D D
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ε ε= + + = + +

)17 (

ــا  ــايگزيني ب ــط ج ــه ) 17(رواب ــاوي )14(در رابط ، و مس

اي ازدر دو طرف معادله، مجموعهεقراردادن توانهاي يكسان 

:آيدبدست ميزيرمعادلات ديفرانسيل عادي به شرح 
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ω α+ = − − (19)

:خواهيم داشت) 19(در معادله ) 18(گذاري معادله يبا جا
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2 2 2

0 1 0 1 0
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1. Mutiple Time Scale (MTS)
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گيـري تـرم   از شـكل ممانعـت ، )20(پذيري معادلـه  شرط حل

يسـتي ضـريب تـرم    بالذا مـي . است1بسيار بزرگ پاسخ زماني

0 0
i T

e
ω د تا ترم شوصفر اتخاذ ) 20(در معادلهtcos(ω0t) در

:بنابراين. دشوپاسخ ظاهر ن

)21  (( ) 2
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2 3 0i A A Aω α ′ + =
 

)با فرض  ) ( )
1

2

1 Ti
e

Ta
A

β
،)21(آن در رابطـه  جايگـذاري و =

:خواهيم داشت









=′

=′

(22)
3

0
8

3

0

aa
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ω

α
β

، پاسخ زماني سيستم در حالت )22(با حل دستگاه معادلات 

:آيدبدست ميزيرارتعاشات آزاد به شكل 

)23 (( )2

0 0 0

0

3
cos .

8
U a t a t O
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ω ε ε

ω
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آمـده  پاسخ بدسـت  . آيداز شرايط اوليه بدست ميa0كه در آن 

گيري عددي براي با انتگرالوش مقياس زماني چندگانهتوسط ر

براي چند مقدار مختلـف عامـل   مقايسه و ) 10،10(نانولوله لوله 

.نمايش داده شده است3در شكل) ε(اغتشاش 

بـا  مقيـاس زمـاني چندگانـه   كـه روش دهـد  نشان مـي 3شكل 

انتخاب مناسب مقـدار پـارامتر اغتشـاش، روش مناسـبي بـراي      

.باشدتحليل معادله ارتعاشي غيرخطي نانولوله كربني مي

تحليل ارتعاشات اجباري-6

2تشديد اوليه-6-1

:يابدصورت زير شكل ميبه) 12(براي بررسي اين حالت، معادله 

)24   (( )2 3
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cosU U U k tω εα ε+ + = Ω��

:كه در آن

)25                 (
0

    ;    F kε ω εσ= Ω = +

σدر اين حالت خواهيم داشت. باشدمي3پارامتر انحراف از تشديد:

)26(
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ω σ
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1. Secular Term

2. Primary Resonance

3. Detuning Parameter

:خواهيم داشت) 26(در معادله ) 18(پاسخ معادله جايگذاريبا 

)27(
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:باشدبه صورت زير مي) 27(پذيري معادله شرط حل
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1 Ti
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،)28(آن در رابطـه  جايگـذاري و =

.آيدبدست مي) 29(رابطة 

جواب حل :خط پرنگ(ي بر حسب زمان ينمودار جابجا3شكل

)جواب حل روش اغتشاشات: عددي، خط ناپيوسته
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، تغييـرات دامنـه بـر حسـب پـارامتر انحـراف از       4در شكل 

نمودارهاي ارائـه  .نمايش داده شده استدر حالت يكنوا تشديد 

، به وضوح به علت تمايل به سمت راست مبين 4شده در شكل 

اجبـاري  شوندگي در نانولولـه كـربن در ارتعاشـات    پديده سخت

فركانسه بودن در ايـن  يا چند2پديده پرشهمچنين. باشندمي

.شودنمودارها ديده مي

3تشديد ثانويه-6-2

زيررا به صورت ) 24(يه، معادلهبراي بررسي حالت تشديد ثانو
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3

ω
Ω باشد، سيستم در =

خواهد بود و چنانچه 4حالت مافوق هارمونيك
0

3ωΩ باشد، =

.گيردقرار مي5سيستم در حالت مادون هارمونيك

در حلت مافوق هارمونيك، با در نظرگرفتن

0
3 ω εσΩ = رابطة ، معادله پاسخ فركانسي به صورت +

:بدست خواهد آمد)36(

4. Super Harmonic

5. Sub Harmonic
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حسب فركانس در حالت تشديد ثانويه مافوق هارمونيك در 
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تغييرات دامنه بر حسب فركانس در حالت تشديد ثانويه 

.استشدهرسم6مادون هارمونيك در شكل

نتيجه گيري-7

نانولوله كربني تك بررسي ارتعاشات غيرخطيدر اين تحقيق به 

كربن در ساختار -در ابتدا پيوند كربن. جداره پرداخته شده است

مولكولي نانولوله كربني با المان تير مجازي جايگزين شده است 

و ساختار قاب مانند نانولوله كربني با يك استوانه توخالي با 

.خواص مشابه جايگزين شده است

در حالت تشديد ثانويه تغييرات دامنه بر حسب فركانس5شكل

مافوق هارمونيك

تغييرات دامنه بر حسب فركانس در حالت تشديد ثانويه 6شكل

مادون هارمونيك

سپس معادله ناظم بر ارتعاشات جانبي نانولوله كربني با در 

نظر گرفتن كشش صفحه مركزي به عنوان عامل ايجاد 

با . ترم غيرخطي در معادلات حركت لحاظ شده استةكنند

شاشات و روش مقياس زماني چندگانه استفاده از تئوري اغت

معادله مربوط مورد ارزيابي قرار گرفته است و ارتعاشات آزاد 

و ارتعاشات اجباري در دو حالت تشديد اوليه و همچنين 

پاسخ فركانسي نانولوله . تشديد ثانويه بررسي شده است

شوندگي نانولوله دهنده رفتار سختجداره، نشانتكبني كر

فو و همكارانش با ارائه حل تحليلي براي نانولوله .باشدمي

عباسي با ارزيابي ، خرسند زاده و حاج]17[جدارهكربني تك

معادلات ارتعاشات غيرخطي نانولوله كربني دو جداره به 

با تحليل و همچنين ژانگ و هان نيز] 18[كوتا- روش رانگ

ارتعاشات جانبي نانولوله كربني دوجداره تحت بار محوري 

است اي را با آنچه در اين مقاله بدست آمدهرفتار مشابه] 8[

.اندگزارش نموده
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جداره به ارتعاشات پاسخ نانولوله كربني تكهمچنين در 

و 1اجباري در حالت تشديد، پديده تقسيم شدگي به دوشاخه

تقسيم شدگي به دو ةپديد. دشوشاهده ميپرش غير خطي م

باشد كه در يك شاخه معرف ناپايداري پاسخ سيستم مي

تواند دو مقدار مختلف دامنه را فركانس خاص، سيستم مي

.تجربه نمايد

نتايج بدست آمده از اين تحقيق كه توصيف كننده رفتار 

جداره در حالت غيرخطي و سخت شونده نانولوله كربني تك

تواند براي توسعه كاربرد نانولوله باشد، ميارتعاشات اجباري مي

كه نانولوله كربني پديده سازها كربني در حسگرها و نوسان

. مفيد باشدنمايد، تشديد را تجربه مي
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