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، بررسی شده است. نخست معادلات تعادل ورق براساس قرار دارنداي غیریکنواختبار صفحهتحت هاي مستطیلی که در این مقاله کمانش ورق
اند. ت بنیادین، خطی فرض شدهروابط سینماتیک براساس مدل فن کارمن و معادلااستخراج شده است.تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول 

کمانش، به دست آوردن معادلات پایداري استفاده شده است. معادلات تعادل مربوط به میدان تنش پیشسپس از روش تعادل در مجاورت براي به
حل معادلات پایداري روش گالرکین براي است. براي تعیین بار کمانش ورق با شرایط مرزي ساده، کمک تئوري معادلات دیفرانسیل حل شده 

شامل بارگذاري کار گرفته شده است. در این مقاله چهار نوع بارگذاري مختلفکه یک دستگاه معادلات دیفرانسیل با ضرایب متغیر است به
قرار و تأثیر نسبت ظاهري ورق و ضخامت آن بر بار کمانش مورد بررسی در نظر گرفته شده یکنواخت، سهمی شکل، کسینوسی و مثلثی شکل

دست آمده از تئوري کلاسیک براي همه گرفته، نتایج با حل عددي و نتایج تئوري کلاسیک مقایسه شده است. براساس آن، بار کمانش به
تر از مقدار آن براساس تئوري تنش برشی مرتبه اول است.هاي بارگذاري همواره بزرگحالت
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	 In	 this	 paper,	 the	 buckling	 of	 rectangular	 plates	 subjected	 to	 non-uniform	 in-plane	 loading	 is	
investigated.	At	first	the	equilibrium	equations	of	plate	based	on	the	first	order	shear	deformation	
theory	 have	 been	 extracted.	 The	 kinematic	 relations	 have	 been	 assumed	 based	 on	 the	 von-
Karman	 model	 and	 the	 Hook’s	 law	 has	 been	 considered	 as	 the	 constitutive	 equations.	 The	
adjacent	equilibrium	method	has	been	used	for	deriving	the	stability	equations.	The	equilibrium	
equations	which	 are	 related	 to	 the	 prebuckling	 stress	 distribution	 have	 been	 solved	 using	 the	
differential	 equations theory.	To	 determine	 the	 buckling	 load of	 a	 simply	 supported	 plate,	 the	
Galerkin	 method	 has	 been	 used	 for	 solving	 the	 stability	 equations	 which	 are	 a	 system	 of	
differential	 equations	with	 variable	 coefficients.	 In	 this	 paper,	 four	 types	 of	 in-plane	 loading,
including	 the	 uniform,	 parabolic,	 cosine	 and	 triangular	 loading,	 have	 been	 considered	 and	 the	
effects	of	the	plate	aspect	ratio	and	thickness	on	the	buckling	load	has	been	investigated	and	the	
results	have	been	compared	with	 the	 finite	element	method	and	 the	 classical	plate	 theory.	The	
comparison	 of	 the	 results	 show	 that	 for	 all	 loading	 cases,	 the	 buckling	 load	 computed	 by	 the	
classical	plate	 theory	 is	higher	 than	 the	value	obtained	based	on	 first	order	 shear	deformation	
theory.	
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	مقدمه- 1
هاي مختلف مانند بدنه سازهها دسته اي از اجزاي پرکاربرد در ساخت ورق

گیرد، هاست. هنگامی که یک ورق در معرض بارگذاري فشاري قرار میکشتی
کند. یک ورق ممکن است بررسی پدیده کمانش اهمیت زیادي پیدا می

- تواند بهها قرار داشته باشد و این بار میدرمعرض بار غیریکنواخت در لبه

هاي مورد استفاده در ي نمونه پانلخطی اعمال شود. براصورت خطی و یا غیر
گاهی، معمولاً در ها به دلیل شرایط تکیهپوسته بال هواپیماها و یا بدنه کشتی

خلاف مساله کمانش گیرند. بریکنواخت قرار میاي غیرمعرض بار داخل صفحه
ها که مطالعات زیادي در مورد آن انجام هاي با بارگذاري یکنواخت در لبهورق

ها با دقیق و تقریبی مختلفی براي آن ارائه شده است، کمانش ورقهايو حل
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یکنواخت عمدتاً به دلیل پیچیدگی فرایند حل کمتر مورد توجه بارگذاري غیر
قرار گرفته است.

هاي مختلف بارگذاري هاي مستطیلی که در معرض حالتکمانش ورق
بارگذاري یکنواخت از جمله بارگذاري متمرکز، بارگذاري موضعی، غیر

مورد مطالعه قرار ]1,2[سینوسی و غیره قرار دارند، توسط جانا و باسکار 
گرفته است. ایشان نخست با استفاده از ترکیب چندین تابع تنش ایري 

کمانش را جهت تعیین میدان تنش ه پیشبراساس اصل جمع آثار، مسال
اند. پس از آن با استفاده از روش گالرکین به ورق، حل کرده1داخل صفحه اي

پرداخته و بارکمانش ورق 2حل معادله کمانش ورق براساس تئوري کلاسیک
]1[اند. همچنین در مرجع دست آوردههاي مختلف بارگذاري بهرا براي حالت

دست آوردن میدان تنش داخل براي به3یافتهاز روش کانتروویچ توسعه
ایج آن با حل مربوط به تابع تنش ایري مقایسه اي استفاده شده و نتصفحه

به کمک تئوري تغییر شکل برشی مرتبه ]3[شده است. پاندا و راچاماندرا 
- هاي کامپوزیتی که در معرض بارگذاري غیربالاتر، به بررسی کمانش ورق

اند. با توجه به ها قرار دارند، پرداختهیکنواخت به شکل خطی و سهمی در لبه
هاي ورق یکنواخت نیست، محاسبه بارکمانش در طی بهکه باراعمالی بر لاین

- دو مرحله انجام شده است: در مرحله اول براي تعیین توزیع تنش پیش
کمانش، یک مساله الاستیسیته دوبعدي با مینیمم کردن انرژي کرنشی 

اند. با توجه ها قرار دارند، پرداختهیکنواخت به شکل خطی و سهمی در لبهغیر
هاي ورق یکنواخت نیست، محاسبه بارکمانش در دو عمالی بر لبهکه بارابه این

کمانش، . در مرحله اول براي تعیین توزیع تنش پیشمرحله انجام شده است
4یک مساله الاستیسیته دوبعدي با مینیمم کردن انرژي کرنشی غشایی ورق

حل شده است. درمرحله دوم معادلات کمانش ورق با استفاده از اصل حداقل 
دست آمده و براي حل این معادلات از روش گالرکین رژي پتانسیل بهان

با استفاده از تئوري کلاسیک به ]4[استفاده شده است. کشمیري و همکاران 
هاي بیضوي نازك کامپوزیتی متقارن بررسی ارتعاشات آزاد و کمانش ورق

اي مرزي اولیه قرار واقع بر بستر الاستیک که تحت بار نرمال داخل صفحه
	اند.پرداخته و از روش ریتز براي حل معادلات حاکم استفاده نمودهدارند، 

هاي اورتوتروپیک در معرض بارغیر یکنواخت توسط کالیان و کمانش ورق
بررسی شده است. براساس نتایج این مقاله، تأثیر شکل توزیع بار ]5[باسکار 
هاي ایزوتروپیک به مراتب بیشتر است. ها بر بار کمانش نسبت به ورقدر لبه

واسطه بارگذاري خطی را ها بهکمانش و ارتعاشات ورق]6,7[لیسا و کانگ 
هاي بارگذاري شده به صورت اند. شرایط مرزي در لبهمورد بررسی قرار داده

ساده است. با درنظر گرفتن حل مساله به صورت حاصل ضرب دو تابع بر 
ولی با ضرایب ، معادله کمانش ورق به یک معادله دیفرانسیل معمو حسب 

کار گرفته شده و هاي فروبینیوس بهمتغیر تبدیل و براي حل آن، سري
دست آمده است. آتشی هاي مختلف بارگذاري، بهبارکمانش ورق براي توزیع

هاي مستطیلی با شرایط به تحلیل کمانش و ارتعاشات ورق]8[پور و سعیدي 
اند مرزي ساده در دو لبه موازي و شرایط مرزي دلخواه در دولبه دیگر پرداخته

هاي با شرایط مرزي ساده، داراي بارگذاري نرمال غیریکنواخت که در آن لبه
ها ل معادلات حاکم، از روش جداسازي متغیراست. در این مقاله براي ح

هاي به بررسی کمانش ورق]9[استفاده شده است. برت و دوراکوندا 
ها، که در معرض بارگذاري مستطیلی با شرایط مرزي ساده در تمامی لبه

اند. براي محاسبه میدان تنش پیش کمانش از سینوسی قرار دارند پرداخته

																																																																																																																																											
1-	In-plane	
2-	Classical	Plate	Theory(CPT)	
3-	Extended	Kantorovich	method	
4- Membrane	strain	energy	

جمع چند تابع تنش ایري استفاده شده است. پس از محاسبه میدان تنش
دست اي، معادله کمانش ورق که براساس تئوري کلاسیک بهداخل صفحه

-10[آمده است، با استفاده از روش گالرکین حل شده است. ونگ و همکاران 
هاي یلی براي محاسبه بارکمانش ورقاز روش کوادراتور دیفرانس]12

ها قرار دارند، استفاده و تأثیر مستطیلی که در معرض بار غیریکنواخت در لبه
بارگذاري کسینوسی، خطی و سهمی شکل را روي بارکمانش ورق مورد 

با ترکیب روش ریتز و روش ]13[اند. جعفري و افتخاري بررسی قرار داده
هاي مستطیلی هاي طبیعی ورقکوادراتور دیفرانسیلی، بار کمانش و فرکانس

هاي مختلف بارگذاري و نیز اورتوتروپیک واقع بر بستر الاستیک را براي حالت
اند. همچنین فتاحی و همکاران انواع مختلف شرایط مرزي محاسبه کرده

هاي یافته، کمانش ورقبه کمک روش کوادراتور دیفرانسیلی تعمیم]14[
هاي مختلف بارگذاري اورتوتروپیک با توزیعمستطیلی اورتوتروپیک و غیر

هاي مختلف از جمله فشاري محوري را مورد بررسی قرار داده و تأثیر پارامتر
ها بر بار کمانش را ارزیابی ، نسبت طول به عرض ورق و تعداد لایهجنس ورق

هاي گرافنی تک لایه که در معرض بار خطی در اند. کمانش نانو ورقکرده
مورد بررسی قرار گرفته ]15[ها قرار دارند، توسط فرج پور و همکاران لبه

ستخراج و ا5موضعیاست. معادلات حاکم براساس تئوري الاستیسیته غیر
هاي براي حل این معادلات از روش کوادراتور دیفرانسیلی و نیز روش سري

یک حل دقیق براي ]16[فروبینیوس استفاده شده است. بداغی و سعیدي 
یکنواخت در بر بستر الاستیک که در معرض بار غیر6هاي تابعیکمانش ورق

، معادله مربوط 7اند. با استفاده از حل به روش لويها قرار دارند ارائه کردهلبه
دست آمده است، به یک معادله به کمانش ورق که براساس تئوري کلاسیک به

دیفرانسیل معمولی با ضرایب متغیر تبدیل شده است و براي حل دقیق این 
هاي فروبینیوس استفاده شده است. چن و لیو معادله دیفرانسیل، از سري

به بررسی تأثیر سه نوع بارگذاري متمرکز، بارگذاري یکنواخت موضعی ]17[
اند. هاي مرکب تابعی پرداختهشکل بر بار کمانش ورقو بارگذاري سهمی 

جایی بندي مساله براساس روش بدون مش و تقریب میدان جابهفرمول
با استفاده ]18[براساس توابع پایه شعاعی انجام شده است. شریعت و عاصمی 

بعدي براساس توابع اسپیلاین به بررسی کمانش از تئوري الاستیسیته سه
بندي د. فرمولانها پرداختهیکنواخت در لبههاي تابعی با بارگذاري غیرورق
هاي ها اثر حالتها است. آنشده داراي پیوستگی از مرتبه دو در مرز المانارائه

اند.مختلف بارگذاري و نیز شرایط مرزي را بر بار کمانش بررسی کرده
هاي داراي بارگذاري مرور مقالات موجود در زمینه کمانش ورق

ها هر دو کمانش این ورقدهد که براي محاسبه بار یکنواخت نشان میغیر
روش حل عددي و حل تحلیلی مورد توجه بوده است. در زمینه حل تحلیلی، 

دست آوردن میدان تنش ورق پیش از وقوع کمانش، از حل معمولاً براي به
هایی براساس تابع تنش ایري استفاده شده است. این روش در عین پیچیدگی

نیست و 8ايجایی داخل صفحهکه دارد، قادر به ارضاي شرایط مرزي جابه
تواند شرایط مرزي نیرویی را ارضا کند. در مطالعه حاضر، معادلات تنها می

تعادل براساس تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول و روابط سینماتیک فن 
کارمن، به کمک اصل کارمجازي استخراج و سپس معادلات پایداري تعیین 

با حل تحلیلی معادلات تعادل که کمانش شده است. میدان تنش ورق پیش
دست آمده است. یک دستگاه معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی است به

در نهایت معادلات پایداري ورق که معادلاتی با مشتقات جزئی و با ضرایب 

																																																																																																																																											
5-	Non-local	
6-	Functionally	graded	plates	
7-	Levy	type	solution	
8- In-plane	displacements	
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- متغیر است با استفاده از روش گالرکین حل و مقادیر بار کمانش براي حالت
و 1با نتایج حاصل از حل اجزاي محدودهاي مختلف بارگذاري محاسبه و

نتایج تئوري کلاسیک مقایسه شده است.

	معادلات تعادل- 2
جایی یک ورق براساس تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول به میدان جابه

	شود:) درنظر گرفته می1شکل رابطه (

)1(
= ( , ) + ( , )	
= ( , ) + ( , )	
= ( , )	

و مربوط به تغییر شکل صفحه میانی بوده و و و که در آن 
) 2به صورت روابط (جایی فن کارمن جابه-بیانگر چرخش است. روابط کرنش

:]19[شوند بیان می

=الف)-2( +
1
2

	

	ب)-2( = +
1
2

	

	ج)-2( = +
1
2

	

=د)-2( + + 	

	ه)-2( = + + 	

	و)-2( = + + 	

جایی فن کارمن جابه- ) در روابط کرنش1جایی (با قرار دادن میدان جابه
شوند:) نوشته می3هاي کرنش به شکل روابط (مولفه

=الف)-3( +
1
2

+ 	

=ب)-3( +
1
2

+ 	

=ج)-3( 0	

=د)-3( + + + + 	

=ه)-3( + 	

=و)-3( + 	

دست به) 4روابط (براساس اصل کار مجازي، معادلات تعادل ورق به صورت 
:]19[آیند می

+الف)-4( = 0	

+ب)-4( = 0	

+ج)-4( − = 0	

+د)-4( − = 0	

+ه)-4( + 2 + + = 0	

شوند:) تعریف می5صورت رابطه (هاي نیرو و ممان بهمنتجه

)5(

,
,
,

= (1, ) ,
/

/
	

=
/

/
	

درنظر 5/6ضریب تصحیح برشی بوده و مقدار آن برابر با)، 5در رابطه (
) جایی توان برحسب میدان جابه) را می4گرفته شده است. معادلات تعادل 

کرنش براساس قانون هوك استفاده - جهت از روابط تنشبازنویسی کرد. بدین

																																																																																																																																											
1-	Finite	elements	

)6رابطه (صورت شده است. شکل کلی قانون هوك براي یک ماده الاستیک به
:]20[است 

)6(= + 	

ها برحسب مدول الاستیک و ضرایب لامه بوده و رابطه آنوکه در آن، 
	:]20[است)7رابطه (صورت پواسون بهضریب

)7(= (1 + )(1 − 2 ) 	 , =
2(1 + )	

(6هاي تنش از رابطه (گذاري مولفهبا جاي در ) و سپس قرار دادن5) در 
جایی به توان این معادلات را برحسب میدان جابه)، می4معادلات تعادل (

نوشت:)8روابط (شکل 

+الف)-8( ( + ) + 	 = 0	

+ب)-8( ( + ) + 	 = 0	

ج)-8(

ℎ
12

+ +
ℎ
12

+

− ℎ + = 0	

د)-8(

ℎ
12

+ +
ℎ
12

+

− ℎ + = 0	

ه)-8(

+ + 2 + ℎ( + +

+ ) = 0	

دست آمده، مربوط به تعادل یک المان است. معادلات بهA=λ+2Gکه در آن 
ورق هستند. این معادلات همگن بوده و تنها در صورتی جواب غیر صفر دارند 
که شرایط مرزي ناهمگن باشد، بنابراین براي یک ورق با شرایط مرزي ساده که 

ه) - 8ج) تا (- 8معادلات (ها در معرض ممان خمشی و یا پیچشی نباشند، در لبه
ب) به دلیل شرایط - 8الف) و (-8داراي جواب همگن صفر بوده و تنها معادلات (

اي) داراي جواب غیر صفر است.مرزي ناهمگن (بارگذاري داخل صفحه

	معادلات پایداري- 3
استفاده 	2دست آوردن معادلات پایداري از روش تعادل در مجاورتبراي به

,ن روش اگر شده است. براساس ای , , هاي مربوط به جاییجابه,
جایی مربوط به حالت تعادل پایدار که در یک حالت تعادل باشند، میدان جابه

,	مجاورت تعادل اولیه قرار دارد، به اندازه  	, 	, با آن اختلاف ,	
توان به شکل ین حالت را میجایی کل مربوط به ادارد، بنابراین میدان جابه

:]21[نوشت )9رابطه (

)9(= + , = + , = + 	
= + , = + 	

توان به شکل هاي نیرو را براي این حالت تعادل میهمچنین مقادیر منتجه
) نوشت:10رابطه (

)10(
= + , 	 = + ,	

= + 	
,	که در آن  هاي نیرو تغییرات منتجهمربوط به بخش خطی ,	
,	هاي در همسایگی تعادلجاییهمطابق جاب 	, 	, است. اکنون ,	

) در معادلات تعادل، 10) و (9توان معادلات پایداري را با قرار دادن روابط (می
	دست آورد. در این صورت حاصل جمع جملات با اندیس صفر، به دلیل اینبه

بود. با صرف نظر کنند برابر با صفر خواهد که معادلات تعادل را ارضا می
(کردن از جملات غیر دست ) به11خطی، معادلات پایداري به شکل روابط 

آیند:می

																																																																																																																																											
2- Adjacent	equilibrium	method	
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+الف)- 11( = 0	

+ب)- 11( = 0	

ج)- 11(

ℎ
12

+ +
ℎ
12

+

− ℎ + = 0	

د)- 11(

ℎ
12

+ +
ℎ
12

+

− ℎ + = 0	

ه)- 11(

+ + 2

+ ℎ + +

+ = 0	

(-11ج) تا (- 11معادلات ( ب) قابل -11الف) و (-11ه) مستقل از معادلات 
) ,ه) مقادیر -11حل است. در معادله  مربوط به شرایط تعادل ,

-8الف) و (- 8ب) و یا معادلات (-4الف) و (-4اولیه بوده و از حل معادلات (
(آیند. ایندست میب) به (الف) -8جا ابتدا معادلات  شوند. ب) حل می-8و 

,اي، مقادیر جایی داخل صفحهپس از تعیین میدان جابه محاسبه ,
است. سپس با استفاده از روش و شوند که در حالت کلی تابعی از می

ه) حل شده و مقادیر بارکمانش محاسبه -11ج) تا (- 11گالرکین، معادلات (
یا یک ورق نسبتاً ضخیم، به این دلیل که شوند. در یک ورق نازك و می

اي ضخامت ورق در مقایسه با ابعاد دیگر ورق کوچک است، حالت تنش صفحه
به ترتیب برابر با و که در این حالت ضرایب ]19[وجود دارد 

/(1 − 1)/و ( − 	است.(

حل معادلات تعادل- 4
اي به جایی داخل صفحهب)، میدان جابه- 8الف) و (- 8براي حل معادلات (

شود:) درنظر گرفته می12صورت رابطه (

)12(
( , ) = ( ) 	
( , ) = ( ) 	

-8الف) و (- 8) در معادلات (12با قرار دادن حل درنظر گرفته شده از رابطه (
	:شوند) نوشته می13این معادلات به شکل روابط (ب) 

)13(

′′( ) + ( + ) ′( ) + ( ) = 0	

( ) + ( + ) ′( ) + ′′( ) = 0	

)براي محاسبه توابع  )و ( )) )، این معادلات به شکل 13در معادلات 
̇فضاي حالت و به صورت  شود که در آن بازنویسی می=

= ′ ماتریس ضرایب سیستم است. با بردار حالت و ′
آید:دست میبه)14رابطه (صورت به)، ماتریس 13توجه به معادلات (

)14(

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1 0 0

− 0 0 −
+

0 0 0 1

0 −
+

− 0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

	

̇حل عمومی دستگاه معادلات است:)15رابطه (صورتبه=

)15(= 	

آیند. دست میضرایب ثابت بوده و از شرایط مرزي بهکه در آن 
ام ماتریس ضرایب به ترتیب مقدار ویژه و بردار ویژه و همچنین 

توان آیند. این معادله را میدست میبه=است که از حل معادله 

)به شکل  − ) = بازنویسی کرد. اکنون براي داشتن جواب غیر 0
برابر با صفر باشد. با مساوي صفر −صفر باید دترمینان ماتریس 

) نتیجه 16قراردادن این دترمینان و حل معادله مشخصه حاصل، رابطه (
شود:می

)16(
, = ± 	, , = ± 	

شود که مقادیر ویژه سیستم داراي مرتبه تکرار دو است. مشاهده می
دراین حالت با قراردادن مقدار ویژه در معادله ماتریسی، بردارهاي ویژه 

- ) به17صورت رابطه (ها نیز از مرتبه تکرار دو است، بهسیستم که آن
آید:دست می

دست آوردن یک جفت دیگر از بردارهاي ویژه سیستم، باید از اصل براي به
استفاده کرد. براساس این اصل، اگر یک ماتریس 1بردارهاي ویژه تعمیم یافته

داراي مقادیر ویژه تکراري باشد، بردار ویژه تعمیم یافته مربوط به آن براساس 
]22[آید دست می) به18رابطه (

)18(( − ) =

بردار ویژه مربوط به مقدار ویژه تکراري مورد نظر و )، 18در رابطه (
اي بردار ویژه تعمیم یافته است. در این حالت، جواب مساله را براي مقدار ویژه

) نوشت:19توان به شکل رابطه (که داراي مرتبه تکرار دو است، می
)19(= + ( + ) 	

یافته متناظر با مقدار ویژه براي مساله مورد بررسی، بردار ویژه تعمیم

=تکراري  دست ) به20صورت رابطه () به18با استفاده از رابطه (±
آید:می

)20(, = 0
1 (4 − 3)

∓
4 ( − 1)

	

) درنظر گرفت:21توان به شکل رابطه (بنابراین جواب کلی را می

)21(
= + + ( + )

+ ( + ) 	
هاي اول و سوم این بردار به ترتیب درایه، با توجه به تعریف بردار حالت 

)متناظر با  )و ( - توان جواب مساله را بهاست. به همین ترتیب می(
) در نظر گرفت:22صورت رابطه (

)22(( , ) = ( ) 	
( , ) = ( ) 	

) خواهد بود:23(صورت رابطه بهدر این صورت ماتریس 

)23(

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1 0 0

− 	 0 0 −
+

0 0 0 1

0 −
+

− 0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

	

(	مقادیر ویژه و بردارهاي ویژه - ) به24تکراري سیستم نیز به صورت رابطه 
آیند:دست می

)24(
, = ± 	, , = −

1
∓ ∓ 1 	

, = ± 	, , = , 	
- متناظر با مقدار ویژه تکراري سیستم نیز بهیافته همچنین بردار ویژه تعمیم

شوند:) محاسبه می25صورت رابطه (

)25(, =
∓ (4 − 3) 4( − 1)

0 ∓ 	

هاي دو قسمت پیشین، جواب نهایی را پس از ساده اکنون با جمع جواب
نوشت:)26روابط (توان به شکل سازي می

																																																																																																																																											
1- Generalized	eigen-vectors	

)17(, =
1

± ∓ 1 , , = , 	
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الف)-26(

( , ) = 	 cos( ) + sin( )	

+ cos( )
+ sin( ) 	

+ cos( ) + sin( )

+ cos( )

−
(4 − 3) sin( )

+ sin( )

+
(4 − 3) cos( )

	

ب)-26(

( , ) = sin( ) − cos( )
∞

+ sin( )

+
(4 − 3) cos( )

+ − cos( )

+
(4 − 3) sin( )

− sin( ) − cos( )
+ sin( )
− cos( ) 	

شرایط مرزي-4-1
صورت اکنون ورقی را درنظر بگیرید که شرایط مرزي و بارگذاري آن به

اي در راستاي جایی داخل صفحه). در این ورق جابه1(شکل 	متقارن است
هاي راست و چپ خود در هاي بالایی و پایینی محدود شده و در لبهدر لبه

توان معرض بارگذاري متقارن قرار دارد. شرایط مرزي مربوط به این ورق را می
	نوشت:)27روابط (به صورت 

,الف)- 27( = ±
2

= 0	

,ب)- 27( = ±
2

= 0	

=ج)- 27( ±
2

, = 0	

=د)- 27( ±
2

, = − ( )	

جایی، از نظر فیزیکی باید با هم سازگار واضح است که شرایط مرزي نیرویی و جابه
=باشند. مانند در لبه  ± توان انتظار شود نمیکه بار محوري اعمال می2/

=داشت  =باشد و یا در لبه 0 ± تواند اعمال شود زیرا نمی، نیروي 2/
=در این لبه  است. دراین مقاله فقط بارگذاري متقارن یک محوري بررسی 0
	شده است.

هاورق مستطیلی با بارگذاري غیریکنواخت در لبه1شکل 

,	براساس این شرایط مرزي و به دلیل وجود تقارن، ضرایب  	, در ,	
جایی در میدان جابه) برابر با صفر خواهند بود. اکنون با قرار دادن 26معادلات (

ج) در - 27الف) تا (- 27شود که شرایط مرزي (شرایط مرزي مساله، مشاهده می
قابل ارضا شدن است:)28و به شکل روابط (دو حالت 

=الف)- 28( = 0	, =
acot

2
	 , = 0	

= = 0	, =
1
2

4 sin ( − 1) − cos

sin
	

=ب)- 28(
2

	 , = 1,2,3, …	

دست به)29روابط (د) در این دو حالت به صورت -27همچنین شرط مرزي (
آید:می

=الف)- 29( ±
2

, =
2 ℎ( − 1)

1 +
	

ب)- 29(

= ±
2

, =	

1
2

ℎ 2 cos sin + cosh( )	

(1 + ) sin

∞

	

توان با جمع )، جواب نهایی را می26) در معادلات (28گذاري روابط (با جاي
) نوشت:30ها به شکل معادلات (جواب

الف)- 30(

( , ) = (4 − 2)	

+
1
2

cosh( )
∞

− sin( ) cos
2

	

+4 sin( ) sin
2

− 4 sin( ) sin
2

	

	+2 cos( ) sin
2

/ sin
2

		

ب)- 30(

( , ) =
1
2

sinh( )
∞

cos( ) cos
2

	

+4 	cos( ) sin
2

− 2 cos( ) sin
2

	

	+2 sin( ) sin
2

/ sin
2

	

د)، بسط -27هاي ورق (شرط مرزي براي اعمال شرط مرزي نیرویی در لبه
)کسینوسی تابع  ) براي این 29دست آمده در روابط (مساوي با مقدار به(

آید:دست میه) ب31شده و رابطه (شرط مرزي قرار داده 

)31(	

= ±
2

, = ( )	

→ +	 cos =
∞

2 ℎ( − 1)
1 +

	

+
1
2

ℎ 2 cos sin + cosh( )	

(1 + ) sin

∞

	

cos)، این رابطه در توابع 31در رابطه (براي محاسبه ضرایب 

−ضرب و از شود.انتگرال گرفته می2/تا 2/
	

ب) بارگذاري سهمی شکلالف) بارگذاري یکنواخت

د) بارگذاري مثلثیج) بارگذاري کسینوسی
مستطیلی.هاي مختلف بارگذاري غیریکنواخت یک ورق حالت2شکل 
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	الف) 	الف)

	 	
	ب) 	ب)

	 	
	ج) 	ج)

اي در سه موقعیت مختلف هاي داخل صفحهتغییرات منتجه نیروي4شکل 
، ج)منتجه، ب) منتجه نیروي براي بارگذاري سهمی شکل الف) منتجه نیروي 

.نیروي 

در لبه سمت راست دست آمده از حل تحلیلی براي مقایسه مقدار به3شکل 
و چپ ورق با مقدار دقیق آن، الف) بارگذاري سهمی شکل، ب) بارگذاري کسینوسی 

و ج) بارگذاري مثلثی.

آید که با حل آن، دست میدر این صورت یک دستگاه معادلات جبري به
توان قابل محاسبه است. پس از محاسبه این ضرایب، میادیر ضرایب مق

هاي جایی، مؤلفهجایی ورق را محاسبه کرد و با داشتن میدان جابهمیدان جابه
نیز قابل و و اي هاي نیروي داخل صفحهمیدان تنش و منتجه

راي چهار نوع بارگذاري محاسبه هستند. در این مقاله، مساله کمانش ورق ب
است، مورد بررسی قرار گرفته است. ها برابر با مختلف که دامنه همه آن

قابل مشاهده است.2ها در شکل این بارگذاري
براي بررسی دقت حل تحلیلی ارائه شده در ارضاي شرایط مرزي نیرویی 

ها که ازحل در این لبه، مقدار 3هاي بارگذاري شده، در شکل در لبه
=تحلیلی و به ازاي  دست آمده است با مقدار دقیق آن براساس نوعبه5

	تابع بارگذاري در لبه ورق، براي سه نوع بارگذاري مقایسه شده است.
نرمالیزه شده است. توضیح برحسب دامنه بارگذاري در این شکل محور 
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1343شماره ،14، دوره 1393العاده اسفند فوقمهندسی مکانیک مدرس، 
	

=که مقدار این دست آمده براي بار ر بهبا توجه به بررسی همگرایی مقادی5
) مورد استفاده قرار گرفته است. براي بارگذاري یکنواخت، 1کمانش ورق (جدول 

3شود. با توجه به شکل ها به صورت دقیق ارضا میشرایط مرزي نیرویی در لبه
شود که حل ارائه شده با وجود استفاده از تعداد جملات محدود، به مشاهده می

-ها بوده و تنها در نزدیکی گوشهرایط مرزي نیرویی در لبهخوبی قادر به ارضاي ش
همچنین 	هاي ورق و نقاط تیز بارگذاري، با مقدار دقیق شرایط مرزي تفاوت دارد.

اي در سه هاي داخل صفحه، تغییرات مقادیر منتجه نیروي6تا 4هاي در شکل
موقعیت و براي سه نوع بارگذاري نشان داده شده است.

ها، شود که با دور شدن از لبهمشاهده می6تا 4هاي شکلبا توجه به 
شود. در واقع با تر مییکنواختخصوص مقدار هاي نیرو و بهتغییرات منتجه

اي بر میدان تنش داخل ورق کاهش ها، اثرات بارگذاري لبهدور شدن از لبه
شود ، مشاهده مییابد. با توجه به نمودار تغییرات منتجه نیروي برشی می

کمتر بوده و مقدار آن و که دامنه تغییرات آن نسبت به منتجه نیروي 
باشد. همچنین گر ارضاي شرایط مرزي مینشاندر لبه ورق برابر صفر است که

این منتجه نیرو در وسط ورق، 	به دلیل تقارن در بارگذاري و شرایط مرزي، مقدار
/یعنی براي  = ها برابر با صفر است.تمام حالتنیز در0

	
الف)

	
الف)

ب)ب)

ج)ج)
اي در سه موقعیت مختلف هاي داخل صفحهتغییرات منتجه نیروي5شکل 

، ج)منتجه، ب) منتجه نیروي براي بارگذاري کسینوسی الف) منتجه نیروي 
	.نیروي 

مختلف اي در سه موقعیتهاي داخل صفحهتغییرات منتجه نیروي6شکل 
،ج)منتجه ، ب) منتجه نیروي براي بارگذاري مثلثی الف) منتجه نیروي 
	.نیروي 
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13شماره ،14، دوره 1393العاده اسفند فوقمهندسی مکانیک مدرس، 44

	

ل)
کا

اس
گاپ

ش(م
مان

رک
با

طول المان (میلیمتر)
براي محاسبه بار کمانش یک ورق مربعی در معرض نمودار همگرایی مش 7شکل 

بارگذاري کسینوسی.

محاسبه بار کمانش- 5
	حل عددي-5-1

افزار ورق در نرم	سازيبراي مقایسه نتایج حل تحلیلی با حل عددي، از مدل
هاي مربعی با اندازه المان	بندي ورق ازآباکوس استفاده شده است. براي مش

2mm × 2mm و از نوعS4Rاستفاده شده است. این	بندي المان که در فرمول
گره 4شود، داراي آن اثر تغییر شکل برشی در راستاي ضخامت لحاظ می

نمودار 7شود. در شکل ها استفاده میها و پوستهسازي ورقبوده و براي مدل
در این شکل مقدار بار کمانش براي یک .همگرایی مش نشان داده شده است

100mmابعاد ورق مربعی با  × 100mm و تحت بارگذاري کسینوسی براي
مقادیر مختلف اندازه المان نشان داده شده است. با توجه به این شکل، با 

، تغییر محسوسی در مقدار بار 2mmها بیشتر از کاهش طول ضلع المان
هاي مربعی با بندي ورق از المانشود، بنابراین براي مشکمانش ایجاد نمی

2mmبی ابعاد تقری × 2mm.استفاده شده است

	تئوري کلاسیک-5-2
در این قسمت نحوه محاسبه بار کمانش ورق براساس تئوري کلاسیک توضیح 

شود خطوط عمود بر صفحه میانی در تئوري کلاسیک فرض می.شودداده می
vو uمانند و بنابراین مقادیر صورت عمود باقی میبعد از تغییر شکل نیز به

) خواهند بود:32ابطه (به شکل ر

)32(= − , = − 	

ه)، معادله پایداري -11ج) تا (-11) و ادغام معادلات (32با استفاده از رابطه (
:]19[آید دست می) به33در این حالت به شکل رابطه (

)33(∇ − − − 2 = 0	

اند، دست آمدهکه از حل قسمت پیشین بهو و اکنون مقادیر 
حاصل، یک معادله دیفرانسیل با شود. معادله گذاري می) جاي33در معادله (

ضرایب متغیر بوده که حل دقیق آن کار دشواري است.
) از روش گالرکین استفاده شده است. 33در این مقاله براي حل معادله (

شود:) درنظر گرفته می34صورت رابطه (در این روش جواب به

)34(( , ) =
∞∞

, ( , )	

,که در آن  ( , است که شرایط مرزي و توابع شکل برحسب (
ضرایب ثابت بوده و باید محاسبه شوند. براي یک مساله را ارضا کرده و 

گاهی ساده در که داراي شرایط تکیهو عرض ورق مستطیلی به طول 
	شوند.) تعریف می35هاست، توابع شکل به صورت رابطه (تمامی لبه

)35(
, ( , ) = sin

( − /2)
sin

( − /2)
	

, = 1,2,3, …	
) ))، یک باقیمانده 33) در معادله دیفرانسیل (35با قرار دادن رابطه  , )

مانده باید بر تک تک دست خواهد آمد. براساس روش گالرکین، این باقیبه
,توابع شکل درنظر گرفته شده (توابع  ( , که این موضوع ) عمود باشد، (

شود:) بیان می36به شکل رابطه (

)36(( , ) , ( , ) = 0	, , = 1,2,3, …	

)، یک دستگاه معادلات جبري همگن به شکل 36براساس رابطه (
[ ]{ } = ماتریس ضرایب بوده و بردار شود که در آن حاصل می0

است. براي داشتن جواب غیر صفر، دترمینان ماتریس شامل ضرایب 
- شود و از حل معادله حاصل، مقادیر بار کمانش بهمساوي صفر قرار داده می

دست آمده براي بار کمانش آیند. براي بررسی همگرایی مقدار بهدست می
) بار 1)، در جدول 30ورق براساس تعداد جملات مورد استفاده در رابطه 

ازاي مقادیر مختلف ورق مربعی براي چند نوع بارگذاري و بهکمانش یک
محاسبه و با نتایج حاصل از روش اجزاي محدود مقایسه شده است. در این 

=جدول درصد خطا براي حالت  نسبت به مقدار عددي، در ستون آخر 5
=ازاي شود که بهآورده شده است. مشاهده می -همگرایی قابل قبولی به5

آمده است. مشخصات ورق مورد استفاده به صورت زیر است:دست 
= 200	GPa	, = 0.3	, ℎ = 2.5	mm	, = 100	mm	

طول ورق ضخامت و ضریب پواسون، مدول الاستیک، که در آن 
است.

تئوري تنش برشی مرتبه اول-5-3
الزاماً براساس این تئوري، خطوط عمود بر صفحه میانی بعد از تغییر شکل 

عمود نخواهند بود و براي محاسبه بار کمانش، باید از حل همزمان معادلات 
ه) استفاده کرد. براي یک ورق با شرایط مرزي ساده، میدان -11ج) تا (- 11(

درنظر گرفت:)37روابط (توان به شکلجایی را میجابه

)37(

= cos
( − /2)

sin
( − /2)

∞∞

	

= sin
( − /2)

cos
( − /2)

∞∞

	

= sin
( − /2)

sin
( − /2)

∞∞

	

) و با استفاده از روش گالرکین، 37جایی (اکنون با استفاده از میدان جابه
- مقادیر بار کمانش به2مقدار بارکمانش ورق قابل محاسبه است. در جدول 

آمده به کمک روش گالرکین و براساس تئوري کلاسیک و تئوري تغییر دست
=شکل برشی مرتبه اول با درنظر گرفتن  -، با نتایج عددي مقایسه شده5

)اند. در این جدول بار کمانش براي نسبت عرض به ضخامت  /ℎ) مختلف و
)همچنین نسبت ظاهري / =صورت مختلف، ارائه و به( - بی/
=عرض ورق بوده و بعد شده است که در آن  ℎ /12(1− صلبیت (

ℎ/خمشی ورق است. همچنین براي نسبت ضخامت  = ، خطاي نسبی 10
بین تئوري کلاسیک و تئوري تنش برشی مرتبه اول و نیز بین تئوري تنش 
برشی مرتبه اول و روش اجزاي محدود برحسب درصد نشان داده شده است. 

هاي بارگذاري (مقدار قایسه نتایج، بار معادل استاتیکی براي همه حالتبراي م
∫انتگرال  ( )/

) یکسان درنظر گرفته شده است./
دست آمده براساس تئوري کلاسیک ، بار کمانش به2با توجه به جدول 

تر از مقدار این بار براساس تئوري هاي بارگذاري، بزرگبراي تمامی حالت
هاي بارگذاري، با ی مرتبه اول است و همچنین براي تمامی حالتتنش برش

10 8 6 4 3 2 1.5 1 0.5
1170
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هاي خصوص براي نسبتافزایش ضخامت ورق، دقت تئوري کلاسیک به
دست آمده براساس آن با ظاهري کوچک کاهش یافته و اختلاف بار کمانش به

- بههايیابد. با توجه به دادهمقادیر عددي و تئوري تنش برشی افزایش می

- بعد شده کاهش پیدا میه، با افزایش ضخامت ورق، بار کمانش بیدست آمد
بعد که بار کمانش برحسب صلبیت خمشی ورق بیکند، اما با توجه به این

یابد.شده است، بار کمانش با افزایش ضخامت افزایش می

	(MPa)هاي مختلف براساس تئوري کلاسیک و مقایسه آن با مقادیر عددي و براي بارگذاريnبار کمانش یک ورق مربعی براي مقادیر مختلف 1جدول 

بارگذاري
n	

خطاي نسبی(درصد)آباکوس 12345
	28/0	048/869		048/869	048/869	048/869	048/869	048/869یکنواخت

	50/0	000/3642		213/3642	551/3640	366/3587	397/3528	144/2607سهمی شکل
	89/0	421/1173		832/1183	972/1183	602/1188	141/1194	097/1365کسینوسی

	43/1	853/1450		538/1471	538/1471	409/1480	409/1480	096/1738	مثلثی

کلاسیک و حل عددي	اول با تئوريبعد شده یک ورق با نسبت ظاهري و ضخامت مختلف براساس تئوري تغییر شکل برشی مرتبه بیمقایسه بار کمانش2جدول 

نوع حل	b/hبارگذاري
a/b

5/0	1	5/1	2	3	

یکنواخت

	661/27	039/28	591/27	368/30	381/57	تئوري کلاسیک

40
	591/27	977/27	591/27	261/30	880/56تئوري تنش برشی مرتبه اول

	609/27	996/27	609/27	282/30	994/56آباکوس

20
	382/27	794/27	382/27	946/29	428/55برشی مرتبه اولتئوري تنش 

	400/27	813/27	400/27	966/29	535/55آباکوس

10
	578/26	084/27	576/26	747/28	291/50تئوري تنش برشی مرتبه اول

	596/26	102/27	596/26	765/28	379/50آباکوس

10
	07/3	53/3	81/3	64/5	10/14خطاي نسبی(تئوري کلاسیک و تنش برشی مرتبه اول)
	07/0	07/0	07/0	07/0	18/0خطاي نسبی(تئوري تنش برشی مرتبه اول و آباکوس)

	سهمی شکل

	950/29	075/30	040/31	709/107424/42	تئوري کلاسیک

40
	891/29	009/30	040/31	275/42	595/106تئوري تنش برشی مرتبه اول

	262/29	066/30	042/32	212/42	334/105آباکوس

20
	717/29	813/29	805/30	835/41	377/103تئوري تنش برشی مرتبه اول

	025/29	851/29	779/31	745/41	949/101آباکوس

10
	040/29	051/29	901/29	160/40	932/88تئوري تنش برشی مرتبه اول

	114/28	016/29	758/30	961/39	090/90آباکوس

10
	13/3	53/3	81/3	64/5	11/21نسبی(تئوري کلاسیک و تنش برشی مرتبه اول)خطاي 

	29/3	12/0	79/2	50/0	29/1خطاي نسبی(تئوري تنش برشی مرتبه اول و آباکوس)

کسینوسی

	077/27	034/27	021/26	271/26	547/44	تئوري کلاسیک

40
	055/27	040/27	239/25	243/26	263/44تئوري تنش برشی مرتبه اول

	288/26	528/26	363/25	104/26	161/44آباکوس

20
	794/26	863/26	875/24	969/25	126/43تئوري تنش برشی مرتبه اول

	083/26	348/26	173/25	830/25	021/43آباکوس

10
	787/25	177/26	520/23	930/23	106/39تئوري تنش برشی مرتبه اول

	289/25	644/25	419/24	788/24	994/38آباکوس

10
	26/5	53/3	91/10	64/5	19/14خطاي نسبی(تئوري کلاسیک و تنش برشی مرتبه اول)
	97/1	08/2	68/3	57/0	29/0خطاي نسبی(تئوري تنش برشی مرتبه اول و آباکوس)

مثلثی

	721/24	205/27	155/26	711/25	706/39	تئوري کلاسیک

40
	659/24	145/27	088/26	620/25	967/40تئوري تنش برشی مرتبه اول

	976/25	192/26	917/24	349/25	994/41آباکوس

20
	472/24	968/26	891/25	353/25	911/39تئوري تنش برشی مرتبه اول

	769/25	009/26	725/24	083/25	902/40آباکوس

10
	754/23	279/26	131/25	338/24	179/36تئوري تنش برشی مرتبه اول

	970/24	302/25	977/23	069/24	049/37آباکوس

10
	07/4	53/3	07/4	64/5	75/9خطاي نسبی(تئوري کلاسیک و تنش برشی مرتبه اول)
	87/4	86/3	81/4	12/1	35/2خطاي نسبی(تئوري تنش برشی مرتبه اول و آباکوس)
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و همکارانسعید ابوالقاسمییکنواخت به کمک تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اولاي غیرهاي مستطیلی تحت بار صفحهحل تحلیلی کمانش ورق
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کمانش وابسته به نوع بارگذاري است و براي تأثیر نسبت ظاهري ورق بر بار 
بارگذاري سهمی شکل، با افزایش این نسبت، بار کمانش همواره کاهش 

تواند منجر هاي دیگر بارگذاري، افزایش نسبت ظاهري مییابد، براي حالتمی
به کاهش یا افزایش بار کمانش شود، در عین حال یک ورق با نسبت ظاهري 

/ = اي بیشترین بار کمانش است.همواره دار0.5
هاست و بار کمانش ورق تا حد زیادي وابسته به نوع بارگذاري در لبه

هاي مختلف با معادل استاتیکی یکسان، بیشترین مقادیر بار براي بارگذاري
کمانش مربوط به بارگذاري سهمی شکل بوده و پس از آن بارگذاري 

ین بارگذاري کسینوسی و یکنواخت داراي بیشترین بار کمانش است. در ب
مثلثی شکل نیز در حالت بارگذاري کسینوسی بار کمانش بیشتر است، البته 

/هاي ظاهري براي نسبت = ، بار کمانش در بارگذاري مثلثی تا 1.5,2
حدي بیشتر از بارگذاري کسینوسی است.

گیرينتیجه- 6
ها غیریکنواخت در لبههاي مستطیلی با بارگذاري در این مقاله کمانش ورق

مورد بررسی قرار گرفته است. براي محاسبه بار کمانش، نخست لازم است 
این معادلات به صورت دو معادله دیفرانسیل با .معادلات تعادل حل شوند
ها با استفاده از تئوري معادلات هم است که حل آنمشتقات جزئی وکوپل به

از دقت خوبی برخوردار بوده و قادر دیفرانسیل انجام شده است. حل ارائه شده
جایی و دست آوردن میدان جابهبه ارضاي شرایط مرزي مساله است. پس از به

اي، با حل معادلات پایداري، مقادیر بار کمانش میدان تنش داخل صفحه
محاسبه گردید. این معادلات از نوع معادلات با ضرایب متغیر بوده که این 

دست آمده از حل معادلات تعادل میدان تنش بههايضرایب متغیر، مولفه
است.

حل معادلات پایداري براساس دو تئوري کلاسیک و تئوري تغییر شکل 
- برشی مرتبه اول و با استفاده از روش گالرکین انجام شده است و مقادیر به

- هاي ظاهري و ضخامتدست آمده براي بار کمانش براي یک ورق با نسبت
یگر مقایسه و نتایج زیر حاصل شده است:هاي مختلف، با یکد

بار کمانش بدست آمده با استفاده از تئوري کلاسیک همواره بیشتر از - 1
مقدار آن براساس تئوري تنش برشی مرتبه اول است.

که در تئوري کلاسیک، اثر تنش برشی در راستاي ضخامت با توجه به این- 2
ه مستقل از نسبت عرض به بعد شدشود، بارکمانش بیدر نظر گرفته نمی

خصوص در ضخامت ورق بوده و با افزایش ضخامت ورق، دقت این تئوري به
هاي ظاهري کوچک، نسبت به تئوري تنش برشی مرتبه اول کاهش نسبت

یابد.می
براي بارگذاري سهمی شکل، با افزایش نسبت ظاهري ورق، مقاومت آن در - 3

هاي دیگر بارگذاري، براي حالتیابد، درحالی که مقابل کمانش کاهش می
	تواند بارکمانش را کاهش و یا افزایش دهد.افزایش این نسبت می

که طوريبار کمانش ورق تا حد زیادي وابسته به نوع بارگذاري است به- 4
براي بارگذاري با معادل استاتیکی یکسان، یک ورق با بارگذاري سهمی شکل 

از آن بیشترین بار کمانش مربوط به داراي بیشترین بار کمانش بوده و پس 
بارگذاري یکنواخت است.

مقاومت یک ورق با بارگذاري کسینوسی در مقابل کمانش، بیشتر از - 5
هاي ظاهري مقاومت آن در حالت بارگذاري مثلثی است، البته براي نسبت

/ = ، بار کمانش در بارگذاري مثلثی تا حدي بیشتر از بارگذاري 1.5,2
ست.کسینوسی ا
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