
	51- 43ص ص،12شماره ،14، دوره 1393اسفند ،مهندسی مکانیک مدرسمجله

ماهنامه علمی پژوهشی

مدرسمکانیکمهندسی 
mme.modares.ac.ir	

	:using	article	this	cite	Please:براي ارجاع به این مقاله از عبارت ذیل استفاده نمایید
A.	Najafi,	M.R.	Ghazavi,	A.A.	 Jafari,	Nonlinear	 analysis	of	 resonance	between	 the	blade	 and	 rotor	by	 the	bifurcation	 equation	 and	numerical	method,	 Modares	Mechanical	
Engineering,	Vol.	14,	No.	12,	pp.	43-51,	2014	(In	Persian)	

	تحلیل غیرخطی تشدید پره و روتور با استفاده از معادله انشعاب و روش عددي

3، علی اصغر جعفري*2، محمدرضا قضاوي1اصغر نجفی

دکترا، مهندسی مکانیک، دانشگاه تربیت مدرس، تهران-1
مکانیک، دانشگاه تربیت مدرس، تهراندانشیار، مهندسی -2
دانشیار، مهندسی مکانیک، دانشگاه خواجه نصیرالدین طوسی، تهران-3
ghazavim@modares.ac.ir، 14115-111تهران، صندوق پستی*

چکیدهاطلاعات مقاله
مقاله پژوهشی کامل

1393اردیبهشت18دریافت: 
1393خرداد20پذیرش: 

1393مهر 08ارائه در سایت: 

دار شوند. در توانند تحت شرایطی باعث تشدید ارتعاشات روتور پرهپذیر میهاي انعطافطور که در مطالعات قبلی نشان داده شده است، پرههمان
دار درنظر گرفته شود. براي این منظور، مدلی از یک روتور پرهمیاین مقاله رفتار غیرخطی روتوري که با این نوع تشدید مواجه شده است بررسی 

هاي غیرخطی و اند. دو انتهاي شفت روي یاتاقانسازي شدهپذیر مدلها با تیرهاي انعطافپره.	شده است که در آن شفت و دیسک صلب هستند
اي و مخروطی است. ارتعاشات روتور شامل مود گردش استوانهها از درجه سه هستند.الاستیک قرار دارند. جمله غیرخطی تابع سختی یاتاقان

اند. دست آمده است. اثرات غیرخطی به کمک این معادله بررسی شدههاي چندگانه بهمعادله انشعاب در مرز پایداري با استفاده از روش مقیاس
دست ها است. براساس نتایج بهع ضریب غیرخطی یاتاقانمشخص شده است که رفتار سیستم در مواجه با انشعاب هوپ هامیلتونی وابسته به نو

ها نیز بر مسیر حرکت مرکز سازي عددي اثر میراییپذیر است. در نهایت با استفاده از شبیهآمده، انشعاب هوپ زیر بحرانی و فوق بحرانی امکان
ها ان براي مطالعه انشعاب هوپ هامیلتونی در دیگر زمینهتودست آمده در این مقاله را میدیسک چرخان محاسبه شده است. روش ها و نتایج به

کار برد.به
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	 Asshown	inthe	previous	studies,	blades	can	cause	resonance	in	bladed	rotors	under	some	specific	
conditions.	 In	 this	 paper,	 the	 nonlinear	 behavior	 of	 a	 rotor,	 which	 faces	 with	 this	 kind	 of	
resonance,	is	investigated.	In	order	to	reach	this	goal,	a	model	of	bladed	rotor,	in	which	the	disk	
and	 shaft	are	rigid,	 is	considered.	The	blades	are	modeled	by	 flexible	beams.	 It	 is	assumed	 that	
both	ends	of	the	shaftare	supported	by	elastic	and	nonlinear	bearings.	The	nonlinear	term	of	the	
bearing	 stiffness	 functionis	 cubic.	 The	 rotor	 vibrations	 include	 both	 cylindrical	 and	 conical	
whirling.	The	bifurcation	equation	on	the	stability	boundary	is	obtained	by	the	method	of	multiple	
time	 scales.	The	 nonlinear	 effects	 are	 studied	 by	 this	 equation.	 It	 is	 revealed	 that	 the	 system	
behavior,	when	it	encounters	Hamiltonian	Hopf	bifurcation,	is	dependent	on	the	bearing	stiffness	
nonlinearity	 type.	Accordingly,	both	 subcritical	and	 supercritical	Hopf	bifurcationsare	 possible.	
Eventually,	 a	 numerical	 simulation	 is	 performed	 in	 order	 to	 study	 the	 effects	 of	 damping	
coefficients	on	the	trajectory	of	rotating	disk	center.	The	results	and	methods,	which	are	used	in	
this	paper,	can	be	used	for	studying	Hamiltonian	Hopf	bifurcation	in	other	fields.	
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مقدمه- 1
ها و اجزاي تجهیزات دوار، همانند توربینعنوان یکی از ها، بهامروزه، پره

اي دارند. این اجزا معمولا با استفاده از پاندول کمپرسورها اهمیت ویژه
مطالعه . در بیشتر مواقع، ]1[شوندسازي میچرخان، ریسمان و یا تیر مدل

دست آوردن نتایج دقیق کافی نیست، زیرا این تنهایی براي بهدینامیک پره به
تواند در رفتار دینامیکی ها با دیسک کوپل هستند و دینامیک دیسک میپره
ها تاثیر داشته باشد. تاثیر دینامیک پره بر دیسک چرخان در شرایطی آن

هاي هاي نامطلوبی مانند ناپایداري نیز بشود. در سالتواند منجر به پدیدهمی
اخیر، تحقیقاتی براي بررسی دینامیک کوپل پره و دیسک صورت گرفته است. 

صورت خلاصه آنچه که در زیر آورده شده است بخشی از این تحقیقات را به
ها از گبران و سینها روشی را براي تشخیص ارتعاشات پرهکند.تشریح می

. سینها یک توربوفن را که دچار]2[اندارتعاشات پیچشی شفت ارائه داده
. وي در مدل خود ]3[شکست پره شده است را مورد بررسی قرار داده است

پذیر درنظر گرفته است و اثر میرایی داخلی شفت نیز در این ها را انعطافپره
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هاي نوعی ناپایداري را براي پره]4[مدل موجود است. کرندال و دگونجی
براي اند. این نوع ناپایداري دار مورد مطالعه قرار دادهموتور هواپیماهاي ملخ

ها در ها از شعاع دیسک بیشتر باشد. آنافتد که طول آنهایی اتفاق میپره
مدل خود از مدل پاندول چرخان استفاده کردند.

ها اند. آناثرات کوپل بین پره و دیسک را بررسی کرده]5[توران و بلت
ط به مودهاي پیچشی روتور را با هاي طبیعی مربودر مقاله خود فرکانس

ها اند. تحلیل آندست آوردهها بهاي پرهدرنظر گرفتن ارتعاشات داخل صفحه
هاي طبیعی بوده و تحلیل انشعاب و پایداري انجام محدود به تعیین فرکانس

نشده است.
خمش پره و پیچش روتور را بررسی کرده دینامیک کوپل]6[البدور

به بررسی پایداري مجموعه روتور و پره که تحت ]7[است. البدور و کایسیا
ها از روش فلوکه براي بررسی اند. آنتحریک پیچشی قرار دارد پرداخته

اند.فاده کردهاست1سیستم تحریک شده پارامتریک
- ال ارائه دادهمدل کاملی از شفت و پره و یاتاقان ژورن]8[وان و همکاران

اند، اما ها در مقاله خود دینامیک پره و شفت را خطی درنظر گرفتهاند. آن
ها تحلیل اند. آنها را در مدل خود آوردهجملات غیرخطی مربوط به یاتاقان

به تحلیل مودال یک صورت عددي انجام دادند. ینگ و هوانگ انشعاب را به
پرداختند و در کار خود از روش پذیرسیستم دیسک و پره با دیسک انعطاف

.]9[دست آوردن شکل مودها استفاده کردندگالرکین براي به
ها بر ناپایداري یک دیسک چرخان را جموعه پرهتاثیر م]1،10،11[جنتا

سازي نشان داده شده است مورد توجه قرار داده است. در این مقاله با خطی
تواند باعث تشدید روتور که وقتی پره بلند باشد (بلندتر از شعاع دیسک) می

هاي بالاتر از سرعت بحرانی شود. این تنها شرط ایجاد ناپایداري در سرعت
ها درنظر گرفته شده است. نواحی ناپایداري براي ارتعاشات موعه پرهتوسط مج

اند. در این مقاله نتیجه گرفته دست آمدهاي بهاي و خارج صفحهداخل صفحه
تواند موجب ها میاي براي پرهشده است که اولاً، تنها حرکت درون صفحه

تر شعاع دیسک کوچکها از هایی که طول آنناپایداري شود و ثانیاً، براي پره
ها اگرچه میرایی داخلی افتد و ثالثاً، میرایی پرهاست ناپایداري اتفاق نمی

تواند باعث ایجاد ناپایداري شود. سانچز و شود، اما نمیمحسوب می
به بررسی تجربی و تحلیلی پدیده ناپایداري که در اثر ایجاد ]12[همکاران

اند. درشود پرداختهها و پایه ایجاد میتشدید بین یک دسته چهار تایی از پره
اند.ها با لولا به روتور متصل شدهها، پرهمدل آن

اند. به بررسی اثر کوپل بین پره و شفت پرداخته]13[آناگوا و همکاران
خطی خود ها را در مدلاي پرهاي و داخل صفحهها ارتعاشات خارج صفحهآن

صورت خطی بوده و ها انجام شده بهاند. تحلیلی که توسط آندرنظر گرفته
ها انجام نشده است. کار ایشان با استفاده از تحلیل انشعاب براي ناپایداري

روشی براي ]14[گذاري شده است. سانتوس و همکاراننتایج تجربی صحه
اند. هاي مغناطیسی روتور ارائه دادهها با استفاده از یاتاقانکنترل ارتعاشات پره

ها دار را مطالعه کردند. آنیک روتور نامیزان پره]15[لنفاییدیکن و ا
آنچه ها را درنظر گرفتند. اي روتور و حرکت خمشی پرهارتعاشات داخل صفحه

دهد که امکان تشدید بین در کارهاي گذشته انجام شده است نشان می
. این تحقیقات ]16،17[ها وجود داردمودهاي حرکتی دیسک چرخان و پره

توانند باعث تشدید عنوان یک نوسانگر میها بهدهند که پرهنشان می
اي و مخروطی روتور شوند. تشدید بین دو ارتعاشات پیشروي گردش استوانه

دلیل وجود ارتعاشات شود، اما، بهتواند منجر به افزایش دامنهنوسانگر می
یابد. تاکنون، تحلیل اثرات غیرخطی، دامنه تا مقدار محدودي افزایش می

																																																																																																																																											
1-	Parametrically	excited	

داري که با مودهاي گردش غیرخطی پدیده تشدید خودتحریک براي روتور پره
کند صورت نگرفته است. این مسئله از این اي و مخروطی ارتعاش میاستوانه

هاي مکانیکی غیرخطی هستند. سیستمجهت اهمیت دارد که بیشتر
- توان با اضافه کردن اثرات غیرخطی آسیبهمچنین، در بعضی موارد می

ها و تشدیدهاي ناخواسته کاهش داد. از ها را در برابر ناپایداريپذیري آن
هاي فیزیکی و کاربردي زیادي از ناپایداري خودتحریک طرف دیگر نمونه

رد، اما کارهاي کمی درباره تحلیل غیرخطی هاي هامیلتونی وجود داسیستم
این پدیده صورت گرفته است. درصورت انجام تحلیل غیرخطی روي یک 

کار برد. از کار رفته را در موارد دیگر بهتوان روند بهسیستم چند جسمی می
این رو بررسی رفتار غیرخطی مجموعه دیسک و پره در مواجه با تشدید بسیار 

دست آمده اثرات مخرب آن را با استفاده از نتایج بهتوان مهم است و می
دار که قابلیت ارتعاش داخل کاهش داد. براي این منظور یک روتور پره

ها اي را دارد، درنظر گرفته شده است. سختی یاتاقاناي و خارج صفحهصفحه
هاي متقارن و غیرخطی است. معادله انشعاب با استفاده از روش مقیاس

کند تا اثر پارامترهاي دست آمده است. معادله انشعاب کمک میچندگانه به
بینی شود. همچنین، از روش عددي مختلف بر رفتار سیستم غیرخطی پیش

شود.براي تکمیل و صحه گذاري نتایج حاصل از معادله انشعاب استفاده می

تعیین معادله حرکت- 2
ده نشان داده ش1ر شکل در این قسمت، معادلات حرکت براي مدلی که د

سازي تیر یکسر درگیر مدلnهاي آن با استفاده از آیند. پرهدست میاست به
شود که بیش از ام در شکل نشان داده شده است. فرض میiاند. تنها پره شده

سه پره بر روي دیسک قرار دارد. به این ترتیب کل مجموعه روتور متقارن 
نسبت به محور شفت به لبه خارجی دیسک صلب uها با زاویهاست. این پره

ها کم است از ها نسبت به طول آناند. از آنجایی که ضخامت پرهمتصل شده
دو دستگاه مختصات 1در شکل مدل تیر اولر برنولی استفاده شده است. 

چارچوب Oxyzچهارچوب ثابت است در حالی که .اصلی نشان داده شده است
که برابر سرعت زاویه روتور است Wاي است که با سرعت زاویهچرخان 

yوxکند. موقعیت مرکز دیسک در چارچوب چرخان با مختصاتدوران می

- دست میشود. معادلات حرکت با استفاده از این مختصات دورانی بهبیان می
در راستاي تار خنثی پره قبل از تغییر شکل یافتن آن قرار xآیند. محور 
بر hسازد. محور میuاي برابر با محور دوران زاویهzمحور گرفته است.

جرم دیسک است که در مرکز آن قرار dmهر دوي این محورها عمود است. 
ها شود که جرم کل روتور که شامل جرم دیسک و کل پرهدارد. فرض می

،باشدbmبنابراین اگر جرم یک پره برابر . باشدtmاست برابر 

t b dm nm m= blها برابرو طول پرهRشعاع دیسک برابر .خواهد بود+

دهد. ام در روي دیسک را نشان میiموقعیت پره iyباشد. در شکل زاویه 

( ),iv txاي از پرهجایی نقطهجابهi ام در زمانt است. فرض شده است که
ها متقارنند. شفت اند و یاتاقانطور منظم و متوازن قرار گرفتهها بهتمامی پره

منظور مطالعه است، صلب درنظر گرفته شده است. به2Lکه طول آن 
صورت مجزا، فرض شده است که دیسک در اي بهمودهاي مخروطی و استوانه

اي و مخروطی دي کوپل ار دارد. در این صورت گردش استوانهمیانه شفت قر
اي و مخروطی روتور را نشان هاي استوانهشمایی از حرکت2هستند. شکل 

دهد.می
	,xeشود که فرض می ye ,	 ze ,	ex 	,	 eh , ezترتیب بردارهاي واحد در به

z,x	y,	x,امتدادهاي محورهاي  ,	 z,h) تا 1باشند، در این صورت روابط (
) بین بردارهاي یکه برقرار است:3(
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دارمدل دیسک چرخان پره1شکل

	
هاي الاستیک ( برچسب اي و مخروطی روتور بر روي یاتاقانگردش استوانه2شکل

]1[محور یاتاقان به معنی موقعیت غیر تغییر شکل یافته است) 

)1(( ) ( )cos sini x i ye e ex y y= + 	

)2(	( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos sin cos cos sini x i y ze e e eh u y u y u=- + -

)3(	( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin sin sin cos cosi x i y ze e e ez u y u y u= - + + 	

Fاگر  x دوران دیسک حول محورx وF y دوران حول محورy باشد، آنگاه
دست آورد:) به4صورت رابطه (اي مطلق دیسک را بهتوان سرعت زاویهمی

)4(x x y y z ze e ew w w w= + +
r

	

که در آن:

x x yw =F -F W&

y y xw =F +F W&

2 2/2 /2z x y x yw =W-F F -F -F&

آیند:دست می) به6) و (5صورت روابط (مشتق بردارهاي یکه به

)5(( ) ( )cos sini x i ye e ex y y= +& & &

)6(	( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos sin cos cos sini x i y ze e e eh u y u y u=- + +& & & &

گیري نسبت به زمان دهنده مشتقنشانکه در آن نماد نقطه بر روي متغیرها
بردار سرعت آن ivrبر روي پره و Pبردار موقعیت نقطه دلخواه iprاست. اگر 

) برقرار است:8) و (7، روابط (1شکل باشد، آنگاه، با توجه به 

)7(	( )ei i x yp v e R xe yeh xx= + + + +
r

)8(	( )R ei i i x x y yv v e v e xe xe ye yeh h xx= + + + + + + +
r

& & & && & &

)که در آن  )iv xاي بر روي پره است که در اثر تغییر فرم آن جایی ذرهجابه
-توان بهشود. انرژي جنبشی پره را میمنتقل میQبه نقطه Pاز نقطه 

دست آورد:) به9صورت رابطه (

)9(
2

02
blb

i iT v dr
x= ò

r

ترتیب بهdJو dIجرم واحد طول پره است. فرض کنید که brکه در آن 
ممان عرضی و قطبی دیسک باشند. در این صورت، انرژي جنبشی دیسک 

آید:دست می) به10صورت رابطه (دوار به

)10(( )2 2 2 21
2 2

d
d d x x y y z z

mT v I I Iw w w= + + +
r

) 11صورت رابطه (ها بهکل انرژي جنبشی سیستم شامل انرژي دیسک و پره
شود:حساب می

)11(d i
i

T T T= +å
) محاسبه 12صورت رابطه (ها بهها و پرهانرژي پتانسیل ذخیره شده در یاتاقان

شود:می

( )
0dU f d
D

= D Dò 	

( )( )
2

2

0

22

20

1 2
4

1
2

b

b

l
i

i b b b

l
i

b b

vU R l l d

vE I d

r x x x
x

x
x

æ ö¶
= W + + - ç ÷¶è ø

æ ö¶
+ ç ÷¶è ø

ò

ò
	

)12(	
انرژي iUانرژي پتانسیل ذخیره شده در یاتاقان است و dUکه در آن 

نیروي ارتجاعی f،پتانسیل ذخیره شده در پره الاستیک است. همچنین

صورت یک سري تیلور شود. اگر این تابع بهها وارد میاست که از طرف یاتاقان
توان گفت که تابع ط داده شود، در این صورت میتا اولین جمله غیرخطی بس

( ) 2
Bf s k a= D+ D D .باید فرد باشدa ضریب جمله درجه سوم است که

به ضریب دافینگ معروف است. بسیاري از رفتارهاي غیرخطی یک روتور را 
صورت ل کل بهدست آورد. انرژي پتانسیتوان با این معادله دافینگ بهمی

آید:دست می) به13رابطه (

)13(	( ) ( )1 2d d i
i

U U U U= D + D +å
شود.) تعریف می14در رابطه (1Dو،r ،2D	Φکه در آن 

)14(

= +F F Fx yj , r x jy= + ,	

2 = +D Fr j L , 1 = -D Fr j L

-ترتیب نشانمتغیرهاي موهومی هستند که به2Dو 1Dاز لحاظ فیزیکی 
نیز Φوrهستند. Bو Aجایی دو انتهاي شفت در نقاط دهنده میزان جابه

اي دیسک در صفحه مختلط هستند. مواد هاي انتقالی و زاویهجاییبیانگر جابه
توانند داراي میرایی خطی باشند. اگر فرض شود که، هاي فلزي میو سازه

ها اند و مدل میرایی ویسکوز براي یاتاقانها از مواد کلوین ساخته شدهپره
صورت ها بهها و پره، تابع زوال ریلی براي یاتاقان]1،18،19[استفاده شود

آیند:دست می) به16) و (15رابطه (

)15(( )2 2

1 1 2 2
1
2

= + + +& &D WD D WDB BD c j j

)16(	

22

20

1
2

æ ö¶
= ç ÷¶è ø

ò
&

g x
x

bl i
i b b

vD I d
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ها هستند. اگر تنها یک ها و یاتاقانضرایب میرایی پرهBcو bgکه در آن 
صورتتوان آن را بهمود براي تغییر حالت پره الاستیک درنظر گرفته شود می

:]20،21[) تقریب زد17رابطه (

)17(( )/i b iv l qf x» 	

صورت کند بهسر درگیر ارضا میتابع مود اول که شرایط مرزي را براي تیر یک
) خواهد بود:18رابطه (

)18(	

* *

* *

= {[sin -sinh ][sin( )-sinh( )]
	+[cos( )+cosh( )][cos( )-cosh( )]}

Cf g g gx gx

g g gx gx
1.875gکه در آن  شود:) تعریف می19صورت رابطه (ثابت است و بهCو=

)19(

( )
( )

1 * *

0
1 2 * *

0

C d
C

d

f x x

f x x
= ò
ò

نظر کردن از جملات با درجه بالاتر، معادله با استفاده از معادله لاگرانژ و صرف
(20صورت روابط (بهحرکت سیستم  دست خواهد آمد. این ) به22) تا 

اند. در اینجا تنها علت طولانی بودنشان، در ضمیمه الف آورده شدهمعادلات، به
ها آورده شده است:بعد شده آنصورت بی

)20(	

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

* * * * *2 * * *

*
* *2

1

2 2* * * * *
1 1 2 2

2 1

2 exp cos
n

i i i i
i

r j r j r

m jq q jq j
n

m m

y u

a

=

+ W + + -W + W

+ - W -W

= - D D + D D

å

&& &

&& &

)21(	

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

* * *

*2 * * * *

*
*2

2 2* * * * *
2 2 1 1

2

1

exp sin

R

R

i i i
i

R

j J

J j

Ij q q j
n

m

k m

y u

a

é ùF + - W + Fë û
é ù+ W - + + W Fë û

- +W

= - D D - D D

å

&& &

&&
	

)22(	

( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

* *2

* * * *2 *
1

* * * 2 *
1

*2
2

*2
2

2

2 exp cos

2 exp cos

exp sin

exp sin 0

i b i b i

i

i

i

i

q q q

j r jr r j

j r jr r j

j j

j j

m w

c y u

c y u

c y u

c y u

+ +

- + W -W -

+ - W -W

+ F+W F -

- F+W F =

&& &

&& &

&& &

&&

&&

که در آن:
* / 2=W W t Bm k ,	 * 2 / 2B B tc k mm = ,	

* 2 / 2R R t t Bc m I km = ,	 * / 2b b t b Bm m km m= ,	
* / 2b b Bk k k= ,	 * 2 /B tt t k m= , * /r r l= , * / 2b b t Bm kw w= ,	
* /t tJ J I= , * / tI nI I= , * / tm nm m= ,	

* / 2t B tm k Ik k= ,
* 2 2/=a a WR b t crLl I ,	 * 3 2/=a a Wb t crl m , 2 /=Wcr B tk m ,	
*
1,2 1,2 /=D D bl

ها لازم است که تغییر مختصات زیر به معادله حرکت سازي تحلیلبراي ساده
) است:23صورت رابطه (اعمال شود. این تغییر مختصات به

)23(( )
1

0
exp

n

i k i
k

q u jky
-

=

= -å
) k=1اي اول (ها مختصات مودال هستند. تنها مود قطر گرهkuکه در آن 

- تواند با دیسک دوار کوپل شود. معادله حرکت در صورت نهایی خود بهمی
) خواهد بود:27) تا (24صورت روابط (

( ) ( )
( )

( )

* * * * *2 * * *

* * *2
1 1 1

2 2* * * * *
1 1 2 2

2 1

cos 2

r j r j r

m ju u ju

m m

u

a

+

+ W + + -W + W

- W -W

= - D D + D D

&& &

&& & 	

)24(	

( ) ( )
( ) ( )

* * * 2 * * *

2 2* *2 * * * * *
1 1 2 2 1 1

2 1

sin

é ù é ù+ - + + - +ë û ë û

- + = - -

&& &

&&

F W m F W W m F

u W a D D D D

r r

R

j J J j

jI u u 	 )25(	

( ) ( )
( )

* *2 * * * *2 *
1 1 1 1

*2
2

2 2 cos

sin 0

+ + - + -

+ + =

&& & && &

&&

m w c W W u

c F W F u

b bu u u j r jr r

j )26(	
* *2 0q b q b qu u um w+ + =&& &

	 )27(	
) است:28رابطه (صورتبه)26(تا )24(صورت ماتریسی معادلات 

)28(( ) ( ) ( )Mg G C g K N g f g+ + + + =&& & 	

)و gطور و همینNو Gو Cو Mو Kهايکه در آن ماتریس )f g در ضمیمه
) است:29صورت رابطه (به)28(اند. معادله غیرمیراي معادله ب تعریف شده

)29(( )Mg Gg Kg f g+ + =&& & 	

تحلیل خطی پدیده تشدید- 3
ایک روتور پره 0.6dدار ب *و = 0.1J گیرد. مورد مطالعه قرار می=

نشان داده 3شکل هاي این مورد با استفاده از نمودارهاي کمپبل درفرکانس
ها را براي سیستم کوپل نمایش داده است. ین فرکانسا3شکل اند.شده

رسم شده است. دو حباب 4شکل منحنی زوال براي سیستم کوپل در
دلیل ترتیب بهب اول و دوم بهشود. حباناپایداري در این نمودار دیده می

اند. بنابراین، دو اي و مخروطی ایجاد شدهها با مودهاي استوانهتشدید بین پره
ها ناپایداري دینامیکی رخ ناحیه بحرانی محدود وجود دارند که در داخل آن

دهد. هر یک از این نواحی داراي دو مرز پایداري هستند. این مرزها می
ع این حباب ها با محور سرعت دورانی هستند. در هر منطبق بر نقاط تقاط

یک از این نقاط، سیستم داراي مقادیر ویژه غیرساده خواهد بود.

*دار؛ نمودار کمپبل براي روتور پره3شکل 0.3=m0.6وd 2*و=
0 0.1w و=

* 4k *و=0.2uو= 0.1J *و= 0.05I =

3در شکل دار کوپل شده با پارامترهاي ارائه شده نمودار زوال براي روتور پره4شکل
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مقادیر و بردارهاي ویژه در مرز پایداري- 4
هامیلتونی مقادیر ویژه غیر با توجه به اینکه بر روي مرز پایداري یک سیستم 

) 30صورت روابط (به)29(توان زنجیره جردن را براي معادله ساده هستند می
) نوشت:33تا (

)30(	( )2
0u 0M G Kl l+ + =

)31(	( ) ( )2
1 0u - 2 uM G K M Gl l l+ + = +

)32(	( )H 2
0v 0M G Kl l+ + =

)33(	( ) ( )H 2 H
1 0v v 2M G K M Gl l l+ + =- +

و 0uترتیب مقادیر ویژه چپ و راست هستند. اگر به0vو 0uکه در آن 

0vتوان د میبرآورده شون)32(و )30(اي انتخاب شوند که معادلات به گونه

1u 1وv دست آورد.به)33(و )31(را با حل معادلات

معادله انشعاب جهت بررسی پدیده تشدید- 5
)28(دست آوردن معادله انشعاب معادله هاي چندگانه، براي بروش مقیاس

توان با مورد استفاده قرار گرفته است. رفتارهاي خطی و غیرخطی را می
استفاده از معادله انشعاب مورد تحلیل قرار داد. از آنجایی که در اینجا پدیده 

شی از آن را توان جواب متناوب ناگیرد میتشدید مورد بررسی قرار می
مطالعه کرد. تحلیل در اطراف سرعت بحرانی انجام شده است. منظور از 
سرعت بحرانی در اینجا سرعت دورانی است که حد پایداري سیستم است. 

افتد. انحراف از ها و روتور تشدید اتفاق میبعد و یا قبل از این سرعت بین پره
*که برابر sتوان با پارامتر کوچک سرعت بحرانی را می

0= -s W W است
نشان داد. فرضیات زیر درنظر گرفته شده است:

جملات غیرخطی نسبت به جملات خطی کوچک هستند. چنانچه تحلیل - 1
تواند ارضا شود. با استفاده در اطراف مرز پایداري صورت بگیرد این فرض می

وع انشعاب هوپ را در اطراف مرز پایداري مشخص توان ناز این تحلیل می
نمود.

تمامی ضرایب میرایی کوچک هستند. ضرایب میرایی براي تحلیل پایداري - 2
توانند به شدت پایداري را تحت تاثیر قرار دهند. ها میبسیار مهم هستند. آن

ها نسبت به میرایی بحرانی سیستم کوچک با این وجود، در اغلب موارد آن
هستند.

) مقیاس 34صورت رابطه (براساس این فرضیات، پارامتر کنترل سرعت به
شود:می

)34(2 ˆs e s= 	
شود:) درنظر گرفته می35رابطه (gبسط سري زیر براي 

)35(
1

0

n
k

k
k

g qe e
-

=

= å 	

صورت رابطه این متغیرهاي مستقل تابعی از چند مقیاس زمانی هستند که به
شوند:مرتبط میt) به36(
)36(0T t= 	 1T et= ,	 2

2T e t= ,…	

) در خواهند 37صورت رابطه (اي، مشتقات زمانی بهبا اعمال قاعده زنجیره
آمد:

)37(

2
0 1 2 ...d D D D

d
e e

t
= + + +

2
2 2 2
0 0 1 22 2 ...d D D D D

d
e e

t
= + + +

هاي مشابه قرار داده شود و ضرایب توان)29(در معادله )37(و )35(اگر معادلات 
e) شوند:) حاصل می40) تا (38برابر قرار داده شوند، مجموعه معادلات	

O(ε)	
)38(2

0 0 0 0 0 0MD g GD g Kg+ + = 	
O(ε2)	

)39(( )2
0 1 0 1 1 1 0 1 0- 2MD g GD g Kg MD D GD g+ + = +

O(ε3)	

)40(

( )
( )
( ) ( )

2
0 2 0 2 2

2
1 0 2 2 0

1 0 1 1

0 0 0

2

2
ˆ

MD g GD g Kg

MD MD D GD g

MD D GD g

AD B g f gs

+ + =

- + +

- +

- + -

که در آن
¶

=
¶W

GA ¶
=
¶W

KB

) است:41صورت رابطه (به)40(جواب غیرنزولی معادله 

)41(( )0 0 0u expg A Tl=

مراحل پذیري در با اعمال شرط حلA، ... است. 1T،2Tتابعی ازAکه در آن 
توان می)39(در )41(دست خواهد آمد. با جاگذاري زنی بهبعدي تقریب

دست آورد:) به42صورت رابطه (را به)39(جواب غیرنزولی معادله 

)42(( )1 1 0 1g u exp T D Al=

قرار داده شوند و دو طرف )40(اگر در معادله )41(این جواب و معادله 
Hمعادله در

0v ،شود:) حاصل می43رابطه (ضرب شوند

)43(( ) 22 H
1 0 0ˆ ˆv uD A A B A A AJ ls s Ja+ + + %

آیند:دست می) به45) و (44صورت روابط (به%aوJکه در آن ثابت 

)44(( )H H H
0 0 0 1v u v 2 uM M GJ l= + +

)45(( )H
0 0v u /fa J=%

دست آوردن صورت نرمال معادله حرکت باید از فرایند بازسازي براي به
شود:)) استفاده می46استفاده کرد. براي این منظور از تقریب زیر (معادله (

)46(
2

2 2 3
12 ( )d A D A O

dt
e e= +

شود:) حاصل می47صورت رابطه (ده از این معادله نتیجه نهایی بهبا استفا

)47(2 0A aA A As a+ + =&& %

)که در آن  )H
0 0v u /l J= +a A B مسیر فاز شرایط یک معادله دیفرانسیل .

- آن بهگیري کرد که نتیجه توان از آن انتگرالکند و میجداپذیر را ارضا می
) خواهد بود:48صورت رابطه (

)48(
2 2 4 / 2A a A A Cs a+ + =& %

jAصورت بهAیک ثابت خواهد بود. چنانچه Cکه در آن  e qr= در
تر خواهد شد. اگر این تغییر متغیر به مختصات قطبی بیان شود کار ساده

) حاصل خواهد شد:49اعمال شود، معادله ()48(معادله 
)49(2 2 4 / 2a Cr s r ar+ + =& %

- است. پتانسیل موثر آن به)47(هامیلتونین موثر معادله Cدر واقع ثابت 
آید:دست می) به50صورت رابطه (

)50(2 4 / 2eV as r ar= + %

تعادل است. اگر نقطه تعادل مربوط به هاي این تابع منطبق بر نقاط اکسترمم
یک مینیمم باشد در اطراف آن نوسانات کوچکی وجود خواهد داشت. در 

دهنده وجود یک سیکل حدي به صورتی که نقطه تعادل غیرصفر باشد، نشان
این مسیر همراه یک حرکت مارپیچ به دور آن خواهد بود. در فضاي فاز،

صورتی که نقاط تعادل مربوط به یک مربوط به یک چمبره دوبعدي است. در
ماکسیمم باشند، ناپایدار خواهند بود و حرکت نوسانی ایجاد نخواهد شد. 
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وابسته %aرفتار سیستم متفاوت خواهد بود. aو %aبسته به علامت ضرایب 
کند. بنابراین مقدار با سرعت دورانی تغییر میaت و به ضریب غیرخطی اس

آن در مرزهاي پایداري بالا و پایین متفاوت است. در این قسمت به بررسی 
شرایط مختلف پرداخته خواهد شد.

0aحالت اول  0asو %< <:
رسم شده است. نقاط اکسترمم این تابع در 5شکل درeVپتانسیل موثر 

1 0r 2و = /ar s a= 1قرار دارند. در % 0r تابع پتانسیل بیشینه =
این تابع کمینه است و این نقطه 2rاست و از این رو ناپایدار است. در 

تعادل پایدار است. از آنجایی که جواب غیرصفر پایدار است انشعاب هوپ فوق 
بحرانی است.

هاي مختلف رسم شده C، به ازاي 6شکل مجموعه مسیرهاي فاز در
یک مرکز 2rاست. در مبداء یک نقطه زینی وجود دارد در حالی که 

مسیر فاز در شود.شود و در اطراف آن حرکت نوسانی تشکیل میب میمحسو
0Cصورتی که  کند. معادله این مسیر به صورت باشد از مبدا عبور می=

) است:51رابطه (
)51(2 2 4 / 2 0r s r ar+ + =& %a 	

پررنگ مشخص شده است.این مسیر هموکلینیک در شکل با خط 
0aحالت دوم  0asو%> <:

نقطه بیشینه تابع پتانسیل در مبدا قرار دارد. این نقطه تعادل ناپایدار 
7شکل تنها اکسترمم تابع پتانسیل خواهد بود. مجموعه مسیرهاي فاز در

دست آمده است با خط بهC=0ازاي رسم شده است. خط جداکننده که به
رود مبدا یک نقطه طور که انتظار میپررنگ مشخص شده است. همان

زینی است.
0aحالت سوم  0asو%> >:

، رسم شده است. نقاط اکسترمم این تابع در 8شکل درeVپتانسیل موثر 

1 0r 2و = /ar s a= 1قرار دارند. در % 0r تابع پتانسیل کمینه است =
این تابع بیشینه است و این نقطه تعادل 2rو از این رو پایدار است. در 

است، انشعاب هوپ زیر ناپایدار است. از آنجایی که جواب غیرصفر ناپایدار
بحرانی خواهد بود.

0aبرايρتابع پتانسیل موثر در برابر 5شکل 0asو%< <

0aمنحنی فاز براي6شکل 0asو%< <

0aمنحنی فاز براي7شکل 0asو %> <

0aبرايρتابع پتانسیل موثر در برابر 8شکل  0asو %> <

0aمنحنی فاز براي9شکل  0asو %> <

0aمنحنی فاز براي10شکل  0asو %> <

رسم شده است. مبداء یک 9شکل مجموعه مسیرهاي فاز براي این حالت در
یک نقطه زینی است و در اطراف آن 2rمرکز است در حالی که نقطه تعادل

طه تعادل غیرصفر کننده که از نقشود. خط جداحرکت نوسانی تشکیل نمی
کند با خط پررنگ مشخص شده است. این مسیر یک مسیر عبور می

2rطور که انتظار می رود مبدا یک مرکز است و هتروکلینیک است. همان

یک نقطه تعادل زینی است.
0aحالت چهارم  0asو%< >:

کمینه تابع پتانسیل در مبدا قرار دارد. این نقطه تعادل ناپایدار تنها نقطه 
10شکل اکسترمم تابع پتانسیل خواهد بود. مجموعه مسیرهاي فاز در

مختلف رسم شده است. در این حالت مبداء یک مرکز است.

سازي عدديشبیه- 6
، این معادله دست آمد. بنابراینها بهمعادله انشعاب با فرض صفر بودن میرایی
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به تنهایی قادر به نشان دادن رفتار یک روتور میراي غیرخطی نیست. با 
توان تاثیرات ترکیبی را بررسی کرد. علاوه بر استفاده از یک تحلیل عددي می

گذاري کند.تواند تحلیل انشعاب را صحهاین، تحلیل عددي می
شود و نتیجه میسازي عددي براي یک روتور غیرمیرا انجامدر ابتدا شبیه

سازي انتخاب شود. پارامترهایی که براي شبیهبا تحلیل انشعاب مقایسه می
صورت زیر هستند:شوند بهمی

* 50a = 	 * 5.1=W ,	 * 0m = ,	 * 0bm = ,	 *2
0 0.1w = , * 0.3m =

ها است. یاتاقان9353/4براساس این پارامترها، سرعت بحرانی پایین برابر 
سخت شونده هستند. این شرایط منطبق بر حالت اول است. در مبدا سیستم 
ناپایدار است و با کوچکترین اغتشاش، مسیر در راستاي اتصال هموکلینیک 

ر بودن تمام ضرایب میرایی، هیچ دلیل صفکند. بهشروع به حرکت می
استهلاك انرژي وجود ندارد و سیستم کاملا هامیلتونی است. حل عددي 

رسم شده است. مسیر هموکلینیک که از 11در شکل )26(تا )24(معادلات 
دست آمده است نیز در این نمودار ترسیم شده است. این به)51(معادله 

نشان داده شده است قابل مقایسه است. 6شکل نمودار با نموداري که در
دلیل بهطور که دیده می شود، مسیر حرکت بسته است که این مسئله همان

عدم اتلاف و پایا بودن انرژي است.
شود با این تفاوت که این بار سازي عددي بار دیگر انجام میشبیه

*صورت ها صفر نیستند. ضرایب میرایی بهمیرایی 0.02m =,	 * 0.02bm =

داده شده نشان 12شکل جواب عددي معادلات درشوند. درنظر گرفته می
ها مسیر تبدیل به یک طور که دیده می شود، تحت اثر میراییاست. همان

کند.شود که نقطه زینی را به مرکز پایدار متصل میمارپیچ جمع شونده می

گیرينتیجه- 7
هاي چندگانه تحلیل غیرخطی بر روي پدیده با استفاده از روش مقیاس

صورت گرفت. از آنجایی که این دهد، تشدید که بین پره و روتور رخ می
تشدید یک ناپایداري دینامیکی در سیستم همیلتونی است، انشعاب ایجاد 
شده یک انشعاب هوپ هامیلتونی است. معادله دیفرانسیلی که به این روش 

آید از درجه دو است. براساس این معادله چهار حالت مختلف دست میبه
و در دو لت نقطه تعادل صفر پایداربررسی شد. در دو حالت از این چهار حا

حالت دیگر ناپایدار است. زمانی که نقطه تعادل صفر پایدار باشد، این نقطه 
اما اگر این نقطه ناپایدار باشد زینی خواهد بود. از سوي دیگر، مرکز است.

نقطه تعادل غیرصفر در یک حالت پایدار و در یک حالت ناپایدار خواهد بود و 
گر وجود نخواهد داشت.در دو حالت دی

	

	
*نمودار فاز یک روتور غیرخطی غیر میرا 11شکل 0.3m =, * 0m = , * 0bm = , * 50a = ,

،* 50Ra =* 0.25R =,	 * 5.1W = ,	 *2
0 0.1w = ،0.2u= ،* 0.1I = ،* 0.2J =

*نمودار فاز یک روتور غیرخطی میرا 12شکل 0.3m =, * 0.02m = , * 0.02bm = ,
* 50a =،* 50Ra =* 0.25R =,	 * 5.1W = ,	 *2

0 0.1w =0.2u= ،* 0.1I = ،
* 0.2J =

که ناپایدار است زینی است. نتیجه در حالتی که پایدار است مرکز و در حالتی
مهمی که نه تنها براي مسئله بررسی شده در این مقاله بلکه براي هر سیستم 
هامیلتونی که با تشدید مواجه شده است صادق خواهد بود این است که نقاط 

شوند و تعادل معادله انشعاب یا پایدارند که در این صورت مرکز محسوب می
این صورت زینی هستند.یا ناپایدارند که در

نقطه تعادل غیرصفر در معادله انشعاب متناظر با دامنه ارتعاشات بعد از 
وقوع تشدید است. دامنه ارتعاشات بعد از تشدید تابعی از سرعت دورانی و 

طوري که اگر ضریب جمله ها است. بهضریب جمله غیرخطی سختی یاتاقان
یابد و هر چه سرعت دورانی ش میغیرخطی افزایش یابد دامنه ارتعاشات کاه

از مرز پایداري فاصه بگیرد این مقدار افزایش خواهد یافت.
رفتار سیستم در مواجه با انشعاب هوپ هامیلتونی وابسته به نوع ضریب 

چه یک نطوري که چناها و مرز پایداري سیستم است. بهغیرخطی یاتاقان
ر کند دچار انشعاب هوپ فوق روتور سخت شونده از مرز پایداري پایین عبو

بحرانی خواهد شد و یا اینکه اگر یک روتور نرم شونده با افزایش سرعت و 
عبور از مرز پایداري پایین وارد ناحیه ناپایدار شود، انشعاب هوپ زیر بحرانی 

- خواهد بود. به بیان دیگر، در صورت وقوع ناپایداري یا پدیده جهش اتفاق می
شود. شایان ذکر ه ارتعاشات به مقدار محدودي ختم میافتد و یا اینکه دامن

است، که رفتار سیستم غیرخطی که با پدیده تشدید بین دیسک چرخان و 
پره مواجه شده است، از دو حالت مذکور خارج نیست.

صورت هاي فاز بهشود تا منحنیوجود میرایی در سیستم نیز باعث می
فیزیکی این مطلب آن است که در مارپیچ به نقطه مرکز متصل شوند. معنی 

صورت وجود میرایی در سیستم، ارتعاشات سیستم در نهایت به یک سیکل 
شود.حدي ختم می

دلیل اینکه پدیده انشعاب هوپ هامیلتونی در تجهیزات دوار بسیار به
توان در دیگر کار رفته در این تحقیق را میهاي بهشود، نتایج و روشدیده می

شود.اده کرد که این موضوع براي کارهاي آتی توصیه میکاربردها استف

	ضمائم- 8
ضمیمه الف:

دست ) به3- ) تا (الف1-صورت روابط (الفبعد شده بهمعادله حرکت بی
آیند:می
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	فهرست علائم-9
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