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بعدي الاستیسیته و اي با استفاده از تئوري سهدر کار حاضر تحلیل فرکانسی صفحه نسبتا ضخیم با در نظر گرفتن اثر سوراخ دایره
یابی متغیر میدان با است. با استفاده از این روش عددي، میاناي، ارائه شدهیابی شعاعی نقطهروش حل عددي بدون المان با میان

ها، توزیع مورد نظر به که به دلیل نبود ارتباط میان گرهطوريگیرد. بههاي توزیع شده در حجم صفحه انجام میتفاده از فقط گرهاس
که طوريباشد. بهباشد. جنس صفحه، ماده با تابع هدفمند، متشکل از دو فاز فلز و سرامیک میهر صورت دلخواه انجام پذیر می

- تاناکا تغییر می-طور مستقل از هم با استفاده از مدل موريسه جهت طول، عرض و ضخامت صفحه، بهخواص مکانیکی آن در هر
هاي مختلف کسر حجمی در هر سه جهت طول، عرض و ضخامت صفحه و همچنین تاثیر شرایط کند. تأثیر شعاع سوراخ، توان

افزار متلب و شبیه سازي صورت گرفته در شده در نرمهاي طبیعی صفحه با استفاده از برنامه نوشتهمختلف مرزي روي فرکانس
است. نتایج حاصل با نتایج مقالات موجود مقایسه شده و نشان از دقت بالاي روش مورد افزار آباکوس مورد بررسی قرار گرفتهنرم

.استفاده در کار حاضر دارد
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	 In	this	paper,	frequency	analysis	of	moderately	thick	plate,	taking	the	effect	of	a	circular	hole	into	
consideration	is	presented	by	use	of	Three	Dimensional	Elasticity	theory	and	a	meshless	method	
with	radial	point	interpolation.	Using	this	numerical	method,	the	field	variable	is	interpolated	just	
using	 nodes	 scattered	 in	 the	 plate	 domain.	 As	 no	 relation	 between	 nodes	 exists,	 they	 can	 be	
scattered	arbitrarily.	The	plate	is	made	of	a	functionally	graded	material	consisted	of	two	different	
phases	 of	metal	 and	 ceramic.	Mechanical	 properties	 of	 the	 plate	 change	 independently	 in	 the	
length,	width	and	thickness	directions	according	to	Mori-Tanaka	model.	The	effect	of	the	radius	of	
the	 hole,	 different	 volume	 fraction	 exponents	 in	 three	 directions	 and	 different	 boundary	
conditions	on	natural	frequencies	of	the	plate	are	investigated		using		the	code	written	in	MATLAB	
and	simulation	in	ABAQUS.	The	results	have	been	compared	with	results	in	available	papers	and		
the	high	accuracy	of	the	method	used	in	the	present	work	is	shown.	
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مقدمه-1
مواد با مقاومت مکانیکی بالا و وزن کم همواره توجه مهندسین و محققین را 

افزون صنایع اند. چرا که مواد با این مشخصات نیاز روزبه خود جلب کرده
مختلف از جمله هوا و فضا، حمل و نقل، ساختمان و موارد متعدد دیگر 

و مواد کامپوزیتی بسیاري، جهت استفاده در این صنایع ارائه هستند. آلیاژها 
ها موادي هستند که نسبت مقاومت مکانیکی به وزن است. کامپوزیتشده 

لایه شدگی، ها در برابر بارهاي بزرگ و لایهآنها بالا است. اما مقاومت کم آن

سازد. ها را در بسیاري از صنایع مذکور با مشکل مواجه میاستفاده از آن
شود، خصوصا در مواردي که بارهاي حرارتی قابل توجهی به سازه وارد می

ها بسیار محدود خواهد شد. بنابراین ایده ساخت امکان استفاده از کامپوزیت
ماده جدیدي که ظرفیت بالایی براي تحمل بار مکانیکی و حرارتی داشته و 

تدریجی و پیوسته در داخل ماده تغییر کند، منجر به ارائه طوربهخواص آن 
گردید. مواد با تابع هدفمند نوع جدیدي 1980مواد با تابع هدفمند در سال 

باشند که از حداقل دو فاز مختلف ماده، از مواد کامپوزیتی غیر همگن می
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مت که با استفاده از مقاوطوريشوند. بهمعمولا فلز و سرامیک، ساخته می
مکانیکی فلز و مقاومت حرارتی سرامیک، در شرایط محیطی با دماي بالا قابل 
استفاده هستند. از دیگر مزایاي مواد با تابع هدفمند نسبت به سایر مواد 

توان به مقاومت بالاي شکست و ضریب تمرکز تنش پایین آن غیرهمگن، می
اشاره کرد.

صفحات، با توجه به بررسی رفتار مکانیکی و خصوصا تحلیل فرکانسی
ها را ایجاب ها که ضرورت شناخت و طراحی صحیح آنکاربرد وسیع آن

کند، سابقه طولانی دارد. اما توجه به دو نکته اساسی ضروري است. اول می
تئوري هاي ساده شده صفحات مانند اینکه در اکثر کارهاي ارائه شده از تئوري

و ]2[2، تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول صفحه]1[1کلاسیک صفحه
است. استفاده استفاده شده ]3[3تئوري تغییر شکل برشی مرتبه بالاتر صفحه

ها در صورت نازك بودن ضخامت صفحه، نتایجی با خطاي قابل از این تئوري
دهند. اما براي تحلیل صفحات ضخیم و یا حتی نسبتا ضخیم قبول ارائه می

پذیر بعدي الاستیسیته امکان ارائه نتایج دقیقی را امکاناستفاده از تئوري سه
که جهت استفاده مناسب از ماده جدید با تابع هدفمند سازد. نکته دوم اینمی

روري است. براي در صنایع مختلف، شناخت رفتار مکانیکی آن امري ض
کاربردي شدن صفحات با ماده با تابع هدفمند در صنایع، لازم است رفتار 

است، مورد مکانیکی آن، خصوصا تحلیل فرکانسی که در کار حاضر ارائه شده 
تر در کار حاضر تحلیل مطالعه قرار بگیرد. از این رو جهت ارائه نتایج دقیق

گیرد.مورد بررسی قرار میبعدي صفحات با مواد با تابع هدفمندسه
کارهاي متعددي در خصوص تحلیل ارتعاش آزاد و فرکانسی صفحات 

است. مشخصات فرکانسی صفحات با تابع هدفمند حلقوي با ارائه شده 
که براي .استتحلیل شده]2[ضخامت متغیر، توسط افریم و ایزنبرگر

ستخراج ماتریس سفتی از تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول و روش المان ا
را با هدفمندتحلیل ارتعاش آزاد صفحات ]3[متسوناگا استفاده کردند.4دقیق

. یک حل استفاده از تئوري تغییر شکل مرتبه بالاتر دوبعدي انجام داد
گاه ساده توسط با تکیههدفمندبعدي براي ارتعاش آزاد و اجباري صفحات سه

است. هاي مختلف صفحه فراهم شدهاز تئورياستفاده با ]4[باتراوول 
اي تحلیل ارتعاشی صفحات مستطیلی ضخیم با استفاده از چند جمله

است.انجام شده]5[ژو و همکاران توسط 6و روش ریتز5چبیشف
توجه گردد که کاربرد صفحات در صنایع معمولا با نقص هندسی همراه 

دار و ضخامت غیر برش خورده، سوراخصورت صفحات است و اغلب به
گونه رو بررسی رفتار مکانیکی اینگیرند. از اینیکنواخت مورد استفاده قرار می

احی و کاربرد صحیح و مناسب آن صفحات امري ضروري در جهت طر
تحلیلی را برمبناي روش بهینهیک روش نیمه]6[باشد. لارا و همکاران می

گاه ساده و ، براي تحلیل ارتعاشی صفحات مستطیلی با تکیه7ریتز-شده ریلی
از روش دیفرانسیل ]7[هاي مستطیلی پیشنهاد کردند. آکسو و علی با برش

براي تحلیل صفحه مستطیلی با بیش از دو سوراخ استفاده کردند. 8حدودم
فرض کردند که تاثیر یک سوراخ، معادل با یک بار ]8[راجامانی و پرابهاکاران 

ي اعمالی خارجی است و تحلیلی عددي را براي یک صفحه کامپوزیتی بر مبنا
یک صفحه مستطیلی با یک سوراخ ]9[این فرض انجام دادند. لم و همکاران 

ریتز اصلاح شده را اعمال کردند. لیو -ناحیه تقسیم و روش ریلیرا به چند زیر

																																																																																																																																											
1-	Classical	Plate	Theory	
2-	First	Order	Shear	Deformation	Theory	
3-	Higher	Order	Shear	Deformation	Theory	
4-	Exact	Element	Method	
5-	Chebyshev	Polynomial	
6-	Ritz	Method	
7-	Optimized	Rayleigh–Ritz	Method	
8-	Finite	Difference	Method	

هاي ارتعاشی صفحات مستطیلی نازك براي مطالعه پاسخ]10[و همکاران 
هاي ناحیهبندي پیچیده صفحه را به زیرهاي مرکزي، پیکرهآیزوتروپ با برش

جایی استفاده بههاي مجاز به عنوان توابع جاايجملهمناسب تجزیه و از چند
دار ژي کل مربوط به صفحه سوراخبعد از استخراج انر]11[کردند. تاکاهاشی 

توسط کسر کردن انرژي مربوط به ناحیه سوراخ از انرژي صفحه بدون سوراخ، 
برد. کسر انرژي سوراخ از انرژي کل منجر کارریتز کلاسیک را به- روش ریلی

روش جدیدي براي ]12[شود. کواك و هان به محاسبات عددي پیچیده می
اي یا مستطیلی ارائه دادند. این روش تحلیل صفحات مستطیلی با سوراخ دایره

ریتز کلاسیک است اما از دو سیستم مختصات مجزا - براساس روش ریلی
کند.براي صفحه و سوراخ استفاده می

اند. با ئه شدهاراهدفمندهاي تحلیلی براي تحلیل صفحات برخی روش
هاي ساده، انواع خاصی از گرادیان هاي تحلیلی محدود به هندسهاین حال حل

خواص مواد، انواع خاصی از شرایط مرزي و موارد بارگذاري خاص هستند. در 
روش سازي متفاوت از قبیل ي گسستههاهاي عددي با طرحنتیجه تکنیک
استاتیکی و دینامیکی مورد گسترده در حل مسائل عملی طوربهالمان محدود

را به محققین زیاديتوجه 9الماني بدون هااستفاده قرار گرفتند. اخیرا روش
توسط یک مدل محاسباتی هادر این روش.]20-13[استخود جلب کرده

شود. ها ندارند، توصیف میکه نیازي به اتصال به المانهاگرهمجموعه از 
راحتی در هر جهتی ه می توانند بهاگره،بنابراین براي رسیدن به دقت دلخواه

.افزوده یا حذف شوند
و 10هاي بدون المان نظیر روش بدون المان گالرکیندر برخی از روش

توابع شکل فاقد خاصیت تابع دلتاي 	11گالرکینروش بدون المان محلی پترو 
ي خاصی جهت ارضاي شرایط مرزي اساسی هاهستند و به تکنیک12کرونکر

همکاران ودانگ جیاندهد. محاسبات را افزایش میزماننیاز است که 
ضخیم را با استفاده از مساله خمشی و ارتعاشی آزاد صفحه نسبتا]14,13[

تغییر ]16,15[همکاران و کیان اند. روش بدون المان گالرکین حل کرده
از ي الاستواستاتیک ارتعاش آزاد و اجباري صفحه ضخیم را با استفاده هاشکل

المانبدون. یک پروسه اندروش بدون المان محلی پترو گالرکین تحلیل کرده
براي تحلیل الاستواستاتیک صفحات ،بعديکاملا سهپتروگالرکینمحلی

توسعه ]17[همکارانوواقفی توسط ،ضخیم با شرایط مرزي مختلفهدفمند
13، از توابع پایه شعاعیالمانهاي بدون است. اخیرا در روشداده شده
هستند. خاصیت تابع دلتاي کرونکر داراي . توابع شکل حاصل شودمیاستفاده 

شود.بنابراین شرایط مرزي اساسی به راحتی اعمال می
خطی به تابع يهاايجملهدریافتند که وقتی چند]18[و همکارانو لی

و شود. زایو تر انجام مییابی بسیار دقیقمیان، شودیابی اضافه میپایه میان
المان محلی پترو بدونصفحات ضخیم را با استفاده از روش]19[همکاران 

خمش و ]20[همکاران و شیا . اندگالرکین با توابع پایه شعاعی تحلیل کرده
یابی روش میانارتعاش آزاد صفحات نسبتا ضخیم غیر همگن را با استفاده از 

.محلی بدون مش تحلیل کردندايشعاعی نقطه
دار در کار حاضر تحلیل فرکانسی صفحات مستطیلی نسبتا ضخیم سوراخ

بعدي الاستیسیته و روش بعدي با استفاده از تئوري سهبا تابع هدفمند سه
اي براي اولین بار مورد بررسی قرار یابی شعاعی نقطهبدون المان با میان

گرفته است. معادلات حاکم بر حرکت صفحه با استفاده از اصل انرژي 

																																																																																																																																											
9-	Meshless	Methods	
10-	Meshless	Galerkin	Method	
11-	Meshless	Local	Petrove	Galerkin	Method(MLPG)	
12-	Kroneker	Delta	Function	Property	
13-	Radial	Basis	Function(RBF)	
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نوشته 1زار متلبافاي در نرمبراي تحلیل مورد نظر، برنامهاست.استخراج شده 
شد. نتایج مربوط به صفحه نسبتا ضخیم و بدون سوراخ، با نتایج مقاله شیا و 

مقایسه و برنامه نوشته شده 2افزار آباکوسو نتایج حاصل از نرم]20[همکاران 
هاي است. تاثیر شرایط مختلف مرزي و تواناز این طریق اعتبار بخشی شده 

هاي طبیعی مورد بررسی قرار ماده با تابع هدفمند روي فرکانس3کسر حجمی
روي است. همچنین تاثیر شعاع سوراخ در شرایط مرزي مختلف،گرفته 

است. نتایج حاصل با نتایج دار ارائه شده فرکانس طبیعی صفحات سوراخ
افزار آباکوس مقایسه شده و نشان از موجود در مقالات و نتایج حاصل از نرم

دقت بالاي روش مورد استفاده دارد.

	روش بدون المان-2
)جایی بهیابی یک تابع میدان مانند جاجهت میان ، از فضاي در نقطه (

گره بصورت که مرز و داخل آن با استفاده از توزیع دلخواه 
( = 1,2,⋯ , به مرکز 4شود، ناحیه اي به نام ناحیه محافظمشخص می(

که تعداد مشخصی يطوربهشود. با شکل و اندازه دلخواه در نظر گرفته می
ر این روش، جهت تخمین گیرند. دهاي توزیع شده در داخل آن قرار میاز گره

هاي قرار گرفته در ناحیه محافظ آن ، از گرهتابع میدان مورد نظر در نقطه 
ها تاثیري در مقدار تابع میدان مربوط به نقطه استفاده شده و سایر گره

هاي داخل اي با استفاده از گرهیابی شعاعی نقطهنخواهند داشت. روش میان
را به ,اي، مقدار وابع پایه شعاعی و چند جملهو تناحیه محافظ 

.]21[کندیابی میمیان1کمک رابطه 

)1(

, = ( ) + ( )

= ( ) + ( ) 		
)که طوريهب )و ( به ترتیب معرف توابع پایه شعاعی و (
تعداد جملات ، هاي داخل ناحیه محافظ تعداد گرهاي، جملهچند

شد. ضرایبی هستند که تعیین خواهند و اي و جملهتابع پایه چند
اند.تعریف شده5تا 2با روابط و ، ، بردارهاي 

)2(( ) = [ ( ), ( ),⋯ , ( )]
)3(= [ ( ), ( ), ( ), … , ( )]
)4(= [ , , , … , ] 	
)5(= [ , , , … , ]

توابع پایه شعاعی متعددي وجود دارد که از بین آنها دو نوع تربیعی چند 
اند. در کار حاضر گسترده مورد استفاده قرار گرفتهطوربه6و گوسی5ايمرتبه

:است) استفاده شده6اي (رابطه از نوع تربیعی چند مرتبه
)6(( , , ) = [ + ( ) ]

میانگین فاصله هاي تابع پایه شعاعی و پارامترqو که طوريبه
است.و گرهتابع پایه شعاعی، تابعی از فاصله بین نقطه گرهی است. 

=اي  براي حالت سه بعدي وجملهتابع پایه چند7در رابطه  نشان 4
.استداده شده

)7(( ) = [1 				 ]	
گره با احراز این معادله در ، براي نقطه 1در رابطه و ضرایب 

:صورت زیر تعیین خواهد شدداخل ناحیه محافظ این نقطه به
																																																																																																																																											
1-	MATLAB	
2-	ABAQUS
3-	Volume	Fraction	Exponent
4-	Support	Domain	
5-	Multiquadrics	Functions	
6-	Gaussian	Functions	

)8(

( ) + ( ) =

= ( )					( = 1,2,⋯ , )
به شکل9ام است. معادله اخیر در رابطه در گره مقدار تابع 

ماتریسی بیان شده است:
)9(+ = 	

هاي درون ناحیه محافظ است هاي تمام گرهجاییبرداري شامل جابه
):10(رابطه 

)10(= [ , , , … , ]
شود:تعریف می12و 11با روابط و 

)11(
=

( , , ) ( , , ) … ( , , )
( , , ) ( , , ) … ( , , )

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
( , , ) ( , , ) … ( , , ) ×

	

)12(
=

( , , ) ( , , ) … ( , , )
( , , ) ( , , ) … ( , , )

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
( , , ) ( , , ) … ( , , ) ×

مجهول است که براي +معادله و داراي 9دستگاه معادله رابطه 
آورده شده استفاده شده است:13معادله مکمل که در رابطه حل آن از 

)13(= 0
- بدست می14به صورت رابطه و ، 13و 9با استفاده از معادلات 

:]22[آید
)14(= 			,			 =

شود:تعریف می16و 15با روابط و که در آن 
)15(= [ − ]
)16(=

شد تعیین خواهد ، بردار توابع شکل 1در معادله و با جاگذاري 
):18و 17(روابط 

)17(, = [ ( ) + ( ) ] = 	
)18(( ) = ( ) + ( ) = [∅ ∅ ⋯ ∅ ]	

=هاي مستقل مشتق بردار توابع شکل نسبت به متغیر , بصورت ,

:شودبیان می19رابطه 
)19(, = , ( ) + , ( ) 	

است.نشان دهنده مشتق نسبت به ,که اندیس 
دار و ناحیه محافظ شماي کلی از صفحه مستطیلی سوراخ1در شکل 

هاي اطراف سوراخ است. در شکل، گرهنشان داده شده مکعبی یک نقطه 
	است.فقط در سطوح بالا و پایین صفحه نشان داده شده 

معادلات حاکم-3
است. در نظر گرفته شده ℎو ارتفاع ، عرض صفحه مستطیلی به طول 
)دستگاه مختصات کارتزین , , براي توصیف هندسه و ابعاد صفحه و (

کار گرفته شده است هاي کوچک صفحه الاستیک بهجاییبههمچنین جا
).2(شکل 

20صورت رابطه مختصات بهجایی متناظر با این سیستمبهمیدان جا
	است:

)20(= [ 	 	 ] 	
و، یی در جهاتجابهدهنده جابترتیب نشانو ، کهطوريبه

است:21صورت رابطه ها بهها و کرنشاست. رابطه بین تنش
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هاي سازنده هندسه صفحه و ناحیه محافظ مکعبی نقطه گره1شکل 

	ابعاد صفحه مستطیلی و سیستم مختصات استفاده شده2شکل

)21(=
22هاي تنش و کرنش با روابط بعدي الاستیسیته مولفهطبق تئوري سه

:]17,4[بیان شده است 23و 
)22(= 		 		 		 		 		
)23(= [ 		 		 		 		 		 ] 	

Dاست 24صورت رابطه ماتریس الاستیک بوده و براي مواد همگن به
]23,20[:

)24(

= (1 + )(1− 2 ) ×	

…

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 − 0 0 0

1 − 0 0 0
1 − 0 0 0

0 0 0
1
2− 0 0

0 0 0 0
1
2− 0

0 0 0 0 0
1
2− ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

نسبت پواسون است. رابطه بین ضریب الاستیتسیته و ، 24در رابطه 
نشان داده شده است:25ها با رابطه جاییبهها و جاکرنش

)25( 	

= 							,							 = + 																														

= 							,							 = + 														

= 							,							 = +

به صورت ماتریسی بازنویسی شده است:26که در رابطه 

)26(=
شود:تعریف می27با رابطه Lماتریس عملگر 

)27(

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 0 0 0

0 0 0

0 0 0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

کننده ارتعاش آزاد و بدون مستهلکبا استفاده از اصل انرژي براي تحلیل 
برقرار است:28صفحه، رابطه 

)28(( + ) = 0

براي یک Tو انرژي جنبشی که انرژي کرنشی الاستیک خطی طوريهب
شود:به فرم انتگرالی بیان می30و 29صفحه مستطیلی، به ترتیب با روابط 

)29(=
1
2 	 	 	 	 	 		

)30(=
1
2 	

̇ ̇ 	 	 	

31جایی صفحه به صورت رابطه بهچگالی صفحه است. میدان جاکه 
است:در نظر گرفته شده 

)31(

( , , , ) =
( , , , )
( , , , )
( , , , )

=
( , , )
( , , )
( , , )

		= 	 	
هاي صفحه است.جاییبهبردار دامنه جااي و فرکانس دایره

گره درون ناحیه محافظ یک نقطه خاص درون nحال با فرض وجود 
شوند:تخمین زده می32جایی با رابطه بهمیدان جاصفحه، دامنه

)32(=
ابع شکل و بردار دامنه به ترتیب ماتریس توو Nکه در آن 

نشان 34و 33درون ناحیه محافظ بوده و با روابط هاي هاي گرهجاییجابه
داده شده است:

)33(
=

∅ 0 0 ∅ 0 0 … ∅ 0 0
0 ∅ 0 0 ∅ 0 … 0 ∅ 0
0 0 ∅ 0 0 ∅ … 0 0 ∅

)34(= [ 	 	 	… 		 	 	 ] 	
ها و ها، کرنشجایی، جابهBجایی بهجا- با تعریف اپراتور ماتریسی کرنش

شوند:بازنویسی می37تا 35ها به صورت روابط تنش
)35(( , , , ) = 	 	
)36(( , , , ) = 	 	 	
)37(( , , , ) = 	 	 	

، 28و بسط رابطه ٣٠و ٢٩در روابط ٣٧تا ٣۵با جاگذاري معادلات 
ي در نظر تمام نقاط نمونهطی یک فرایند همگذاري براي نواحی محافظ

38رابطه صورتشده درون صفحه، یک معادله مقدار ویژه استاندارد بهگرفته 
بدست خواهد آمد:

)38(( − ) = 0	
صورت روابط هاي جرم و سفتی، به ترتیب به، ماتریسو که در آن 

هستند:40و 39

)39(= 	 	 	 	 	 	 		

Z	

x	

Y	

	

1وجه
2وجه
	

3وجه
	

4وجه

Z	

Y	

X	

a	
b	

h	
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)40(	= 	 	 	 	 	

طور که دیده شد، در روش حاضر، براي استخراج معادله حرکت همان
شد، دار استفاده میهایی که تاکنون در تحلیل صفحات سوراخنیازي به روش

و یا تجزیه ناحیه ]6[مانند کسر انرژي مربوط به ناحیه سوراخ از انرژي کل 
نخواهد بود. ]4[ناحیه اطراف سوراخ به چند زیر

سازي ها براي مدلدر روش بدون المان، به دلیل استفاده از فقط گره
ها در هر جهت دلخواه هندسه صفحه، به سادگی امکان حذف و یا افزودن گره

هاي مختلف، با روش دار با شعاعوجود دارد. بنابراین بررسی صفحه سوراخ
یابی تر است. علاوه بر آن روش حل عددي با میانبدون المان بسیار ساده

اي، روشی با پایداري عددي بالا بوده و در آن شرایط مرزي شعاعی نقطه
	شود.یراحتی با رهیافت حذف اعمال ماساسی به

	مدل ماده با تابع هدفمند-4
ماده مورد استفاده از دو فاز فلز و سرامیک تشکیل شده است. کسر حجمی 

=و کسر حجمی سرامیک متناظرفلز  1 است. در کار حاضر، −
استفاده شده است:41از رابطه سازي براي مدل

)41(( , , ) =
−

×
−

×
ℎ −
ℎ 	

	هاي کسر حجمی توان 	و	 شوند.اعداد حقیقی مثبتی فرض می	و	
هاي مختلفی براي تعیین خواص ماده هدفمند وجود دارد. در کار روش

تاناکا -است. در مدل مورياستفاده شده 1تاناکا -حاضر از مدل موري
:]23[آیددست میبه42چگالی موثر از رابطه 

)42(= + 	

شوند:محاسبه می48تا 43با روابط هاي الاستیک که متغیردر حالی

)43(= − 1 + (1 − )(
3 −
3 + 4

) +

)44(= ( − ) 1 + (1− )
−
+ +

)45(= 2(1 + )
)46(= 3(1− 2 )
)47(= 3(1− 2 )
)48(= 	 (9 + 8 ) 6( + 2 )⁄

= + 2
هستند.3ضرایب لامه	و و 2مدول بالک3

مدول الاستیسیته و نسبت پواسون براي ماده با تابع هدفمند، به ترتیب 
آید:به دست می50و 49با روابط 

)49(= 9 3 +⁄
)50(= 	 (3 − 2 ) 2(3 + )⁄

گیريبحث و نتیجه-5
محاسبات عددي- 5-1

هاي ها به سلولاي براي محاسبه انتگرالشعاعی نقطهیابیدر روش میان
گیري گوسی استفاده شده انتگرالزمینه نیاز است. در کار حاضر از روش

وجهی تقسیم شده و براي هر سلول هاي زمینه ششاست. صفحه به سلول
).3است(شکل تعیین شده zوx ،yزمینه، نقاط گوسی در هر سه جهت

																																																																																																																																											
1-	Mori-Tanaka	
2-	Bulk	modulus
3-	Lamé	Parameters

است. ابعاد ناحیه در کار حاضر از ناحیه محافظ مکعبی استفاده شده 
:]21[شود محاسبه می53تا 51محافظ در سه جهت با روابط 

)51(=
)52(=
)53(=

=(که در آن  , zوx ،yبعد ناحیه محافظ در جهات) اندازه بی,

=(است.  , است. در کار zوx ،y	) میانگین فاصله گرهی در جهات ,
=حاضر در هر سه جهت،  در نظر گرفته شده است.2

یابی ناحیه محافظ تمام نقاط گوسیِ درون صفحه محاسبه و براي میان
است. بعد از امتحان کردن چند ترکیب متفاوت از مورد استفاده قرار گرفته

، پارامترهاي تابع پایه شعاعی ]20[و مقایسه نتایج با مقاله شیا و همکاران و
= =و 7 اند. هر شرط مرزي با چهار حرف در نظر گرفته شده1.03

لاتین که هر حرف نشان دهنده شرط مرزي یکی از وجوه جانبی صفحه است، 
دهنده شرط مرزي گیردار و ساده به ترتیب نشانSوCنشان داده شده است. 

وجوهی از صفحه که 2دهنده وجه آزاد است. در شکلنشانFهستند و حرف 
گیرند نشان داده شده است. مثلا در شرط ي مختلف قرار میتحت شرایط مرز

گیردار هستند. 4و 2گاه ساده و وجوه داراي تکیه3و 1وجوه SCSCمرزي 
CFFFو CCCC ،SCSC ،SSSS ،SSSF ،SFSFدر کار حاضر شش شرط مرزي 

براي صفحه در نظر گرفته شده است. شرایط مرزي با استفاده از رهیافت 
گاه ساده به صورت حذف اعمال شده است. شرط مرزي براي وجوه با تکیه

بیان شده است:56و براي وجوه گیردار به صورت رابطه 55و 54روابط 
)54(( , , , ) = ( , , , ) = 0		, = 0,
)55(( , , , ) = ( , , , ) = 0		, = 0,

)56(
( , , , ) = ( , , , ) = ( , , , ) = 0		,									
= 0, 				,				 = 0,

جایی معین مشخص شده است. در هر شرط مرزي، درجات آزادي با جابه
هاي جرم و با حذف سطر و ستون مربوط به این درجات آزادي از ماتریس

حاصل شده و معادلهKو Mشده هاي جرم و سفتی اصلاحماتریسسفتی، 
( − ) = −به صورت0 = است. بازنویسی شده0

ها، پس از حذف هاي تمام گرهجاییبردار دامنه جابهواضح است که
جایی معین است.سطرهاي مربوط به درجات آزادي با جابه

ضخیم همگن و بدون سوراخارتعاش آزاد یک صفحه نسبتا - 5-2
متر و 5متر، عرض 10صفحه مستطیلی نسبتا ضخیم همگن، به طول 

است. جنس صفحه آلومینیوم است که متر در نظر گرفته شده 5/0ضخامت 
آورده شده است.1خواص آن در جدول 

شد. افزار متلب نوشتهاي در نرمبراي تحلیل فرکانسی صفحه، برنامه
سازي شد. افزار المان محدود آباکوس مدلمهمچنین صفحه در نر

هاي پایه صفحه مستطیلی نسبتا ضخیم همگن براي شش شرط فرکانس
است. مقایسه نتایج حاصل با نتایج آورده شده 2مرزي مختلف در جدول 

افزار المان هاي حاصل از نرمو جواب]20[موجود در مقاله شیا و همکاران 
ي دقت بالاي کار حاضر است.دهندهمحدود آباکوس، نشان

شود. در روند همگرایی خوبی با استفاده از روش حاضر مشاهده می
است. در این zوx،y	ها به ترتیب در جهات تعداد گرهو ، ، 2جدول 

شده اعتبار بخشی شده است.مرحله برنامه نوشته 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
93

.1
4.

16
.2

9.
8 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

26
 ]

 

                               5 / 9

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1393.14.16.29.8
https://mme.modares.ac.ir/article-15-9035-en.html


و همکارانافکنپیلرضا...تئوريازاستفادهبابعديسههدفمندتابعبادارسوراخمستطیلیصفحاتفرکانسیتحلیل

	

16139شماره ،14، دوره 1393العاده اسفند فوقمهندسی مکانیک مدرس، 
	

]23[	خواص مواد سازنده صفحه1جدول 
kg/m)(GPa)	ماده )

Al	7027003/0
SiC	420310015/0

دار نسبتا ضخیمارتعاش آزاد صفحه مستطیلی سوراخ- 5-3
صفحه مستطیلی همگن-1- 5-3

در مرکز صفحه قرار داده rاي به شعاع در این بخش از کار یک سوراخ دایره
ها در اطراف روند همگرایی نتایج، با تغییر تعداد گره3است. در جدولشده

است. و سه شعاع مختلف سوراخ ارائه شده CCCCسوراخ براي شرط مرزي 
اند. جواب هاي اطراف سوراخ در فواصل مساوي از هم قرار داده شدهگره

افزار آباکوس است.حاصل از روش حاضر در توافق خوبی با نتایج حاصل از نرم
افزار ستفاده از نرمبعد به ترتیب با اهاي پایه بیفرکانس4در جدول 

آباکوس و روش حاضر براي شش شرط مرزي مختلف و سه شعاع مختلف 
مشاهده شد که نحوه تغییر 4است. با بررسی جدول سوراخ آورده شده 

فرکانس پایه با تغییر شعاع سوراخ، به شرط مرزي صفحه بستگی دارد. دلیل 
ها ودر شعاعتواند نحوه تغییر نسبت سفتی به جرم صفحه این امر می

شرایط مرزي مختلف باشد. ایجاد سوراخ در صفحه همزمان سفتی و جرم

رسد نحوه تغییر نسبت سفتی به جرم دهد. به نظر میصفحه را کاهش می
هاي مختلف به شرط مرزي صفحه بستگی دارد. در شرایط صفحه در شعاع

ر وجه گیردار ها مقیدتر است، نظیر شرط مرزي چهامرزي که صفحه در آن
CCCCتوان یابد. می، با افزایش شعاع سوراخ نسبت سفتی به جرم افزایش می

است گفت حضور سوراخ در صفحه، جرم را بیش از سفتی تحت تاثیر قرار داده
است. در شرایط مرزي با آزادي و این امر باعث افزایش در فرکانس پایه شده 

ث کاهش در اندازه فرکانس پایه ، افزایش شعاع سوراخ باعCFFFبیشتر نظیر 
رسد در این حالت، سفتی صفحه بیش از جرم است. بنابراین به نظر میشده 

آن تحت تاثیر قرارگرفته و نسبت سفتی به جرم کاهش یافته است. کواك و 
که طورياي را مشاهده کردند. بهنیز در نتایج کار خود روند مشابه]12[هان 

ها، در ي صفحه مربعی مورد بررسی آنبا افزایش شعاع سوراخ، فرکانس پایه
کاهش یافت.FFFFافزایش و در شرط مرزي CCCCشرط مرزي 

صفحه مستطیلی از جنس ماده با تابع هدفمند- 2- 5-3
ا تابع هدفمند از دو فاز فلز و سرامیک ساخته فرض شده که صفحه با ماده ب

است.آورده شده1است. خواص مواد مذکور در جدول شده 
است. با صفر در نظر گرفته شده 41کسر حجمی فلز به صورت رابطه 

هاي کسر حجمی، فاز فلز خالص بدست خواهد آمد. با صفر بودن همه توان
ترتیب در دو و یک جهت بودن یک یا دو توان کسر حجمی، صفحه به 

، کسر حجمی فلزzوx ،yهدفمند خواهد شد. با افزایش مختصات در جهات 
سرامیک 3و 2که وجه بالایی صفحه و وجوه طوريکاهش خواهد یافت. به

خالص است. بنابراین، این ترکیب از مواد براي مواردي که وجوه بالاي صفحه
گیرد مناسبدماي بالا قرار میهاي بایا دو وجه جانبی مجاور در محیط

است.
بعد براي صفحه بدون سوراخ با تغییر توان فرکانس پایه بی4در شکل 

است. براي شش شرط مرزي مختلف آورده شده zکسر حجمی در جهت 
الف برابر صفر و در شکل - 4در شکل yو xهاي کسر حجمی در جهاتتوان

ب -4الف و -4طور که در شکل است. هماندر نظر گرفته شده5ب برابر - 4
شود، در هر شش شرط مرزي، افزایش توان کسر حجمی در مشاهده می

(در هر فرکانس پایه را افزایش میzجهت  دهد. افزایش توان کسر حجمی 
شود. ي صفحه میجهت دلخواه) باعث افزایش میزان جزء سرامیک سازنده

افزایش جرم صفحه است. با بررسی نتیجه این امر افزایش سفتی و نیز 
رسد همواره افزایش توان کسر حجمی، نسبت سفتی به نمودارها به نظر می

دهد. البته میزان و در نتیجه فرکانس را افزایش میجرم صفحه 
هاي کسرافزایش این نسبت، به شرط مرزي صفحه و همچنین اندازه توان

×)بعد صفحه بدون سوراخ همگن با شش شرط مرزي مختلفهاي پایه بیهمگرایی و مقایسه فرکانس2جدول ℎ )

	هاتعداد گرهروش
				 				

CCCCSSSSSCSCSSSFSFSFCFFF	

3917678/93258/48867/90850/15469/9407/3حاضر
31019	998/91	098/48363/89768/15399/9401/3
31121	828/91	474/47113/89593/15325/9362/3
31223	617/91	253/47936/88482/15286/9365/3

895/90830/47363/88702/15363/9391/3آباکوس
482/91523/48897/88916/15576/9437/3]20[شیا و همکاران

∗ =
ℎ

12(1 − )

بالاوجهی از نمايهاي زمینه ششصفحه و سلول3شکل 

	نقاط گوسی یک سلول زمینه 
	مکعبی
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ب - 4الف و -4هاي حجمی در دو جهت دیگر بستگی دارد. با مقایسه شکل
5برابر yو x	هاي کسر حجمی در جهاتکه توانشود، در حالتیمشاهده می

=که باشد، نسبت به حالتی = است، فرکانس پایه مقدار بزرگتري 0
=تر بودن جزء سرامیک در حالت دلیل بیشدارد. این امر به = و در 5

دهد. همچنین براي شرایط مرزي نتیجه افزایش نسبت سفتی به جرم رخ می
فرکانس پایه در حالت ، با تغییرات SCSCو CCCCمقیدتر مثل 

= = =نسبت به حالت 0 = کند. و با سرعت بیشتري تغییر می5
=اصولا در حالت  = براي تمام شرایط مرزي، با افزایش توان کسر 5

دهد و ازه فرکانس پایه رخ نمیتغییر محسوسی در اندzحجمی در جهت 
طور که ذکر شد میزان افزایش فرکانس پایه بسیار اندك است. بنابراین همان

، به شرط میزان افزایش فرکانس پایه با افزایش توان کسر حجمی در جهت 
هاي کسر حجمی در دو جهت دیگر مرزي صفحه و همچنین اندازه توان

متر نیز روندي 5/1و 1هاي با شعاعداربستگی دارد. براي صفحات سوراخ
مشابه آنچه درباره صفحه بدون سوراخ در دو حالت الف و ب ذکر شد مشاهده 

).6و 5شود(شکل می
، zزمان تاثیر تغییرات توان کسر حجمی در جهت همطوربه، 7در شکل 

بعد هاي پایه بیهاي مختلف سوراخ، بر فرکانسشرایط مرزي مختلف و شعاع
برابر صفر yو xهاي کسر حجمی در جهات است. تواننشان داده شده صفحه 

۴، مشابه آنچه در جدول CCCCدر شرط مرزي 	است. به ازاي تمام مقادیر 
براي صفحه همگن در این شرط مرزي آورده شد، با افزایش شعاع سوراخ 

نیز، SFSFو SSSSهمچنین براي شرایط مرزي یابد.فرکانس پایه افزایش می
هاي کسر حجمی مختلف، روند تغییر فرکانس با افزایش شعاع سوراخ، در توان

مشابه روند مربوط به صفحه همگن است.
در نظر گرفته 5برابر yو xهاي کسر حجمی در جهاتتوان8در شکل 

ذکر شد مشاهده 7اند. در این حالت نیز روندي مشابه آنچه در شکل شده
که در تمام شرایط مرزي، سرعت تغییرات فرکانس با شود. با این تفاوتمی

ها در تمام شرایط مرزي افزایش توان کسر حجمی کمتر است. و فرکانس
=نسبت به  = مقدار بزرگتري دارند.0

	گیرينتیجه- 6
در کار حاضر تحلیل فرکانسی صفحه مستطیلی نسبتا ضخیم با در نظر گرفتن 

بعدي الاستیسیته و روش حل استفاده از تئوري سهاي با اثر سوراخ دایره
اي ارائه شده است. جنس صفحه، یابی شعاعی نقطهعددي بدون المان با میان

ماده با تابع هدفمند متشکل از دو فاز فلز و سرامیک بوده که خواص آن با 
هايکند. تاثیر شعاعتاناکا در سه جهت تغییر می- استفاده از مدل موري

دار بعد صفحه سوراخهاي پایه بیمگرایی و مقایسه فرکانسه3جدول

×)(CCCCبراي شرط مرزي  ℎ )(	

روششعاع (متر)
ها اطراف تعداد گره

سوراخ
5/0 4711/92حاضر	

5055/91
6107/92
7850/91
8821/91
9286/91
10951/90

273/91آباکوس
11266/97حاضر1

12509/96
13468/97
14076/97
15251/96
16451/97

356/98آباکوس
16121/106حاضر5/1

17846/102
18341/103
19498/104
20105/101
21903/103

030/108آباکوس

- فرکانسهاي کسر حجمی مختلف روي مختلف سوراخ، شرایط مرزي و توان
هاي طبیعی صفحه بررسی شد. مشاهده شد که نحوه تغییر فرکانس پایه با 
تغییر شعاع سوراخ، به شرط مرزي صفحه بستگی دارد. چگونگی تغییر 

هاي کسر حجمی در قالب نمودارهایی ارائه و هاي پایه با افزایش توانفرکانس
ختلف ها و شرایط مرزي مبحث شد. افزایش توان کسر حجمی در شعاع

دهد. مشاهده شد که میزان این افزایش به شرط فرکانس پایه را افزایش می
هاي کسر حجمی در دو جهت دیگر بستگی مرزي صفحه و نیز اندازه توان

افزار دارد. مقایسه نتایج حاصل با نتایج موجود و نیز نتایج حاصل از نرم
دهنده دقت بالاي کار حاضر است.آباکوس، نشان

×)ها و شرایط مرزي مختلف (دار با شعاعبعد صفحه سوراخهاي پایه بیمقایسه فرکانس4جدول ℎ )(
CCCCSSSSSCSCSSSFSFSFCFFFشعاع (متر)	روش

0828/91474/47113/89593/15325/9362/3حاضر
5/0	107/92039/46366/89423/15869/8318/3

1076/97835/44	784/92460/15532/8229/3
5/1341/103951/47983/96771/15968/7072/3

391/3	0895/90830/47363/88702/15363/9آباکوس
5/0373/91863/46576/88716/15219/9377/3

1356/98576/46951/93833/15875/8317/3
5/1030/108116/49357/100208/16390/8164/3	

∗ =
ℎ

12(1 − )	
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=الف) zتغییرات فرکانس پایه بی بعد صفحه هدفمند با تغییر توان کسر حجمی در جهت 4شکل  = =ب) 0 = 5

=الف) zمتر با تغییر توان کسر حجمی در جهت 1تغییرات فرکانس پایه بی بعد صفحه هدفمند با سوراخ مرکزي به شعاع 5شکل  = =ب) 0 = 5

=الف) zمتربا تغییر توان کسر حجمی در جهت 5/1تغییرات فرکانس پایه بی بعد صفحه هدفمند با سوراخ مرکزي به شعاع 6شکل  = =ب) 0 = 5
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شعاع مختلف سوراخ با تغییر 3شرط مرزي و 3فرکانس پایه بی بعد براي 7شکل 
=، zتوان کسر حجمی در جهت  = 0

شعاع مختلف سوراخ با 3شرط مرزي و 3فرکانس پایه بی بعد براي 8شکل 
=، zتغییر توان کسر حجمی در جهت  = 5
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