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 Parallel mechanisms are widely being used in industrial applications such as machine tool, 
metrology, earthquake simulator, fly simulator, medical equipment and etc. These mechanisms 
have some limitations like having erratic workspace, singular points in the workspace and 
complexity of control systems. These limitations should be studied for suitable usage of parallel 
mechanisms. In this article, a four degree of freedom parallel mechanism (three linear and one 
rotation degrees of freedoms) is proposed as machine tool and being studied and its workspace 
and singularity analysis are done by solving the kinematic relations and using Matlab software. 
So, at first the inverse and direct kinematic equations of mechanism were solved and then an 
algorithm is used to determine the workspace and singular points of proposed parallel 
mechanism. Finally, to investigate the results of workspace analysis the structure has been 
modeled in Solidworks software and the inverse kinematic relation and the obtained workspace 
have been validated using the simulation. At the last, to investigate the quality of robot 
performance and its dexterity in workspace, global condition index of mechanism using Jacobean 
matrix is calculated for different orientations of moving platform. 
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  مقدمه - 1
ارتباط بین محرکۀ  که هستند هایی مکانیزم اي از دسته موازي، هاي ربات

نهایی یا سکوي متحرك آن با سکوي ثابت از طریق چندین پایه که طول آنها 
 با مقایسه در ها این مکانیزم. شود پذیر می باشد امکان ثابت یا متغیر می

 به بار نسبت بیشتر، و دقت سفتی همچون هاییمزیت داراي سري هاي باتر
 همچون هایی محدودیت ولی. هستند بهتر دینامیکی مانورپذیري و بیشتر وزن

 این ضعف نقاط جمله از کاري فضاي در تکین نقاط وجود کمتر و کاريفضاي

و  ديبن ترکیب لحاظ از موازي هاي مکانیزم. شودمی محسوب ها مکانیزم
 تقسیم متغیر طول با پایه و ثابت طول با پایه نوع دو به حرکتی ساختار

این مقاله، از نوع ربات با طول پایه  در مکانیزم مورد بررسی]. 1[شوند  می
 یک به انتهایی ها در قسمت ها هریک از پایه در این نوع مکانیزم. ثابت است

و  حرکتند در راهنماهایی روي نیز بر ها لغزنده خود و هستند متصل لغزنده
در . شود تأمین می دورانی یا خطی نیروي محرکۀ آنها توسط عملگرهاي

مزیت این . قسمت بعدي، مکانیزم پیشنهادي به طور کامل معرفی خواهد شد
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هایی با طول پایۀ متغیر، سفتی بالاتر آنها  ها نسبت به مکانیزم نوع مکانیزم
 قابل نقاط توسط که است اي بسته جمهاي موازي ح کاري مکانیزمفضاي. است

شکل این ناحیه در  .آید می بدست ربات و یا ماشین انتهایی موضع دسترس
هاي موازي نامنظم و پیچیده بوده و هیچ محور ثابت و متعامدي در آنها  ربات

 قیدهاي و یا ها پارامتر به وسیلۀ موازي هاي ربات کاريفضاي. وجود ندارد
 قیدهاي چرخشی، زوایاي حدود ها، پایه طول یرتغی حدود سینماتیکی،

 قطعات تقاطع از ممانعت براي لازم قیدهاي سایر و ها پایه تقاطع از جلوگیري
هاي بدست آوردن یکی از مؤثرترین روش .]2،3[شود مشخص می اضافی
در این روش فضاي کاري با انتخاب یک . کاري، روش گسسته استفضاي

ارتزین یا قطبی و سپس بررسی آنها که آیا محدوده نقاط در مختصات ک
در این روش امکان در . آیدکنند یا نه بدست می قیدهاي ذکر شده را نقض می

کاري از طرفی دقت فضاي. نظر گرفتن تمامی قیود مکانیکی وجود دارد
شده بستگی به تعداد نقاط دارد و با بالا رفتن تعداد نقاط زمان انجام  تعیین

در این مقاله براي پیدا کردن فضاي کاري  ].4،6[می شود محاسبات بیشتر 
 از یکی. ربات موازي پیشنهاد شده، از روش یاد شده استفاده شده است

کاري آنها موازي، وجود نقاط تکین در فضاي هاي مکانیزم مهم هاي محدودیت
هاي موازي نیز مطالعات  براي پیدا کردن نقاط تکین در مکانیزم. باشد می

هاي موازي  مطالعات در زمینه تکینگی مکانیزم. است  صورت گرفته متعددي
با استفاده از تئوري پیچی و با معرفی دو نوع آرایش تکینگی شامل آرایش 

برخی از ]. 7،8[ثابت و تخمینی توسط برخی محققین انجام گرفته است 
اند کاري از هندسه خطی گراسمن استفاده نمودهمحققان براي یافتن فضاي

هاي موازي نیز با تعریف ماتریس ژاکوبین و  تحلیل تکینگی مکانیزم]. 9،10[
هاي مفصلی، با معرفی سه نوع تکینگی روابط بین سکوي متحرك و محرکه

شامل تکینگی مستقیم، معکوس و ترکیبی چند نفر از محققان انجام شده 
  ].11،12[است 

م مکانیزم در این مقاله ابتدا محاسبات سینماتیک معکوس و مستقی
هاي دیگر آن است انجام شده و سپس توسط  پیشنهادي که مقدمۀ انجام تحلیل

کاري این ، به محاسبۀ فضاي1لب افزار متالگوریتم جستجوي گسسته در نرم
تحلیل ] 11[در ادامه با استفاده از روش گاسلین . مکانیزم پرداخته شده است

سازي سه بعدي انجام  روش شبیه تکینگی صورت گرفته و در نهایت با استفاده از
 .گذاري شده است  ، محاسبات انجام شده صحه2افزار سالیدورکسشده در نرم

  

  
  ساختار مکانیزم پیشنهادي 1شکل 

                                                                                                                                           
1- Matlab  
2- Solidworks 

  معرفی مکانیزم موازي پیشنهادي - 2
  .نشان داده شده است 1ساختار مکانیزم مورد تحلیل در این مقاله در شکل 

ددي توسط محققان مختلف پیشنهاد و هاي موازي متع تاکنون مکانیزم
در یک بررسی جامع ] 13[مطالعه قرار گرفته است لیو و همکارانش  مورد

هاي سینماتیکی، فضاي  هاي موازي متعددي را بدون انجام تحلیل مکانیزم
تواند را که می 3هاي موازي نگارکاري و غیره مورد بررسی قرار داده و پایه

مطالعات . هاي موازي شود را معرفی نمودند نیزمهاي تکی مکاجایگزین پایه
هاي جدید مورد  آنها به عنوان یک راهنماي ارزشمند براي طراحی مکانیزم

در این مقاله نیز با توجه به مزایاي بکارگیري . گیرداستفاده طراحان قرار می
 هاي موازي، مکانیزم پیشنهادي براي اولین بار هاي موازي نگار در مکانیزمپایه

به این شکل طراحی و روابط سینماتیکی و فضاي کاري و نقاط تکین آن مورد 
  .مطالعه قرار گرفته است

 سکوي یک ثابت، یک بدنۀ شامل بررسی در این مقاله، تحت مکانیزم
 بدنه به را متحرك سکوي که باشد می ثابت طول با  پایه عدد چهار و متحرك

ی که روي بدنه دستگاه نصب شده چهار ریل کشوی به وسیلۀ. نمایندمی متصل
مکانیزم پیشنهادي از چهار . هاي ثابت محقق شده استامکان حرکت پایه

و دو زنجیره  PUUزنجیره سینماتیکی تشکیل شده است که دو زنجیرة 
PUUR ها مفصل کشویی حرکت خود را از در هر یک از این زنجیره. باشندمی

تبدیل حرکت دورانی موتور به حرکت  اسکرو و بااسکرو و مهره بالطریق بال
در این مکانیزم از دو میله در هر پایه استفاده شده تا . آوردخطی به دست می

ها از طریق مفاصل یونیورسال به کشویی و پایه. ها مضاعف شودسفتی پایه
، مفاصل یونیورسال PUURهاي در زنجیره. شوندسکوي متحرك متصل می

این ). B4و  B2نقاط (اند ي متحرك متصل شدهتوسط مفصل دورانی به سکو
شوند که سکو در این دو مفصل دورانی در دو طرف سکوي متحرك باعث می

دو نقطه علاوه بر دو جهت دورانی مفاصل یونیورسال حرکت دورانی سوم نیز 
  .دوران نماید Xداشته باشد و سکو بتواند حول محور 

  بررسی درجات آزادي مکانیزم - 3
هاي سنتی  توان از روشهاي موازي می ا کردن درجات آزادي مکانیزمبراي پید

 هاي جدیدتري هم که از تئوري ولی روش. استفاده کرد 4نظیر روش گروبلر
تر و قابل اعتمادتري دارند که براي  هاي دقیق کنند جواباستفاده می 5پیچواره

شده است  ها استفاده محاسبۀ درجات آزادي مکانیزم این مقاله از آن روش
توان مفاصل موجود در مکانیزم را به بر اساس تئوري پیچواره می]. 14[

) 핊 و 핊( 6هایی فرض کرد و با استفاده از مختصات پلوکرصورت پیچواره
  .نشان داد) 2(و ) 1(مطابق روابط 

)1(  핊 = [퐿	푀	푁	푃	푄	푅] 

ستون سه اي و اویهنشان دهنده سرعت ز) 푁	푀	퐿(سه ستون اول این ماتریس 
به مبدا  مفصل مورد نظر نسبت) 푅	푄	푃	( آخر نشان دهندة سرعت خطی

  .شودتعریف می) 2(به صورت رابطۀ  핊 به طور مشابه. باشدمختصات انتخابی می
)2(  핊 = [퐿 	푀 		푁 		푃 	푄 	푅 ] 

퐿(سه ستون اول این ماتریس  	푀 	푁 ( بیان کننده نیروها و سه ستون آخر
)푃 	푄 	푅 (هاي متحمل شده توسط مفصل مورد بررسی در بیان کننده ممان

گویند هرگاه را متقابل می핊 و 핊 دو پیچواره. باشدمبدا مختصات انتخابی می
  .ارضا شود) 3(شرط رابطۀ 

                                                                                                                                           
3- Parallelogram 
4- Grubler 
5- Screw Theory 
6- Pluker 
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  انیزمزنجیره سینماتیکی مک 2شکل 

  
  مفصل یونیورسال 3شکل 

)3(  퐿푃 + 푀푄 + 푁푅 + 푃퐿 + 푄푀 + 푅푁 = 0 

핊توان به صورت شرط ذکر شده را می ∙ 핊 = نشان ) (که . هم نشان داد 0
براي یافتن درجه آزادي مکانیزم به ترتیب . باشدمی 1دهندة ضرب معکوس

  :شودراحل زیر عمل میم
تمامی مفاصل موجود در یک زنجیره سینماتیکی انتخابی به صورت پیچواره  -

  .گیرندنشان داده می شوند و همگی آنها در یک ماتریس قرار می
هاي ماتریس به دست آمده متقابل باشد، اي را که بر تمامی پیچوارهپیچواره -

  .شودانتخاب می
هاي هاي سینماتیکی انجام شده و پیچوارهجیرهمراحل فوق براي همۀ زن -

متقابل به دست آمده براي هر زنجیره در یک ماتریس به عنوان ماتریس 
  .شودقرار داده می 핊هاي متقابلپیچواره

  .محاسبه می شود 핊ماتریس 2مرتبه -
  ].14[آید به دست می) 4(درجۀ آزادي مکانیزم طبق فرمول  -
)4(  퐹 = 6 − Rank(핊 ) 

هاي مفاصل موجود در زنجیرة سینماتیکی اول در به عنوان نمونه، پیچواره
مطابق مبدا مختصات محلی نشان داده شده . اندمکانیزم مورد بررسی قرار گرفته

  ).핊( حرکت خطی کند Xتواند در راستاي محور می 1P، مفصل 2در شکل 
آنها  ورسال از دو مفصل دورانی تشکیل شده است که یکی ازمفصل یونی

                                                                                                                                           
1- Reciprocal Product 
2- Rank 

 Z هم حول محور و مفصل دیگر) 핊( حرکت چرخشی دارد Xحول محور 
  ).3شکل () 핊( کنددوران می

) 5(هاي مربوط به مفاصل ذکر شده به شکل روابط  بدین ترتیب پیچواره
  .شوندتعریف می) 7(تا 
)5(  핊 = (0	0	0	; 1	0	0) 

)6(  핊 = (sin 훼  − cos 훼 	0	; 0	0	0) 

)7(  핊 = (0	0	1	; 0	0	0) 

بدست ) 8(مختصات مفصل یونیورسال متصل به سکوي متحرك مطابق رابطۀ 
  .آیدمی

)8(  퐵 = (푙 cos훽 cos훼 , 푙 cos훽 sin 훼 , 푙 sin 훽 ) 

 هاي موجود در مفصل یونیورسالپیچواره. باشدطول پایه می lدر رابطۀ فوق 

1Bاي داراي حرکت خطی نسبت به مبدا مختصات  ، علاوه بر حرکت زاویه
  .شوند نشان داده می) 10(و ) 9(محلی هستند و به صورت روابط 

)9(  핊 = (핊 	;	푟 × 핊 	) , 핊 = (sin 훼 	−cos훼 	0	) 

)10(  핊 = (핊 	;	푟 × 핊 	) , 핊 = (0	0	1	) 

باشد و روابط فوق بردار متصل کنندة دو مفصل به هم می 푟که در این روابط 
  .شودتبدیل می) 12(و ) 11(سازي به شکل روابط پس از ساده

)11(  핊 = (핊  ;  푙 cos 훽 cos훼 	푙 sin 훽 sin 훼 	 − 푙 cos 훽 ) 

)12(  핊 = (0	0	1; 	푙 cos훽 sin 훼 	− 푙 cos훽 cos훼 	0) 

  .است) 13(ماتریس پیچواره زنجیره سینماتیکی مورد بررسی به صورت رابطۀ 
)13(  핊 = [핊  핊 	핊 	핊 	핊 ]  

 زنجیره، هر متقابل پیچواره یافتن و سینماتیکی هاي زنجیره تمامی بررسی با
  .آیدمی دست به )14(رابطۀ  شکل به مکانیزم متقابل کل پیچواره ماتریس

)14(  
핊 =

0 0 0
0 0 0
0
0

0
0

0
0

	

cos훼
cos훼
cos훼
cos훼

	

sin 훼
sin 훼
sin 훼
sin 훼

	
0
0
0
0

 

 که حالاتی در مگر است دو برابر آمده دست به ماتریس مرتبه کلی حالت در
 برابر مقدار این صورت این در که گیرد قرار تکین نقاط در سکوي متحرك

  .آید می دست به زیر صورت به مکانیزم آزادي درجه. بود خواهد یک
퐹 = 6 − Rank(핊 ) = 6 − 2 = 4 

  محاسبات سینماتیکی مکانیزم - 4
براي تحلیل تکینگی و فضاي کاري مکانیزم مورد مطالعه، ابتدا روابط 
سینماتیک معکوس موقعیت و سرعت و سینماتیک مستقیم موقعیت آن در 

 اجزاء یحرکت روابط ها تحلیل در واقع در این. این مقاله استحصال شده است
 اجزاء بر وارد به نیروهاي آن که بدون گیرند،می قرار مطالعه و بررسی مورد

  .شود توجهی

  سینماتیک معکوس موقعیت -4-1
 طولی و برداري موقعیت به یابی دست هدف موقعیت، معکوس سینماتیک در
 سکوي اي مکانی و زاویه موقعیت بودن با مشخص پایه، چهار از یک هر

سینماتیک  4در شکل  .باشدمرجع می چارچوب یک به نسبت متحرك
 }P{چارچوب  در متحرك هاي مکانیزم که در آن سکوي حرکتی یکی از پایه

  .باشد، نشان داده شده است می }O{چارچوب  در ثابت سکوي و
 مرجع چارچوب در پایه به متحرك سکوي امین اتصالiمفصلی  نقطۀ اگر

}P{ بردار با 푏	مختصات باشد، هشد مشخص 푞	مرجع  چارچوب در}O{ به 
  :آیدمی بدست زیر ترتیب

)15(  푞 = 푝	 + 푅 푏	  

Z

X

Y
1

1B

1P

X

Y


1P

1B

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
93

.1
4.

8.
1.

4 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
e.

m
od

ar
es

.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-0

4-
17

 ]
 

                               3 / 9

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1393.14.8.1.4
https://mme.modares.ac.ir/article-15-998-fa.html


    
  خواه محبوب نیما جعفرزاده و مهران  آزادي درجه چهار موازي ربات تکین نقاط و کاري فضاي تحلیل و طراحی

 

  31  8شماره  ،14، دوره 1393آبان مهندسی مکانیک مدرس، 
 

 
 هاي مکانیزم پیشنهادي سینماتیک حرکتی یکی از پایه 4شکل 

و  }O{چارچوب  به نسبت متحرك سکوي نقطۀ وسط ، موقعیت این رابطه در
به طوري که قبلاً گفته شد تنها امکان دوران  .باشددوران می ماتریس نیز

وجود دارد، ماتریس  휑 وجود دارد، با زاویۀ Xسکوي متحرك حول محور 
  :به صورت زیر خواهد بود }O{نسبت به  }P{دوران دستگاه مختصات

)16(  푅 = 푅 =
1 0 0
0 cos휑 −sin 휑
0 sin 휑 cos휑

 

  :توان نوشتمی 4شکل  مطابق
)17(  퐿 = 푑 푑 + 푙 푙  

 یکّۀ و بردار امi جابجایی عملگر ام در راستاي،iپایۀ  یکۀّ این رابطه، بردار در
  .باشد می امi و طول پایۀ راستاي ام درi کشویی

  :به ترتیب زیر است) 18(محاسبه بردار طبق رابطۀ 
)18(  퐿 = 푞 − 푎  

دهندة مختصات نقاط  نیز نشان 푞 بیانگر شعاع سکوي ثابت و 푎در این رابطه 
  .باشد مفصلی سکوي متحرك نسبت به دستگاه مختصات ثابت می

  .آید بدست می) 19(، رابطۀ )18(با نرم گرفتن از طرفین رابطۀ 
)19(  |퐿 − 푑 푑 | = |푙푙 | 

  :شود رسانده می 2ن رابطۀ بالا به توان طرفی
)20(  |퐿 − 푑 푑 | = 푙  

  .آید بدست می) 21(در نهایت پس از جذرگیري و جابجایی، رابطه 
)21(  푑 = 퐿 푑 ± 퐿 푑 − 퐿 퐿 + 푙  

ها با مشخص  ات طول پایهشود براي محاسبۀ تغییر طور که مشاهده می همان
هاي  با بررسی جواب. بودن مختصات سکوي متحرك، دو جواب وجود دارد

فقط ریشۀ منفی رادیکال منجر به رسیدن به جواب منطقی و مورد  ممکن،
  :شود تبدیل می) 22(شود و معادلۀ نهایی به شکل رابطۀ  قبول این مسأله می

)22(  푑 = 퐿 푑 − 퐿 푑 − 퐿 퐿 + 푙  

  سینماتیک مستقیم موقعیت - 4-2
 اي زاویه گیري و جهت کارتزین موقعیت محاسبۀ مستقیم، سینماتیک  مسألۀ
براي . باشد می ها پایه جابجایی ي شده داده مقادیر به نسبت متحرك سکوي

-وتنتوان یک تابع خطا تعریف و از روش تکرار نیحل سینماتیک مستقیم می
توان از روش همچنین می. رافسون مسأله سینماتیک مستقیم را حل کرد

تحلیلی استفاده کرد که در حل سینماتیک مستقیم ربات این مقاله از روش 
روش برآیند یک روش براي حذف یک یا چند . استفاده شده است 1برآیند

مامی متغیر از یک دستگاه می باشد به طوري که معادله نهایی حاصله اثر ت
با استفاده از این روش یک عبارت ریاضی تک . معادلات را در بر خواهد داشت

                                                                                                                                           
1- Resultant Method 

هاي مسأله سینماتیک مستقیم  آید که شامل تمامی جواب متغیره به دست می
به صورت زیر  مختصات نقاط و 4با توجه به شکل ]. 15[ربات موازي است 

  :باشندمی

  :دشونتعریف می) 24(رابطۀ متغیرهاي استفاده شده به ترتیب ) 23(در رابطۀ 

)24(  퐸 =
1 0 −1
0 1 0
−1 0 1

  
0
−1
0

 

  :توان نوشتمی 4باتوجه به شکل 
)25(  ‖퐶 퐵 ‖ = 푙  

  .آیدبه دست می) 26(اي به صورت رابطۀ در نتیجه براي هر پایه معادله

)26(  

(푝 + 푏 퐸 cos휃 − 푎 퐸 + 퐸 푑 cos훼 )  
+ 푝 + 푏 퐸 − 푎 퐸 + 퐸 푑 cos훼  
+(푝 + 푏 퐸 sin 휃 + 푑 sin 훼 ) = 푙  

  :آیدبدست می) 27(، رابطه )26(سازي مجدد معادلۀ با بسط و مرتب
)27(  퐴 푝 + 퐵 푝 + 퐶 푝 + 퐷 + 퐸 = 0 

  .شودتعریف می) 28(متغیرهاي استفاده شده به ترتیب رابطۀ ) 27(در رابطۀ 

)28(  

퐴 = 2(푏 퐸 cos 휃 − 푎 퐸 + 퐸 푑 cos 훼 ) 
퐵 = 2(푏 퐸 − 푎 퐸 + 퐸 푑 cos훼 ) 
퐶 = 2(푏 퐸 sin 휃 + 푑 sin 훼 ) 
퐷 = (푏 퐸 cos휃 ) + (퐸 푑 cos훼 ) + 퐸 훼 + 퐸 푏

− 	2푏 퐸 cos휃 (푎 cos휃
−퐸 푑 cos훼 ) − 	2푎 퐸 	푑 cos훼
+ 	(퐸 푑 cos훼 ) − 2푎 푏 퐸
+ 2푏 퐸 푑 cos 훼 + 	(푏 퐸 sin 휃 )
− 2푎 퐸 푑 cos훼 + 	(푑 sin 훼 )
+ 	2푏 퐸 푑 sin 휃 sin 훼 − 푙 	퐸
= 푝 + 푝 + 푝  

به دست ) 29(براي چهار زنجیرة سینماتیکی، رابطۀ ) 26(با نوشتن رابطۀ 
  :آیدمی

)29(  ⎣
⎢
⎢
⎢
⎡퐴 퐵 퐶
퐴 퐵 퐶
퐴
퐴

퐵
퐵

퐶
퐶

	

퐷
퐷
퐷
퐷

	

퐸
퐸
퐸
퐸

	

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
	

푝
푝
푝
1
1

	

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
= 0 

توان یک معادله با با انتخاب سه معادله از چهار معادله دستگاه بالا، می
از معادلۀ  3با کم کردن معادله ردیف . بدست آورد 푝و  푝، 푝اي متغیره
آیند ، دو معادلۀ زیر به دست می2از معادلۀ ردیف  4و معادلۀ ردیف  2ردیف 

اي تک متغیره بر و براي به دست آوردن چندجمله 푝و  푝که براي حذف 
  .شونداستفاده می 푝حسب 

)30(  퐴 푝 + 퐵 푝 + 퐶 푝 + 퐷 = 0 

)31(  퐴 푝 + 퐵 푝 + 퐶 푝 + 퐷 = 0 

تعریف )32(متغیرهاي استفاده شده به ترتیب رابطۀ ) 31(و ) 30(در روابط 
  .شودمی

)32(  퐴 = 퐴 − 퐴 	, 퐵 = 퐵 − 퐵 	, 퐶 = 퐶 − 퐶  

) 33(به صورت روابط  zpبر حسب  ypو  xp، )31(و ) 30(با حل معادلات 
  .آیندبدست می) 34(و 

)33(  푝 =
Δ
Δ

푝 +
Δ
Δ

= 푒 푝 + 푒  

)34(  푝 =
Δ
Δ

푝 +
Δ
Δ

= 푒 푝 + 푒  

تعریف ) 35(متغیرهاي استفاده شده به ترتیب رابطۀ ) 34(و ) 33(در روابط 
  .شوندمی

)35(  
Δ = 퐴 퐵 − 퐴 퐵 	, 
Δ = 퐵 퐶 − 퐵 퐶 	,Δ = 퐵 퐷 − 퐵 퐷  
Δ = 퐴 퐶 − 퐴 퐶 	,Δ = 퐴 퐷 − 퐴 퐷  

)23(  퐶 =
퐸 (푎 − 푑 cos훼 )
퐸 (푎 − 푑 cos훼 )

−푑 sin 훼
 , 	퐵 =

푝 + 퐸 푏 cos휃
푝 + 퐸 푏

푝 + 퐸 푏 sin 휃
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، معادله )29(در معادلۀ سطر اول دستگاه ) 34(و ) 33(با جایگزینی معادلات 
  :آیدبه دست می) 36(درجۀ دوم 

)36(  휆 푝 + 휆 푝 + 휆 = 0 

  :هستند) 37(یرها به ترتیب رابطۀ متغ) 36(در رابطۀ 

)37(  
휆 = 푒 + 푒 + 1 
휆 = 2푒 푒 + 2푒 푒 + 퐴 푒 + 퐵 푒 + 퐶  
휆 = 푒 + 푒 + 퐴 푒 + 퐴 푒 + 퐷  

  .محاسبه کرد) 38(به صورت رابطۀ  را می توان zp، )36(از معادله 

)38(  푝 =
−휆 + 휌
2휆

	, 휌 = ± 휆 − 4휆 휆  

، معادلۀ )29(در سطر اول معادلۀ ) 37(و ) 34(، )33(با جایگزینی معادلۀ 
  .آیدبدست می) 39(
)39(  휌 − 2 휆 − 휆 휌 + 휆 − 2휆 휆 + 4휆 휆 = 0 

)40(  휆 = 2푒 푒 + 2푒 푒 + 퐴 푒 + 퐵 푒 + 퐶  

)41(  휆 = 푒 + 푒 + 퐴 푒 + 퐵 푒 + 퐷  

  .محاسبه کرد) 39(را می توان از رابطۀ  متغیر 

)42(  휌 = 휆 − 휆 ± 휆 − 4휆 휆  

  .آیدبدست می) 43(رابطۀ به ترتیب ) 42(و ) 38(با استفاده از روابط 

)43(  휆 − 휆 ± 휆 − 4휆 휆 = ± 휆 − 4휆 휆  

اي را ، یک معادلۀ چند جمله)43(با به توان دو رساندن هر دو طرف معادلۀ 
  :بدست آورد) 44( رابطۀشرح  توان بهمی

)44(  휆 [ 휆 − 휆 휆 휆 − 휆 휆 + 휆 휆 − 휆 ] 

  :)45( رابطۀ با استفاده از توابع مثلثاتی شناخته شده

)45(  cos휃 =
1 − tg ( )

1 + tg ( )
	 , sin 휃 =

2 tg( )

1 + tg ( )
 

tg(휃اي بر حسب تک متغیر به یک معادله چندجمله) 44(معادلۀ  2⁄ که  (
این به این معنی است که . شودشامل عبارات درجه دوازده است، تبدیل می

حالت مختلف براي یک مجموعه داده شده از  مکانیزم ممکن است دوازده
، )42(در معادلات  )45(با جایگزینی معادلۀ . ها داشته باشدموقعیت محرك

휌،푝 ، به ترتیب مقادیر)38(و ) 34(، )33( 	 ،푝   .توان بدست آورد را می 푝و  	

   سینماتیک معکوس سرعت -4-3
 سکوي دورانی و خطی هاي سرعت بودن مشخص فرض با تحلیل این در

 با. باشد می ها پایه خطی سرعت اندازة بردار و به یابی دست هدف متحرك،
) 46(رابطۀ  صورت به ام  i زنجیرة براي سینماتیکی حلقه 4شکل  به توجه

  .شود می نوشته
)46(  푝 + 푏 = 푎 + 푑 푑 + 푙푙  

 زمان به نسبت) 46(رابطۀ  از توان می ها آوردن رابطۀ سرعت پایه بدست براي
  .آید بدست می) 47(بدین ترتیب رابطۀ . گرفت مشتق

)47(  푋̇퐽 = 푑̇퐽  

باشند  به ترتیب ماتریس ژاکوبین مستقیم و معکوس می 퐽و  퐽 47در رابطه
  .آیند بدست می) 49(و ) 48(که از روابط 

퐽 = [푙 	, (푏 × 푙 ) ∙ 푖] ×  )48(  

퐽 =

푑 푙 0 0
0 푑 푙 0
0
0

0
0

푑 푙
0

	

0
0
0

푑 푙
 

)49( 
نیز سرعت خطی و دورانی سکوي  푋̇ها و  سرعت خطی پایه 푑̇، )47(در رابطۀ 

  .آیدبدست می) 5( رابطۀباشد که به ترتیب  متحرك می

)50(  푋̇ = [푉 	푊 ]  

 وبینژاک ماتریس هاي درایه بعدسازي بی - 4-4
هاي کیفیت فضاي کاري، معمولاً براي استفاده از ماتریس ژاکوبین در تحلیل

- بی جهت مختلفی هاي روش. شوندبعد میهاي ماتریس ژاکوبین بیدرایه
 محققان توسط موازي هاي ربات در ژاکوبین ماتریس هايدرایه بعدسازي

 ماتریس همکارانش و] 16[تندیرس  ،1992سال  در. است شده ارائه مختلف
 بعدبی طول، بعد با هايدرایه در مشخصه طول بکارگیري با را ژاکوبین
 کارگیري به روش پیشبرد و اصلاح ضمن] 17[ دانیالی و حسینی. نمودند

نیز  مقاله این در. دادند ارائه را وزندار ضریب از استفاده روش مشخصه، طول
 تقسیم با منظور، نبدی. است شده عمل ]17[سازي مشابه مرجع بعدبراي بی

سکوي  ايزاویه سرعت به مربوط که ژاکوبین ماتریس چهارم ستون هايدرایه
 منظور به. گیردمی صورت سازيبعدبی ،)b(آن  شعاع براندازه است متحرك

 هاسرعت بردار در ضریب این معکوس است لازم معادلات، ابعادي تعادل حفظ
 صورت به) 47( رابطۀ از حاصل ژاکوبین ماتریس سازيبعدبی. داعمال شو نیز

  .شودمی انجام) 51( رابطۀ

)51(  ⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
푙 푙 푙
푙 푙 푙
푙
푙

푙
푙

푙
푙

	

((푏 × 푙 ) ∙ 푖) 푏⁄
((푏 × 푙 ) ∙ 푖) 푏⁄
((푏 × 푙 ) ∙ 푖) 푏⁄
((푏 × 푙 ) ∙ 푖) 푏⁄ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
	

푉
푉
푉
푏휔

= 푑̇퐽  

  کاريفضاي سازيمدل و تحلیل - 5
 ه،شیو این در. است جستجو ازالگوریتم استفاده روش مقاله، این در شده ارائه روش
 سپس صحت و کندمی جاروب را ماشین کاريفضاي تمام جستجو الگوریتم یک

-فضاي داخل در نقطه آن قرارگیري بر مبنی را کاري فضاي این نقاط از کدام هر
 دست به موازي ابزارماشین فیزیکی قیود یا ها محدودیت کردن چک با کاري،

 متحرك سکوي ه ابتداک است اساس بر این الگوریتم این کاري مبناي. دهد می

 کند،می جاروب ماشین را کلی مختصات نقاط تک تک )ماشین انتهایی موضع(

 حل از بعد و گیرد می قرار مختلفی هاي موقعیت در ترتیب به متحرك سکوي یعنی

 و بدست) متحرك سکوي جهت و مشخص بودن موقعیت با(معکوس  سینماتیک

نشود،  نقض فیزیکی هاي محدودیت از یک هیچ صورتی که در ها پایه طول آوردن
- فضاي داخل آمده و به عنوان مختصات بدست متحرك کلی سکوي مختصات

 با تقسیم فضاي کاري به کردن جاروب عملیات. شود ماشین محسوب می کاري

 تمام اینکه از و بعد شده آغاز ثابت از هم zفواصل  با افقی مقاطع یا x-yصفحات 

 این. شود می شروع بعدي صفحۀ جاروب یاتعمل شد، صفحه جاروب یک نقاط

 صورت این به. شود می اي اجرا استوانه- قطبی مختصات سیستم پایۀ بر الگوریتم

 پارامتر θstepشعاع،  تغییرات پارامتر rstepتغییرات زاویه ابزارگیر،  پارامترβstepکه 

 در جوجست شروع. باشد می ارتفاع پارامتر تغییراتZstepزاویۀ چرخش و  تغییرات

(نقطۀ  از مختصات قطبی 0r،  اي خاص براي ابزارگیر  و به ازاي زاویه) 0
شروع و بررسی تمامی زوایاي ممکن قرارگیري ابزارگیر  از بعد. پذیرد می صورت

 هتج در و rشعاع  امتداد در نسبت به افق به ازاي نقطه مورد بررسی، جستجو

휃جهت  در یعنی Xمحور  مثبت =  امتداد این پرش در مقدار که یابد ادامه می 0

 کردن پیدا تا حرکت و جستجو این و شود می معین کاربر توسط کار ابتداي در
-فضاي لبۀ نقطۀ انتخاب مبناي .یابد می ادامه کاريفضاي لبۀ نقاط یا محدوده

 نقض را فیزیکی هاي ودیتمحد از کدام هیچ که است اي  نقطه آخرین کاري،
 مقداري به توجه با 휃 زاویۀ کاري،فضاي لبۀ در واقع نقطۀ به رسیدن از بعد. نکند

 جستجو براي جدید امتداد یک و یابد می تغییر است، شده تعیین کاربر توسط که
  . آید می بدست
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  33  8شماره  ،14، دوره 1393آبان مهندسی مکانیک مدرس، 
 

  
  مفصل کشویی و پایه بین زاویۀ 5شکل 

  
  هاکناره به ها پایه حرکت مجاز مقدار 6شکل 

 
  X محور حول متحرك سکوي دوران مجاز مقدار 7شکل 

휃زاویۀ  به رسیدن تا 휃 زاویۀ افزایش =  این به رسیدن با. یابد می ادامه 360°
 بنابراین است رسیده اتمام به معین z با صفحه آن در جستجو عملیات زاویه،

 تا کند ییرتغ است شده معین کاربر طرف از که اي اندازه به z ارتفاع باید
. شود تکرار نیز صفحه این در قبلی، صفحۀ در شده انجام جستجوي عملیات

 نقطه براي مختلف زوایاي ازاي به مفاصل زوایاي ها و پایه طول یافتن از پس
قیدها،  این نقض عدم صورت در دستگاه، مکانیکی قیدهاي بررسی و نظر مورد
 یعنی ورودي پارامتر چهار , , ,X Y Z  به دیگر عبارت به .شودمی ذخیره 
 متحرك سکوي دوران براي مجاز زوایاي مشخص، تمامی نقطه یک ازاي

 Zstepو  rstep ،θstepمقادیر  کاهش یا و افزایش با تواندمی کاربر .شود می تعیین
 .کند تعیین را آمده کاري بدست فضاي دقت مقدار

شوند  مکانیزم بررسی میهاي فیزیکی که در این  قیدها و محدودیت
ها، زوایاي مفاصل یونیورسال و میزان دوران شامل محدودیت حرکتی پایه

ترتیب ذکر شده سرعت بررسی را بالاتر . باشد می Xسکوي متحرك حول محور
ها نقض شود، نقطۀ مورد بررسی  چنانچه هر کدام از این محدودیت. خواهد برد

  .جزء فضاي کاري قرار نخواهد گرفت

  هامحدودیت حرکتی پایه -5-1
 یک از کمتر در صورتی که میزان حرکت هر پایه در مفصل کشویی،

نقطه مورد بررسی  حداکثر باشد، مقدار یک از بیشتر و حداقل مقدار
رابطۀ  با توانمی را محدودیت این. داخل فضاي کاري قرار خواهد گرفت

  :کرد بیان) 52(
)52(  푑 ≤ |푑 | ≤ 푑  

  یونیورسال مفاصل زوایاي محدودیت -5-2
در مکانیزم تحت بررسی از مفاصل یونیورسال براي ایجاد حرکات دورانی 

این مفاصل داراي دو درجه آزادي هستند و مقدار مجاز . استفاده شده است
. دوران در این دو جهت باید با توجه به شرایط فیزیکی دستگاه تعیین شود

 پایه و ریل بین زاویه بحرانی نیز .اند ها با و نشان داده شده نماکزیمم این دورا
. نشان داده شده است 5این محدودیت در شکل  .است لحظه هر در دستگاه

مفصل کشویی بطوري  در طول واگن مختلف هايموقعیت ازاي به این زاویه
شرط لازم براي . آیدکه برخوردي بین پایه و ریل وجود نیاید بدست می

  :آید بدست می) 53(یري از برخورد پایه و ریل نیز از رابطۀ جلوگ
)53(  훾 ≥ 휃  

ها  این زاویه مقدار مجاز حرکت پایه. است 휃زاویۀ بعدي که باید بررسی شود 
 برابر زاویه این براي مجاز مقدار حداکثر). 6شکل (کند  ها را بیان می به کناره

  :گردی عبارت به. است درجه 30
)54(  휃 <

휋
6

 

 X محور حول متحرك سکوي دوران محدودیت -5-3
ها با سکوي متحرك به  محدودة این زاویه براي جلوگیري از برخورد پایه

  ):7شکل (تعریف شده است  55صورت رابطۀ 
)55(  −

휋
3
< 훽 <

휋
3

 

  .است شده  آورده جستجو الگوریتم به مربوط فلوچارت 8شکل  در
 کاري ربات مورد مطالعه به ازايمحدودة فضاي 11تا  9هاي  شکل در

  .زوایاي مختلف قرارگیري سکوي متحرك نسبت به افق نشان داده شده است

  کاريحجم فضاي - 6
. اي استفاده شده است کاري، از مختصات استوانه در الگوریتم محاسبۀ فضاي
  :شودن میبیا 56کاري به صورت رابطۀرابطۀ مربوط به حجم فضاي

)56(  푉 =
1
2
푟 Δ휃Δ푧 

 휃 و zکاري به ازاي عبارت است از شعاع نقطه مرزي فضاي 푟در رابطۀ بالا 
اند از تغییرات زاویه و تغییرات ارتفاع در به ترتیب عبارت 훥푧و훥휃مشخص 

ه مقادیر آنها ثابت بوده و توسط کاربر تعیین اي ک مختصات استوانه
  .شود می

 هیچ که اي است نقطه آخرین کاري، فضاي انتخاب نقطۀ مرزي مبناي
لازم به ذکر است که هر چقدر . نکند نقض را فیزیکی هاي محدودیت از کدام

تري داشته باشند، تعداد نقاط موجود روي مرز فضاي کاري  مقادیر کوچک
در شکل . آمده دقت بالاتري خواهد داشت نتیجه حجم بدست بیشتر بوده و در

کاري نشان داده شده فضاي تأثیر زاویۀ سکوي متحرك بر روي حجم 12
کاري مکانیزم شود با تغییر زاویۀ ابزارگیر فضايبطوري که مشاهده می. است

  .شودمحدودتر می

p

q l

3
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  8شماره  ،14، دوره 1393آبان مهندسی مکانیک مدرس،   34
 

  1شاخص شرط کلی - 7
در  ]18[هاي موازي، گسلین  کاري مکانیزمدر زمینۀ محاسبه شرایط فضاي

این ضریب بیانگر کیفیت . ضریب وضعیت کلی را ارائه نمود 1991سال 
عملکرد سینماتیکی ربات از نقطه نظر نیرو و سرعت حرکت و به عبارت دیگر 

براي محاسبه این ضریب، ابتدا باید شمارة وضعیت . مکانیزم است 2چالاکی
شمارة وضعیت به صورت . ر گیردماتریس ژاکوبین مکانیزم مورد بررسی قرا

  .شود تعریف می) 57( رابطۀ
  

 
  فلوچارت محاسبۀ فضاي کاري مکانیزم پیشنهادي 8شکل 

                                                                                                                                           
1- Global Condition Index 
2- Dexterity 

  
0کاري به ازاي زاویۀ  فضاي ایزومتریک نماي 9شکل   سکوي متحرك  

  
30 کاري به ازاي زاویه فضاي ایزومتریک نماي 10شکل   سکوي متحرك 

 
60کاري به ازاي زاویه فضاي ایزومتریک نماي 11شکل    سکوي متحرك   

  
  حجم فضاي کاري به ازاي زوایاي مختلف ابزارگیر 12شکل 
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  35  8شماره  ،14، دوره 1393آبان مهندسی مکانیک مدرس، 
 

  
  کاري مکانیزم مورد مطالعه در نرم افزار سالیدورکسکنترل نقاط فضاي 13شکل 

  
 موجود در فضاي کاري مکانیزم پیشنهادي نقاط تکین مستقیم 14شکل 

 از مشخص زاویۀ چند در فضاي کاري حجم و کلی شرط شاخص مشخصات 1 جدول
  سکوي متحرك

 )درجه(متحرك  سکوي زاویه کلی شرط شاخص
  )تکین نقاط وجود بدون( 0  0083/0
  )تکین نقاط وجود با( 0  0067/0
082/0  30  
139/0  45  
210/0  60  

 با مطابق متحرك سکوي موقعیت دهی در هاپایه معکوس سینماتیک خطاي 2جدول 
푥) موقعیت براي 13شکل  = 70, 푦 = 5, 푧 = −800	mm, 훽 = 0°)  

  موقعیت زین معکوس سینماتیک تحلیل سالیدورکس سازيشبیه
1268945669/150  1268945657/150  1d (mm)  
6457436389/78  6457436398/78  2d (mm)  
7948637461/30  7948637483/30  3d (mm)  
1946829416/85  1946829405/85  4d (mm)  

  

)57(  퐾(퐽) =
휎
휎
	, 퐽 = 퐽 퐽  

 sبزرگترین مقدار تکین ماتریس ژاکوبین مکانیزم و  1) 57(در رابطۀ 
شمارة وضعیت . باشدکوچکترین مقدار تکین ماتریس ژاکوبین مکانیزم می

1(نهایت خواهد داشت  مقداري بین یک و بی K   .( هر چقدر مقدار
شد، شرایط سینماتیکی مکانیزم تر با شمارة وضعیت به عدد یک نزدیک

به ، )GCI( شاخص شرط کلی. مساعدتر و تعداد نقاط تکین کمتر خواهد بود
کاري مکانیزم طبق رابطۀ شماره وضعیت تمام نقاط موجود در فضاي محاسبه

  .پردازد می) 58(

)58(  퐺퐶퐼 =
∑(1 퐾⁄ )
푊

 

کاري مکانیزم است ط موجود درون فضايتعداد نقا W) 58(در رابطۀ 
مقدار شاخص شرط کلی به ازاي زوایاي مختلف  1در جدول ]. 19،20[

  .ابزارگیر نشان داده شده است
همان طور که در جدول نیز مشخص است با در نظر گرفتن مقادیر تکین 

یابد که این به ازاي زاویه صفر سکوي متحرك، مقدار شاخص شرط کاهش می
  .لوب نبوده و نشان دهندة تأثیر نقاط تکین روي این شاخص استموضوع مط

  سازي مکانیزمشبیه - 8
سازي شبیه افزار سالیدورکسدر این مقاله مکانیزم مورد مطالعه در محیط نرم

کاري انجام شده توسط این هاي سینماتیکی و فضاي شده است و تحلیل
هاي اي از بررسیمونهن 13سازي مورد بررسی قرار گرفته است در شکل  مدل

شود نشان داده کاري که قیود مکانیکی در آن کنترل مینقاط مرزي فضاي
میزان دقت حل سینماتیک معکوس مکانیزم  2همچنین در جدول . شده است

که براي یک موقعیت خاص محاسبه شده است آورده شده  13براي شکل 
اچیز بوده و مربوط شود این اختلاف بسیار نهمانطوري که مشاهده می. است

  .باشدافزارها میها در نرمبه خطاهاي گرد کردن داده

  تحلیل تکینگی -9
در این مقاله، از روش تحلیل دترمینان ماتریس ژاکوبین براي تحلیل تکینگی 

کاري به بدین ترتیب که تمامی نقاط موجود در فضاي. استفاده شده است
ه دترمینان ماتریس ژاکوبین به وسیلۀ الگوریتمی بررسی شده و در صورتی ک

ازاي نقطه مورد بررسی صفر شود، این نقطه به عنوان نقطه تکین ذخیره 
. بیان شده است) 49(و ) 48(در رابطۀ  퐽و퐽 ژاکوبین ماتریس دو. شود می
 دارد قرار تکین موقعیت در هنگامی موازي ربات دستگاه یک که گفت توان می

 به .باشند صفر آنها دوي هر یا و퐽 و 퐽هاي  ماتریس از کدام هر که دترمینان
  .افتد می اتفاق تکینی موقعیت نوع سه ترتیب این

퐽 معکوس که در آن سینماتیک تکینی حالت اول، موقعیت = 0 
به تعبیر . باشند عمود می هم بر iolو iod دو بردار حالت این در. شود می

  .باشد عمود دیگر زمانی که پایه بر ریل
퐽| مستقیم که در آن سینماتیک تکینی موقعیت حالت دوم، | = 0 

 ،)هاپایه( ها محرکه بودن ثابت یا و قفل به توجه با حالت این در. شود می
 نهایت بی هاي اندازه به تواند می فضا جهات از در بعضی متحرك سکوي

 چند یا یک موازي دستگاه حالت این در در نتیجه و کند حرکت وچکک
 بهتر عبارت به. شود می کنترل قابل و غیر آوردمی بدست بیشتر درجۀ آزادي

 مقابل در تواندنمی موازي دستگاه یک ،مستقیم سینماتیک تکین موقعیت در
 .کند مقاومت ها جهت از بعضی در اعمالی هاي گشتاور یا و ها نیرو

 صفر هر دو퐽 و퐽 در آن است که ترکیبی تکینی حالت سوم، موقعیت
) ربات( دستگاه که افتدمی اتفاق هنگامی تکینی موقعیت این نوع. شوند می

 در است ممکن یعنی .باشد سینماتیکی خاصی بندي ترکیب داراي موازي
حرکات  داراي متحرك سکوي هستند ثابت و قفل ها محرکه تمامی حالی که

 بیفتد اتفاق موضوع این عکس یا و باشد جهات از بعضی در کوچکی بسیار
 حرکات داراي ها محرکه فضا در متحرك سکوي ماندن ثابت به باتوجه یعنی
 .باشند ریزي بسیار

تحلیل تکینگی فضاي کاري مکانیزم مورد مطالعه در این مقاله انجام 
همانطوریکه از . ه شده استنشان داد 14شده و نتایج حاصل از آن در شکل 

  .گیردشکل مشخص است نقاط تکین این مکانیزم تنها در یک صفحه قرار می
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  گیري نتیجه - 10
کاري و نقاط تکین یک ربات موازي جدید که داراي سه در این مقاله فضاي

باشد، براي اولین بار مورد  درجۀ حرکت خطی و یک درجۀ حرکت دورانی می
با توجه به پیکربندي سازة . محاسبه شده استمطالعه قرار گرفته و 

 همچنین نماي برش. کاري مکانیزم بدست آمده استپیشنهادي، فضاي
 Xاز این فضاي کاري به ازاي قابلیت دوران سکوي متحرك حول محور   خورده

  .در مقاله نمایش داده شده است
کاري و کاري مکانیزم پیشنهادي از نظر حجم فضايبررسی فضاي

دهد که با افزایش زاویه سکوي متحرك، شاخص شرط کلی نشان می شاخص
و در حالتی که این زاویه با سطح افق صفر درجه . یابدشرط کلی افزایش می

  .شودکاري تأمین میاست، بیشترین حجم فضاي
تحلیل عددي انجام شده براي بدست آوردن نقاط تکین نیز نشان داد که 

دهد که از نوع تکینگی  نوع تکینگی رخ می در این مکانیزم موازي فقط یک
افتد که مرکز سکوي متحرك در  مستقیم بوده و این تکینگی زمانی اتفاق می

 نقاط. قرار داشته و زاویه سکوي متحرك با افق برابر صفر باشد y=0صفحه 
افزار پیشنهادي که توسط نرم مکانیزم کاريفضاي در موجود مستقیم تکین

با بدست آمدن نقاط . مقاله نشان داده شده است در لب محاسبه شده، مت
تواند از نظر کنترلی تدابیر لازم جهت دسترسی سکوي تکین، اپراتور می

تمامی روابط تحلیلی و نتایج بدست آمده . متحرك به این نقاط را اعمال نماید
افزار سالیدورکس بررسی  سازي انجام شده در نرمدر این تحقیق از طریق شبیه
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