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 متقـارن  ضـخيم  جـدار  هـاي  اسـتوانه ، معادلات ديفرانسيل حاكم بـر  (FSDT)اول برشي مرتبه شكل  تغيير  از با استفاده در اين مقاله     -چكيده

  دو سر بستهبا اي استوانهبراي   و تنش بيشينه شعاعيجايي جابه در حالت كلي استخراج شده و سپس FG از مواد ناهمگن  ساخته شدهمحوري

 ضـخيم  جدار   ة و با حالت استوان    مطالعه شده  تغييرات ضرايب ناهمگني     ازاي  ه ب ، و تنش  جايي  ابهج.  آمده است  دست  به تحليلي   صورت  بهمقيد،  و  

 نـاهمگن و  ةنس اسـتوانه، مـاد  ج ـ. استها نشان داده شده  تشباه مقايسه و (PET) مستوية الاستيسيتةنظري با نتايج ،و نتايج همگن مقايسه

  .است تواني و با نسبت پواسون ثابت صورت بهعاعي  با تغييرات مدول الاستيسيته در راستاي شيهمسانگرد

  .  برشيشكل تغيير نظريه ، FG ناهمگن ة، مادضخيم جدار ةاستوان: واژگان كليد

  

General Solution of Shear Deformation of Axisymmetric 
Functionally Graded Thick Cylinderical Shells 

 
M. Ghannad1, G. H. Rahimi2*, S. Esmaeilzadeh Khadem3 

1- Ph.D. Student of Mechanical Eng. Dept., Tech. and Eng. Faculty, Tarbiat Modarres Univ. 
2- Assoc. Prof. of Mechanical Eng. Dept., Tech. and Eng. Faculty, Tarbiat Modarres Univ. 
3- Prof. of Mechanical Eng. Dept., Tech. and Eng. Faculty, Tarbiat Modarres Univ. 

∗P.O.Box 14115-143, Tehran, Iran    rahimi_gh@modares.ac.ir 

 
Abstract- In this paper, an analytical formulation of FGM axisymmetric thick-walled cylinders, based on the 
first shear deformation theory (FSDT) is presented. The displacements and maximum stress in thick cylindrical 
shells are calculated. Solutions are obtained under generalized plane strain assumptions. It is assumed that the 
material is isotropic and heterogeneous with constant Poissn's ratio and radially varying elastic modulu. The 
results have been compared with findings of the plane elasticity theory (PET).   
Keywords: Thick-Walled Cylinder, FGM, Plane Elasticity. 
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  مقدمه-1
 خميده هستند كه در برابـر       هاي  سازه كليّ،   طور  به ها  پوسته

ة مطالع ـ .دارنداي    ويژهمطلوب  مقاومت  ،  نيروها و لنگرها  

ي ا  از گذشـته    مختلـف  هـاي   نظريـه  كـارگيري   به و   رفتار

 و   قـرار گرفتـه     پژوهـشگران  چنـدان دور مـورد توجـه       نه

از . اردهمچنان ادامـه د   اين توجه   فراوان،  كاربرد   دليل  به

 اهميـت   ،اي  اسـتوانه ي  هـا   پوسـته ،  هـا   پوستهميان انواع   

  اعمــالپژوهــشگران در پــي دارنــد و همــواره اي ويــژه

 تـا  انـد   بـوده  ها  پوسته اين   ة و ماد  جدار بر روي    يتغييرات

 افـزايش و    هـا   بارگـذاري  آنها را در برابر      بتوانند مقاومت 

  .وزن آنها را كاهش دهند

بـا اسـتفاده از     ] 1[1852  سـال  درنخستين بار    1هلام

 هـاي  اسـتوانه  دقيـق  حـل ، 2 مستويالاستيسيتة ةنظري

 همگـن و    مـادة از   با جدار ثابـت       متقارن محوري  ضخيم

 توزيـع    و  كـرد  ارائـه همسانگرد تحت فشار يكنواخـت را       

 دسـت   بـه  توخـالي    هـاي   استوانه را در    جايي  جابه و   تنش

 مسايل مختلـف مهندسـي اسـتفاده        حل كه آن در     آورد

ــده ــد   ش ــده ش ــي گنجاني ــب درس ــدي. و در كت در  3نق

 نظريـه  اثـر بـرش عرضـي،        در نظر گـرفتن    با   ]2[1956

 4ميرسكي و هرمان  . كرد گذاري  پايه برشي را    شكل  تغيير

شـكل برشـي      تغييـر  نظريـه  كارگيري  به با   ]3[1958در  

 از مـواد    ضـخيم  اي  اسـتوانه ي  ها  پوسته حل   ،5اولمرتبه  

ــسانگرد را   ــن و هم ــههمگ ــردارائ ــرينس.  ك ــنگ در  6پ

ــسه] 4[1960 ــايج اي مقاي ــين نت ــاي روش ب ــف ه  مختل

زيـو و   . انجـام داده اسـت     اي  اسـتوانه ي  ها  پوستهتحليل  

 - ميرزسـكي  نظريـه  كـارگيري   بـه با  ] 5[1973در   7پرل

پاسـخ ارتعاشـي    ،   تفاضـل محـدود    هرمان و روش عددي   

 .وردنـد آ دسـت   بـه  را    نيمـه بلنـد    اي  اسـتوانه ي  ها  پوسته

ــوزوكي و تاكاها ــيسـ ــاش آزاد ] 6[1981 در 8شـ ارتعـ

                                                           
1. Lamé  
2. Plane Elasticity Theory(PET)  
3  . Naghdi 

Mirsky & Hermann. 4 
5. First-Order Shear Deformation Theory(FSDT)  
6. Greenspon  

7. Ziv & Perl 
8. Suzuki & Takahashi 

 ارتعـــاش آزاد ]7[1986دايـــروي و در  هـــاي اســـتوانه

از مـواد همگـن و        سـاخته شـده    ي مخروطـي  هـا   پوسته

 سـري   كمك   به  بررسي و  FSDTهمسانگرد را با استفاده     

 در  همكـاران و  چـي    ايپـك . نـد كرد حـل  Ĥن را فربينيوس

 همگن و همـسانگرد بـا       هاي  استوانه معادلات ]8[2003

 كمـك   به استخراج و    FSDT  متغير را با استفاده از     جدار

  . كردندحل 9ها  اغتشاشنظريه

 اجسام  الاستيسيتة نظريه] 9[1950 در   10لخنيتسكي

ي ساخته شده   ها  پوستهدر  .  كرد بندي  فرمول را   11مركب

 تغييـر ناگهـاني سـاختار مـاده يـا         دليل  به مركباز مواد   

رنتيجـه   ناهمـساز در كنـار يكـديگر و د         مادةتركيب دو   

تغيير ناگهاني در رفتار مواد تمركز تنش و گسستگي در          

 ات بـا تغييـر     پيـشرفته  مـواد . شـود   ميايجاد   ها  لايهمرز  

ــي، مغناطيــسي( خــواصپيوســته ــا ) مكــانيكي، حرارت ي

FGM12  10[ مطرح   1984 و همكاران در     13 توسط نينو[ 

هاي  دنبال آن مطالعات تحليلي قابل توجهي در سال  بهو

 سـاخته شـده از      هـاي   سازهديد بر روي    نخستين قرن ج  

  .شداين مواد در نقاط مختلف جهان انجام 

روابـط الاسـتيك    ] 11[1992 در   14فوكويي و ياماناكا  

 تحت فشار داخلي    FGM ضخيم جدار   هاي  لولهحاكم بر   

روش   اسـتخراج و آنهـا را بـه        ه معـادلات لام ـ   كمـك   بهرا  

 در  15هورگـان و چـان    . نـد كرد حـل كوتـا   - نـگ اعددي ر 

 را  FGMاستوانه توخـالي    معادلات حاكم بر    ] 12[1999

ــرنش  ــت ك ــدول  اي صــفحهدر حال ــواني م ــع ت ــا توزي  ب

 ه معـادلات لام ـ   كمـك   بهالاستيسيته در راستاي شعاعي     

.  آوردنــددســت بــه و توزيــع تــنش را  كردنــداســتخراج

 دقيـق مخـازن     حـل ] 13[2001 در   16توتونچو و اُزترك  

 ارائـه  را   FGM  و كروي جدار ثابت    اي  استوانهتحت فشار   

 و  ار تـنش محيطـي    كـرد در مقاله ايشان رابطه و      . كردند

                                                           
9. Perturbation Theory 
10. Lekhnitskii 
11. Composite Bodies 
12. Functionally Graded  Materials  
13. Niino  
14. Fukui & Yamanaka  
15. Horgan & Chan  
16. Tutuncu & Ozturk  
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جبـاري و   .  اسـت   شـده   اشتباه  دچار ار تنش شعاعي  كرد

 مكـانيكي و حرارتـي      يها  تنش] 14[2002 در   همكاران

] 15[2003استوانه توخالي تحت بارهاي متقارن ودر در 

 پايدار نامتقارن محوري را با توزيـع تـواني          تحت بارهاي 

ــي خــواص ــانيكي و حرارت ــه مك ــدارائ ــاي و .  كردن ژيف

 هــاي اســتوانه دقيــق حــل] 16[2006 در 1جــون هونــگ

توخالي با تغييرات خطي خـواص مكـانيكي در راسـتاي           

ايـشان در   . نـد كرد ارائـه همگـن   ي  هـا   لايـه شعاعي را با    

 الاستيسيتهمدول با در نظر گرفتن تغييرات ] 17[2007

را بـا روش چنـد       FGMاستوانه   خطي و تواني،     صورت  به

) 2001( توتونچـو  حلاستوانه، تحليل و با     اي كردن    لايه

مــشابه مقالــه ] 18[2007توتونچــو در . دنــكردمقايــسه 

 با در نظر گرفتن تغييرات مدول الاستيـسيته         اماپيشين  

اسـتوانه نـاهمگن    را در   هـا   تـنش  نمايي، توزيع    صورت  به

   . آورددست به

 هاي  استوانه يكل حل ]19[2008 در   همكارانو  قنّاد  

 نظريـه  را برمبنـاي     FGM متقارن محـوري     ضخيمجدار  

هاي حقيقي، مضاعف و      ريشه ازاي  به مستوي   الاستيسيتة

 و  اي  صـفحه ، كـرنش    اي  صـفحه  در شرايط تنش     مختلط

را تــصحيح ] 13[  و اشــتباه مقالــهارائــهاســتوانه بــسته 

 كلـي  حـل ،  FSDTدر مقاله حاضر با اسـتفاده از        . ندكرد

 متقـارن محـوري تحـت       FGM ضخيم جدار   يها  استوانه

  .شود مي ارائهفشار يكنواخت داخلي 
  

  روابط اساسي- 2
 كــه شــود مــي مــستوي، فــرض الاستيــسيتة نظريــهدر 

استوانه، پـس از    مقاطع مستوي عمود بر محور مركزي       

، همچنان مستوي و عمود بـر       شكل  تغييراعمال فشار و    

ش برشـي   حقيقت كرن در  . مانند محور استوانه باقي مي   

 نظريــهدر . شــود مــيو تــنش برشــي در نظــر گرفتــه ن

 كـه خطـوط   شـود  ميي نازك، فرض ها  پوستهكلاسيك  

، شـكل   تغييـر راست و عمود بر صـفحه ميـاني، پـس از            

                                                           
1. Zhifei & Hongjun 

 هـر   جـايي   جابـه مانند و   ب باقي   چنان راست و عمود   هم

 صفحه مياني در نظر گرفتـه       جايي  جابهنقطه از پوسته،    

ز كـرنش برشـي و تـنش         نيـز ا   نظريـه در اين   . شود  مي

 برشـي  شكل تغيير نظريهدر . شود ميپوشي   برشي چشم 

راست و عمود بر صفحه مياني، پس       مرتبه اول، خطوط    

 الزامـاً عمـود     امـا ماننـد    ، راست باقي مـي    شكل  تغييراز  

در نظـر   كـرنش برشـي و تـنش برشـي          ستند، يعنـي    ين

  .شود مي گرفتن

 ور تقارن محاز، فاصله هر نقطه از پوسته 1مطابق شكل 

r)(،       ميـاني  صفحه برابر است با مجموع شعاع (R)   فاصـلة  و 

  .)(z ميانيصفحةآن نقطه از 
  

)1( h h
r R z z= + ≤ ≤ -    و    +

2 2

 

  

h ضخامت و L استاستوانه طول .  
  

)2( o ih r r 0 x L    و    = − ≤ ≤  
  

 شـعاعي   جايي  جابه مستوي،   الاستيسيتة نظريه براساس

  :استوانه برابر است با
  

)3( ( )r
C C

u C r C R z
r R z

= + = + +
+

2 2

1 1
 

  

z  شــرط توجــه بــهبــا

R
<  بــسط تيلــور، كمــك بــه و 1

  :شود مي زير نوشته صورت به شعاعي جايي جابه
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  : نوشتتوان ميدرنتيجه 
  

)5( 0 ...ru u u z u z= + + +2

1 2
 

  

ــاس ــبراس ــه) 5 (ة رابط ــايي جاب ــتوانه را ج ــعاعي اس  ش

اگـر  .  نوشـت  تـوان   مـي  zحـسب    اي بـر   جمله  چند صورت  به

z   . داريم ميانيصفحة جايي جابه ، باشد0=
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  جدار ثابتة پروفيل استوان1شكل 

  

 - ميرسـكي  نظريـه ( يـك  ةدر اين مقاله از تقريب مرتب ـ     

هـا بـراي     جـايي   جابـه . شـود   مياستفاده  ) اول ةهرمان مرتب 

  :]3[ عبارتند از1استوانه متقارن محوري
  

)6( 

( ) ( )

( ) ( )

x
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U u x x z
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U w x x z
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 روابط سينماتيك در حالـت تقـارن        براساس ها  كرنشو  

  :عبارتند از محوري
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 تواني  صورت  بهتابعي از شعاع استوانه      مدول الاستيسيته 

  :شود مي فرض ثابت پواسون  نسبتبا
  

 )8( ( )     و  
n

n
i i

i i

r r
E r E r E r

r r

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
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1. Axisymmetric 

iE     مدول يانگ و ir   سطح داخلي اسـتوانه و     در   شعاع

n كـه    است ماده  ناهمگني ثابت n=0       ه همگـنيعنـي مـاد 

r. است R z=   :دهيم  مي قرار)8 (ةدر رابطرا  +
  

)9( ( ) ( + )
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R z E
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 بـراي مـواد نـاهمگن و        2 روابط رفتاري  براساس ها  تنش

  :عبارتند از همسانگرد
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  :تر خلاصهبه شكل و 
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  :هاي تنش برابرند با منتجهبرحسب محوريي نيروها
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z

z

z
N R

dzN

N z

R

θ θ

σ

σ

σ
−

⎧ ⎫⎛ ⎞+⎜ ⎟⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎛ ⎞⎩ ⎭ ⎪ ⎪+⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∫
2

2

1

1

 

  

  :هاي تنش برابرند با  منتجهبرحسبلنگرهاي خمشي 

 ) ب-12(

x
x h

h
z

z

z
M R

zdzM

M z

R

θ θ

σ

σ

σ
−

⎧ ⎫⎛ ⎞+⎜ ⎟⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎛ ⎞⎩ ⎭ ⎪ ⎪+⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∫
2

2

1

1

 

                                                           
2. Constitutive Equations 
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  : با استبرابربرشي  تنش برحسبنيروي برشي 
 

 ) پ-12(

h

x xz
h

z
Q dz

R
τ

−

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
2

2

1  

  

  : با است برابر برشي تنشبرحسبلنگر پيچشي و 
 

 ) ت-12(

h

xz xz
h

z
M zdz

R
τ

−

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
2

2

1  

  

 بـا   كرنـشي ، تغييرات انـرژي     1 اصل كار مجازي   براساس

  :، يعني برابر استخارجيتغييرات كار نيروهاي 
  

)13( U Wδ δ=  
  

  :انرژي كرنشي
  

)14( ( )

( )

x x z z xz xz

V

U dV dV rdrd dx R z dxd dz

U

U

θ θ

θ θ

σ ε σ ε σ ε τ γ∗

∗= = = +

= + + +

∫∫∫  و

1

2

 

  

  : خارجينيروهايو كار 
  

)15( 

( ) ( )i

z

S

W dS dS r d dx R d dx

f u PU

h
f u θ θ= = = −

⋅ =

⋅∫∫
urur

r r

 و

2  

  

  :شود ميزير انجام  گيري در محدوده انتگرال
  

)16( h h
0 x L z≤ ≤ ≤ -   و  ≥

2 2

 
  

  :تغييرات انرژي كرنشي برابر است با

)17( 

(

)

/

0 0 /

/

0 /

L h

h

L h

x x

h

z z xz xz

z
U R U dzdxd

R

U
R

z
dzdx

R

π

θ θ

δ δ θ

δ
σ δε σ δε

π

σ δε τ δγ

∗

−

−

= +

⇒ = +

+ + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫ ∫

2 2

2

2

2

1

2

1

 

                                                           
1. Virtual Work Principle 

  : برابر است باخارجيو تغييرات كار نيروهاي 
  

)18( 

L

z

L

z

h
W P U dxdR

W h
PR U dx

R

π

δ δ θ

δ
δ

π

= −

⇒ = −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫

2

0 0

0

2

1

2 2

 

  

و ) 17(ابـط   ودر ر ) 7(ي رابطـه    هـا   كـرنش با جايگذاري   

و اصل كار    2 حساب وردشي  اصول كارگيري  بهبا    نيز و) 18(

  :داريممجازي 
  

U Wδ δ
π π

=
2 2

 

)19-1( 

x

x
x

x

xz
z

dN
R

dx
dM

R RQ
dx

dQ h
R N PR

dx R
dM h h

R M RN PR
dx R

θ

θ

⎧ =⎪
⎪
⎪ − =⎪⎪
⎨

⎛ ⎞⎪ − = − −⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠
⎪

⎛ ⎞⎪ − − = −⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠⎩

0

0

1

2

1

2 2

 

)19-2( [ ]L

x x x xz 0
R 0N u M Q w Mδ δφ δ δψ =+ + +  

  

بايد در دو انتهاي      كه   استشرايط مرزي   ) 2-19 (ةرابط

 معادلات ديفرانـسيل     دستگاه حلبراي  . استوانه صفر باشند  

به ) 12(بايد نيروها ولنگرها را با استفاده از روابط         ) 19-1(

هـاي   به مؤلفه ) 11(هاي تنش و با استفاده از روابط         منتجه

هـا   جـايي   جابـه  برحسب) 7( روابط   كمك  بهكرنش و سپس    

 معادلـه ديفرانـسيل     ي بـا چهـار     دسـتگاه  نتيجهدر  . نوشت

 طـور   بـه يد كـه    آ  مي تدس  بههمگن خطي با ضرايب ثابت      نا

  :شود مي نوشته  زيرصورت به خلاصه
  

)20( 

[ ] { } [ ] { } [ ]{ } { }

{ } { }

{ } { }Pr

T

n
Ti

i

d d
A A Ay y y F

dxdx

u wy

h
hRF

E

φ ψ

λ

⎧
+ + =⎪

⎪
⎪ =⎨
⎪

⎛ ⎞⎪ = −−⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

2

1 2 32

0 0 1 2

2

 

                                                           
2. Variational Calculus 
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]هـــاي  مـــاتريس ]A
×1 4 4

] و  ]A
×3 4 4

] متقـــارن و  ]A
×2 4 4

 

داراي ) 20( دستگاه معـادلات ديفرانـسيل      . است پادمتقارن

  .وصي است خصحل و كلي حل
  

)21( 
{ } { } { } { }

{ } { } { }g p

A A Ay y y F

y y y

′′ ′+ + =
⇒ = +

1 2 3  

  

} مقـدار  ،)21( دستگاه   كلي حلبراي   } { } mxey v=  را 

  .يمده ميقرار در معادلات آن 
  

)22( { } { }mxe m A mA A v =⎡ ⎤+ +⎣ ⎦
2

1 2 3
0

 

mxe ≠0  

)23( 0m A mA A =+ +2

1 2 3
 

  

شود   محاسبه مي   1imةويژ، مقادير   )23 (  معادله حلاز  

}2، بردارهاي ويژه  )22 (ة آنها در معادل   دادنكه با قرار     }iv 

  : عبارت است ازكلي حل در نتيجه .آيند  ميدست به
  

)24( { } { } im x
iig

i

C ey v
=

=∑
6

1

 

  

} خصوصي با توجه به اينكه       حلبراي   }F     ،ثابـت اسـت 

  :شود مي نx ي ازجواب تابع
  

)25( { } { }p
Ky =

0

 
  

  :واب كليجدر نتيجه 
  

)26( { } { } { } { } { }
6

1

im x
i ip g

i

C eKy y y v
=

= + = +∑0

 

  

- متقارن محوري با دو سر بـسته       ضخيم  در يك استوانه  

، اگــر ضــخامت ثابــت و فــشار )اي صــفحهكــرنش ( مقّــد

در نقاط دور از مرز به        شعاعي جايي  جابهيكنواخت باشد،   

x   ـ  .  بستگي نـدارد    بـه صـورت زيـر      ) 20 (ةبنـابراين معادل

  :شود مي ساده

                                                           
1. Eigenvalues 
2. Eigenvectors 

)27( [ ]{ } { } { } [ ] { }A Ay yF F
−= ⇒ = 1

3 3
 

  

كـرنش   كـه    شـود   مـي نتيجه  ) 7(و  ) 27( معادله   حلاز  

 و ايـن نتيجـه بـا        بـوده صـفر   برابـر   برشي و تـنش برشـي       

در  .خـواني دارد    مستوي هـم   الاستيسيتة نظريه هاي  هفرضي

]نتيجه ماتريس  ]3 2 2
A

×
 شـعاعي   جـايي   جابـه    براي محاسبه  

  .رود كار مي به
  

)28( 
( ) [ ]

n
i

i

w P rR h
A

hEψ λ
−

×

−−⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭

1

3 2 2

12

2

 

  

  : شعاعي عبارت است ازجايي جابه
  

)29( ( )z rU w z u w R rψ ψ ψ= + → = − +  
  

  :عبارتند از  سينماتيكروابط براساس ها كرنش

  

)30( 

r
r

r

du

dr
u w R

r rθ

ε ψ

ψε ψ

⎧ = =⎪⎪
⎨ −⎪ = = +
⎪⎩

 

  

  : روابط رفتاريبراساس  استوانهدرو تنش بيشينه 

  

)31( [ ]max (1 )n
i rE rθ θσ σ λ ν ε νε= = − +  

  

   همگنهاي استوانه حل -3

 و نــسبت يانــگ و همــسانگرد، مــدول همگــندر اســتوانه 

0n با قرار دادن  . است ثابت   )هر دو (پواسون     در رابطـه   =

  :شود مي همگن نتيجه مادة، )9(

  

)32( .iE E const= =  

  

قـرار  ) 10(را در روابـط رفتـاري       ) 7(روابط سينماتيك   

گـذاريم و    مـي ) 12(هاي تنش را در معـادلات        داده، منتجه 

  :كنيم گيري مي انتگرال
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 )الف -33(

( )

( )

( )

( )

( )

x

z

du h dN Eh
dx R dx

w

R

du
N E h w

dx

h R

du h dN Eh
dx R dx

w

R

θ

φλ ν

ν ψ

λ ν ν α

ψν α

φλ ν

ν ν ψ

⎧ ⎡ ⎛ ⎞= −⎪ +⎢ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎣

⎪
⎤⎛ ⎞⎪+ +⎜ ⎟⎥⎪ ⎝ ⎠⎦

⎪
⎡⎪ = + −⎪ ⎢⎣⎨

⎪ ⎤+ − − ⎦⎪
⎪ ⎡ ⎛ ⎞⎪ = +⎢ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠⎣
⎪

⎤⎪+ + − ⎥⎪ ⎦⎩

2

2

1

12

1

1

12

1

 

 )ب - 33( 

( ) }

( )

( )

( )

x
h du d

M E R
R dx dx

h dM E
dx

h R w R Rh

θ

φλ ν νψ

φλ ν ν

α ψα

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞= − ++⎪ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦⎪

⎪ ⎧⎨ = + − ×⎨⎪ ⎩
⎪
⎪⎡ ⎤− + −⎣ ⎦⎩

3

3

2

1 2

12

1

12

 

) )پ -33( )x
h dw h dQ K E

dx R dx

ψν λ φ
⎡ ⎤= − + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

2

1 2

2 12

 

) )ت -33( )xz
h dw d

M K E R
R dx dx

ψν λ φ⎡ ⎤= − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

3

1 2

24

 

  

K   ة است كـه بـسته بـه هندس ـ        1 ضريب تصحيح برشي 

اين ضـريب در    . شود  ميدر عبارت تنش برشي وارد      پوسته  

K حالت استاتيك براي استوانه    = 5

6

شـده   در نظر گرفتـه      

  ].20[است
  

)34( 
ln ln

( )

2
           و  

2

1 2

2

o

i

R h r
k k

R h r

K

α

μ ν

⎧ +⎛ ⎞= = =⎪ ⎜ ⎟−⎪ ⎝ ⎠
⎨
⎪ = −⎪⎩

 

                                                           
1. Shear Correction Factor 

ــط    ــاي روابـ ــا و لنگرهـ ــادلات ) 33(نيروهـ را در معـ

) 20(هاي رابطـه     گذاريم و ماتريس   مي) 1-19(ديفرانسيل  

  .آوريم  ميدست بهرا 
  

)35-1( 

( ) ( )

( ) ( )

h
Rh

h Rh

A
h

Rh

h Rh

ν ν

ν ν

μ μ

μ μ

⎡
− −⎢

⎢
⎢

− −⎢
⎢=
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢⎣

3

3 3

1
3

3 3

1 1 0 0

12

1 1 0 0

12 12

0 0

12

0 0

12 12

 

)35-2( 

( )

( )

h Rh

h
Rh

A
h Rh

h
Rh

ν ν

μ μ ν

ν μ

ν μ ν

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −
⎢ ⎥= ⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
− −⎢ ⎥
⎣ ⎦

3

2

3

0 0

0 0 2

12

0 0

2 0 0

12

 

 )35 -3( 

[
]

[
]

( )
( )

( )
( )

Rh

h
A

R

h
R

R

μ

ν α
ν α

ν α
ν α

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− −

− −= ⎢ ⎥
−⎢ ⎥

⎢ ⎥− −⎢ ⎥− −
⎢ ⎥−⎣ ⎦

3

2

0 0 0 0

0 0 0

0 0 1

1

0 0 1

1

 

)35-4( 

{ } { }TP h
hRF

Eλ
⎛ ⎞= −−⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 0 1 2

2

 

  

در و فـشار يكنواخـت       جدار ثابت     با ضخيم  براي استوانه 

 در نقاط دور از مرز و با اسـتفاده از           اي  صفحهحالت كرنش   

  :داريم) 27 ( معادله
  

)36( xz xz

Rh

dw d
z

dx dx

μ φ φ
ψγ φ τ

= ⇒ =⎧
⎪
⎨ = + + = ⇒ =⎪⎩

0 0

0 0
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صفر شدن كرنش برشي و تـنش برشـي بـراي اسـتوانه             

خـواني    مستوي هم  الاستيسيتة نظريه هاي  همذكور با فرضي  

  : داريم)28( رابطه براساس. ددار
  

)37( 
( )

( ) ( )

( ) ( )

w h R

h R R

P R h

hE

ν α ν α
ψ ν α ν α

λ

−− − −⎧ ⎫ ⎡ ⎤
=⎨ ⎬ ⎢ ⎥− − −⎩ ⎭ ⎣ ⎦

− ⎧ ⎫
× ⎨ ⎬−⎩ ⎭

1

2

1 1

1 1

12

2

 

  

  :شود مينتيجه  )29( رابطهمطابق  شعاعي جايي جابهو 
  

)38( 

[{

] }

Pr
( )

( )
r

i

i

Eh
u h

r r hk

h Rλ
ν

ν

α

α
= − −

⎡ − ⎤⎣ ⎦

× −

−

2

1

2 1  

  

  PETو  FSDTنتايج  ة مقايس-4

 شـعاعي در    جايي  جابه مستوي،   الاستيسيتةة  نظري براساس

  ]:19[ شود ميشته  زير نوصورت به اي صفحهحالت كرنش 

  

)39( 
Pr ( )

( )
( )

P i
r

r k
u

E k r

ν ν
⎡ ⎤+

= − +⎢ ⎥
− ⎢ ⎥⎣ ⎦

2

2 2

1
1 2

1

 

  

 جـدار    براي مقايسه و بررسـي نتـايج دو روش، اسـتوانه          

irشـعاع داخلـي       :  بـا مشخـصات     را يضخيم mm=  و  40

or خارجي شعاع mm=  تحت فشار يكنواخـت داخلـي        60

P MPa= ــدول 80 ــا م ــگ ب E يان GPa= ــسبت 200  و ن

νپواسون    .گيريم در نظر مي 0/3=

 شعاعي ناشي از دو     جايي  جابهدهد كه     نشان مي  2شكل  

 يكـسان اسـت و در       اً ميـاني، تقريب ـ   ة لاي ـ ةروش در محدود  

 در مجموع اختلاف    اما شود  ميسطح داخلي اختلاف بيشتر     

براي بررسي تأثير ضخامت    . %)4كمتر از   (ود دارد اندكي وج 

را ) 39(و ) 38( شــــعاعي، جــــايي جابــــهجــــدار بــــر 

hبرحسب
h

R
 در جدار داخلي كه منشأ بـروز بيـشترين          =

  .نويسيم اختلاف است، مي

)40( 

( )
2

( ) P 1
( )

( )

&

2
1 2

1 2

1

2

   

2

P
r

R h
u k

E k

h
k

h

ν
ν

+ −
= − +

−

+
=

−

⎡ ⎤
⎣ ⎦

 

  

)41( 

( ) [

( )

( )
( )

& ln

F
r

PR

Eh

h
u h

h

h

h

hλ
ν

ν

α

α

α
= −

−
+ −

⎡ ⎤−⎣ ⎦

⎤× − ⎦

⎛ ⎞+= ⎜ ⎟
−⎝ ⎠

−
2

2

1 2

1

2 1

1 2

2
   

2

 

 
  شعاعي در استوانه همگنجايي جابهع توزي 2شكل 

  

 شــعاعي جــايي جابــه درصــد اخــتلاف مقــادير 3شــكل 

هرچـه  . دهـد   را نـشان مـي     PET و   FSDT آمده از    دست  به

رود، اخـتلاف    پـيش مـي   بيشتر  سمت توپر شدن      به استوانه

بيـشينه اخـتلاف در محـدوده       . شـود   مـي نتايج نيز بيـشتر     

h

R
≤ ≤1 16

20 20

  تحليـل  رسـد، كـه بـراي      مي% 15  به حدود  

 ي در حـالت   .است دقتّ قابل قبولي     ضخيم جدار   هاي  استوانه

h( مياني برابر باشد     صفحه با شعاع    جداركه ضخامت    = 1 (

  .شود مي% 25حدود در اختلاف 
  

)42( 100

P F
r r

P
r

u u
Diff

u

⎛ ⎞−
= ×⎜ ⎟
⎝ ⎠
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ــكل  ــر  3ش ــهاخــتلاف  درصــدتغيي ــا ي  شــعاعجــايي جاب  ب

  ضخامتتغيير

  

   ناهمگنهاي استوانه حل -5

و توزيع مـدول الاسـتيك در        )10و   9(با استفاده از روابط     

2محدوده 2n− ≤ ، سـپس   ها  كرنش برحسب را   ها  تنش،  ≥

ي پارامترهــا برحــسب را هــا كــرنش، )7(گيــري از  بــا بهــره

نيروهـا و   ،  )12 ( از گيـري  انتگـرال بـا     و سرانجام  جايي  جابه

با قرار دادن آنهـا در معـادلات        . وريمآ  مي دست  بهرا  لنگرها  

 براسـاس و در نهايـت     ) 20 ( معادلـه هاي   ، ماتريس )19-1(

، )31 (ه و بـا رابط ـ    شـعاعي  جايي  جابه،  )29(و  ) 28(روابط  

 .يمكن ـ  مـي   پـارامتري محاسـبه    صـورت   بـه  را   تنش بيشينه 

  :عبارتند از )20(هاي معادله  ماتريس
  

)43( 
[ ] [ ]
[ ]

ij ij

ij

a c&A A

bA

× ×

×

⎧ = =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎨

= ⎡ ⎤⎪ ⎣ ⎦⎩

1 34 4 4 4

2 4 4

      

   

 

  

  : رفته عبارتند ازكار بههاي  ثابتكه در آن 
  

)44( 

( )( )

ln ( )o

i

i

r K
k k

r

h k

krR h R h

α μ ν

β

⎧ = = = −⎪
⎪
⎨ −⎪ = =
⎪ − +⎩

              1 2

2

1

2 2

 

 

  =1n  ثابت ناهمگني-5-1

  :عبارت است از) 9( رابطه براساسمدول الاستيك 

)45( ( ) i

i

E
E z R z

r
= ( + )  

  

]هاي غير صفر ماتريس متقارن درايه ]A
×1 4 4

:  
  

)46-1( 

ha ( ) R h

R h ha ( )

ha R h

R h ha

Rh
a a ( )

Rh
a a

3

2

11

2 3 5

22

3

2

33

2 3 5

44

3

12 21

3

34 43

1

12

1

12 80

12

12 80

1

6

6

ν

ν

μ

μ

ν

μ

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = −

= =

 

  

]هاي غير صفر ماتريس پادمتقارن درايه ]A
×2 4 4

:  
  

)46-2( 
( )

b b Rh

hb b R h

hhb b R h

Rh
b b

ν

ν

μ ν

μ ν

= − =

⎛ ⎞= − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − = − ++⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − = − −

13 31

3

2

14 41

33

2

23 32

3

24 42

6

1212

2 3

12

 

  

]هاي غير صفر ماتريس متقارن درايه ]A
×3 4 4

:  
  

)46-3( 

hc R h

c ( )h

h
c ( )R h

c c Rh

μ

ν

ν

ν

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − −

= − − −

= = −

3

2

22

33

3

2

44

34 43

12

1

1

6

 

  

}و بردار  }F ×4 1
:  

  

)46-4(  { } { }Pr Ti

i

h
hRF

Eλ
⎛ ⎞= −−⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 0 1 2

2
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  :برابر است با) 29( رابطه براساس شعاعي جايي جابه
  

)47( 

( )

Pr

( )

i
r

i

iii

E

u
hh R

hh r rrRkr

λ νν

ν

=
⎡ ⎤

+ −⎢ ⎥−
⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞× − ++⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

2

2

2

2

11 2
6

26

 

 
  =n-1  ثابت ناهمگني-5-2

  :عبارت است از) 9( رابطه براساسمدول الاستيك 

)48( ( )
( + )

i iE r
E z

R z
=  

  

]اي غير صفر ماتريس متقارنه درايه ]A
×1 4 4

:  
  

)49-1( 

a ( )h

h
a ( )

a h

h
a

ν

ν

μ

μ

= −

= −

=

=

11

3

22

33

3

44

1

1

12

12

 

  

]هاي غير صفر ماتريس پادمتقارن درايه ]A
×2 4 4

:  
  

)49-2( 

( )
( )
( )

b b

b b h R

b b hh R

b b R Rh

να
ν α
ν μα
ν α

= − =
= − = −
= − = −−
= − = −

13 31

14 41

23 32

2

24 42

2  

  

]هاي غير صفر ماتريس متقارن درايه ]A
×3 4 4

:  
  

)49-3( 

( )
( )

c h

c ( )

c (R h) R

c c R

μ
ν β

α βν
α βν

= −
= − −

= − − −
= = − + −

22

33

2

44

34 43

1

2 1

1

 

  

}و بردار  }F ×4 1
:  

  

)49-4( { } { }T

i i

P h
hRF

E rλ
⎛ ⎞= −−⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 0 1 2

2

 

  :برابر است با) 29 (  رابطهبراساس شعاعي جايي جابهو 
  

)50( 
[ ]

Pr

( )

( )

i
r

i

i
i

E
u

h
rr

r

hλ α ν

αα ν β

β
=

⎡ ⎤− −⎣ ⎦

⎧ ⎫⎛ ⎞−× +− −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

2
2 1

2

1

 

  

  =n 2 ناهمگنيثابت -5-3

  :ز عبارت است ا)9( رابطه براساسمدول الاستيك 
  

)51( ( ) i

i

E
E z R z

r
= 2

2
( + )  

  

] متقارنماتريسهاي غير صفر  درايه ]A
×1 4 4

:  
  

)52-1( 

Rha ( ) R h

R h Rha ( )

Rha R h

R h Rha

R h ha a ( )

R h ha a

ν

ν

μ

μ

ν

μ

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

3

3

11

3 3 5

22

3

3

33

3 3 5

44

2 3 5

12 21

2 3 5

34 43

1

4

3
1

12 80

4

3

12 80

1

4 80

4 80

 

  

]هاي غير صفر ماتريس پادمتقارن درايه ]A
×2 4 4

:  
  

)52-2( 

hb b R h

Rhb b R h

RhRhb b R h

R h h R h hb b

ν

ν

μ ν

μ ν

⎛ ⎞= − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − = − ++⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − ++ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3

2

13 31

3

3

14 41

33

3

23 32

2 3 5 2 3 5

24 42

12

5

12

64

4 80 3 40

 

  

]اتريس متقارن م غير صفرهاي درايه ]A
×3 4 4

:  
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)52-3( 

Rhc R h

c ( )Rh

Rh
c ( )R h

hc c R h

μ

ν

ν

ν

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − −

= − − −

⎛ ⎞= = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

3

3

22

33

3

3

44

3

2

34 43

4

1

1

6

12

 

  

} و بردار }F ×4 1
:  

  

)52-4(  

{ } { }Ti

i

Pr h
hRF

Eλ
⎛ ⎞= −−⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

0 0 1 2

2

 

  

  :برابر است با )29(  رابطهبراساس شعاعي جايي جابه
  

)53( 

( )

( )

( )

Pr

( )
r

i

i

i

i

E h

u

R h

h
rRrR h

h
R kR h

r

h
Rλ ν

ν

=
⎡ ⎤

−⎢ ⎥+
⎣ ⎦

⎧⎡ ⎤× ++⎨⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

⎫⎡ ⎤⎪− ++ ⎬⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦⎭

− 22 2

2

2

4

4

1 2 6
144

6

2

6

4

 
  

   =n-2  ناهمگنيثابت -5-4

  : عبارت است از)9(ي  رابطهبراساسمدول الاستيك 
  

)54( ( ) i iE r
E z

R z
=

2

2

( + )
 

  

]هاي غير صفر ماتريس متقارن درايه ]A
×1 4 4

:  
  

)55-1( 

( )
a ( )

a ( ) R Rh

11

2

22

1

1

ν α
ν α

= −
= − −

 

( )
( )

( )

a

a R Rh
a a ( ) h R

a a h R

33

2

44

12 21

34 43

1

μα
μ α

ν α
μ α

=
= −
= = − −
= = −

 

]هاي غير صفر ماتريس پادمتقارن درايه ]A
×2 4 4

:  
  

)55-2( 

( )
( )

( )

( )

b b

b b R

b b R

b b h R

h R R

νβ
ν α β

μα ν α β
μ α

ν α β

= − =
= − = −
= − = − + −
= − = − −

+ − +

13 31

14 41

23 32

24 42

2

2

2 3

 

  

]هاي غير صفر ماتريس متقارن درايه ]A
×3 4 4

:  
  

)55-3( 

c

R
c (1 )

h
Rh

c ( )R ( )
4

h
c c ( )

4

μα

ν β

α ν β ν β

νβ ν β

= −

= − −

= − + + − −

= = − + −

22

2

33

2

44

2

34 43

2 1 1

1

 

  

}و بردار  }F ×4 1
:  

  

)55-4(  { } { }T

i i

P h
hRF

E rλ
⎛ ⎞= −−⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
0 0 1 2

2

 

  

  :برابر است با )29( رابطه براساس شعاعي جايي جابه
  

)56( 

P

(1 )

( )

r

i

i

E

u
R

h

h R
r

r

λ α βν

αβνβ ν β

=
⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎧ ⎫⎛ ⎞⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞ −× − − +−⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎩ ⎭

− 2

2

1 2

2
1

4 2

 

  

   بررسي نتايج-6

 آمـده از    دسـت   بهارهاي  كردبراي مطالعه موردي و بررسي      

 با مشخصات زير را بـا       ضخيم جدار   اي  نتايج عددي، استوانه  

 در نظـر  جـدار  راسـتاي  مـدول الاسـتيك در       متغيـر توزيع  

irخلـي    شعاع دا  ا جدار ثابت ب   ةاستوان. گيريم مي mm= 40  

orو شعاع خارجي   mm=  تحت فشار يكنواخت داخلـي       60
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P MPa= مـدول الاسـتيك سـطح      .  قرار گرفته اسـت    80

ــي اســتوانه  ــرداخل iEبراب GPa= ــسبت پواســون 200  و ن

νبرابر  توزيع مدول الاستيك را نسبت      4كل  ش .است 0/3=

به شـعاع  
n

i i

E r

E r

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 در اسـتوانه نـاهمگن و همـسانگرد         

  .دهد  نشان ميnازاي مقادير صحيح  به

  

 
  توزيع مدول الاستيك در راستاي شعاعي 4شكل 

 
 نـاهمگن را    ة شعاعي استوان  جايي  جابه توزيع نرمال    5شكل  

. دهـد  نـشان مـي    n مختلف   ديرمقا ازاي  به جداردر راستاي   

n ازاي  به  همگـن   مـادة  اسـتوانه نـسبت بـه        جايي  جابه 0>

n ازاي  به و   بودهبيشتر    ايـن نـسبت     اما،  شود  مي كمتر   0<

 يعنـي تغييـرات     ؛مانـد  مـي باقي   تقريباً ثابت    جداردر طول   

 مـادة  در جايي  جابهرات   ناهمگن مشابه تغيي   مادة جايي  جابه

  . بستگي داردnهمگن است و ميزان تغييرات به 

  

  
   ناهمگنة شعاعي در استوانجايي جابهتوزيع  5شكل 

 

 توزيع نرمال تنش محيطي اسـتوانه نـاهمگن را در           6شكل  

در (. دهـد  نـشان مـي    n مختلف   مقدار ازاي  به جدارراستاي  

تـنش  ). م شـده اسـت    يرس ـ ت  اشـتباه   بـه  اركـرد اين  ] 13[

0nازاي  بهمحيطي    مادة، بيشتر از    جدار در نيمه داخلي     >

 اسـت  همگن   مادة، كمتر از    جدارهمگن و در نيمه خارجي      

0nازاي  بهو برعكس     مادة، كمتر از جدار در نيمه داخلي   <

.  همگن استمادة، بيشتر از  جداردر نيمه خارجي    همگن و   

 نـاهمگن ماننـد     مادة استوانه، رفتار    در محدوده لايه مياني   

  .شود مي همگن مادةرفتار 

  

 

 توزيع تنش بيشينه در استوانه ناهمگن 6شكل 

  

 گيري  نتيجه-7
 دست بههاي  جايي جابهدهد كه   نشان مي1نتايج جدول 

  كاملاPETً مياني با روش  در سطحFSDTز روش آمده ا

اختلاف % 4در سطح داخلي، كمتر از   وشتهخواني دا هم

ها  جايي جابه با دقتّ قابل قبولي، FSDT يعني روش ؛دارند

  .دهد  ميدست بهرا 

 آمده از دست به يها تنشدهد كه   نشان مي2نتايج جدول 

 تقريباٌ PET مياني با روش  در سطحFSDTروش 

 مقادير FSDTروش  در سطح داخلي، اماخواني دارند  مه

  اينالبته .دهد  نشان ميPETنسبت به روش را بيشتري 

در طراحي مهندسي، موجب افزايش ضريب اطمينان 

بيني تنش  رو مشكلي براي پيش  و ازاينشود مي

يابي به  براي دست. كند ايجاد نمي) تنش تسليم(بحراني
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   برشي مرتبهشكل تغيير نظريهاز  توان ميهاي بالاتر،  دقّت

  . يا بالاتر استفاده كرد1دو

 مثبـت   n ازاي  بهنتيجه گرفت كه    چنين   توان  ميدرمجموع  

، كاهش و    استوانه  جدار  يا منفي، تنش بيشينه در يك نيمه      

 مثبـت،   n ازاي  بـه . يابـد  ، افـزايش مـي    جـدار در نيمه ديگر    

 n ازاي  بـه  اسـتوانه، كـاهش و        جـدار  شـعاعي در     جايي  جابه

بزرگتر باشـد، كـاهش      n هيابد و هر چ    ايش مي زمنفي، اف 

 نـاهمگن نـسبت بـه       ة اسـتوان  جايي  جابه يا افزايش تنش يا   

 nبنـابراين بهتـر اسـت       . شـود   مـي  همگن بيشتر    ةاستوان

 و تـنش در     جايي  جابه مثبت موجب كاهش     n .بزرگ نباشد 

اهميـت   كه براي بـسياري از صـنايع         شود  ميح داخلي   سط

n ازاي  به .دارد = تغييـرات در رفتـار مـاده       % 20 حدود   ±1

  .شود مي همگن ايجاد مادةنسبت به 

  

جايي شعاعي محاسـبه شـده بـا          جابه نتايجمقايسه   1جدول  

PET و FSDT 

n= 2-  n= 1  n= 0  n= 1-  n= 2-  [ ]ru mm

029811/0036471/0044096/0052673/0 062163/0 ]19[PET  

028538/0034764/0042388/0050984/0 060512/0 FSDT  

 سطح داخلي

ir r=  

025458/0031426/0038272/0045989/0 054541/0 ]19[PET  

025598/0031266/0038096/0045790/0 054309/0 FSDT  

  سطح مياني

r R=  

  

 PET بيشينة محاسبه شده با      مقايسة نتايج تنش   2جدول  

  FSDTو 

n= 2-  n= 1  n= 0  n= 1-  n= 2-  [ ]MPaθσ  

51/129  11/166  208 13/255  27/307  ]19[PET  

16/158  63/193  78/235  23/283  72/335  FSDT  

 سطح داخلي

ir r=  

36/162  00/160  62/155  30/149  35/141  ]19[PET  

81/159  12/159  16/156  08/151  15/144  FSDT  

  سطح مياني

r R=  
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