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 1396 مرداد 17دریافت: 
 1396 آبان 15پذیرش: 

 1396 آذر 17ارائه در سایت: 

فرض بر این است که تیر  در این تحقیق روشی نوین برای تحلیل رفتار دینامیکی تیر یکسر گیردار از جنس آلیاژ حافظ شکل ارائه شده است. 
لی و کاملا از آلیاژ حافظ شکل ساخته شده است. در ابتدا معادلات دیفرانسیل حاکم بر حرکت و شرایط مرزی مسئله براساس تئوری تیر اویلر برنو

صورت نقاط مختلف تیر به کارگیری اصل همیلتون توسعه یافته استخراج شده است. در معادلات استخراج شده پارامتر کرنش تغییر فاز دربا به
گیری کارکند و با بهکند. با استفاده از توابع شکل مود که کلیه شرایط مرزی را ارضا مییک متغیر داخلی تعریف شده که با زمان و مکان تغییر می

استفاده از روش عددی نیومارک روش گالرکین، معادلات حرکت سیستم  به تعدادی معادله دیفرانسیل معمولی تبدیل شده و معادلات حاصله با 
حل شده است. برای معین نمودن شرایط فاز آلیاژ حافظ شکل در نقاط مختلف تیر از مدل ماده سوزا جهت تعیین فاز ماده استفاده شده است. 

و براساس الگوریتم نگاشت  باشد با استفاده از این مدل مادهمتغیر داخلی کرنش تغییر فاز که در معادلات حاکم با مختصه های زمانی کوپل می
صورت جابجایی اولیه بر گردد. اثر متغیر کنترلی دما و متغیر کنترلی کرنش اولیه که بهبرگشتی در هر زمان و برای هر نقطه از تیر تعیین می

ردد که با افزایش دما میزان گدست آمده مشاهده میشود را بر میزان میرایی سیستم، به تفصیل بررسی شده است. از نتایج بهسیستم اعمال می
یابد و با افزایش جابجایی اولیه سرعت میرایی در ارتعاش آزاد افزایش علت تشکیل حلقه های هیستریزیس بزرگتر افزایش میاستهلاک به
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 In this study a novel solution method for dynamic analysis of clamped-free shape memory alloy beams 

is presented. It is assumed that the beam is entirely made of shape memory alloy. Based on Euler-
Bernoulli beam theory the governing equations of motion and corresponding boundary conditions are 

derived by using extended Hamilton principle. In the derived PDEs the transformation strain is behaved 

as external force that changes with time and position. The Galrkin approach is employed to convert 
PDEs to ODE system equations of motion. The derived equations of motion are solved by using 

Newmark integration method. The shape memory alloy constitutive model that presented by Souza is 

applied for specifying the phase of material all over beam. The transformation strain as internal variable 
that is coupled withstates of equations of motion is identified in every time and every position of beam 

by using return map algorithm. A parametric study on the control variables has been adopted and the 

results of parametric study are discussed. The results show that the hysteresis damping is increased by 
increasing the operating temperature. Moreover the damping of system is faster by increasing the initial 

displacement in free vibration. 
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 مقدمه 1-

کاربرد مواد هوشمند در علوم مهندسی و کاربردی توجه بسیاری از محققین 

های ساخته شده از این مواد و تحت شرایط مختلف سازه را به سمت بررسی

بارگذاری معطوف کرده است. مواد حافظ شکل که جزو زیرمجموعه مواد 

نظیری همچون قابلیت . دارای رفتارهای بی[1]گردد بندی میهوشمند دسته

، های مکانیکیهای زیاد و بازیابی شکل اولیه تحت بارگذاریتغییر شکل

باشند. رفتار کلی مواد حافظ یب این دو بارگذاری را دارا میحرارتی یا ترک

و رفتار شبه 1ایهرفتار حافظتوان به دو دسته اصلی شامل شکل را می

رفتاری مربوط به تغییر  ایرفتار حافظه. ]2,3[بندی کرد تقسیم 2الاستیك

 از ترپایین دما هنوز کهدر حالی و سپس بوده مارتنزیت فاز آلیاژ درشکل 

دارد ابتدا بار برداری مکانیکی انجام یافته و سپس  قرار مارتنزیت پایان دمای
                                                                                                                                  
1 Shape memory effect 
2 Pseudoelastic 
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گردد. در صورتی که طی یك فرایند حرارتی ماده به شکل اولیه خود باز می

های بالا دمای محیط بالای دمای آغاز آستنیت باشد بعد از اعمال کرنش

یجاد کرنش و بدون توان ماده را با حذف عامل ادرصد( می 10الی  5)حدود 

نیاز به فرآیند حرارتی به شکل اولیه خود بازگرداند. این رفتار اصطلاحا رفتار 

سازی رفتار های مختلفی برای شبیهشود. مدلنامیده می [1]شبه الاستیك 

و سه  [5,4]بعدی های یكمواد حافظ شکل ارائه شده است که شامل مدل

های ترین مدلترین و در عین حال کاملسادهباشد. یکی از [ می7,6بعدی ]

ارائه شده برای رفتار مواد حافظ شکل مدل ارائه شده توسط سوزا و همکاران 

های مهمی بعدی علاوه بر سادگی دارای قابلیتباشد. این مدل سهمی [6]

باشد. می 2تناسبیو غیر 1سازی رفتار ماده تحت بارهای تناسبیشبیههمچون 

سازی رفتار ماده حافظ س در تحقیق حاضر از این مدل برای شبیهبر این اسا

شکل استفاده گردیده است. یکی از خواص قابل توجه مواد حافظ شکل 

[ در بارهای 8] 3قابلیت استهلاک انرژی بر اثر بوجود آمدن رفتار هیستریزیس

[ 9باشد که از این خاصیت برای دمپینك و کنترل ارتعاشات ]دینامیکی می

گردد. این خاصیت مواد هایی از جنس آلیاژ حافظ شکل استفاده میسازه در

الاستیك بیشتر مورد توجه است زیرا برای حافظ شکل در محدوده کاری شبه

تکمیل چرخه هیستریزیس در این حالت نیازی به اعمال فرآیند حرارتی 

طور نیست و سیستم تحت تاثیر بارگذاری دینامیکی رفتار هیستریزیس را به

دهد. از جمله موارد بررسی شده برای رفتار دینامیکی کامل از خود نشان می

های گسسته توان به سیستمهای از جنس مواد حافظه شکل، میسازه

ارتعاشی شامل جرم و فنر به همراه یك المان از جنس آلیاژ حافظ شکل، 

تقویت های های از جنس آلیاژ حافظ شکل، تیرهای کامپوزیتی با سیمسیم

طور کامل ساخته شده نهایت تیرهای بهکننده از جنس آلیاژ حافظ شکل و در

[ رفتار دینامیکی یك سیستم 10از آلیاژ حافظ شکل اشاره کرد. فنگ و لی ]

ای از جنس ماده حافظ گسسته مکانیکی شامل جرم، دمپر و یك المان میله

دادند. اثر تغییر فاز صورت عددی و هم تجربی مورد بررسی قرار شکل را هم به

در نزدیکی فرکانس تشدید را  4بر فرکانس تشدید و میزان نقطه اوج دامنه

[ رفتار آشوبناک سیستم یك 11مورد بررسی قرار گرفت. برناردینی و رگا ]

ای از جنس آلیاژ حافظ شکل را مورد درجه آزادی گسسته شامل المان میله

میزان انتقال حرارت با محیط و بررسی قرار دادند. اثرات دمای کارکرد، 

و  5ظرفیت حرارتی بر رفتار آشوبناک سیستم با استفاده از نمودارهای انشقاق

الاستیك مورد بررسی قرار گرفته است. در رژیم کاری شبه 6مقطع پونکاره

[ ارتعاشات اجباری و 13[ و همچنین ماچادو و همکاران ]12ساوی و پاچچو ]

هایی از جنس جه آزادی گسسته شامل المانآزاد یك سیستم کوپل دو در

وجود آمده آلیاژ حافظ شکل را از نظر رفتارهای آشوبناک و اثرات دمپینگ به

با  [14لاگوداس و همکاران ]در اثر هیسترزیس، مورد بررسی قرار دادند. 

استفاده از تحلیل عددی و تجربی رفتار میرایی ارتعاش را با استفاده از یك 

ی که المان اصلی آن سیم از جنس آلیاژ حافظ شکل بود را سیستم مکانیک

مورد بررسی قرار دادند. پاسخ فرکانسی و قابلیت انتقال جابجایی توسط سیم 

دار و همچنین میزان تغییرات دما در طول آزمایش مورد توجه قرار حافظه

های از جنس گرفت. پایداری دینامیکی یك تیر کامپوزیت تقویت شده با سیم

[ بررسی گردید. در این تحقیق تیر 15یاژ حافظ شکل توسط تسایی و چن ]آل

کامپوزیت تحت تاثیر نیروی محوری قرار گرفته و با استفاده از روش اجزای 

                                                                                                                                  
1 Proportional 
2 Non-proportional 
3 Hysteresis 
4 peak response 
5 bifurcation 
6 Poincare´ section 

محدود و به همراه روش بالانس هارمونیك محدوده ناپایداری تیر کامپوزیت 

های سیم [ اثرات استهلاک انرژی16شناسایی شده است. خلیلی و همکاران ]

جاسازی شده در دو رویه بالایی و پایینی  یك تیر کامپوزیت را مورد بررسی 

قرار دادند. روش استفاده شده در این تحقیق روش اجزاء محدود بوده و 

الگوریتم ارائه شده برای حل مسئله با چند مثال توضیح داده شده است. 

ر تماما ساخته شده [ رفتار ارتعاشی یك تیر یکسر گیردا17هاشمی و خادم ]

صورت یك سیستم . تیر یکسر گیردار بهاز آلیاژ حافظ شکل را بررسی کردند

سازی شده و رفتار ارتعاشی تیر برای محدوده کاری گسسته جرم و فنر ساده

[ رفتار 18پاک و همکاران ]شبه الاستیك مورد بررسی قرار گرفته است. دامن

برای یك تیر دو و سه لایه که شامل ارتعاشی و قابلیت کنترل ارتعاشات را 

لایه هایی از جنس آلیاژ حافظ شکل بوده را مورد تجزیه و تحلیل قرار دادند. 

روش مورد استفاده در این تحلیل روش اجزاء محدود بوده و اثرات پیش 

های تیر بر روی رفتار دینامیکی آن مورد بررسی تنش، دما و ضخامت لایه

 قرار گرفته است.

های ی تحقیقات مورد اشاره، از دو روش اصلی برای تحلیل سازهدر تمام

از جنس آلیاژ حافظ شکل استفاده شده است. روش اول روش اجزاء محدود و 

سازی و تبدیل سازه به یك سیستم ساده جرم و فنر روش دوم گسسته

هایی سیمهایی تشکیل شده از ثرا کامپوزیتهای تیر و صفحه اکباشد. سازهمی

[ و در موارد نادر تمامی تیر از آلیاژ حافظ 16-19لیاژ حافظ شکل بوده ]از آ

 [.18,17شکل ساخته شده است ]

های اجزاء محدود برای تحلیل تاکنون در تمام تحقیقات پیشین از روش

. در [16-19] اندهای از جنس آلیاژ حافظ شکل استفاده نمودهدینامیکی سازه

ستفاده از روش نیمه تحلیلی در جهت این تحقیق رویکردی نوین شامل ا

سازه مورد بررسی تیر یکسر گیردار است که  گردد.می ارائه هاتحلیل این سازه

خلاف روش اجزاء محدود کاملا از جنس آلیاژ حافظ شکل ساخته شده و بر

این روش مستلزم حل تعداد زیادی معادله حرکت و همچنین معضلات ناشی 

. همچنین با روشی که برای حل باشدو سختی نمی های جرماز مونتاژ ماتریس

های زمانی سیستم پیوسته برای گردد امکان دسترسی به مختصهارائه می

گردد. سرعت حل مسئله در این روش با توجه به کنترل سیستم نیز مهیا می

یابد. همچنین با کاهش تعداد معادلات حرکت به طور چشمگیری کاهش می

مختصه های زمانی سیستم امکان آنالیز پایداری سیستم توجه به دسترسی به 

 گردد.مهیا می

 استخراج معادلات حرکت سیستم -2

در این قسمت معادله ساختاری آلیاژ حافظ شکل به همراه روش استخراج 

 معادلات حرکت و روش حل مسئله مورد بررسی قرار می گیرد.

 معادله ساختاری  -2-1

های مختلفی برای توصیف رفتار آلیاژ حافظ گونه که اشاره شد مدلهمان

بعدی که قادر به توصیف دو رفتار های سهمدلشکل ارائه شده است. یکی از 

[ معرفی 6ی است، توسط سوزا و همکاران ]االاستیك و رفتار حافظهشبه

کار اند بهها کوچك فرض شدهای که تغییر شکلناحیهاین مدل برای  .گردید

عنوان هباشد که بمی𝑒trرود. مهمترین متغیر این مدل کرنش تغییر فاز می

متغیرهای  Tو دمای مطلق  εمتغیر داخلی در نظر گرفته شده و کرنش 

 باشند.کنترل مدل سوزا می

انحرافی  مؤلفه و حجمی مؤلفه با کمك دو تنش و کرنش مدل این در

 گردد:صورت زیر بیان میبه

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
96

.1
7.

12
.5

7.
9 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
3-

28
 ]

 

                             2 / 11

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1396.17.12.57.9
https://mme.modares.ac.ir/article-15-10137-fa.html


  

 و همکاران رضا رضویلر تحلیل دینامیکی رفتار شبه الاستیک یک تیر از جنس آلیاژ حافظ شکل

 

 222 12شماره  17، دوره 1396اسفندمهندسی مکانیک مدرس، 
 

(1) 
휀 = 𝑒 +

𝜃

3
𝐼 

𝜎 = 𝜎𝑠 + 𝜎𝐷𝐼 

تنش انحرافی،  σsکرنش حجمی،  θکرنش انحرافی،  eجا که در این

 𝜎𝐷 تنش حجمی وI باشد.تانسور واحد می 

سازی رفتار آلیاژ حافظ شکل سوزا تابع انرژی آزاد هلمهولتز را برای مدل

 :[6] گرددصورت زیر بیان میکار برد که بهچند بلوری به

(2) 

𝛹(𝑒, 𝑒tr, 𝑇) =   
1

2
𝐾𝜃2 + 𝐺‖𝑒 − 𝑒tr‖2 +  𝜏𝑀(𝑇)‖𝑒

tr‖

+
ℎtr

2
‖𝑒tr‖2 + 𝐼𝜀𝐿(𝑒

tr) 

پارامتر وابسته   trhبه ترتیب مدول حجمی و برشی،  K,Gکه در این بیان 

یك تابع صعودی  τM(T)شوندگی ماده طی تحول تغییر فاز،به سخت

‖یکنواخت و مثبت از دما معروف به تابع ماکسول،  علامت نرم بردار یا ‖

ΙεL(eماتریس و
tr)  به منظور ارضا قیود، در نرم تغییر تابعی از کرنش تغییر فاز

 باشد.ی میفاز کرنش

صورت زیر از رابطه انرژی آزاد هلمهولتز معادلات حاکم بر رفتار ماده به

 :آینددست میبه

(3) 𝜎𝐷 =
𝜕𝜓

𝜕𝜃
(𝑒, 𝑒tr, 𝑇) = 𝐾𝜃 

(4)  𝜎𝑠 =
𝜕𝜓

𝜕𝑒
(𝑒, 𝑒tr, 𝑇) = 𝐸(𝑒 − 𝑒tr) 

(5) 

𝜎𝑋 ∊
𝜕𝜓

𝜕𝑒tr
(𝑒, 𝑒tr, 𝑇) = 𝜎𝑠 

−(𝜏𝑀(𝑇)𝜕‖𝑒
tr‖ + ℎtr‖𝑒tr‖ + 𝜕𝐼𝜀𝐿(𝑒

tr)) 

(6) 𝜎𝑡ℎ ∊ −
𝜕𝜓

𝜕𝜃
(𝑒, 𝑒tr, 𝑇) = −𝜕𝜏𝑀(𝑇)‖𝑒

tr‖ 

است و  𝑒trکار مزدوج کرنش انتقال فاز 𝜎𝑋 تنش تغییر فاز که در آن

 𝜎𝑡ℎپتانسیل استهلاک معادلات تکاملی شود. نام چگالی آنتروپی تعریف میبه

 شود:صورت زیر استخراج میبه 𝑒trبرای متغیر داخلی

(7) {
  
 

  
 �̇�tr = 휁̇

 𝜎𝑋
‖ 𝜎𝑋‖

(الف)                        

𝐹( 𝜎𝑋) = ‖ 𝜎𝑋‖ − R ≤ (ب)         0

휁̇ ≥ (ج)                                           0

휁̇𝐹( 𝜎𝑋) = (د)                               0

 

ب( -7و معادله )قانون جریان بوده  الف(-7که در این معادلات معادله )

د( -7ج( و )-7کند. روابط )را بیان می𝜎𝑋 حسب تابع نسبی بر Fتابع حد 

سازی باشند که مسئله را به یك مسئله بهینهتاکر مسئله می -شرایط کان

 نماید.تبدیل می

گیری زمانی روی مدل انجام با استفاده از روش اویلر معکوس انتگرال

صورت ( به7( به همراه قانون جریان )3-6ساختاری )گیرد. بنابراین روابط می

 آید:زیر در می

8)) {
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 (𝜎𝐷)𝑛+1 = 𝐾𝜃𝑛+1                                                     (الف  

 𝜎𝑠𝑛+1 = 𝐸(𝑒𝑛+1 − 𝑒𝑛+1
tr ب)                                         (

 𝜎𝑋𝑛+1 =  𝜎𝑠𝑛+1 − (
𝜏𝑀(𝑇)𝜕‖𝑒

tr‖ +

ℎtr‖𝑒tr‖ + 𝛾𝑛+1
)
𝑒𝑛+1
tr

‖𝑒𝑛+1
tr ‖

   ج)       

𝛾𝑛+1 ≥ د)                                                                      0

𝑒𝑛+1
tr = 𝑒n

tr + ∆휁
 𝜎𝑋𝑛+1
‖ 𝜎𝑋𝑛+1‖

ص)                                     

‖𝑒𝑛+1
tr ‖ ≤ 휀L                                                             (ط

∆휁 ≥  و)                                                                        0

𝐹( 𝜎𝑋𝑛+1) = ‖ 𝜎𝑋𝑛+1‖ − 𝑅 ≤ ه)                             0

∆휁𝐹( 𝜎𝑋𝑛+1) =  ی)                                                      0

 

휁∆ و nt+1و  ntبه لحظات زمانی  n,1+n که = 휁 − 휁𝑛.اشاره دارد 

[ را برای معادلات 20]1روش نگاشت معکوس[ الگوریتم حل به6]سوزا 

بینی کرده و حاکم بر رفتار ماده پیشنهاد کرد که حالت الاستیك را پیش

کند. الگوریتم حل شامل محاسبه با فرض حالت غیرالاستیك را تصحیح می

الاستیك بودن حالت ماده و تایید حالت ماده فرض شده با استفاده از تابع 

برای حالت فرض شده است. اگر حالت پیش فرض درست 𝐹tr قید انتقال فاز 

𝐹trباشد یعنی ≤ 𝐹trدرحالت الاستیك قرار داریم ولی اگر    0 > در این  0

حالت فرض اولیه نادرست بوده و در حالت غیرالاستیك هستیم و باید فرض 

 اولیه اصلاح گردد.

 استخراج معادلات حرکت  -2-2

در این بخش معادلات حرکت یك تیر یکسر گیردار که تماما از آلیاژ حافظ 

نمای کلی تیر یك سر گیر دار  "1شکل "گردد. شکل ساخته شده، بررسی می

 دهد.می را نشان

[ به 21برنولی ] -بردار جابجایی و تانسور کرنش براساس تئوری تیر اویلر

 باشد:صورت زیر می

( هر کدام از اجزای تانسور کرنش برحسب میدان 12,11در روابط )که 

 ت.جابجایی بیان شده اس

با استفاده از روابط مربوط به بردار جابجایی و تانسور کرنش و با 

( می توان 14مطابق رابطه )[ 21] کارگیری اصل همیلتون توسعه یافتهبه

 لات حرکت سیستم را استخراج نمود.معاد

(13) ∫ (𝛿𝐾𝑒 − 𝛿𝜓 + 𝛿𝑊𝐸𝑋)𝑑𝑡 = 0
𝑡2

𝑡1

 

به ترتیب بیانگر انرژی جنبشی، 𝐾𝑒 ،𝜓 ،𝑊𝐸𝑋های ( عبارت13در رابطه )

انرژی آزاد هلمهولتز و کار ناشی از نیروهای خارجی اعمالی به سیستم 

 با قرار دادن مقادیر هر کدام از و 2باشد. با استفاده از روش حساب تغییراتمی
 

 
Fig. 1 SMA Cantilever beam 

 نمای کلی تیر یکسر گیردار از جنس آلیاژ حافظ شکل 1شکل 

                                                                                                                                  
1 Return map 
2 Variation calculus 

(9) 𝑈(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) − 𝑧
𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
 

(10) 𝑊(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑡) 

(11) 𝑒𝑥𝑥 =
𝜕𝑢0(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
 

(12) 𝑒𝑦𝑦 = 𝑒𝑧𝑧 = 𝑒𝑥𝑦 = 𝑒𝑥𝑧 = 𝑒𝑦𝑧 = 0 

F 
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z 
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 رحسب میدان جابجایی و کرنش داریم:( ب13های رابطه )ترم

(14) 

𝛿𝜓 = ∫

(

 

𝐾(𝜃)𝛿(𝜃)

+𝐸‖𝑒 − 𝑒tr‖𝛿(‖𝑒 − 𝑒tr‖)

+𝜏𝑀(𝑇)𝛿(‖𝑒
tr‖)

+ℎtr‖𝑒tr‖𝛿(‖𝑒tr‖ ) )

  

𝑉
dV 

 هلمهولتز برحسب میدان کرنش است. ( بیانگر انرژی آزاد14که رابطه )

(15) 

δ𝐾𝑒 = ∫ρ(δ�̇�T�̇� + δ�̇�T�̇�)

 

V

 

         = ∫𝜌 (δ(𝑢0̇(x, t) − 𝑧
∂�̇�(𝑥, 𝑡)

∂𝑥
)

T

(𝑢0̇(𝑥, 𝑡)

 

V

− 𝑧
𝜕�̇�(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
) + δ�̇�T�̇�) dV 

        = ∫𝜌 {δ(𝑢0̇(𝑥, 𝑡))
T
𝑢0̇(𝑥, 𝑡)

 

V

− 𝑧δ(𝑢0̇(𝑥, 𝑡))
T 𝜕�̇�(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

− 𝑧
𝜕

𝜕𝑥
(𝛿�̇�(𝑥, 𝑡))

T
𝑢0̇(𝑥, 𝑡)𝑧

+ 𝑧2
𝜕

𝜕𝑥
(𝛿�̇�(𝑥, 𝑡))

T 𝜕�̇�(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

+ 𝛿�̇�T�̇�} dV 

(16) δ𝑊EX = ∫ 𝛿𝑤𝑇(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

 L

0

 

 ( به ترتیب بیانگر انرژی جنبشی و کار حاصل از نیروهای15-16و روابط )

 خارجی برحسب میدان جابجایی است.

 ( در رابطه اصل16,14های معادلات )با جایگزینی مقادیر هر کدام از ترم

توان معادلات حرکت سیستم ( بیان شد، می13صورت رابطه )همیلتون که به

 دست آورد.( به18,17به همراه تمام شرایط مرزی، مطابق روابط )

(17) 

𝛿𝑢0: −𝐼0𝑏�̈�0 + 𝐼1𝑏
𝜕2�̈�(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝐸𝐴

𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

− 𝐸𝐴
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝜕𝑤

𝜕𝑥

= 𝑏𝐸 ∫
𝜕𝑒tr

𝜕𝑥

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

𝛿𝑤: (−𝐼0𝑏�̈� + 𝐼1𝑏
𝜕2�̈�0(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝐼2𝑏

𝜕2�̈�(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2

−
𝐸𝑏ℎ3

12

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
)    

= −𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝐸𝑏∫
𝜕2𝑒tr

𝜕𝑥2

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑧𝑑𝑧 

(18) 

(𝐸ℎ
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝐸∫ 𝑒tr
ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧) 𝛿𝑢0|
𝑥 = 𝑙
𝑥 = 0

= 0 

(−
𝐸ℎ3

12

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− 𝐸∫ 𝑒tr𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧) 𝛿
𝜕𝑤

𝜕𝑥
|
𝑥 = 𝑙
𝑥 = 0

= 0 

{𝐼1(𝑢0̈(𝑥, 𝑡)) − 𝐼2 (
𝜕�̈�(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
)  

+
𝜕 

𝜕𝑥
(−

𝐸ℎ3

12

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝐸∫ 𝑒tr𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧)} 𝛿𝑤|
𝑥 = 𝑙
𝑥 = 0

= 0 

( معادلات حرکت بوده و اثر آلیاژ حافظ شکل 17که دسته معادلات )

 ست این معادلات ظاهر شده است. درصورت نیروی خارجی در طرف رابه
 

,𝐼2( پارامترهای 17رابطه ) 𝐼1, 𝐼0 شوند:صورت زیر تعریف میبه 

(19) (𝐼0, 𝐼1, 𝐼2) = ∫ 𝜌(1, 𝑧, 𝑧2)

ℎ

2

−ℎ

2

𝑑𝑧 

( آمده است که باید 18همچنین تمام شرایط مرزی برای تیر در رابطه )

 سازی گردد. اساس شرایط مرزی هندسی تیر یکسر گیردار سادهبر

 روش حل مسئله -2-3

( از نوع 17گونه که مشاهده می گردد دسته معادلات دیفرانسیل رابطه )همان

های به یکی از روشمعادلات دیفرانسیل جزئی بوده و برای حل نیاز است 

کار از روش آید. برای اینصورت دسته معادلات معمولی درنیمه تحلیلی به

[ برای جداسازی مختصه های زمانی و مکانی و تبدیل معادلات 21گالرکین ]

شود. حرکت با مشتقات جزئی به معادلات دیفرانسیل معمولی استفاده می

های ضرب مختصهری حاصلصورت سمطابق این روش حل بردار جابجایی به

 گردد:صورت زیر بیان میزمانی در شکل مودهای مکانی به

(20) 𝑢0(𝑥, 𝑡) =∑𝛷𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

𝑈𝑖(𝑡) 

(21) 𝑤(𝑥, 𝑡) = ∑𝜓𝑖(𝑥)

𝑛

𝑘=1

𝑊𝑖(𝑡) 

های زمانی در جهت مختصه به ترتیب 𝑊𝑘(𝑡)و 𝑈𝑖(𝑡) که در آن

به ترتیب شکل مودهای  𝛹𝑘(𝑥)و  𝛷𝑖(𝑥)جابجایی طولی و عرضی و 

 باشد.جابجایی های طولی و عرضی می

شکل مودهای طولی و عرضی مربوط به تیر یکسر گیردار برای تئوری تیر 

 صورت زیر می باشد.[ و به21برنولی قبلا استخراج شده ] –اویلر

(22) 𝛷𝑖(𝑥) = sin
(2𝑖 + 1)π�̂�

2
   𝑖 = 0,1,2… . , 𝑛 

(23) 

𝜓𝑘(𝑥) = (cos𝛽𝑛�̂� − cosℎ𝛽𝑛�̂�) − 
(cos𝛽𝑛 + cosℎ𝛽𝑛)

sin𝛽𝑛 + sinℎ𝛽𝑛
(sin𝛽𝑛�̂�   − sinℎ𝛽𝑛�̂�) 

𝛽𝑛 ≅
(2𝑛 − 1)π

2
 

      = [1.875104, 4.694091, 7.854757, 10.9956] 

جای بردار جابجایی معادلات مشتقات دادن این مقادیر به با قرار

آید ولی پیش از آن برای افزایش دقت و دست میدیفرانسیل معمولی به

بعد گردد. برای این کار پارامترهای پارامترهای سیستم بیسرعت حل باید 

 گردند.صورت زیر معرفی و در معادلات دیفرانسیل لحاظ میبعد سیستم بهبی

(24) �̂� =
𝑈

𝐿
 , �̂� =

𝑊

𝐿
 , �̂� =

𝑥

𝐿
 , �̂� =

𝑡

𝜏
 , �̂� =

𝑧

𝐿
, 𝛺 = 𝜔 × 𝜏 

 گردد:صورت زیر تعریف میبعدسازی زمانی بهکه در این روابط پارامتر بی

(25) τ = √
𝐼0𝑏𝐿

4

𝐸𝐼̅
 

𝐼که در این رابطه  ̅ = 𝑏ℎ3/12 باشد.می 

بعد در دستگاه با اعمال روش گالرکین و جایگزاری پارامترهای بی

حسب ، معادلات حرکت سیستم برمعادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی

 گردد:صورت زیر تبدیل میهای زمانی بهمختصه

(26) 

[
𝐴11 𝐴12
𝐴21 𝐴22

] { �̈̂�

�̈̂�
} + [

𝐵11 0
0 𝐵22

] { �̂�
�̂�
} + {

𝑁𝐿𝑢
𝑡ℎ

𝑁𝐿𝑤
𝑡ℎ}    

+ {
0
𝑁𝐿𝑓

} = 0 

صورت زیر که در آن ضرایب دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی به

 باشند:می
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(27) 

[𝐴11]𝑖𝑗 = ∫ 𝜙𝑗(�̂�)𝜙𝑖(�̂�)𝑑
1

0

�̂� 

[𝐴12]𝑖𝑗 = −
𝐼1
𝐼0𝐿

∫ 𝜙𝑗(�̂�)
𝜕𝜓𝑖(�̂�)

𝜕�̂�
𝑑

1

0

�̂� 

[𝐴21]𝑖𝑗 =
𝐼1
𝐼0𝐿

∫ 𝜓𝑗(�̂�)
𝜕𝜙𝑖(�̂�)

𝜕�̂�
𝑑

1

0

�̂� 

[𝐴22]𝑖𝑗 = ∫ 𝜓𝑗(�̂�)𝜓𝑖(�̂�)𝑑
1

0

�̂�

−
𝐼2
𝐼0𝐿

2
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[𝑁𝐿𝑊
𝑡ℎ]

𝑗

=
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∫ 𝜓𝑗(�̂�)𝑓(�̂�, 𝑡)̂𝑑
1

0

�̂� 

𝑁𝐿𝑈های( ترم27در رابطه )
𝑡ℎ  و𝑁𝐿𝑊

𝑡ℎ  اثر تغییر فاز آلیاژ حافظ شکل را

دهد که تابعی از بر روی رفتار دینامیکی تیر در لحظات مختلف نشان می

باشد. همچنین اثر نیروی خارجی مکانیکی بر سیستم توسط زمان و مکان می

که تنها تابعی از زمان است. سایر ضرایب  شودنشان داده می 𝑁𝐿𝑓ترم 

که باشند. با توجه به ایندستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی همه ثابت می

𝑁𝐿𝑈 های ترم
𝑡ℎو 𝑁𝐿𝑊

𝑡ℎ هم تابع زمان و هم تابع مکان بوده و وابسته به کرنش

های مکانی تیر امکان باشندو همچنین مانند مختصهتغییر فاز سیستم می

صورت سری حاصل ضرب تابع صریح و تبدیل کرنش تغییر فاز بهحدس 

𝑁𝐿𝑈 هایمختصه زمانی و مکانی وجود ندارد، بنابراین باید ترم
𝑡ℎو 𝑁𝐿𝑊

𝑡ℎ در هر

صورت یك الگوریتم حل داخلی و با استفاده از روش نگاشت لحظه از حل به

 صورت عددی محاسبه گردد.برگشتی به

ولی و در ضخامت به تعداد مناسبی نقطه بدین منظور تیر در جهت ط

سازی شده تا مقدار کرنش تغییر فاز در این نقاط در هر زمان محاسبه گسسته

گردد. با توجه به حل داخلی برای تعیین وضعیت کرنش تغییر فاز در هر 

[ برای حل دستگاه دیفرانسیل معمولی 22لحظه زمانی، روش حل نیومارک ]

توان در فلوچارت حل ارائه شده در حل عددی را می شود. روشکار برده میبه

 خلاصه کرد. "2شکل "

 بررسی نتایج عددی برای یک تیر یکسر گیردار -3

نویسی متلب حل نموده و در این بخش مسئله را با استفاده از یك کد برنامه

نتایج حاصل از حل برای یك نمونه تیر یکسر گیردار تحت شرایط دینامیکی 

مورد تجزیه ساخته شده را  [6]که از آلیاژ حافظ شکل با مشخصات داده شده 

 دهیمو تحلیل قرار می

 لیاژ حافظ شکلمشخصات هندسی تیر و مشخصات آ -3-1

کار رفته در ساخت تیر یکسر گیردار مشخصات هندسی و آلیاژ حافظ شکل به

ارائه شده است. لازم به ذکر است از این پس در طول مقاله تمام  1در جدول 

 گردد.بعد ارائه میصورت بیابعاد مکانی و زمان به

 
 خواص ماده و مشخصات ظاهری تیر یکسر گیردار 1جدول 

Table 1 Material [6] and geometry property of clamped free beam 
 ابعاد و خواص ماده مقادیر

70 GPa ( مدول الاستیسیتهE) 

4430(kg/m3) ( چگالیρ) 

 (ν)نسبت پواسون  0.33

45MPa  شعاع محدود الاستیك( مادهR) 

 εLماکزیمم کرنش  0.03

285.15 K  0(دمای محیطT( 

7.5 MPa K-1 (β)پارامتر ماده حافظ شکل 

500 MPa ( پارامتروابسته به سخت شوندگیtrh) 

 (b/Length)بعد عرض بی 0.1

 (h/Length)بعد ضخامت بی 0.03

 

Fig. 2 Flow chart of incremental solution algorithm 
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 سنجی نتایجصحت -3-2

های آزمایشگاهی و عددی برای تیربا توجه به کمبود و در اصل نبود نتایج 

، نتایج این تحقیق با نتایج تیر از کاملا ساخته شده از جنس آلیاژ حافظ شکل

، مقایسه شده است. در ابتدا به کمك  جنس آستنیت که رفتار الاستیك دارد

بندی در جهت طولی و ضخامت تیر انجام یك آنالیز همگرایی تعداد نقاط مش

نقطه طولی و  100، برابر با نیمم برای همگرایی نتایجمی گرفته و تعداد نقاط

بندی نقاط، ست آمده است. با این مقادیر مشنقطه در جهت ضخامت بد 60

در ابتدا یك تحلیل آنالیز مودال انجام گرفته و نتایج این تحلیل با نتایج آنالیز 

مودال برای تیر الاستیك مقایسه شده است. نتایج حاصل از این مقایسه در 

 ارائه شده است. 2جدول 

ماکزیمم اختلاف بین نتایج آنالیز مودال  دهد کهنشان می 2نتایج جدول 

بوده که در فرکانس طبیعی اول اتفاق  %9برای دو حالت تیر یکسر گیردار 

برنولی اثر  -افتد. این مسئله نیز طبیعی است زیرا برای تئوری تیر اویلرمی

صورت نیروی استهلاک خارجی در معادلات ظاهر آلیاژ حافظ شکل فقط به

 تواند داشته باشد.کانس طبیعی سیستم نمیشده و نقشی در فر

 بررسی ارتعاش آزادتیر -3-3

در اولین تحلیل دینامیکی، تیر یکسر گیردار تحت جابجایی اولیه  قرار گرفته 

شود تا اثر آلیاژ حافظ شکل بر رفتار ارتعاشی آزاد تیر بررسی و رها می

جابجایی اولیه تیر ای است که گردد.شرایط اولیه اعمال شده بر تیر به گونه

باشد ای میمنطبق بر شکل مود اول تیر بوده و میزان جابجایی اولیه به اندازه

های زمانی مختصه "3شکل "که قسمتهایی از تیر وارد تغییر فاز شده باشد. 

دهد. مطابق همین مود اول در جهت طولی و در جهت خیز تیر را نشان می 5

انی مود اولی در جهت خیز مختصه نمودار مشخص است که فقط مختصه زم

 نظر کرد.توان صرفهای طولی میغالب بوده و مخصوصا از اثر مختصه

برای مشاهده میزان اثر آلیاژ حافظ شکل بر استهلاک انرژی در ارتعاش 

گیرد. آزاد تیر یکسر گیردار، ارتعاش انتهای آزاد تیر مورد بررسی قرار می

یکسر گیردار از جنس آلیاژ حافظ شکل را  ارتعاش انتهای آزاد تیر "4شکل "

با ارتعاش آزاد تیر یکسر گیردار با همان شرایط ولی از نوع الاستیك با 

 مشخصات ماده فاز آستنیت نشان می دهد.

گردد هر دو تیر با یك جابجایی اولیه برابر گونه که مشاهده میهمان

آلیاژ حافظ  شروع به ارتعاش کرده ولی اثر هیسترزیس ایجاد شده توسط

یابد شکل باعث استهلاک انرژی جنبشی تیر شده و این امر تا جایی ادامه می

 که تمام نقاط تیر در منطقه الاستیك ارتعاش کند.

همچنین نشان از این مسئله دارد که اثر  "4شکل "مقایسه دو نمودار در 

و تیر آلیاژ حافظ شکل بر فرکانس طبیعی تیر تاثیری نداشته و در نهایت هر د

الاستیك و تیر از جنس آلیاژ حافظ شکل در منطقه الاستیك هم فرکانس 

 لیاژ حافظ شکل در محدوده نوساناتاین رفتاری است که از تیر آهستند. 
 

های طبیعی تیر یکسر گیردار از آلیاژ حافظ شکل با تیر مقایسه فرکانس 2جدول 

 الاستیك

Table 2 Comparison of natural frequencies of SMA beam with elastic 
beam 

 درصد اختلاف
 فرکانس تیرالاستیك

(Hz) 

فرکانس تیرحافظ 

 (Hz)شکل 
 شماره مود

9% 0.6142 0.5596 1 
8% 3.8340 3.5056 2 

8.9% 10.6691 9.8069 3 

8% 20.7220 19.1897 4 
6% 33.8714 31.7049 5 

 

 

Fig. 3 The time history of a) transverse vibration states b) longitudinal 

vibration  states 
های الف( در جهت ارتعاش عرضی تیر ب( در جهت منحنی زمانی مختصه 3شکل 

 ارتعاش طولی
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Fig. 4 The time history of beam tip deflection of SMA and elastic beam 
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Fig. 5 Strain-Stress diagram for top point on clamped end 

 کرنش برای نقطه بالایی روی سر گیردار تیر -نمودار تنش 5شکل 

عنوان محك خوبی برای تواند بهمی انتظار بوده که این نیز خود الاستیك قابل

 باشد.سنجی معادلات حرکت استخراج شده نیز صحت

طور که قبلا اشاره شد عامل اصلی استهلاک انرژی سیستم در همان

برای . های از جنس آلیاژ حافظ شکل ایجاد پدیده هیستریزیس استسازه

نش مربوط به نقطه فوقانی سر گیردار تیر کر-بررسی این پدیده منحنی تنش

نشان داده شده است. رفتار هیستریزیس آلیاژ حافظ شکل در  "5شکل "در 

که منحنی طوری شود بهوضوح دیده میطول ارتعاش تیر در این منحنی به

های بیرونی را کرنش در نقطه مورد بحث در مراحل اولیه ارتعاش حلقه-تنش

های منحنی تنش کرنش بر ت غیرخطی ماده حلقهعلت خاصیطی کرده و به

کند. با افزایش زمان های هیسترزیس میهم منطبق نبوده و تولید حلقه

شود و تر میها کوتاهها به حالت به هم نزدیك و طول حلقهارتعاش این حلقه

ها بسیار کوچك شده یا عملا از بین یابد تا حلقهآنقدر این عمل ادامه می

این حالت دیگر ارتعاش تیر در محدوده الاستیك صورت گرفته و  رود. درمی

 ماند.دامنه ارتعاش ثابت می

از این مرحله به بعد استهلاک انرژی عملا نزدیك به صفر رسیده و چون 

در تحلیل سیستم دارای میرایی لحاظ نشده بنابراین ارتعاش با دامنه ثابت در 

های نشان م این مراحل توسط فلشکند. تمامحدوده الاستیك ادامه پیدا می

 قابل مشاهده است. "5شکل "داده شده در 

الاستیك تیر بررسی مناطق تحت تاثیر تغییر فاز ناشی از رفتار شبه

[ 16,17,19گرفته ] موردی است که کمتر در تحقیقات دیگر مورد بررسی قرار

است. برای و تنها به بررسی رفتار نقاط یا مقاطع خاصی از تیر اکتفا شده 

دست آوردن دید بهتر نسبت به اثر تغییر فاز بر رفتار دینامیکی تیر و به

همچنین مناطق تحت تاثیر تغییر فاز سه مقطع زمانی تیر را انتخاب کرده و 

ول تیر مورد بررسی قرار پارامترهای تنش و کرنش و کرنش تغییر فاز را در ط

 دهیم.می

دهد که شامل لحظه در سه مقطع زمانی، خیز تیر را نشان می "6شکل "

لحظات مربوط به پیك ارتعاشی در حالتی که تیر  ،اولیه شروع به ارتعاش

تحت اثر تغییر فاز است و در نهایت زمانی که تیر در حال ارتعاش در محدوده 

باشد. هدف بررسی وضعیت کانتورهای تنش، کرنشو کرنش تغییر الاستیك می

از در این مقاطع زمانی است. همزمان توزیع کرنش و کرنش تغییر فاز در ف

 گردد.لایه های مختلف تیر بررسی می

 
Fig. 6 Deflection of beam for three times 

 نمودار خیز تیر برای چهار مقطع زمانی 6شکل 

پراکندگی کرنش در طول تیر را برای چهار مقطع مختلف زمانی  "7شکل "

دهد. مطابق شکل ماکزیمم کرنش در این مقاطع زمانی در اخیر  نشان می

مربوط به  لحظه زمانی شروع  "الف7 شکل ". افتدانتهای گیردار تیر اتفاق می

ت و قرار گرفته اس "6شکل "ارتعاش است که تیر تحت جابجایی اولیه مطابق 

شود مطابق همین نمودار با گذشت زمان ارتعاشی دامنه کرنش آنقدر کم می

 "8شکل "نوسان کند. در  "ب 7شکل "تا تیر در محدوده الاستیك مطابق 

توزیع کانتور کرنش در طول تیر نشان داده شده است. کانتور کرنش برای این 

نی مقطع ماکزیمم مقاطع زمانی در انتهای گیردار تیر در نقاط فوقانی و تحتا

 بوده و در تار خنثی تقریبا صفر است.

دهند که در سر آزاد نشان می "8و7شکل "علاوه بر این هر دو نمودار 

تیر کرنش تقریبا صفر است و ماکزیمم خیز تیر در آن نقطه اتفاق می افتد که 

 رود.چنین رفتاری از تیر یکسر گیردار انتظار می

یه های مقطع تیر برای سه مقطع زمانی در توزیع کرنش تغییر فاز در لا

 نمایش داده شده است. "9شکل "

 این نمودارها از این جهت حائز اهمیت است که سیر مراحل کاهش و در
 

 

Fig. 7 Strain in layers of cross section a) t=1.57  b) t=47.5 
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Fig. 8 Strain contour map along beam a) t=1.57  b) t=47.5 

 47.5ب( 1.57در زمان الف( کرنش در طول تیرتوزیع کانتور منحنی 8شکل 

نهایت محو شدن کرنش تغییر فاز در انتهای گیردار تیر و حوزه اثر فاز کرنش 

مشاهده  "9شکل "مطابق نمودارهای دهد. تغییر فاز در طول تیر را نشان می

گردد که اثر تغییر فاز در مراحل اولیه ارتعاش و در مقاطع پیك زمانی در می

و هر چه از سر گیردار طول تیر در نقاط اطراف سر گیردار تیر موجود است 

شویم فاز اشباع کمتر شده و از مقاطع معینی دیگر فاز اشباع نداریم دورتر می

کنیم تغییر فاز . هر چه به طرف سر آزاد تیر حرکت میو فقط تغییر فاز داریم

هم کمتر شده و در نهایت در سر آزاد تیر تغییر فاز نیز محو شده و برابر صفر 

 شود.می

بررسی پراکندگی تنش در مقاطع مختلف تیر و در طول تیر در 

نمایش داده شده است. در این شکل کانتور زمانی  "10شکل "نمودارهای 

تنش برای سه مقطع زمانی ترسیم شده است. گسترش تنش در این نمودار 

دهد. همچنین این فشاری را در مقاطع مختلف نمایش می -مناطق کششی

نیمم تنش در وجود ماکزیمم تنش در مقطع گیردار و مینمودارها بیانگر 

 مقطع آزاد برای تیر یکسر گیردار است.

 

 
Fig. 9 Transformation strain in layers of cross section a) t=0.02b) 

t=1.57 c) t=47.5 

 0.02های الف( های مختلف مقطع برای زمانکرنش تغییر فاز در لایه 9شکل 

 47.5ج(  1.57ب( 

 
Fig. 10  Stress contour map along beam a) t=0.02 a) t=1.57 c) t=47.5 

 1.57 ب( 0.02منحنی توزیع کانتور تنش در طول تیر در زمان الف(  10شکل 

 47.5 ج(

که در بخش استخراج معادلات اشاره شد با توجه به ارائه روش  طورهمان

های با جنس آلیاژ حافظ شکل، امکان جدیدی در حل مسائل دینامیکی سازه

های زمانی و در نتیجه امکان آنالیز پایداری و همچنین دسترسی به مختصه

ای توان نمودارهکنترل سیستم فراهم شده است. با استفاده از این قابلیت می

 فازی و مقاطع پوانکاره را رسم و رفتار سیستم را بحث و بررسی کرد.

نمودارهای فازی و مقطع پوانکاره برای جابجایی انتهای تیر  "11شکل "

دهند که در لحظات اول ارتعاش را نمایش داده است. این نمودارها نشان می

ا منحنی فاز شود ولی در انتهتیر مقداری اغتشاش در رفتار ارتعاشی دیده می

رسد. مقطع به یك سیکل حدی در محدوده الاستیك با رفتار پایدار می

نیز به صورت یك نقطه درآمده که بیانگر رفتار  "ب 11شکل "پوانکاره در 

 باشد.ارتعاشی پایدار سیستم می

 بررسی پارامتریک -3-4

این  اثر متغیرهای کنترلی مدل ماده بر رفتار دینامیکی تیر یکسر گیردار در

گیرد. متغیرهای کنترلی آلیاژ حافظ شکل در مدل بخش مورد بررسی قرار می

باشند. برای بررسی اثر کرنش، تیر را تحت ماده سوزا کرنش و دما می

شود صورت جابجایی اولیه به سیستم اعمال میهای اولیه متفاوت که بهکرنش

ینامیکی تیر یکسر های اولیه بر روی رفتار دقرار داده و اثر این جابجایی

 گیردار معادل اثر کرنش اولیه اعمالی بر سیستم است.

برای این منظور سه جابجایی اولیه به تیر اعمال شده و رفتار ارتعاشی 

 گیرد.های اولیه مورد بررسی و مقایسه قرار میآزاد تیر در اثر این جابجایی

ای سه جابجایی از منحنی زمانی ارتعاش آزاد انتهای تیر را به "12شکل "

دهد. این نمودار بیانگر این است که اولیه اعمالی به سر آزادتیر نشان می

میزان استهلاک انرژی سیستم و بالطبع میرایی تیر بسته به جابجایی اولیه 

کند که در نهایت تیر در محدوده ای تغییر میگونهاعمالی، متغیر بوده و به

توان برای کنترل دامنه ارتعاشات الاستیك نوسان کند. از این خاصیت می

 وارد شده به سیستم استفاده کرد.سیستم و یا به عبارتی کنترل کرنش اولیه 

همچنین بیانگر این است که در سیستم با  "12شکل "نمودارهای 

های اولیه متفاوت، اثر هیستریزیس آنقدر انرژی از سیستم تلف جابجایی

 برسد ولی این کاهش دامنه اثری برنهایت به محدوده الاستیك کند تا درمی
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Fig. 11 a) Phase-portrait for beam tip b) Poincare section for beam tip 

ارتعاش انتهای تیر ب( مقطع پونکاره برای ارتعاش منحنی فاز برای الف(  11شکل 

 انتهای تیر

 
Fig. 12 Time history  for beam tip deflection with various initial 
conditions 

 های جابجایی انتهای تیر به ازای شرایط اولیه متفاوتمنحنی 12شکل 

 

نهایتا یك اختلاف فاز در ارتعاش تیر به ازای فرکانس طبیعی سیستم ندارد و 

 کند.شرایط اولیه متفاوت ایجاد می

 دهیم.اشد را مورد بررسی قرار میبحال پارامتر بعدی کنترلی که دما می
 

کنیم که دو حالت مربوط به جا دما را برای سه حالت دمایی بررسی میدر این

الاستیك است تا اثر دما بهرفتار حافظ شکلی و یك حالت مربوط به رفتار ش

های جدول اساس دادهبر ارتعاش آزاد در این دماها را تجزیه و تحلیل کنیم. بر

چنان انتخاب کرد تا تیر در حالت حافظ شکلی و توان دمای محیط را آنمی 1

نظر ما برای بررسی پارامتری یا شبه الاستیك قرار گیرد. سه دمای کاری مورد

𝑇1دما عبارتند از:  = 253.15K  و𝑇2 = 256K  و𝑇3 = 260K دو  که

وجود آمدن دمای اولی باعث ایجاد رفتار حافظ شکلی و دمای سوم باعث به

 شود.الاستیك در تیر میرفتار شبه

𝑇1در حالت اول یعنی  = 253.15K  سه نمودار جابجایی انتهای تیر و

کرنش در انتهای گیردار و جابجایی تیر برای سه مقطع زمانی  -منحنی تنش

 نشان داده شده است.

در این حالت ارتعاش آزادتیر به آن معنای کلاسیك وجود ندارد زیرا تیر 

گردد و فقط که دارای خیز اولیه بوده بعد از رها شدن به حالت اول بر نمی

دهد. این مسئله را نقطه با کرنش پسماند نوسانات کوچك انجام میحول 

 "ب13شکل "مشاهده کرد. در  "ج 13الف و  13اشکال "وضوح در توان بهمی

کرنش برای نقطه بالایی انتهای گیردار تیر نمایش داده شده -منحنی تنش

است. منحنی بیانگر این است که شروع ارتعاش از منطقه تغییر فاز بوده و به 

وجود آمدن کرنش پسماند تیر حول یك نقطه زیر حالت آزاد مطابق علت به

ده هیستریزیس نوسان با دامنه بسیار کم دارد. پدی "ج 13الف و  13شکل "

های کوچك حول کرنش پسماند ایجاد صورت حلقهبه "ب13شکل "مطابق 

 شود.شده، تشکیل می

𝑇2در حالت دوم یعنی = 256°K  سه نمودار جابجایی انتهای تیر و

کرنش در انتهای گیردار و جابجایی تیر برای سه مقطع زمانی  -منحنی تنش

 نشان داده شده است. "14شکل "در 

دهد. در این در این حالت هم تیر رفتار حافظ شکلی از خود نشان می

بعد از رها کردن، تیر مقدار بیشتری نسبت به  "ج14شکل "حالت مطابق 

 حالت قبل به حالت آزاد خود  نزدیك می شود.

𝑇3یعنی  سوم حالت در = 260°K  الاستیك حالت رفتار شبه در کاملا تیر

شود. سرعت استهلاک انرژی و آزاد تیر انجام میقرار دارد. نوسان حول حالت 

های رسیدن به ارتعاش در محدوده الاستیك خیلی بالاست و حلقه

تری را طی مسیرهای کامل "ب15شکل "های هیستریزیس مطابق منحنی

 کند.می

ارتعاش از لحظه رها شدن سریعا تحت تاثیر میرایی سیستم وارد منطقه 

شود طقه نوسان حول شکل اولیه تیر انجام میشود و در آن منالاستیك می

خلاف حالت قبل نیز این مسئله مشهود است زیرا بر "ج 15شکل "که از 

افتد. نقطه نوسان حول حالت آزاد تیر یعنی حالت جابجایی صفر اتفاق می

قابل مشاهده  "ب15شکل "شروع نوسان در منطقه تغییر فاز قرار دارد که در 

 است.

های قبل شروع ارتعاش تیر همراه با تغیر فاز است که این مشابه حالت

کرنش نقطه بالای مقطع گیردار تیر  -توان در نمودار تنشمسئله را می

مشاهد کرد. تفاوت در این حالت نسبت به رفتار حافظ شکلی در تشکیل 

کرنش در حالت –های بدون کرنش پسماند است یعنی منحنی تنش حلقه

 کرنش صفر تشکیل می شود.نهایی حول تنش و 

 بحث و نتیجه گیری -4

 ردار از جنس آلیاژ حافظ شکل مورددر این تحقیق ارتعاش آزاد تیر یکسر گی

 کار گرفته شدبررسی قرار گرفت. روشی نوین در استخراج معادلات حرکت به
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دست آید. صورت کوپل با کرنش تغییر فاز بهتا معادلات حرکت سیستم به

مسئله از روش گالرکین برای تبدیل معادلات مشتقات جزئی به برای حل 

 دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی استفاده شد. روش حل عددی مسئله

شامل حل عددی دستگاه معادلات با استفاده از روش نیومارک بود که با 

 روش نگاشت معکوس برای تعیین فاز آلیاژ حافظ شکل ترکیب شده است.
 

 

 

 
Fig. 13 Temperature parametric study inoperating temperature T1 a) 

time history of beam tip b)strain-stress diagram c)three time deflections 
الف( منحنی زمانی خیز انحنای تیر  1Tبررسی پارامتریك دمایی در دمای  31شکل 

 کرنش ج( خیز برای سه مقطع زمانی-ب( منحنی تنش

نتایج حاصل از حل ارتعاش آزادتیر آلیاژ حافظ شکل با فرض رفتار شبه 

الاستیك، حاکی از استهلاک انرژی سیستم در طی زمان ارتعاش است که در 

ناشی از شکستگی  آید.پدیده هیسترزیسوجود میاثر ایجاد هیستریزیس به

وجود آمدن حلقه های هیسترزیس منحنی تغییر فاز سیستم بوده که باعث به

 گردد. این پدیده غیرخطی باعث استهلاک انرژی مکانیکی تیر شده که درمی
 

 

 

 
Fig. 14 Temperature parametric study in operating temperature T2 a) 

time history of beam tip b)strain-stress diagram c)three time deflections 
 الف( منحنی زمانی خیز انحنای تیر 2Tدر دمای  بررسی پارامتریك دمایی 14شکل 

 کرنش ج( خیز برای سه مقطع زمانی -ب( منحنی تنش 
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Fig. 15 Temperature parametric study in operating temperature T3 

a)time history of beam tip b) strain-stress diagram c ) three time 
deflections 

الف( منحنی زمانی خیز انحنای تیر  3Tدر دمای  بررسی پارامتریك دمایی 51شکل 

 کرنش ج( خیز برای سه مقطع زمانی -ب( منحنی تنش

 

باشد. دامنه ارتعاشات های مربوط به ارتعاشات آزاد کاملا آشکار مینیمنح

گردد. سیستم در فاصله زمانی بسیار کمی به مقدار ماندگار سیستم همگرا می

، کرنش و تنش در طول تیر برای مقاطع خاصی از توزیع کرنش تغییر فاز

میزان و  ارتعاش در نقاط مختلف تیر بررسی گردید و نشان داده شد که

سرعت میرایی سیستم بستگی به میزان تغییر فاز اولیه ایجاد شده در لحظه 
یابد تا تیر در محدوده شروع ارتعاش دارد و استهلاک انرژی آنقدر ادامه می

الاستیك ارتعاش یابد. اثر پارامترهای کنترلی شامل کرنش اولیه و دما بر 

با افزایش  داده شد که ارتعاش آزاد تیر مورد بررسی قرار گرفت. نشان

، سرعت و جابجایی اولیه انتهای آزاد تیر و در نتیجه افزایش کرنش اولیه تیر
یابد. همچنین اثر دما بر ارتعاش آزاد تیر با میزان استهلاک انرژی افزایش می

در نظر گرفتن دمای کاری مورد بررسی قرار گرفت و نشان داده شد که  برای 

افظ شکلی تیر حول حالت با کرنش پسماند ارتعاش دمای کاری با رفتار ح

. با افزایش دما و ایجاد گیردکند و یك تغییر شکل دائمی در تیر شکل میمی

الاستیك کرنش پسماند از بین رفته و تیر حول حالت آزاد خود رفتار شبه

وجود آمدن پدیده هیسترزیس دامنه نوسان کم شده علت بهنوسان نموده و به

ایت تیر یکسر گیردار در محدوده الاستیك حول نقطه آزاد ارتعاش نهو در

های هیستریزیس الاستیك منحنیکند. با افزایش دما در حالت شبهمی

 یابد.کنند و میزان میرایی افزایش میمسیرهای بلندتر و کاملتری را طی می
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