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ؽذٌ در وشدیکی  تئًری تىؼ کًپل اصلاح ثب اعتفبدٌ اسدر ایه پضيَؼ ارتعبؽبت غیزخطی ي پبیذاری یک میکزيؽفت ديار متقبرن ي وبمتقبرن  
َبی چىذگبوٍ  کمک ريػ مقیبط رسيوبوظ اصلی عیغتم مطبلعٍ ؽذٌ اعت. ثٍ کمک اصل َبمیلتًن معبدلات غیزخطی حزکت اعتخزاج ؽذٌ ي ثٍ

ئًری تىؼ کًپل گؾت ارائٍ ؽذٌ کٍ تأثیز ت گؾت ي پظ َبی طجیعی پیؼ َبی تحلیلی ثزای فزکبوظ اوذ ي عجبرت معبدلات حزکت حل ؽذٌ
ؽذٌ ي اثزات میکزي ایىزعی در آن مؾًُد اعت. پبعخ فزکبوغی عیغتم ثزای مًدَبی مختلف، ومًدار دامىٍ ثزحغت ضزیت میزایی  اصلاح

کٍ ثزای  ؽًد میَبی ديار متقبرن ي وبمتقبرن مقبیغٍ ي ثزرعی ؽذٌ اعت. مؾبَذٌ  خبرجی، ومًدار دامىٍ ثزحغت وبثبلاوغی ثزای میکزيؽفت
یبثذ ي  عیغتم کبَؼ می  ؽذٌ ي اثزات میکزي ایىزعی دامىٍ َبی ديار متقبرن ي وبمتقبرن ثب در وظز گزفته تئًری تىؼ کًپل اصلاح کزيؽفتمی

اًَذ کزد. میکزيؽفت متقبرن در حضًر تئًری کلاعیک ي ثذين اثزات میکزيایىزعی در کم تزیه مقذار  محل وقبط اوؾعبة عیغتم ویش تغییز خ
رعىذ. میکزيؽفت متقبرن در  ی ي میکزيؽفت وبمتقبرن ثزای ایه حبلت در ثیؾتزیه مقذار ضزیت میزایی ثٍ حبلت کبملاً پبیذار میضزیت میزای

کٍ میکزيؽفت  رعذ درحبلی ؽذٌ ي ثب اثزات میکزي ایىزعی در کمتزیه مقذار وبثبلاوغی ثٍ حبلت کبملاً پبیذار می حضًر تئًری تىؼ کًپل اصلاح
ضًر تئًری کلاعیک ي ثذين اثزات میکزيایىزعی در ثیؾتزیه مقذار وبثبلاوغی ثٍ حبلت کبملاً پبیذار خًاَذ رعیذ؛ ثىبثزایه در وظز وبمتقبرن در ح

اوذ، در  ؽذٌ مىظًر ؽذٌ َبی عزعت کٍ در تئًری تىؼ کًپل اصلاح َبی کزوؼ ي گزادیبن گزفته اثزات مزثًط ثٍ مقیبط کًچک وبؽی اس گزادیبن
 .َبی ديار اَمیت دارد بت غیزخطی میکزيؽفتتحلیل ارتعبؽ

 کلیذ ياصگبن:
 ارتعبؽبت غیزخطی يپبیذاری

 میکزيؽفت ديار
 ؽذٌ تىؼ کًپل اصلاح تئًری

 اثز میکزيایىزعی
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 In this paper stability analysis of a nonlinear micro rotating shaft when the system is near the primary 

resonances by considering the modified couple stress theory and micro inertia effect is investigated. The 

geometric nonlinearities due to classical and non-classical theories (the modified couple stress theory) 

are considered. Using Hamilton principle, the nonlinear equations of motion are obtained. In order to 

solve the equations of motion the multiple scales method is used and the analytical expressions are 

presented for forward and backward frequencies which illustrate the effects of modified couple stress 

theory and micro inertia effect. The frequency response curves, amplitude versus damping coefficient, 

amplitude versus total eccentricities etc. are reported. It is seen that due to the modified couple stress 

theory and micro inertia effect the amplitude of the system decreases and the loci of bifurcation points is 

changed. Symmetrical micro-shaft in the presence of classical theory and without micro inertia effects 

becomes completely stable in the lowest damping coefficient and asymmetrical micro-shaft in the 

presence of classical theory and without micro inertia effects becomes completely stable in the highest 

damping coefficient. Symmetrical micro-shaft in the presence of modified couple stress theory and with 

micro inertia effects becomes completely stable in the lowest total eccentricity and asymmetrical micro-

shaft in the presence of classical theory and without micro inertia effects becomes completely stable in 

the highest total eccentricity. So, considering the small-scale effects due to strain and velocity gradients 

for analysis of the system is mandatory. 
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ٞبی ٟٔٓ ٟٔٙسعی ٔب٘ٙس تیز زر اثؼبز وٛچه ٔیىزٚٔتز  أزٚسٜ إِبٖ

وٛچه ٞبی زٚار زر ٔمیبط  ا٘س. عیغتٓ وبرثززٞبی فزاٚا٘ی پیسا وززٜ

اِىتزٚ ٔىب٘یىی  ٞبی ٔیىزٚ وبرثززٞبی ثغیبر سیبزی زار٘س اس خّٕٝ زر عیغتٓ
ٞب، ٔیىزٚ وٕپزعٛرٞب ٚ.... ٚلتی اثؼبز یه إِبٖ ٟٔٓ ٟٔٙسعی  ، ٔیىزٚ تٛرثی1ٗ

اٛٞس افتبز وٝ  ٔثُ تیز ثٝ عٕت ٔیىزٚٔتز حزوت ٔی وٙس اتفبلبتی ذ

٘یغت. ٔحممبٖ  ٞب ٞبی ولاعیه ٔحیظ پیٛعتٝ لبزر ثٝ تٛضیح آٖ تئٛری

 تئٛری، 2ٌزازیبٖ وز٘ؼ  تئٛریغیزولاعیه ٘ظیز  ٞبی تئٛریثغیبری ثز 

3تٙؼ وٛپُ 
ٞب وٝ لبزر٘س اثزات ٔزثٛط ثٝ ٔمیبط  ؽسٜ آٖ ٚ حبلات افلاح 

ا٘س. زر  وٛچه ٚ ٚاثغتٝ ثٝ ا٘ساسٜ را زر ٘ظز ثٍیز٘س ٔغبِؼٝ ٚ پضٚٞؼ وززٜ

ٞبی زیٙبٔیىی یه ؽفت زٚار  پبعد [1]ٚ ٕٞىبراٖ  ٞبی زٚار وبتش سٔیٙٝ ؽفت

ریّی تئٛری تیز ؽس را ثب اعتفبزٜ اس  وٝ ثبر ٔحٛری ٚ زٚرا٘ی ثٝ آٖ اػٕبَ ٔی

ٚ  4ٞبی حبِت ٌذرای عیغتٓ را ثٝ وٕه آ٘بِیش ٔٛزاَ  ثزرعی وزز٘س. پبعد

ارتؼبؽبت اخجبری  [2]زعت آٚرز٘س. ٘بٌبساوب ٚ ٕٞىبراٖ  تجسیلات ا٘تٍزاِی ثٝ

ٞبی ٘شزیه ثٝ  یه رٚتٛر زٚار ٘بٔتمبرٖ ثب غیزذغی ٞٙسعی را ثزای عزػت

 [3]عزػت ثحزا٘ی اِٚیٝ ٚ ثب٘ٛیٝ ٔغبِؼٝ ٚ ثزرعی وزز٘س. حغیٙی ٚ سٔب٘یبٖ 

را ثٝ وٕه 5ارتؼبؽبت آساز یه ؽفت زٚار ثب غیزذغی اس ٘ٛع وؾیسٌی 

ٔمیبط سٔب٘ی چٙسٌب٘ٝ ٔٛرز ٔغبِؼٝ ٚ پضٚٞؼ لزار زاز٘س. ٞز زٚ  ٞبی رٚػ

خٟت تحّیُ ارتؼبؽبت غیزذغی  6ٌؾت  ٌؾت ٚ پظ فزوب٘ظ عجیؼی پیؼ

ثب  ٞبی افّی یه ؽفت زٚار ٘ب٘ظرسٚ [4]تحزیه ؽس٘س. ذبزْ ٚ ٕٞىبراٖ 

ٞب  را ٔٛرز ٔغبِؼٝ ٚ پضٚٞؼ لزار زاز٘س. آٖ 7ؽسٌی  غیزذغی اس ٘ٛع وٛتبٜ

ٞبی سٔب٘ی چٙسٌب٘ٝ را ٔغتمیٓ ثز ٔؼبزلات حزوت ثب ٔؾتك  رٚػ ٔمیبط

ٌؾت ٚ  ٞبی عجیؼی پیؼ خشیی اػٕبَ وزز٘س ٚ ػجبراتی تحّیّی ثزای فزوب٘ظ

ٞبی افّی ٚ  رسٚ٘ب٘ظ [5]ٕٞىبراٖ زعت آٚرز٘س. ؽبٞمّی ٚ  ٌؾت ثٝ پظ

8پبرأتزیه 
یه ؽفت زٚار ٘بٔتمبرٖ ثب غیزذغی اس ٘ٛع وؾیسٌی را ثب زر  

ٞب  ٘ظزٌزفتٗ اثزات ایٙزعی زٚرا٘ی ٚصیزٚعىٛپیه ٔغبِؼٝ ٚ ثزرعی وزز٘س. آٖ

9ٞبی سٔب٘ی چٙسٌب٘ٝ  ٔؼبزلات غیزذغی حبفّٝ را ثٝ وٕه رٚػ ٔمیبط
حُ  

10ٞبی زاذّی تزویجی ٚ سیزٞبرٔٛ٘یه  رسٚ٘ب٘ظ [6]وزز٘س، ٕٞچٙیٗ 
ؽفت  

رٚػ ثبلا٘ظ  زٚار ٘بٔتمبرٖ را ٔغبِؼٝ وزز٘س. ثزای حُ ٔؼبزلات غیزذغی اس

11ٞبرٔٛ٘یه 
ٞبی اِٚیٝ ٚ افّی ؽفت  رسٚ٘ب٘ظ [7] اعتفبزٜ وزز٘س. ایؾبٖ 

ٔغبِؼٝ وزز٘س ٚ تأثیز ٘ٛعب٘بت  12٘بٔتمبرٖ را ثب زر ٘ظز ٌزفتٗ ٘ٛعب٘بت عزػت 

عزػت ثز پبعد عیغتٓ ٔغبِؼٝ ٚ ثزرعی ؽس. زر سٔیٙٝ ٔیىزٚتیزٞبی غیززٚار 

عزٌیززار ٚیغىٛ الاعتیه وٝ ثب  تیز یهیه ٔیىزٚ [8]ٖ ؽٛؽتزی ٚ ٕٞىبرا

ؽس تحّیُ ارتؼبؽبتی وزز٘س.  یه لایٝ ػٍّٕز پیشٚاِىتزیه تحزیه ذبرخی ٔی

ٔسَ تیزؽبٖ ٔسَ ولاعیه اٚیّز ثزِ٘ٛی ثٛز ٚ اثزات ٔزثٛط ثٝ ٔمیبط وٛچه 

ِٛ ٚ  ؽٛز زر ٘ظز ٍ٘زفتٙس. فتحؼّی ٞبی غیزولاعیه ثیبٖ ٔی تئٛریرا وٝ ثب 

سی ٔیىزٚ تیزٞبی اٚیّز ثزِ٘ٛی را ثٝ ٔؼبزلات حزوت یه ثؼ [9]ٕٞىبراٖ 

ؽسٜ ثزای ؽزایظ ٔزسی زٚ  تٙؼ وٛپُ افلاح تئٛریٚ 13وٕه افُ ٞبٔیّتٖٛ 

ٞبی عجیؼی  زعت آٚرز٘س. رٚاثغی را ثزای فزوب٘ظ عز عبزٜ ٚ زٚ عز ثبثت ثٝ

ثغی تحّیّی رٚا [10]زعت آٚرز٘س. وًٛ٘ ٚ ٕٞىبراٖ  ذغی ٚ ؽىُ ٔٛزٞب ثٝ
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تئٛری تٙؼ وٛپُ ٞبی عجیؼی یه ٔیىزٚتیز غیززٚار ثزاعبط  ثزای فزوب٘ظ

آٌٛس ٚ  .زعت آٚرز٘س ثزای زٚ ٌٛ٘ٝ اس ؽزایظ ٔزسی ٌٛ٘بٌٖٛ ثٝ ؽسٜ افلاح

ارتؼبؽبت آساز ٔیىزٚتیزٞبی تبثؼی ٞسفٕٙس اٚیّزثزِ٘ٛی را  [11]ٕٞىبراٖ 

 -ؽسٜ ٔغبِؼٝ ٚ ثزرعی وزز٘س. رٚػ ریّی تئٛری تٙؼ وٛپُ افلاحثزاعبط 

ثزای حُ ٔؼبزلات حزوت ٔٛرز اعتفبزٜ لزار ٌزفت. ایٗ پضٚٞؾٍزاٖ  ریتش

 ثغتزارتؼبؽبت ذٕؾی ٚ وٕب٘ؼ ٔیىزٚتیزٞبی تبثؼی ٞسفٕٙس را وٝ ثز  [12]

 ؽسٜ الاعتیه ٚیٙىّز لزار زاؽت ثٝ وٕه تئٛری ٌزازیبٖ وز٘ؼ افلاح

ٔغبِؼٝ ٚ ثزرعی وزز٘س. زر سٔیٙٝ ارتؼبؽبت ذغی ٔیىزٚتیزٞبی زٚار ٘یش 

ارتؼبؽبت آساز ذغی  [13]فٛرت ٌزفتٝ اعت وٝ ٞبؽٕی ٚ ٕٞىبراٖ وبرٞبیی 

 تئٛریذٕؾی ٔیىزٚتیزٞبی زٚار ثب عغح ٔمغغ ٔتمبرٖ را ثزاعبط 

تزیٗ حبِت وٝ پٙح ثبثت ٔزتجٝ ثبلای ٔبزٜ  لاعیه ٌزازیبٖ وز٘ؼ زر وّیغیزو

ثزذی اس  14ٚخٛز زاؽت زر ٘ظز ٌزفتٙس ٚ ثٝ وٕه تىٙیه حُ فضبی حبِت 

زعت آٚرز٘س. ٔقغفی ٚ  ٞبی عجیؼی را زر ؽزایظ ٔزسی ٔرتّف ثٝ فزوب٘ظ

غتز الاعتیه لزار ارتؼبؽبت ذغی یه ٔیىزٚتیزچزذبٖ را وٝ ثز ث [14]صاً٘ 

ؽسٜ ٔغبِؼٝ ٚ ثزرعی وزز٘س ٚ ثب  تئٛری تٙؼ وٛپُ افلاحزاؽت ثٝ وٕه 

ثب  زعت آٚرز٘س. ٞبی فزوب٘غی ذغی را ثٝ پبعد 15 رٚػ إِبٖ اعپىتزاَ

تٛاٖ ٘تیدٝ ٌزفت وٝ ثب ٚخٛز وبرٞبی ثغیبری وٝ زر  ٔغبِؼٝ وبرٞبی ثبلا ٔی

ٔزثٛط ثٝ تٙؼ وٛپُ سٔیٙٝ ٔیىزٚتیزٞب ا٘دبْ ؽسٜ ِٚی اثزات غیزذغی 

ؽسٜ ٚ ٔیىزٚایٙزعی ٔرقٛفبً ثز ٔیىزٚتیزٞبی زٚار )ٔتمبرٖ ٚ  افلاح

٘بٔتمبرٖ( ثٝ فٛرت تٛأٔبٖ ثزرعی ٘ؾسٜ اعت. زر ایٗ خب اثزات ٔیىزٚ ایٙزعی 

ٚ ٘یش اثزات ٞٙسعٝ ثزای یه ٔیىزٚ ؽفت زٚار وٝ غیزذغی آٖ اس ٘ٛع 

حبِت ذبؿ آٖ یؼٙی ٌزازیبٖ وز٘ؼ ٚ زر تئٛریؽسٌی اعت ثٝ وٕه  وٛتبٜ

 ٔٛرز ٔغبِؼٝ ٚ ثزرعی لزار ذٛاٞس ٌزفت. ؽسٜ تئٛری تٙؼ وٛپُ افلاح

 استخراج معادلات حرکت -2
ٌزفتٝ اعت ٚ ثب  ٞبی عبزٜ لزار ٌبٜ یه ٔیىزٚؽفت زٚار وٝ ثز تىیٝ 1زر ؽىُ 

     زازٜ ؽسٜ اعت. وٙس ٘ؾبٖ زٚراٖ ٔی   حَٛ ٔحٛر 𝛺 ای عزػت ساٚیٝ
تبر ذٙثی ٔیىزٚؽفت ػجٛر  اعت وٝ اس 16ٔحٛرٞبی ٔرتقبت ػٕٛٔی 

وٙس.  اعت وٝ ثب خغٓ حزوت ٔی 17 ٔحٛرٞبی ٔرتقبت ٔحّی     وٙس. ٔی

ارتجبط ثیٗ زٚ ٔحٛر ٔرتقبت ػٕٛٔی ٚ  𝛽ٚ𝜃 ,𝜓  18ثٝ وٕه سٚایبی اٚیّز

اٛٞس ؽس. ایٗ سٚایب اس ٔؼبزلات )  .[15] زعت ذٛاٞٙس آٔس  ( ث1ٝٔحّی ٔؼّْٛ ذ
 

𝜓       
  

√    (    ) 
 

 𝜃       
   

√        (    ) 
 

 
(1) 𝛽    𝛺  

ثبیس تٛخٝ وٙیٓ وٝ سٚایبی اٚیّز تبثؼی اس ٔٛلؼیت ٚ سٔبٖ ٞغتٙس. زٚ 

 ٔزثٛط ثٝ پیچؼ وُ اعت 𝛽 ٔزثٛط ثٝ ذٕؼ ٚ ساٚیٝ اٚیّز 𝜓 ٚ 𝜃 اٚیّز ساٚیٝ
عزػت  ٚ تزْ زیٍز ٔزثٛط ثٝ 19تغییز ؽىُ ثزؽی    وٝ ؽبُٔ زٚ ثرؼ

خبیی  عِٛی، خبثٝ ٞب زر راعتبی خبیی ثٝ تزتیت خبثٝ        ای اعت. ساٚیٝ

  () ٚ ػلأت   خبیی زر راعتبی ػزضی خبثٝ ،  زر راعتبی ػزضی
 اعت.  ثٝ  ٔؾتك ٘غجت زٞٙسٜ ٘ؾبٖ

                                                                                                                                           
14

 Steady State  
15

 Spectral Element Method 
16

 Global Coordinates 
17

 Local Coordinates 
18

 Euler Angles 
19

 Shear Deformation 
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Fig. 1 a schematic of the micro rotating shaft and the attached 

coordinates on it 

 آٖ ؽسٜ ثز ؽٕبتیىی اس ٔیىزٚؽفت زٚار ٚ ٔحٛرٞبی ٔرتقبت ٔتقُ 1شکل 

ثٙسی وزز. ٘رغت ا٘زصی  تٛاٖ ثٝ زٚ ثرؼ تمغیٓ ا٘زصی پتب٘غیُ عیغتٓ را ٔی

ٞبی  ٞب ٚ لغٕت زْٚ ا٘زصی ٘بؽی اس ٌزازیبٖ پتب٘غیُ ٘بؽی اس وز٘ؼ

ؽسٜ  ٞبعت وٝ لغٕت زْٚ را ثٝ وٕه تئٛری تٙؼ وٛپُ افلاح وز٘ؼ
ت زع ثٝ (2)ٞب اس راثغٝ  ؽٛز. ا٘زصی پتب٘غیُ ٔزثٛط ثٝ وز٘ؼ زعت آٚرزٜ ٔی ثٝ

 آیس. ٔی

(2)    
 

 
∫ ∫(                    )       

 

 

 

لا  ثٝ تزتیت تٙؼ ػٕٛزی،                        زر راثغٝ ثب
ػٕٛزی، وز٘ؼ  ، وز٘ؼy تٙؼ ثزؽی زر ففحٝ ،z تٙؼ ثزؽی زر ففحٝ

 اعت. y ٚ وز٘ؼ ثزؽی زر ففحٝ z ثزؽی زر ففحٝ

( 3رٚاثظ تٙؼ اس راثغٝ ) 2ثزای ٔٛاز ٕٞغبٍ٘زز 1ثٝ وٕه لبٖ٘ٛ ٞٛن 
 آیس. زعت ٔی ثٝ

(3)                                   
اعت. ثزای ٔحبعجٝ  4ٚ ٔسَٚ ثزؽی  3تزتیت ٔسَٚ یبً٘  ثٝ     

 تٛاٖ اعتفبزٜ وزز. ( ٔی4ٞب اس رٚاثظ ) وز٘ؼ
               
         
(4)         

زعت  ( ث5ٝوز٘ؼ ٔحٛری تبر ذٙثی اعت وٝ اس راثغٝ )  eزر رٚاثظ ثبلا
 آیس. ٔی

(5)   √        (    )    

تب ٔزتجٝ عْٛ ثغظ زازٜ ؽٛز ثٝ فٛرت  اٌز وز٘ؼ ٔحٛری تبر ذٙثی
 ( ذٛاٞس ؽس.6راثغٝ )

(6)      
 

 
    

 

 
      

وٝ یه عز ٔیىزٚ ؽفت ٔفقُ ٚ عز زیٍز آٖ غّته ٚ  ثب تٛخٝ ثٝ ایٗ

تٛاٖ فزك وزز وٝ وز٘ؼ ٔحٛری تبر ذٙثی ففز اعت ٚ غیزذغی ٔغأِٝ  ٔی
اٛٞس ثٛز  اس ٘ٛع وٛتبٜ  ( ثٝ فٛرت اعت.7ثٙبثزایٗ راثغٝ )؛ [16]ؽسٌی ذ

(7)         
 

 
    

 

 
      

وٝ اس عزیك  5ا٘حٙبٞبی ؽفت زر راعتبی ٔحٛرٞبی افّی            

 .[17] آیٙس زعت ٔی ( ث8ٝعزیك رٚاثظ )

       𝜓    𝜃 
         𝛺       𝛺  
(8)         𝛺       𝛺  

 ؽٛز. ( ثٝ فٛرت سیز ثیبٖ ٔی9ٕٞچٙیٗ راثغٝ )
 

        𝜃             
(9)         𝜃             

 ثٝ ( زر رٚاثظ ٔزثٛط1حبَ اٌز رٚاثظ ٔزثٛط ثٝ سٚایبی اٚیّز یؼٙی رٚاثظ )
                                                                                                                                           
1
 Hook’s Law 

2
 Isotropic 

3
 Young’s Modulus 

4
 Shear Modulus 

5
 Principle Axes 

 

ٌذاری ؽٛز ٚ ثٝ وٕه ثغظ  ( خبی8رٚاثظ )ا٘حٙبٞبی ٔیىزٚؽفت یب ٕٞبٖ 

تب ٔزتجٝ عْٛ ثغظ زازٜ ؽٛز رٚاثظ ا٘حٙبٞبی ٔیىزٚؽفت ثزحغت  6تیّٛر 
تٛاٖ  ( ا٘زصی پتب٘غیُ وز٘ؾی را ٔی2زعت ذٛاٞس آٔس. راثغٝ ) ٞب ثٝ خبیی خبثٝ

 ( ٘یش ٘ٛؽت.10ثٝ فٛرت راثغٝ )

(10)    
 

 
∫ (  

 

 

       
      

      
 )   

پیچؾی،  ثٝ تزتیت عفتی ٔحٛری، عفتی              ایٗ راثغٝزر 
اعت ٚ اس رٚاثظ  z ٚ عفتی ذٕؾی حَٛ ٔحٛر y عفتی ذٕؾی حَٛ ٔحٛر

 آیٙس. زعت ٔی ( ث11ٝ)

    ∫    

    ∫ (     )     

    ∫      

(11)    ∫      

ٚاثغتٝ ثٝ ا٘ساسٜ ٚ  ثرؼ زْٚ ا٘زصی پتب٘غیُ عیغتٓ ٔزثٛط ثٝ اثزات

ٞبی غیزولاعیه ٔحیظ پیٛعتٝ  ٔمیبط وٛچه اعت وٝ ثٝ وٕه تئٛری

 .[18] ( ذٛاٞس ؽس12فٛرت راثغٝ ) ٘ظیز تئٛری ٌزازیبٖ وز٘ؼ ثٝ

(12)    
 

 
∫ ∫(       

         
            

 )    
 

 

 

 ؽٛز. ( ثٝ فٛرت سیز ثیبٖ ٔی14,13ٕٞچٙیٗ رٚاثظ )
     (              )  
(13)        (     ) 

    ( 
 

  
  
    

 )  

    (  
  

 

  
  
  

 

 
  
 )  

     (
 

  
  
  

 

 
  
 )  

    (
 

 
  
    

 )   

    (
 

 
  
    

 ) (14) 

 7ٔبزٜ ٔٛعْٛ ثٝ ثٛاثت ٔزتجٝ ثبلاتز (       )  ٚ    ثبلازر رٚاثظ 

تمّیُ  (        ) ٚ       ( ثٝ عٝ ثبثت14اعت وٝ ثٝ وٕه راثغٝ )
 ٔزتجٝ ثبلاتز ٔبزٜ ثٝ فٛرت یبثٙس. یىی اس حبلات زر ٘ظز ٌزفتٗ ثٛاثت ٔی

تٙؼ وٛپُ  تئٛریغیزولاعیه ثٝ  تئٛریوٝ          ٚ        

 ٔٛعْٛ اعت. افلاح ؽسٜ

تٛاٖ ثٝ  ٞبی وز٘ؼ را ٔی (، ا٘زصی پتب٘غیُ ٔزثٛط ثٝ ٌزازیب12ٖراثغٝ )

 ( ٘یش ٘ٛؽت.15فٛرت راثغٝ )

(15)    
 

 
∫ (   

 
 
     

 
 
      

      
 )  

 

 

 

 ( ثٝ ؽزح سیز اعت.16راثغٝ )

    ∫   
    

    ∫   
    

    ∫     

(16)    ∫     

 (15,10)اس ٔدٕٛع رٚاثظ  (      ) حبَ ا٘زصی پتب٘غیُ وُ عیغتٓ
 ( را ثٝ فٛرت سیز ٘ٛؽت.17تٛاٖ راثغٝ ) ؽٛز ثٙبثزایٗ ٔی زعت آٚرزٜ ٔی ثٝ

(17)              
                                                                                                                                           
6
 Taylor’s Expansion 

7
 Higher Order Material Constants 
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 تٛاٖ ثٝ زٚ ثرؼ تمغیٓ وزز. ثرؼ ا٘زصی خٙجؾی عیغتٓ را ٘یش ٔی
ا٘تمبِی ٚ زٚرا٘ی ٚ ٘یش ا٘زصی  ٞبی ٘رغت ا٘زصی خٙجؾی ٘بؽی اس حزوت

زعت  ( ث19,18ٝزر عیغتٓ وٝ اس رٚاثظ ) 1خٙجؾی ٘بؽی اس تٛسیغ ٘بثبلا٘غی

 .[16] آیس ٔی

(18)                     

       
 

 
∫  ( ̇   ̇   ̇ )

 

 

   
 

     
 

 
∫ (  𝛺 

    𝛺 
    𝛺 

 )
 

 

   
 

     
 

 
∫  

 

 

𝛺 (  
    

 )   
 

 
 

 
∫ (    ( ̇    ̇  )   𝛺 

 

 

 ( ̇    ̇  )   𝛺 )     (19) 

 ٕٔب2ٖ ثٝ تزتیت خزْ ٚاحس عَٛ                  زر رٚاثظ ثبلا
 حَٛ خزٔی ایٙزعی ٕٔبٖ، yٔحٛر ، ٕٔبٖ ایٙزعی خزٔی ح3َٛایٙزعی لغجی

 z ٔحٛر ٚ ٘بثبلا٘غی ٘غجت ثٝ y ٔحٛر ثٝ ٘غجت ٘بثبلا٘غی، z ٔحٛر حَٛ
ٔیىزٚؽفت ٘غجت ثٝ  ای ٞبی عزػت ساٚیٝ ٔؤِفٝ  𝛺  𝛺  𝛺 .اعت

 .[19] آیٙس زعت ٔی ( ث20ٝٔحٛرٞبی افّی ٞغتٙس ٚ اس رٚاثظ )

(20) 

𝛺  (�̇�  �̇�    𝜃) 

𝛺   ̇    𝜃    𝛽  �̇�   𝛽 
𝛺   ̇    𝜃    𝛽  �̇�    𝛽 

ٌذاری ؽٛز ٚ ٘تبیح ثب عزی  ( زر راثغٝ ثبلا خبی1اٌز سٚایبی اٚیّز رٚاثظ )
ٞب  خبیی ای ثزحغت خبثٝ ٞبی ساٚیٝ تیّٛر تب ٔزتجٝ عْٛ ثغظ زازٜ ؽٛز عزػت

خبیی وٝ ٔیىزٚؽفت زٚار زر اثؼبز ٔیىزٚٔتز اعت  زعت ذٛاٞس آٔس. اس آٖ ثٝ

( ثبیس تأثیز ٔزثٛط ثٝ اثؼبز وٛچه یب 18ثغٝ )ثز ا٘زصی خٙجؾی را ػلاٜٚ

عزػت ٘یش ثزرعی ؽٛز. ا٘زصی خٙجؾی ٔزثٛط ثٝ ٌزازیبٖ عزػت یب  ٌزازیبٖ
 .[9]آیس  زعت ٔی ( ث21ٝاثزات ٔیىزٚ ایٙزعی اس راثغٝ )

(21)    ∫
 

 
    ̇    ̇      

خبیی  خبثٝ ٞبی ٔؤِفٝ ٞب   ٚ اعت ٔبزٜ حدٓ   ٚ ٔبزٜ 4 زا٘غیتٝ  

   اعت.
 

 
وٛپُ افلاح ؽسٜ  تٙؼ تئٛریثبلاتز زر   تٟٙب ثبثت ٔزتجٝ  

٘غجت ثٝ سٔبٖ اعت؛ ثٙبثزایٗ  ٔؾتك  زٞٙسٜ ذٛاٞس ثٛز. ػلأت ٘مغٝ ٘ؾبٖ

( ثٝ فٛرت 21,18ٔدٕٛع رٚاثظ ) اس (      ) ا٘زصی خٙجؾی وُ عیغتٓ

 زعت ذٛاٞس آٔس: ( ث22ٝراثغٝ )

(22)              
( اعترزاج ذٛاٞس 23ٔؼبزلات حزوت ثٝ فٛرت راثغٝ )ثب افُ ٞبٔیّتٖٛ 

 .ؽس

(23) ∫ (               

  

  

)     

 ( ثٝ فٛرت سیز24ثب تؼزیف پبرأتزٞبی راثغٝ )

(24) 

   
     

 
     

     
 

 

  
     

 
    

     
 

  

   
     

 
     

     
 

 

   
     

 
     

     
 

 

 ( ثٝ ؽزح سیز اعت.25پبرأتزٞبی ثسٖٚ ثؼس راثغٝ )ٚ 

                                                                                                                                           
1
 Eccentricity Distribution 

2
 Mass Per unit Length 

3
 Polar Mass Moment Of Inertia 

4
 Density 

(25) 

 ̃  
 

 
                      ̃  

 

 
              

 ̃  
 

 
                       ̃  

 

 
              

 ̃  
 

   
                  ̃  

  
   

 

 ̃  
  
 
                   ̃  

  
 
            

 ̃  
  

   
                 ̃  

  

 
        

�̃�  𝛺√
   

 
          ̃   √

 

   
 

 ̅̃   ̃    ̃             ̃   ̃    

 ̃  
  

 
                 ̃  

  

   
 

 ̃  
  

 
               ̃  

  

   
 

 ̃  
   

√  
   

خٟت عِٟٛت،   پظ اس حذف وززٖ ػلأت               وٝ

تئٛری تٙؼ وٛپُ افلاح ؽسٜ اعت.  پبرأتزٞبی ثسٖٚ ثؼس ٔٙبعت ٔزثٛط ثٝ

 ( ذٛاٞس ؽس:26فٛرت راثغٝ )  پظ ٔؼبزلات ثسٖٚ ثؼس زر فضبی ٔرتّظ ثٝ

(26) 

 ( )   ̈    ̇   𝛺   ̇
   

 

 
   ̈   

 

 
    ̈( )

 
 

 
     ̅̈

( ) 

     ̈     ( ̅̈
     𝛺 ̅̇   )         ̅

( )     

 
 

 
    ̅      

      
 

 
 ̅          ̅              ̅    

 

 
 ( ) ̅   

 
 

 
 ̅( )    

        

 
   ∫ ∫ (  ̇  ̅̇    ̈   ̅̈    )

 

 

 

 
     

          
 

 
  ∫ (  ̇  ̅̇    ̈  ̅   ̅̈    )

 

 

      ̅
( )      

               ̅
( )        (

 

 
    ̅      

 

 
 ̅        

  ̅       

                      ̅    
 

 
 ( ) ̅    

 

 
 ̅( )   ) 

                
( )  

  

 
(       ̅          ̅      

   ̅  
 
 ( ) 

                       ̅( )       ̅    ( )    ̅  ̅    ( ) 

                           ̅( )    ̅      ̅( )       ̅  ( ) 

                       ̅     ( )    ̅  ̅   ( )          ̅( ) 

                            ̅  ̅( )       ̅( )        ̅   ( ) 

                               ̅   ̅( )      ̅  ( ))     
( ) 

                              (      )𝛺
      
 ( اعت.27ؽزایظ ٔزسی ٘یش ثٝ فٛرت راثغٝ )

(27)                              
 حذف ؽسٜ اعت. ~ثبیس تٛخٝ وٙیٓ ثزای راحتی ػلأت 

ٞبی خٟت حُ ٔؼبزلات حزوت غیزذغی ثسٖٚ ثؼس اس یىی اس رٚػ

ؽٛز  ٞبی سٔب٘ی چٙسٌب٘ٝ اعتفبزٜ ٔی ٔٛعْٛ ثٝ رٚػ ٔمیبط5اغتؾبؽبت 
 ؽٛز. ( زر ٘ظز ٌزفتٝ ٔی28ثسیٗ ٔٙظٛر پبعد ٔؼبزِٝ ثٝ فٛرت راثغٝ ) .[20]

(28)  (   )      (       )      (       )    
 ٚ ٔمیبط سٔب٘ی 6 ثٝ تزتیت ٔمیبط سٔب٘ی عزیغ       وٝ زرخبیی
پبرأتزٞب را  ٔزتجٝ عبیزپبرأتز ثسٖٚ ثؼسی اعت وٝ    اعت. 7ذیّی وٙس 

                                                                                                                                           
5
 Perturbations 

6
 Fast Time Scale 

7
 Super Slow Time Scale 
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ای اس  زٞس. ٔؾتك اَٚ ٚ زْٚ ٘غجت ثٝ سٔبٖ ثٝ وٕه لبػسٜ س٘دیزٜ ٘ؾبٖ ٔی
 آیٙس. زعت ٔی ( ث30,29ٝرٚاثظ )

(29) 
 

  
          

 

   
   

          

(30)    
 

   
      

 

   
 

ٔزاتت  زازٖ لزار( ٚ ٔغبٚی 26( زر ٔؼبزِٝ )28-30ٌذاری رٚاثظ ) ثب خبی
 ذٛاٞیٓ زاؽت. ( را32,31رٚاثظ )   ٔؾبثٝ

 (  )     
    

 

 
    

   
   

 

 
     

   
( )     

   
   

(31) 

                   𝛺    
     

( )      
( ) 

                       
( )      

 (  )     
    

 

 
    

   
   

 

 
     

   
( )     

   
   

                   𝛺    
       

( )      
( ) 

                    (  
  ̅ 

     𝛺    ̅
  )           ̅

         

                                   𝛺      
           

   

                      
 

 
        

   
 

 
         

( ) 

                        
 

 
      

   ̅
( ) 

                          
 

 
  

  ∫ ∫ (     
     ̅

    
   

 
 

 

 

 

   
   ̅

   
 )     

                                       
 

 
  

 ∫ (     
     ̅

    
   

  ̅ 
 

 

 

   
   ̅

   
 )   

                                         
 

 
(  

   ̅ 
   

      
( )  ̅

   
  

                                              ̅
    

   
       

    
   ̅

    

                                                ̅
    

      ̅
( )  

  ) 

                                                 (
 

 
  

    ̅
   

    
 

 
 ̅    

   
    

                         ̅
    

       
    

   ̅
    

 

 
  

( ) ̅ 
   

  

                        
 

 
 ̅( )  

′
 
)  

  

 
(   

′′′
 
  ̅
′′

     
′′′ ̅ 

′′′  
′′ 

                            ̅
′′

 

  
( )      

′′
 
  ̅

( )

     
′ ̅ 

′′′  
( ) 

                              ̅
′  ̅

′′′  
( )      

′  
′′′ ̅ 

( ) 

                                ̅
′  

′′′  ̅
( )     

′′  ̅
′  

( ) 

                                   
′′  

′  ̅
( )      ̅

′′  
′  

( ) 

                                    ̅
′ ̅ 

′′  
( )     

′′  ̅
′  ̅

( ) 

                                      
′

 
  ̅

( )      
′′  ̅

′′  
( ) 

                                         
′′  ̅

′′  ̅
( )     

′  ̅
′  
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                                        𝛺 (      ) 
        ̅ 

( )       
(32)                                                ̅

( )           

𝛺           ٞبی وٝ ٔؤِفٝثبیس تٛخٝ وزز 
    𝛺

زر ٔؼبزلات ثبلا   

        ثٝ تزتیت ثب
     

     𝛺
      𝛺

ا٘س.  خبیٍشیٗ ؽسٜ     

( ثٝ ؽزح سیز ثیبٖ ٔی 33( ثٝ فٛرت راثغٝ )31یه حُ ػٕٛٔی اس راثغٝ )
 ؽٛز.

(33) 

  (       )    ( )  (  ) 
        

     ( )  (  ) 
          

ٚ ىزٚؽفت ٔی 2ٌؾت ٚ پظ 1ٌؾت ؽىُ ٔٛزٞبی پیؼ ( )   ( )

 اعت. (34ثزای یه ٔیىزٚؽفت زٚ عز عبزٜ ثٝ فٛرت راثغٝ )

                                                                                                                                           
1
 Forward Mode Shape 

2
 Backward Mode Shape 

(34)   ( )    ( )   √        
ٌؾت  ٌؾت ٚ پظ ٞبی پیؼ فزوب٘ظ       اعت. 3ؽٕبرٜ ٔٛز    وٝ

 آیٙس. زعت ٔی ثٝ( 35-37ٞبی ) ٞغتٙس ٚ اس راثغٝ

(35) 
       

  𝛺  √  
 𝛺     (           )

   
 

(36) 
       

  𝛺  √  
 𝛺     (           )

   
 

(37)                            
 

 
       

 

 
        

ٞبی تحّیّی ثزای  ( ػجبرت36,35ؽٛز رٚاثظ ) عٛروٝ ٔؾبٞسٜ ٔی ٕٞبٖ

ٞبی  زٞٙس وٝ تأثیز ٌزازیبٖ ٞبی عجیؼی عیغتٓ ارائٝ ٔی ٔحبعجٝ فزوب٘ظ

ٌؾت ٚ  ٞبی پیؼؽسٜ زر فزوب٘ظ تٙؼ وٛپُ افلاح تئٛریوز٘ؼ ٔزثٛط ثٝ 
( وبٔلاً ٔؾرـ 36,35زر رٚاثظ )       ٞبی ٔزثٛط ثٝ ٌؾت ثب تزْ پظ

ٞبی ٔزثٛط ثٝ پبرأتز ثسٖٚ ثب تزْ    اعت. اثزات ٔیىزٚ ایٙزعی ذغی ٘یش زر

 زٞٙس. اثز ذٛز را ٘ؾبٖ ٔی   ثؼس

4ٞبی ٘شزیه ثٝ عزػت ثحزا٘ی زر عزػت عیغتٓ ثزای تحّیُ پبیساری
 ثب 

 ( را ٘ٛؽت.38تٛاٖ راثغٝ ) ٔی ( )    زر ٘ظز ٌزفتٗ پبرأتز ٘بٔیشا٘ی

(38) 𝛺         
( ذٛاٞیٓ 32زر راثغٝ )( 38,33ٌذاری رٚاثظ ) ( را ثب خبی39راثغٝ )

 زاؽت.

(39) 

  
    

 

 
    

   
   

 

 
     

   
( )     

   
   

    𝛺      
       

( )      
( ) 

        (    ) 
        (    ) 

       

                     
5ٞبی غیزعىٛلار ثٝ تزْ       زر راثغٝ اذیز

ؽزایظ  اؽبرٜ زارز. ثب 
6پذیزی حُ

زعت  ثٝ ٔؼبزِٝ اذیز را 7 ثسیٟی ٞبی غیز تٛاٖ پبعد ( ٔی40راثغٝ ) 

 زعت آٚرز. ثٝ

(40) 

∫   

 

 

( )  (    )         

∫   

 

 

( )  (    )     

تٛاٖ  ( ٔی39( زر راثغٝ )40پذیزی راثغٝ ) ٌذاری ؽزایظ حُ ثب خبی
 ٘ٛؽت. ( را ثٝ فٛرت سیز41-43رٚاثظ )

         ̅ (  )  (  )
           (  )  (  ) ̅ (  ) 

       
 

 
       ̅ (  )  (  )

           (  )  (  ) ̅ (  ) 

              (  )     (  )        ̅ (  )  (  )
  

          (  ) ̅ (  )  (  )     ̅ (  ) 
      

       𝛺 (      ) 
     

(41)           
         ̅ (  )  (  )  (  )          ̅ (  )  (  )

  

            (  )  (  ) ̅ (  )  
 

 
       ̅ (  )  (  )

  

            (  )      (  )        ̅ (  )  (  )
  

        (  ) ̅ (  )  (  )  
(42)                                

                        

       
     𝛺      

    

         𝛺     

           𝛺       

                                                                                                                                           
3
 Mode Number 

4
 Critical Speed 

5
 Non-Secular Terms 

6
 Solvability Conditions 

7
 Non -trivial Solutions 
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)(     )
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     ∫ (√ 

 
      )    

 

 

 

(43)            (         
 

 
       

 

 
       ) 

 آیس. زعت ٔی ( ث44ٝوٕه تجسیُ سیز راثغٝ )حبَ ثٝ 

(44)   (  )   (  ) 
     

 ( را ٘ٛؽت.46,45تٛاٖ رٚاثظ ) ( ٔی43,42ٌذاری آٖ زر رٚاثظ ) ٚ ثب خبی

         
  ̅              

̅̅ ̅  
 

 
       

  ̅ 

                
̅̅ ̅            ̅              ̅ 

(45)             
̅̅ ̅        𝛺 (      ) 

       
         ̅             

̅̅ ̅  
          ̅    

    
 

 
        

̅̅ ̅  
                       

̅̅ ̅  
  

(46)         ̅      
 ( ٘ٛؽت.47تٛاٖ ثٝ فزْ ٔرتقبت لغجی ثٝ ؽىُ راثغٝ ) را ٔی     

(47)   
 

 
 (  ) 

  (  )        
 

 
  (  ) 

  (  ) 
( را 49,48تٛاٖ رٚاثظ ) ( ٔی46,45( زر رٚاثظ )47ٌذاری راثغٝ ) ثب خبی

 ٘ٛؽت.

                      𝛺 (             ) 

         

         
                       

    

 
   

    
 

 
   

            
  

 

 
         

  
 

 
       

  

(48)          𝛺 (             )    

(49) 

                     

       𝛽  
    

 
  

  
 

 
             

    

           
  

 

 
       

    
 

 
        

    
1عیغتٓزر پبعد حبِت ٔب٘سٌبر 

تغییزات ٘غجت ثٝ سٔبٖ ثزاثز ففز  

 ( ثب ففز لزار زاز49,48ٖثٛز؛ ثٙبثزایٗ زر رٚاثظ ) ذٛاٞس
               𝛽  ( 49) آیٙس. اس راثغٝ زعت ٔی ٞبی ٔب٘سٌبر ثٝ پبعد

 زٞس اثز ٔزثٛط ثٝ ٔٛز اعت. وٝ ٘ؾبٖ ٔی      ؽٛز وٝ ٘تیدٝ ٔی
تٛاٖ ٌؾت ٔی ثزای پبعد ٔزثٛط ثٝ ٔٛز پیؼٌؾت اس ثیٗ ذٛاٞس رفت ٚ  پظ

 ( را ثٝ فٛرت سیز ٘ٛؽت.50راثغٝ )

(50) 

                𝛺 (             )        

         
                

    

 
   

    
 

 
       

   𝛺 (             )    

 نتبیج عددی -3

           ثٛاثت ٔزتجٝ ثبلاتز ثٝ فٛرتیه ٔیىزٚؽفت زٚار ثب 

 ؽفت ؽٛز ٔیىزٚ ؽٛز. فزك ٔی زر ٘ظز ٌزفتٝ ٔی               
2زٚار اس اپٛوغی

 ( عبذتٝ ؽسٜ ثبؽس.51ذٛاؿ راثغٝ ) ثب 
 

                                              
(51)             

ٔیىزٚٔتز ٚ  17.6ای ثٝ ؽؼبع  اثؼبز ٞٙسعی ٔیىزٚؽفت ٔتمبرٖ زایزٜ
 ٔیىزٚ ٔتز اعت. 176 عَٛ

پبعد فزوب٘غی یه ٔیىزٚ ؽفت زٚار ٔتمبرٖ زر ٔٛز اَٚ  2زر ؽىُ 
 0.03ٚ ٔیزایی ذبرخی  0.0005ثزاثز ثب ا٘ساسٜ  ٞبی ارتؼبؽی ثب ٚخٛز ٘بثبلا٘غی

غیزولاعیه تزعیٓ ؽسٜ اعت. ٔؾبٞسٜ  تئٛریولاعیه ٚ  تئٛریزر زٚ حبِت 

                                                                                                                                           
1
 Steady State Response 

2
 Epoxy 

ؽسٜ ٚ اثزات  غیزولاعیه تٙؼ وٛپُ افلاح تئٛریؽٛز ثب زر٘ظزٌزفتٗ  ٔی

 یبثس. ؽٛز ٚ عفتی عیغتٓ افشایؼ ٔی ٔیىزٚ ایٙزعی زأٙٝ ٘ٛعبٖ وٓ ٔی
افتس. زر  تزی اتفبق ٔی ٘مغٝ ا٘ؾؼبة عیغتٓ زر پبرأتزٞبی ٘بٔیشا٘ی ثشري

وٙٙس وٝ  یسار ٚ ٘بپبیسار زٚ ثبر ثب ٞٓ تلالی ٔیٞبی پب ٔیىزٚؽفت ٔتمبرٖ پبعد

خب ٘مغٝ ا٘ؾؼبة اس  ٌٛیٙس. زر ایٗ ٞب ٘مغٝ ا٘ؾؼبة ٔی ثٝ ٘مغٝ ٔحُ تلالی آٖ

افتس ٚ عیغتٓ  سیٙی اعت. پسیسٜ پزػ ٘یش فمظ یه ثبر اتفبق ٔی-٘ٛع ٌزٜ
تٛا٘س ثٝ اسای یه پبرأتز ٘بٔیشا٘ی ٔؾرـ حساوثز عٝ پبعد زاؽتٝ ثبؽس  ٔی

تٛا٘س پبیسار یب ٘بپبیسار ثبؽس.  پبعد ثغتٝ ثٝ ؽزایظ اِٚیٝ عیغتٓ ٔیوٝ آٖ 

 ؽسٜ اعت. تٙؼ وٛپُ افلاح تئٛری MCSTٔٙظٛر اس 

ٕ٘ٛزار پبعد فزوب٘غی یه ٔیىزٚؽفت ٘بٔتمبرٖ زر ٔٛز زْٚ  3زر ؽىُ 
 0.03ٚ ٔیزایی ذبرخی  0.0005ٞبیی ثب زأٙٝ ثزاثز  ثب زر ٘ظز ٌزفتٗ ٘بثبلا٘غی

غیزولاعیه تٙؼ وٛپُ  تئٛریولاعیه ٚ ٔسَ  تئٛریزر زٚ حبِت ٔسَ 

ؽسٜ تزعیٓ ؽسٜ اعت. ثب زر ٘ظز ٌزفتٗ اثزات ٔزثٛط ثٝ ٔتغیزٞبی  افلاح

ؽسٜ ٚ اثز ٔیىزٚ ایٙزعی زأٙٝ  تٙؼ وٛپُ افلاح تئٛریوٛچه یؼٙی 
وٙس. زر ٔسَ  ؽٛز ٚ ٔحُ ٘مبط ا٘ؾؼبة ٘یش تغییز ٔی تز ٔی ٘ٛعب٘بت وٛچه

افتس، ِٚی  ٞبیی سیز عزػت ثحزا٘ی اتفبق ٔی ا٘ؾؼبة اَٚ زر عزػت ولاعیه

ٞبیی ثبلاتز اس عزػت ثحزا٘ی ثب زر٘ظزٌزفتٗ اثزات  ٘رغتیٗ ا٘ؾؼبة زر عزػت

ؽٛز  افتس. ٔؾبٞسٜ ٔی ؽسٜ اتفبق ٔی تٙؼ وٛپُ افلاح تئٛریٔیىزٚ ایٙزعی ٚ 
زٞس ٚ  یوٝ زر ٔیىزٚؽفت ٘بٔتمبرٖ زٚ ٘مغٝ ا٘ؾؼبة ٚ زٚ پسیسٜ پزػ رخ ٔ

تٛا٘س زاؽتٝ ثبؽس وٝ  ٔؾرـ حساوثز پٙح پبعد ٔی  عیغتٓ ثٝ اسای یه 

عٝ تبی آٖ پبیسار ٚ زٚ تبی زیٍز ٘بپبیسار اعت، ِٚی زر ٔیىزٚ ؽفت ٔتمبرٖ 

تٛا٘س اتفبق افتس؛  زٚ ٘مغٝ ا٘ؾؼبة، یه ثبر پسیسٜ پزػ ٚ حساوثز عٝ پبعد ٔی
ا٘ساسٜ تأثیز ثٝ عشایی زر  ثٙبثزایٗ ٞٓ اثزات ٞٙسعی ٚ ٞٓ اثزات ٚاثغتٝ ثٝ

اٛٞس زاؽت. افشایؼ ٔٛز عجت ٔی ؽٛز وٝ  پبعد عیغتٓ ٚ ٘مبط ا٘ؾؼبة ذ

 تزی رخ زٞس. ٞبی ثشري  ا٘ؾؼبة زر 

پبعد فزوب٘غی یه ٔیىزٚؽفت زٚار زر ٔٛز عْٛ ٚ ٚخٛز  4زر ؽىُ 
ثزای زٚ  0.03ٚ ضزیت ٔیزایی ذبرخی  0.0005ٞبی ثب زأٙٝ ثزاثز  ٘بثبلا٘غی

تٙؼ وٛپُ افلاح ؽسٜ ٚ  تئٛریبرٖ ٚ ٘بٔتمبرٖ تزعیٓ ؽسٜ اعت. حبِت ٔتم

عٛر وٝ ٔؾبٞسٜ  اثزات ٔیىزٚ ایٙزعی ٘یش زر ٘ظز ٌزفتٝ ؽسٜ اعت. ٕٞبٖ
 ؽٛز اثزات ٞٙسعی تأثیز ٟٕٔی زر پبعد عیغتٓ ٚ ٔحُ ٘مبط ا٘ؾؼبة ٔی

ٞبی ثبلاتز اس عزػت ثحزا٘ی  زارز. ثب افشایؼ ؽٕبرٜ ٔٛز ا٘ؾؼبة زر عزػت

 افتس. فت اتفبق ٔیٔیىزٚؽ
 

 
Fig. 2 the amplitude versus frequency curve for the first mode and 

symmetrical micro shaft 
 ٕ٘ٛزار زأٙٝ ثزحغت فزوب٘ظ زر ٔٛز اَٚ ثزای ٔیىزٚؽفت ٔتمبرٖ 2شکل 
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Fig. 3 the amplitude versus frequency curve for the second mode and 

asymmetrical micro shaft 
 ٔیىزٚؽفت ٘بٔتمبرٖ ٕ٘ٛزار زأٙٝ ثزحغت فزوب٘ظ زر ٔٛز زْٚ ثزای 3شکل 

ٕ٘ٛزار زأٙٝ ثزحغت ضزیت ٔیزایی ذبرخی ثزای ٔیىزٚ ؽفت  5زر ؽىُ 
ثٝ  0.0005ٞبی ثزاثز ثب  زٚار ٔتمبرٖ زر ٔٛز اَٚ ارتؼبؽی ثب ٚخٛز ٘بثبلا٘غی

ولاعیه ٚ  تئٛری( زر زٚ حبِت 0.6خب ثزاثز ثب  ٔؾرـ )زر ایٗ  اسای یه 

ؽٛز ثب زر  عٛر وٝ ٔؾبٞسٜ ٔی ولاعیه تزعیٓ ؽسٜ اعت. ٕٞبٖ غیز تئٛری

٘ظز ٌزفتٗ اثزات ٔمیبط وٛچه یؼٙی اثزات ٔیىزٚ ایٙزعی ٚ اثز ٔزثٛط ثٝ 
ؽسٜ ا٘ؾؼبة زر ضزایت ٔیزایی ثبلاتزی اتفبق  تٙؼ وٛپُ افلاح تئٛری

زر ٘ظز ٌزفتٝ ؽٛز ثب زر ٘ظز  0.15افتس. اٌز یه ضزیت ٔیزایی ذبؿ ٔثلاً  ٔی

ثب زر  ولاعیه فمظ یه پبعد پبیسار ٚخٛز زارز، ِٚی عیغتٓ تئٛریٌزفتٗ 

ٞب ٘بپبیسار ٚ زٚ  غیزولاعیه عٝ پبعد زارز وٝ یىی اس آٖ تئٛری٘ظز ٌزفتٗ 
وٙس وٝ وساْ پبعد لبثُ لجَٛ  تبی زیٍز پبیسار اعت، ٚ ؽزایظ اِٚیٝ تؼییٗ ٔی

ذٛاٞس ثٛز. ضزیت ٔیزایی ذبرخی ٘یش یه پبرأتز تبثیزٌذار زر پبعد حبِت 

 ولاعیه اعت. تئٛری CTٔب٘سٌبر عیغتٓ ٚ ٘مغٝ ا٘ؾؼبة اعت. ٔٙظٛر اس 

ٕ٘ٛزار زأٙٝ ثزحغت ضزیت ٔیزایی ذبرخی ثزای یه  6زر ؽىُ 
ٞبی ثزاثز  ٔیىزٚؽفت زٚار ٘بٔتمبرٖ زر ٔٛز اَٚ ارتؼبؽی ثب ٚخٛز ٘بثبلا٘غی

 تئٛریغیزولاعیه ٚ  تئٛریزر زٚ حبِت       ٚ ثٝ اسای  0.0005

ٛچىی زارز زر ٞبی عیغتٓ وٝ زأٙٝ و ولاعیه رعٓ ؽسٜ اعت. یىی اس پبعد
ؽسٜ عیغتٓ  ثزٞٓ ٔٙغجك ؽسٜ، ٚ ایٗ ٕٞبٖ پبعد پبیسار ٚ ٔیزا تئٛریٞز زٚ 

غیزولاعیه  تئٛریٔب٘سٜ زأٙٝ ٘ٛعب٘بت زر   اعت. ثزای چٟبر پبعد ثبلی

ولاعیه ٚ ثسٖٚ ٔٙظٛر وززٖ  تئٛریولاعیه اعت. زر  تئٛریتز اس  وٛچه

افتس زر  ا٘ؾؼبة اتفبق ٔی اثزات ٔیىزٚ ایٙزعی زر ضزایت ٔیزایی ثبلاتزی ٘مبط
 .زٞس حبِی وٝ زر ٔیىزٚؽفت ٔتمبرٖ ثزػىظ چٙیٗ حبِتی رخ ٔی

 

  
Fig. 4 the comparing of the frequency response between symmetrical 

and asymmetrical micro shaft on the third mode 
 ٔمبیغٝ پبعد فزوب٘غی ٔیىزٚؽفت ٔتمبرٖ ٚ ٘بٔتمبرٖ زر ٔٛز عْٛ 4شکل 

  
Fig. 5 the amplitude versus external damping coefficient curve for the 

first mode and symmetrical micro shaft 
اَٚ ثزای ٔیىزٚؽفت  ٕ٘ٛزار زأٙٝ ثزحغت ضزیت ٔیزایی ذبرخی زر ٔٛز 5شکل 

 ٔتمبرٖ

ٚ      ٕ٘ٛزار زأٙٝ ثزحغت ٘بثبلا٘غی زر ٔٛز اَٚ ثٝ اسای 7زر ؽىُ 

ٔتمبرٖ زر زٚ  ثزای یه ٔیىزٚؽفت 0.03ٚخٛز ٔیزایی ذبرخی ثب ضزیت 
غیزولاعیه  تئٛریولاعیه ٚ ثب زر ٘ظزٌزفتٗ  تئٛریحبِت ثب زر ٘ظزٌزفتٗ 

ؽسٜ رعٓ ؽسٜ اعت. ٚلتی ٘بثبلا٘غی ففز اعت، یؼٙی  تٙؼ وٛپُ افلاح

٘ظ ٚ عیغتٓ زارای پبعد ثسیٟی پبیسار اعت. ثب افشایؼ ٔیىزٚؽفت ثبلا

ٞبی  اسای ثزذی ٘بثبلا٘غی تٛا٘س ثٝ وٙس ٚ ٔی ٘بثبلا٘غی پبعد عیغتٓ تغییز ٔی
وٙس وساْ پبعد  ذبؿ عٝ پبعد زاؽتٝ ثبؽس وٝ ثبس ٞٓ ؽزایظ اِٚیٝ تؼییٗ ٔی

 ؽسٜ ٚ اثزات ٔیىزٚ تٙؼ وٛپُ افلاح تئٛریلبثُ لجَٛ اعت. زر ٘ظز ٌزفتٗ 

تزی ا٘ؾؼبة اتفبق افتس. زر یه  ٞبی وٓ ایٙزعی عجت ؽسٜ وٝ زر ٘بثبلا٘غی

زر ٔسَ غیزولاعیه عیغتٓ فمظ یه  0.005٘بثبلا٘غی ٔؾرـ ثزای ٕ٘ٛ٘ٝ 
پبعد پبیسار غیزثسیٟی زارز، زر حبِی وٝ زر ٔسَ ولاعیه عیغتٓ عٝ پبعد 

 ثسیٟی زارز وٝ زٚ تبی آٖ پبیسار ٚ یىی ٘بپبیسار اعت. غیز

ٕ٘ٛزار زأٙٝ ثزحغت ٘بثبلا٘غی زر ٔٛز اَٚ ثب ٚخٛز ٔیزایی  8زر ؽىُ 

ثزای یه ٔیىزٚؽفت زٚار ٘بٔتمبرٖ زر زٚ       ثٝ اسای  0.03ذبرخی 
 سَ غیزولاعیـــه رعـــٓ ؽسٜ اعت.حبِت ٔسَ ولاعیــــه ٚ ٔ

 تئٛریٔیىزٚؽفت ٔتمبرٖ زر ٔیىزٚ ؽفت ٘بٔتمبرٖ ٘یش زر ٘ظز ٌزفتٗ 

ثزات ٔیىزٚ ایٙزعی عجت ؽسٜ وٝ ا٘ؾؼبة زْٚ زر غیزولاعیه ٚ ا

 ٔسَ 0.005تزی اتفبق افتس. زر یه ٘بثبلا٘غی ٔؾرـ ٔثلاً  ٞبی وٓ ٘بثبلا٘غی
 

 
Fig. 6 the amplitude versus external damping coefficient curve for the 

first mode and asymmetrical micro shaft 
ٕ٘ٛزار زأٙٝ ثزحغت ضزیت ٔیزایی ذبرخی زر ٔٛز اَٚ ثزای ٔیىزٚؽفت  6شکل 

 ٘بٔتمبرٖ
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Fig. 7 the amplitude versus eccentricity curve for the first mode and 

symmetrical micro shaft 
 ٕ٘ٛزار زأٙٝ ثز حغت ٘بثبلا٘غی زر ٔٛز اَٚ ثزای ٔیىزٚ ؽفت ٔتمبرٖ 7شکل 

وٙس، ِٚی ٔسَ  ثیٙی ٔی غیزولاعیه فمظ یه پبعد پبیسار غیزثسیٟی را پیؼ
تبی آٖ پبیسار ٚ یىی ٘بپبیسار  وٙس وٝ زٚ ثیٙی ٔی ولاعیه عٝ پبعد را پیؼ

 اعت. ثٝ ٞز حبَ ؽزایظ اِٚیٝ ثبس ٞٓ تؼییٗ وٙٙسٜ پبعد ذٛاٞس ثٛز.

ب پبعد فزوب٘غی یه ٔیىزٚ ؽفت زٚار ٔتمبرٖ زر ٔٛز اَٚ ث 9زر ؽىُ 

ٚ زر ٘ظز ٌزفتٗ اثزات ٔیىزٚ ایٙزعی ٚ  0.03ٚخٛز ٔیزایی ذبرخی ثب ضزیت 
ؽسٜ ثزای ٔمبزیز ٔرتّفی اس ٘بثبلا٘غی  غیزولاعیه تٙؼ وٛپُ افلاح تئٛری

زٞس وٝ اذتلاف ثیٗ ٘بثبلا٘غی ٘یش زر  رعٓ ؽسٜ اعت. ایٗ ؽىُ ٘ؾبٖ ٔی

وٝ افشایؼ ای  ٌٛٝ٘ پبعد عیغتٓ ٚ ٘مغٝ ا٘ؾؼبة تأثیزٌذار ذٛاٞس ثٛز ثٝ

٘بثبلا٘غی ثزای حبِت زأٙٝ ٘بثبلا٘غی ثزاثز عجت ؽسٜ وٝ ٘مغٝ ا٘ؾؼبة زر 
 ٞبی ثبلاتز اس عزػت ثحزا٘ی ٔیىزٚؽفت فٛرت ٌیزز. عزػت

 گیری نتیجه 4-

زر ایٗ پضٚٞؼ ارتؼبؽبت غیزذغی ٚ پبیساری ٔیىزٚ ؽفت زٚار ٔتمبرٖ ٚ 

اٚثغتٝ ثٝ ا٘ساسٜ ٚ ٔمیبط وٛچه ٔزثٛط ثٝ  ٘بٔتمبرٖ ثب زر ٘ظز ٌزفتٗ اثزات 
ؽسٜ( ٚ ٔیىزٚ ایٙزعی  ٞبی وز٘ؼ )حبِت ذبؿ آٖ تٙؼ وٛپُ افلاح ٌزازیبٖ

زرعی ؽسٜ ٔٛرز ٔغبِؼٝ ٚ ث غیزولاعیهِ تٙؼ وٛپُ افلاح تئٛریثٝ وٕه 

تئٛری غیزولاعیه ٚ اثز ٔیىزٚایٙزعی عجت ذٛاٞس لزار ٌزفت. زر ٘ظزٌزفتٗ 

ؽس ٔحُ ٘مبط ا٘ؾؼبة تغییز وٙس، ٕٞچٙیٗ ثٝ زِیُ تغییز عفتی عیغتٓ 
تز اس تئٛری ولاعیه ذٛاٞس ثٛز. ٕ٘ٛزار زأٙٝ  زأٙٝ عیغتٓ ثٝ عٛروّی پبییٗ

 ٖ ٘ؾبٖٔیىزٚؽفت زٚار ٔتمبرثزحغت ضزیت ٔیزایی ذبرخی ثزای یه 

 

  
Fig. 8 the amplitude versus eccentricity curve for the first mode and 

asymmetrical micro shaft 
 یه ٔیىزٚ ؽفت ٘بٔتمبرٖ ٕ٘ٛزار زأٙٝ ثزحغت ٘بثبلا٘غی زر ٔٛز اَٚ ثزای 8شکل 

 
Fig. 9 the frequency response of the symmetrical micro rotating shaft 

for the first mode and the difference eccentricities 
ثزای ٔمبزیز  پبعد فزوب٘غی ٔیىزٚ ؽفت زٚار ٔتمبرٖ زر ٔٛز اَٚ 9شکل 

 ٞبی ٔتفبٚت ٘بثبلا٘غی

زٞس وٝ عیغتٓ ثب ٚخٛز تئٛری غیزولاعیه ٚ اثز ٔیىزٚایٙزعی زر ضزایت  ٔی

یىزٚؽفت زٚار تزی ثٝ حبِت وبٔلاً پبیسار ذٛاٞس رعیس، ِٚی ٔ ٔیزایی ثشري
اٛٞس رعیس. اس  ٘بٔتمبرٖ زر ضزایت ٔیزایی وٛچه تزی ثٝ حبِت وبٔلاً پبیسار ذ

تٛاٖ ٘تیدٝ ٌزفت وٝ ثزای یه ٔیىزٚؽفت  ٕ٘ٛزار زأٙٝ ثزحغت ٘بثبلا٘غی ٔی

ٔتمبرٖ یب ٘بٔتمبرٖ ثب ٚخٛز تئٛری غیزولاعیه ٚ اثز ٔیىزٚایٙزعی، ا٘ؾؼبة 

اٛٞس افتبز؛ ثٙبثزایٗ اثزات تز ٞبی وٛچه ثبرس ٔغأِٝ زر ٘بثبلا٘غی ی اتفبق ذ
ٔزثٛط ثٝ ٔمیبط وٛچه، ضزیت ٔیزایی ذبرخی، ٘بثبلا٘غی ٚ ٘بٔتمبر٘ی 

پبرأتزٞبی تأثیزٌذاری ثز پبعد عیغتٓ اعت وٝ زر عزاحی ٚ عبذت 

 تٛا٘س ٔٛرز تٛخٝ لزار ٌیزز. ٞبی ثب اثؼبز وٛچه ٔی عبسٜ

 فهرست علایم 5-

 خزْ ٚاحس عَٛ  

 ذبرخی ضزیت ٔیزایی  

 عَٛ ٔیىزٚؽفت  

 عغح ٔمغغ  

 ٔسَٚ یبً٘ ٚ ٔسَٚ ثزؽی      

 وز٘ؼ ٔحٛری تبر ذٙثی  

 عفتی ٔحٛری   
ٚ عفتی  yعفتی پیچؾی، عفتی ٔحٛری حَٛ ٔحٛر          

 zٔحٛری حَٛ ٔحٛر 
خبیی  ٚخبثٝ yخبیی ػزضی زر راعتبی  خبیی عِٛی، خبثٝ خبثٝ      

 zػزضی زر راعتبی 

 ا٘حٙبٞبی ٔیىزٚ ؽفت         
ٚ ٕٔبٖ  yٕٔبٖ ایٙزعی لغجی، ٕٔبٖ ایٙزعی حَٛ ٔحٛر          

 zایٙزعی حَٛ ٔحٛر 

 zٚ ٘بثبلا٘غی ٘غجت ثٝ ٔحٛر  y٘بثبلا٘غی ٘غجت ثٝ ٔحٛر       

 ثٛاثت ٔزتجٝ ثبلاتز ٔبزٜ         

 یونانیعلایم 

 چٍبِی حدٕی  

𝛺 ٝای ٔیىزٚؽفت عزػت ساٚی 

𝜓 𝜃 𝛽  3-2-1سٚایبی اٚیّز 

𝛺  𝛺  𝛺  ٝای ٞبی ثززار عزػت ساٚیٝ ٔؤِف 
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