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مقدمه-1

كه گرافن لايهةدستازصفحات قرارنانو هم كنار از هستند، ها

اتم صفحهگرفتن يك در كربن كريستاليهاي شبكه يك در و

ساختار آمدهمنتظموجهي6با وجود ساختار.اندبه 6اين

مي باعث پيوندهاوجهي زاوية تا بارهاي-كربنيشود با كربن

صفحه متفاوتدرون مختلف راستاهاي در واي خواصبوده لذا

ايزوتروپيك باشندغير استفاد.داشته موارد گرافنورقهةاز هاي

بهمي محركتوان نانو انواع در آنها سنسورها،كاربرد نانو ها،

درباطري رفته كار به قطعات كلي طور به و الكتريكي هاي

الكترونانوـهايسيستم ميكروسكوپميكرو و هايمكانيك

و اتمي كامپوزيتاستفادةيانيروي استحكام افزايش در هاآنها

كرد بررسي].7-1[اشاره منظور مكانيكيرفتاربه

تئورينانوساختارها يككلاسيكپيوستهمحيطهاي، داراي

ب مقياسنقص اين در اينكه آن و است نميزرگ فضاي، از توان

اتم بين وخالي فيزيك مقابل در ذرات بين اتمي نيروهاي و ها

كرد پوشي چشم مساله اصلي روش.ابعاد بايدلذا ديگري هاي

مي ميبكارگيري جمله آن از كه مشاهداتشد به توان

م ديناميك روش و كردآزمايشگاهي اشاره اين.ولكولي اما

پرهزينهروش بسيار زمانها، تع، به محدود و اتمبر، كمداد هاي

مي ساختار سال.باشنددر اخير،در تئوريچندينهاي

تئوريالاستيسيته غيرموضعي، الاستيسيتة تئوري جمله از

شده اصلاح كرنشي گراديان تنش1الاستيسيتة تئوري كوپلو

شده شده2اصلاح مقياسپيشنهاد اثر كه دركوچكاست را

وباساختارهاي نانو ميميكرومقياس اين.كنندمحاسبه در

تئوري كاربردارينگنغيرموضعيميان و سادگي دليل به

ميكرو غيرخطي رفتار محاسبة در نتايج/مناسب و ساختارها، نانو

طور به است، داشته مولكولي ديناميك نتايج با كه نزديكي

استگسترده گرفته قرار استفاده مورد تئوري.]8،9[اي اين

شامل نسبتهمچنين، و اتمي بين نيروهاي مورد در اطلاعاتي

نيزطول داخلي شدهميهاي معرفي معادلات در كه بباشد ه،

ميع استفاده مواد پارامترهاي ].13-10[شوندنوان

آبادي نقد و صفحات]14[بهفر نانو خطي و آزاد ارتعاشات ،

كردند بررسي پليمري محيط در را گرافن لاية وبهفر.دو

روش]15[همكاران از استفاده وبا بررسي به تحليلي هاي

1. Modified Strain Gradient Elasticity

2. Modified Couple Stress Theory

پرداختند لايه چند گرافن ورقة خمشي مدول آنها.محاسبة

لاي چند صفحات خمشي مدول كه گرفتند گرافنةنتيجه

به ورقهوابسته خواص جزء و نبوده صفحات لايهطول چند هاي

پور.است ش]16[سخايي مدولبا توانست اتمي سازي بيه

براييانگ را پواسون نسبت و برشي مدول مختلفآرايش، هاي

بدس گرافن آوردصفحات فاديكار.ت و با]17[پرادهان ،

تئوري خطي،ارينگنغيرموضعيبكارگيري و آزاد ارتعاشات

لاي دو پليمريةصفحات محيط در ناويرراگرافن روش توسط

كردند كوچك.بررسي مقياس اثر كه دادند نشان تاثيرآنها

دارد نتايج در شودمهمي گرفته نظر در بايد ]18[پرادهان.و

صفحات نانو راايزوتروپيككمانش گرافن براساسمستطيلي

سوم مرتبة برشي ناويروغيرموضعيتئوري روش بررسيتوسط

كه.كرد گرفتند نتيجه وآنها كوچك مقياس پارامتر افزايش با

صفحه، طول كاهش باريا بهكهاينسبت غيرموضعي مانش

ميافموضعي .يابدزايش

ردي و بابائي را]19[آقا آزاد ارتعاشات و خمش روابط

اثربراساس و ردي سوم مرتبة برشي ارينگنغيرموضعيتئوري

براي و آورده مستطيليبدست شرايطايزوتروپيكصفحة با

ساده كردند،مرزي حل تحليلي گرفتندآنها.بطور دونتيجه كه

غيرموضعيبرشيتئوري سوم و اول مشابهينتايج،مرتبة

كه حالي در تئورينتايجدارند، از آمده غيرموضعيبدست

نازك استصفحات متفاوت رواب]20[ردي.اندكي خمش، ط

نانوغيرخطي براي توسطلولهرا ارتوتروپيك نانوصفحات و ها

اثر گرفتن نظر در با برشي، و كلاسيك وغيرموضعيتئوري

كردونغيرخطيهايكرنش بازنويسي .كارمن

همكارانش و آزاد]21[انصاري ارتعاشات مستطيليورقة،

را مدلگرافن كيرشهفبراساس و ميندلين غيرموضعي هاي

بررسي مربعات ديفرانسيل روش توسط ايزوتروپيك، صفحات

كردند مقايسه مولكولي ديناميك نتايج با را نتايج و نتايج.كرده

است برخوردار خوبي دقت از غيرموضعي روش كه داد .نشان

ابعاد در غيرموضعي پارامتر افزايش كه شد معلوم همچنين

فركانس كاهش باعث ميكوچكتر طبيعي درهاي ولي شود،

ندارد چنداني تأثير بزرگتر همكارانششنلي.ابعاد ،]22[و

مستطيليغيرخطيعاشاتارت لايةورقة محيطتك در را گرافن

وحرارتي ارتوتروپيك صفحات غيرموضعي تئوري براساس

كردندنازك، مي.بررسي معلوم بهنتايج نوسان دامنة كه كند
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صفحات انواع غيرخطي ارتعاشات پاسخ بر دما تغييرات اندازة

است موثر شن.گرافن تئوري،]23[هيوشن غيرموضعياز

گرفتهنغيرخطيتحليلبراينازكصفحات قرار نازك وارهاي

پاي روي دةبر حرارتيالاستيك محيط در و پارامتري .پرداختو

استنتايج اين از حاكي آمده كوچكبدست مقياس پارامتر ،كه

پس تعادل شكلمسيرهاي تغيير خيز وكمانش، بزرگ هاي

فركانسفركانس نسبت و كاهش را طبيعي غيرخطيهايهاي

مي افزايش را خطي همكارانسماعي.دهدبه اثر]24[و ،

قرار گرافن لاية تك ورقة كمانشي رفتار بر را كوچك مقياس

پسترناك الاستيك محيط در تئوري1گرفته از استفاده با

كردند بررسي صفحات غيرموضعي كردند.ميندلين گزارش آنها

نانوصفحه،كاهشكه وطول كوچك مقياس پارامتر افزايش

س زمينةفافزايش كمانشتي بار نسبت كاهش باعث الاستيك،

مي موضعي كمانش بار به و.شودغيرموضعي آكسنسر تولگا

آيدوگ تئوري،]25[ودمتين از استفاده ،ارينگنغيرموضعيبا

صفحات نانو خطي آزاد ارتعاشات و رانازككمانش ايزوتروپيك

كردند استنتايج.مطالعه اين بيانگر آنها شرطتحقيق كه

اثر به نسبت بيشتري حساسيت گيردار .داردغيرموضعيمرزي

ديگريدرآنها نانو]26[مطالعة اجباري ارتعاشات صفحات،

تئورينازك توسط كردندارينگنغيرموضعيرا آنها.مطالعه

اجباري ارتعاشات بررسي در غيرموضعي اثر كه گرفتند نتيجه

شود گرفته نظر در بايد افزايش.نانوصفحات با اثر اين همچنين

مي افزايش مدها .يابدتعداد

سعيدي و زاده ور]27[جمعه بزرگ ارتعاشات چندقه، هاي

را گرافن ارتوتروپيكلاية خواص فرض كردندبا نتايج.بررسي

است اين از حاكي آمده رفتاربدست كوچك مقياس اثر كه

مي افزايش را گرافن ورقة كهغيرخطي حالي در برهمدهد

ميكنش كاهش را آن واندروالسي وزادهجمعه.دهدهاي

اجباري]28[همكاران و آزاد ارتعاشات اساسغيرخطي، بر را

براي ايزوتروپيك غير نازك صفحات غيرموضعي ورقةتئوري

دولاي كردندةگرافن بررسي پليمري محيط در گرفته .قرار

گپالاگريشنان و نارندار نانو]29[ساتيش، حرارتي ارتعاشات ،

را گرافن مثل ارتوتروپيكي تصحيحبراساسصفحات تئوري

صفحات متغيرة دو مكانيزم2شدة محيطو هايغيرموضعي

1. Pasternak Elastic Medium

2. Tow Variable Refined Plate Theory

ناوير،پيوسته روش كردندتوسط مي.مطالعه نشان دهدنتايج

ضريب به نيازي و بوده ساده تنها نه رفته بكار تئوري كه

با بلكه ندارد، برشي نيزتصحيح بالا مرتبة برشي هاي تئوري

است مقايسه همكارانپوراسماعيلي.قابل ارتعاشات]30[و ،

دو راهيلاآزاد گرافن مستطيلي پليمريهاي محيط ودر

ارينگن غيرموضعي تئوري كردندبراساس نشانآنها.بررسي

كمتردادند همواره لايه دو ارتوتروپيك نانوصفحات فركانس كه

است لايه دو ايزوتروپيك نانوصفحات فركانس لي.از و وانگ

خمش]31[ بررسي به گرفتهنانو، قرار ايزوتروپيك برصفحات

پاية پرداختندروي اثر.الاستيك اعمال با را حاكم معادلات

ميندلينغيرموضعي و كيرشهف صفحات روابط فرضبر با

شكل وتغيير آورده بدست كوچك ناويرهاي روش حلتوسط

نشان.كردند دردهنمينتايج رفته كار به جملات تعداد كه د

زمين خواص و هم به صفحه ابعاد نسبت فوريه، الاستيكةسري

دارند خمشي رفتارهاي بر زيادي همكارانش.تأثير و پور فرج

تئوري،]32[ بررسغيرموضعياز تكيبراي صفحات كمانش

گرافن صفحه،لاية درون خطي بارهاي انواع استفادهايتحت

مي.كردند نشان درنتايج مهمي نقش غيرموضعي اثر كه دهد

مي ايفا ارتوتروپيك نانوصفحات پايداري پور.كندرفتار وفرج

لاية]33[همكارانش چند گرافن صفحات كمانش پس تحت،

ضخامت راستاي در يكنواخت غير محوري دو راكمانش

نازك صفحات غيرموضعي تئوري كردندبراساس آنها.بررسي

دادند كمانشيكهگزارش مدهاي در كوچك مقياس پارامتر اثر

است بيشتر غيرموضعي.بزرگتر، پارامتر كه شد معلوم همچنين

كاهنده پساثر بحراني بار بر لايهاي چند گرافنكمانش هاي

حاضر،.دارد مقالة نويسندگان اطلاعات بهترين براساس

نانوصفحات غيرخطي خمش روي اساستحقيقي تئوريبر

است نگرفته صورت غيرموضعي اول درهمچنين.مرتبة

از خمشهيچكدام كه مقالاتي مستطيليديگر صفحات رانانو

كرده بررسي غيرموضعي روابط اساس حلاندبر روش از ،

است نشده استفاده مربعات اطلاعاتهب.ديفرانسيل طبق علاوه

اساس بر را گرافن نانوصفحات رفتار كه مقالاتي تمامي موجود،

كرده بررسي غيرموضعي برشي برايتئوري را معادلات اند،

آورده بدست ايزوتروپيك .اندنانوصفحات

اين مستطيليصفحاتنانوغيرخطيخمشمطالعه،در

تئوريبريكارتوتروپ اولاساس مرتبة برشي وغيرموضعيهاي

غيرموضعي ديفراننازك،صفحاتتئوري روش سيلتوسط
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جوابمنظورهب.استشدهتحليلمربعات دقت وبررسي ها

حل حالت،روش سادهدر مقايسههاي اصلي، مسالة از ايتري

روش ساير نتايج با آمده بدست نتايج دربين نتايج و عددي هاي

است گرفته صورت وجود.دسترس نتايج بين كه خوبي توافق

بردارد پاسخدرستيدليل و ادا.باشدميهاتحليل اثرمهدر

ضخامتپارامتر عرض، به طول نسبت كوچك، ،صفحهمقياس

شكل تغيير اثر و مرزي شرايط بار، دومقدار براي بزرگ هاي

اول مرتبة برشي و كلاسيك خيزغيرموضعيتئوري روي بر ،

شده بررسي مختلف خيزهاي نسبت و .استبيشينه

مسالهفرمول-2 بندي

صفح1شكل نانو طولةيك داراي كه ارتوتروپيك مستطيلي

lxعرض ،lyضخامت راhو يكنواختاست عرضي بار تحت

مي مختصات.دهدنشان محورyمحور و عرض راستاي درxدر

قرار طول .دارندراستاي

يكنواختگرافنمستطيليةصفحنانو1شكل عرضي بار تحت

محيط حالت نقطهبرخلاف يك در تنش كه پيوسته هاي

تئوري براساس است، نقطه همان در كرنش از غيرموضعيتابعي

نقاط تمام در كرنش از تابعي نقطه يك در تنش جسمارينگن،

حركت.است است)1(مطابقمعادلة شده .]12[آماده

����� � �� � ρ�� � )1(

كه حجمي،fجايي وuچگالي،ρنيروي جابجايي σijبردار

غيرتانسور استموتنش مي)2(ازكهضعي .آيدبدست

������ � � α��� ′ � �� �
�

����� ′	
��� ′	 )2(

���αموضعي،تنشتانسورτij،)2(در ′ � �� وزنتابع�

غيرموضعي شدهvواثرات گرفته نظر در ورودي تابع.اندحجم

غيرموضعي، اثرات محلوزن در را كرنش اثر كه است ′xتابعي

مرجع نقطة در شده داده تنش ميxبراي جهت.كندتوصيف

مي تابع اين مورد در بيشتر اطلاعات ارينگنكسب به توانيد

كنيد]12[ از.مراجعه استفاده حال هر انتگراليبه شكل دراين

بسيار شكلمسائل لذا بود، خواهد آندشوار توسطديفرانسيلي

مي)3( .]12،13[شودتعريف

���	� � 
��� � �� � � � � �

 � 	����� � ���

	�

	��
�

	�

	�� )3(

ازe0،)3(رابطهدر كه است ماده هر براي مخصوص ثابت

مي دست به مولكولي ديناميك سازي طولa.آيدشبيه شاخص

اتم بين فاصله از و است اتمداخلي پيوند طول مثل هايها

گرافن–كربن در ميكربن بدست مقياسe0a.آيدها ضريب يك

شاخصه براي را كوچك مقياس اثر كه مكانيكياست هاي

مي .كندمشخص

رابطة)4(معادلة تنشمنتجهبيانگر :استهاتنشباهاي

��� ��� ���� ��� ��� ������ �����
� � ��� ��� �������	 ���	� ������� ������

�

�



�

�

�� )4(

منتجه�اگر)4(در باشد، موضعي نيزتنش تنش هاي

منتجه باشند، غيرموضعي اگر و بوده نيزموضعي تنش هاي

بود خواهند مطابق.غيرموضعي چنانچه طرفين)4(بنابراين از

شوددر)3( انتگرالگيري ضخامت منتجهراستاي بين ارتباط ،-

آمد خواهد بدست غيرموضعي و موضعي تنش .هاي


������	� � 
��� � 
����� )5(

علامت روابط تمامي وNLدر پارامتر بودن غيرموضعي به

ميLعلامت اشاره آن بودن موضعي معادلات.كنندبه

به-تنش ارتوتروپيك صفحة نانو براي )6(رابطهشكلكرنش

بودنخواه .د

�������
� 
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)6(

��	����
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����	���� � �����	�����	����
� 
����	���� � �����	���

)7(���
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�



معادلات يانگ،E،)7(در پواسون،!مدول Gضريب

و برشي هستندkمدول برشي تصحيح جابجايي.ضريب روابط

اول مرتبة برشي تئوري اساس :است)8(مطابقبر

$ � � 	� �� � �� %� � ��	���� %� � �&	���� %�' � 	� �� � �� %� � !�	���� %� � �(	���� %�) � 	� �� � �� %� � )�	���� %� )8(

روابط اين u0در ,v0 ,w0ميانيلفهؤم لاية در جابجايي هاي

راستايزاويهترتيبهب)و&و در پيچش .هستندyوxهاي

كرنش شكل-رابطة تغيير اثر گرفتن نظر در با هايجابجايي

شكل به بود)9(رابطهبزرگ .خواهد

��� � �

�
*+��+�� � +��+�� � +��+�� � +��+�� , )9(

دادن قرار كرنش)9(در)8(با اساسرابطة بر ها

مطابقجابجايي مياني لاية مي)10(هاي .آيدبدست
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+(+�.

)10(

��	 �
+)�+� � (

��	 �
+)�+� � &

دادن قرار از)6(در)10(با استفاده با منتجه)4(و هاي،

جابجايي حسب بر غيرموضعي آمدتنش خواهند .بدست

��� � 
����� � ��� -+!�+� �
+��+� �

+)�+� +)�+� .
� � 
��� � ��� -+)�+� � &.�
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-+)�+� .�566

67

)11(/������
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�� /������

1 � /8 8�8� 8��
1 23
34+&+�+(+�56

67
در ضرايبكه مي)12(طبقA،D،Hآن :آيندبدست

(0���8��) � ∫ (�� ��)������

�

�
�

�

� (��
�
�
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)��� ��������� 

9�� � � � ��� � 9�� � � � ��� )12(

يك از پس تعادل سادهمعادلات تا)13(مطابقسازيسري

آمد)17( خواهند �+���+.بدست �
+���+� � �� � :� +���+%� )13(

+���+� �
+��+� � �� � :� +�!�+%� )14(

+��+� �
+��+� � �	 � ; ��������� � :� +�)�+%� )15(

+��+� �
+���+� � �� � <� +�&�+%� )16(

+���+� �
+��+� � �� � <� +�&�+%� )17(

مي)18(رابطهتوسط�>و�:ضرايب .شوندمحاسبه

	:� � <�� � � :	�� ������

�



�

�

� =:��:� �

��
> )18(

مي)19(توسط)15(در�
�	����همچنين :شودمحاسبه

)19(����	�
� � ���

������
� ����

����� �� � ��

������
�

معادلات منتجه)17(تا)13(در موضعياگر تنش هاي

منتجه اگر و بود خواهند موضعي نيز معادلات تنشباشند، هاي

بود خواهند غيرموضعي نيز معادلات باشند، .غيرموضعي

مينرمالبراي تعريف زير پارامترهاي معادلات، :شوندسازي
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I� �
"�  � D� I� � � "��  � D

I� � � "�  � D� � �
;@�D � )20(

داخلي، نيروهاي بودن صفر فرض شرايطبا در معادلات

بيواستاتيكي از مي)25(تا)21(مطابقسازيبعدبعد .آيندبدست

+�A
+B� � I�G� +�A+C� � 	I � I��G +�'

+B+C
� � *+)+B =

+�?
+B� � I�G� +�?+C� >

� 	I � I��G� =+?+C
+�?
+B+C>, )21(

	I � I��G +�A
+B+C � I�G� +�'+C� � I� +

�'
+B�

� � *	I � I��G =+?+B
+�?
+B+C>

� G +?+C =I�G� +�?+C� � I� +
�?
+B� >, )22(

I� +&+B � I�G +(+C � I� +
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+B� � I�G� +�?+C�

� =� � H +�
+B� � HG� +�

+C�> 
� ��J� � � )23(

+�&
+B� � 	I � I��G +�(

+B+C � I�G� +�&+C�

� ��I�α�& � ��I�α� +?+B )24(

I� +
�(
+B� � 	I � I��G +�&

+B+C � I�G� +�(+C�

� ��I�α�( � ��I�Gα� +?+C )25(

رابطة)23(در�Jمقدار مي)26(طبق :آيدبدست

)26(

�J
� =+A+B �

�

�
-+?+B .

�>=+�?+B� � IG� +�?+C� >
� =G +'+C �

�

�
G� -+?+C .

�>=I +
�?
+B�

� I�G� +�?+C�
.� �I�G=+

�?
+B+C>

� -G +A+C �
+'
+B � G +?+B

+?
+C .

ثابت)27(رابطة سادة مرزي ميشرايط نشان :دهدرا

)27(KB � ���� ? � A � ' � ( � ��� � �C � ���� ? � A � ' � & � �� � �

گير مرزي مطابقشرايط بود)28(دار :خواهد

)28(KB � ���� ? � A � ' � ( � & � �C � ���� ? � A � ' � & � ( � �

حل-3 روش

همكارانش و بلمن توسط بار نخستين مربعات ديفرانسيل روش

شد]34،35[ روش.ارائه دامنهاين در گرههاي، تعداد با -منظم

م حجم و كم جوابهاي يافتن به قادر پايين هايحاسبات

بسيار دقت با اعددي روش.ستزياد اين مسائلاز انواع حل در

استاتيكي غيرديناميكي، و خطي مي، وخطي كرد استفاده توان

يافت دست دقيقي نتايج كم.]38-36[به محاسبات سادگي،

علت روش، اين بالاي دقت و مسائل انواع حل توانايي حجم،

استا بوده مقاله اين در آن .نتخاب

ديفرانسيل پايروش بر استوارةمربعات رياضي اصل اين

مي را تابع يك مشتقات كه مقاديراست مجموع صورت به توان

مش شبكه در موجود نقاط تمام از تابع كهآن ضرابندي بيدر

شده ضرب مناسب زدوزني تخمين توابع.اند، از مقاله اين در

جمله وچند اصلي تابع تخمين براي جايگزينيازاي روش

است1مستقيم شده استفاده مرزي شرايط اعمال نتيجه.براي در

جبري معادلة دستگاه يك به ديفرانسيلي معادلة خطيغيردستگاه

سپسشدهتبديل رافسونو نيوتن روش استشحلبا .ده

مرتب نقطةةمشتقات براي ,xi)اول yj)فرضياز درFتابع

مستطيلي صفحه ميب)36(و)35(توسطيك .]36[آينددست

)29(
+L��� ����+� � M���� L��

�

��

� ����������

)30(
+L��� ����+� � M���� L��

�

��

� �����	��

NوMگرههب تعداد راستايترتيب در .باشندميyوxها

���� �
N	���

��� � ���N���� KO � PO� P � ����� �� )31(

���� � � M ����
�

�����

O � �� ��� �� )32(

N	��� � Q 
�� �
�

�����

��� )33(

ازنماد است)33(در∏منظور ضرب مشابه.عمل طور به

جايگذاريمي با ,y)توان M)جاي ,x)به N)33(تا)31(در(،

آورد��ظريب بدست و��ضرائب.را ب�� ضرائبهنيز ترتيب

راستاي در .باشندميyوxوزني

1. Direct Substitution
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بالاتر مراتب مي)36(تا)34(توسطمشتقات � ��+��������L �+.شودمحاسبه � MR��� �L���

��

)34(
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��

� I�MR�����?��

�

��

\

)42(

I�M�R����&�� � R�����?����

��

� I�GM�R�̅���(�� � G � R�̅����?����

��

� HM R������J���

��

� HG�MR�̅�����J���

��

��J��
� H +��+B� � HG� +��+C� � �

)43(

	I � I��GMMR����R�̅���(���

��

�

��

�MR�����&���

��

� I�G�MR�̅����&���

��

� ��I�α�&�� � ��I�α�MR�����?��

�

��

)44(

	I � I��GMMR����R�̅����

��

&���

��

� I�MR�����(���

��

� I�G�MR�̅����(���

��

� ��I�α�(�� � ��I�Gα�MR�̅���?��

�

��

رابطة تساوي)42(در راست سمت سازي گسسته به نيازي

بار نوع و مقدار چون خارجيبعن�نداريم، پارامتر يك وان

و است مستقيماًميمعلوم گرفتتوان مشتق آن منظورهب.از

صفحبنديمش ازةبهتر به)45(مستطيلي موسوم كه

لباتوتوزيع چبيشف، گوس، مي1بندي استفاده ��.شوداست � @�
�
-� � ��� - O � �� � �

].. � O � ����� ��
1. Gauss-Chebyshev-Lobatto
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و شده حل بيمقدارمحدود شدهخيز بعد

است آمده در نمايش به مختلف طورهمان.ي

مشد، تعداد افزايش روشبا دو هر نتايج ها

شده همگرا مقدار يك نمودار.انده اين از

بدليل كلاسيك تئوري كه معادلاتدريافت

سريع خيلي روش دو هر جوابر مطلوببه

وراي معادلات كه اول مرتبة برشي تئوري

دارد مربعات،شتري ديفرانسيل نظرروش از

مناسب،هاي جواب به رسيدن براي نياز مورد

محدود تفاضلات روش به چشمگيري رتري

و مربعات ديفرانسيل عددي روش دو تايج

شكل تغيير بارفرض انواع براي كوچك، هاي

شده مقايسه قبل اساس.اندحالت بر نتايج

بدست ساده مرزي شرايط و غيرموضعي اول

مي مشاهده كه ديفرانسيلور روش شود،

نتيجه مش در روشه مشابه تفاضلاتاي

مي مش روشدر بالاي قابليت بيانگر كه دهد

.است

غيرخطي حل اصلي(يج خطي)مسالة حل با

است شده تائيد قبل بخش در مساله ،)خطي

مش تعداد حسب بر و مقايسهزي مختلف هاي

معادل شده1رضي گرفته نظر در پاسكال مگا

مي ايجاد را انتظار اين و دوت نتايج كه كند

باشند يكديگر به نزديك .طي

مش تعداد حسب بر بعد بي براية مختلف هاي

محدود تفاضلات و مربعات ديفرانسيل ي

ارتوتروپيك، .برحات . .

14شمارة13دورة،1392اسفندالعادهق

�� �
��
2 �1 � cos � � � 1

� � 1

لايةورقهي تك موردهاي گرافن

مستطيليين يارتوتروپيكصفحة

عرضي بارهاي تحت گيردار و

است شده گرفته نظر در .ساله

و كيفيت مثل عواملي اساس ر

اتم چيدمان و ساختار درحيط، ها

باشد متفاوت ثابت.واند همچنين

ايزوتروپيكاص .]39[دارندغير

به متفاوت، راستاي دو در فن

زاويةكربن تفاوت و صفحه در

صفحه درون مربوطاي،رهاي

يك دارد، زيگزاگ ساختار كه ي

صفحه درحاليرون دارند قرار اي

درون بار با پيوندها تمام دارد ير

مشخصات].29[د مقاله اين در

گرفته استنظر .شده

�2 = 15�1 = 1765GPa

�� = �� =� = 0.34nm

وك نشده مشخص دقيق طور به ،

مي تعيين معلوم.شودولكولي اما

مساوير است2يا ].40[نانومتر

شده)46(توسطدارها :اندتعريف

�� � ����

��
, �� � ����

	

�1 � � 
����


	
����	�


�
����

�2 � � 
����


	
����	�


�
����

�3

آمده، بدست نتايج و ابتداحل

ش بررسي .ندادهتر

شكل تغيير فرض كوچكبا هاي

ديفرانسيل،ت روش دو توسط

تفاضلات و مربعات

م تعداد هايشبراي

مي مشاهده شودكه

د بهبا مناسبي قت

مي دهمچنين توان

دارد، كه دركمتري

است براما.رسيده

محاسبات بيشحجم

مش تعداد و هزمان

نتايج دقت نيز برو

استد .اشته

جدول نت1در ،

باتفا محدود ضلات

برابر دو ضخامت و

مرتبة برشي تئوري

طو.اندآمده همان

با گره10مربعات

با د50محدود گره

مربعات ديفرانسيل

شكل نتاي3در ،

حل(مساله درستي

مرز شرط انواع براي

عرمقدا.اندشده بار ر

است كمي مقدار كه

غيرخط و خطي مدل

بيشينة2شكل خيز

عدد روش دو

نانو غيرخطي خمش صفحتحليل

مدرس مكانيك فوقمهندسي

��   � � 1,2,… ,� 

)45(

عدديبحث-4 نتايج و

خمش مقاله اين غيرخطيدر

است گرفته قرار بنابراي.بررسي

سادهبا مرزي شرط نوع دو

بيكنواخت مسه، فيزيك عنوان

بر گرافن صفحات خواص

محةدرج دماي گرافن، خلوص

مي صفحه ضخامت و توصفحه

صفحاتشده اين كه خواست

خواص گرافاختلاف صفحات

شش هاياتموجهيچيدمان

كربنپيوندها بار-ي با كربن

مرزي.شودمي در طورمثال به

درسوم بار راستاي در پيوندها

آرمچي ساختار كه مرزي در كه

زاويصفحه صفراي غير دارندة

در زير صورت به گرافن صفحة

�12 = 0.3588GPa

�21 = 0.27= 10.2nm

كوچك مقياس ضريب مقدار

مو ديناميك توسط مقدار اين

همواره آن مقدار كه كمترشده

نمودمطرحيرهايمتغي در شده

)46(� �
�����


�����
�
����

نتايجسنجيصحت-4-1

روش دقت بررسي منظور به

ساده حالات در مساله تچندين

شكل مسال2در اصلية،

ثابت سادة مرزي شرايط براي
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مدرس 14شمارة13دورة،1392اسفندالعادهفوقك

ون غيرخطي وهاي آمده بدست باكارمن

ديفرانسيل( روش اساس بر مرجع اين نتايج

شكل آمدهر بدست نازك صفحات بزرگ هاي

جواب.است خوب بسيار بدستنزديكي هاي

مقادير و مختلف مرزي شرايط در دسترس

مي حل روش درستي خواص.شدبابيانگر

است شده تعريف .ر
�� � 18.7e6  , �� � 1.3e6  ,  ��� � 0.6

�� � 9.4 , �� � 7.75 , � � 0.0624 , �

انواع براي پويا رهايي و مربعات ديفرانسيل روش

ضخامت و مرزي شرط بار،

عرضيبار

صفحه خيز

پويا رهايي روش

)61×61(

ديفرانسيل روش

)7×7(مربعات

1536/13634/13

1/0444/2501/2

1578/20602/20

1/0321/8395/8

1556/9553/9

1/0133/1138/1

1115/19137/19

1/0330/5355/5

مرجع نتايج با حاضر حل از آمده بدست نتايج

مرزي]3 شرط و بار انواع .براي

ر
بعد بي )W2(خيز

آمده بدست ]37[نتايج

0048/0048/0

1064/0064/0

2083/0083/0

2090/0089/0

3096/0095/0

1041/0041/0

2063/0061/0

3078/0076/0

4089/0086/0

5098/0093/0

بي بيشينة تئوريخيز اساس بر شده هايبعد

ارتوتروپيك، .برحات . .

مكانيك مهندسي

و محدود تفاضلات روش دور از

بار ضخامتمختلف مترنانو68/0و

محدودبعات تفاضلات

N=10N=40N=50

000/0

004/0

008/0

042/0

084/0

0008/0

0041/0

0081/0

0407/0

0815/0

0008/0

0042/0

0084/0

0421/0

0842/0

خطيخطي حل شدة تائيد نتايج با

خوبي به آمده بدست نتايج شود،

مي همگرا .شوندجواب

از ديفرانسيلمده عددي روش

با اول شكلاثرمرتبة هايتغيير

شدهويا است.ندامقايسه گفتني

كلي، بطور آن هدف كه است ري

براي ديناميكي فضاي بدستبه

باشد مي استاتيكي براي(يدار

نمود]41،42[جع خواص).اشاره

شده .استرفته

� �
�

�
, � � 25 , �� � �� �

مي جوابمشاهده كه هايشود

مي تائيد را اينيكديگر كه كنند

است رفته بكار حل .وش

مستطيلي صفحة ارتوتروپيكراي

اول مرتبة برشي تئوري اساس ر

كرنش با هصفحات

مرجع (37[نتايج [

تغيير براي مربعات،

شده)است مقايسه

د در نتايج با آمده

عرضي، بار متفاوت

زير ترتيب به صفحه
6e6 , ��� � 0.3,

��� � 0 

دو2جدول مقايسة

شرايط

مرزي

ضخامت

صفحه

20ساده

20

10

10

20گيردار

20

10

10

مقايسة3جدول

]37

مرزي بارشرايط

/5ساده

0/

0/2

5/2

0/3

/0گيردار

0/2

0/3

0/4

0/5

حل-4-2 نتايج

خ براي نهايي نتايج

نانو غيرخطي خمش صفحتحليل

130

حاصلبعدبيخيز1جدول

مربعات مقادير،ديفرانسيل براي

خارجي بار

(GPa)

مرب ديفرانسيل

N=8 0

01/0

05/0

10/0

50/0

00/1

0008/0

0040/0

0081/0

0405/0

0810/0

8

2

5

4

8

حل3شكل نتايج غيرخمقايسة

ميهمان مشاهده كه شطور

يك به و كرده تأييد را يكديگر

جدول آ2در بدست نتايج ،

مبراي(مربعات برشي تئوري

پونتايجبا)بزرگ رهايي روش

روش اين تكراركه پروسه يك

استاتيك سيستم يك انتقال

هايآوردن پايپاسخ حالت

مي بيشتر مراجاطلاعات به توان

گر نظر در زير ترتيب به صفحه

� 100 , � � 0.3  , 	�
 � 0 

روش، دو نتايج مقايسة با

ي مناسبي دقت با آمده بدست

آنها درستي روبيانگر درستي و

جدول بي3در خيز بر، بعد

بر يكنواخت، عرضي بار تحت
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رس شكلدهشمي تغيير اثر برو بزرگ هاي

است ميهمان.ه مشاهده كه شود،طور

مرزي وسيعي،شرط محدودة بارهاي(در

با.دندارثابتي از R3مقدارحدسبنابراين

شكلنتايجوان تغيير براي كوچكرا هاي

در آنها ضرب با جوابR3پس براي، را ها

آورد مي.ست واين سريع بسيار راه يك تواند

بعدي جهتاشدبت بدين اهميتو داراي

مي نشان خيزنمودار نسبت كه در R3دهد

است گيردار مرزي شرط از اين؛بيشتر كه

شرط كمتر خيز مقابل در آنها بيشتر خيز

نسبت و خيز بر ترتيب به را ضخامت اثر ب،

مي نشان گيردار و ساده هر.دهندمرزي از

مي زيادف ضخامت چه هر كه دريافت توان

مي برخوردار كمتري شدت طورياز به شود،

م صفر شيب با صاف خط سمت به يلزياد

در كه هستند مطلب اين بيانگر نيز ب شكل

تئوري بين اختلاف ضخامت، افزايش با -نيز

انتخاب اهميت و شده زياد اول مرتبة رشي

شد خواهد مي.يشتر مشاهده طرفي شوداز

خ نسبت در تاثيري تئوريكوچك دو يز

گيردار مرزي شرايط كه است مشخص لاوه

است داشته تئوري انتخاب به .نسبت

خيز نسبت بعد R3دار بدون بار حسب بر

ارتوتروپيك، .برحات . .

14شمارة13دورة،1392اسفندالعادهق

فرضوصفحاتغيرموضعي با

آمده بدست نتايج.نداچك تمامي

مربعات .اندآمدهبدستسيل

بار اثر شدهترتيب بعد بي عرضي

است شده بررسي طورهمان.خيز

شكل كاهشير باعث بزرگ هاي

چه هر كه اضافهوري بار مقدار بر

برخوردار درشودمييشتري اين ؛

شكل ماندهيير ثابت كوچك هاي

صفحه بودن تئوريك دو نتايج ،

بداًريب آمدهيكسان .اندست

مرزي شرط انواع در بار حسب ر

تئوري انواع و بار لگاريتم درسب ها

ساده مرزي

بي R3خيز عرضي بار پاية بعدبر

انواع مرزيو شرط

شدهنتايج بررسي

دونمودارهاي هر

تقريباً)زياد شيب

نمودار تومي،روي

كرده سپومحاسبه

غيرخطي بدسمدل

محاسبات در ساده

اين.است همچنين

ساده مرزي شرط

بمي خهتواند دليل

باشد گيردار .مرزي

و-6شكل الف

شرايط براي خيزها

الف شكل نمودار دو

شيب كاهش شود،

ضخامت در هايكه

نمودارهاي.كندمي

غيرموضعي محيط

بر و كلاسيك هاي

بي بالا مرتبة تئوري

مقياس پارامتر كه

است علا.نداشته به

بيشتري حساسيت

نمود5شكل

نانو خمشغيرخطي صفحتحليل

مدرس مكانيك فوقمهندسي

اول مرتبة برشي و كلاسيك

شكل كوچتغيير و بزرگ هاي

ديفرانس روش توسط بخش اين

شكل ت-4در به ب، و الف

خ روي بر عرضي بار لگاريتم و

مي مشاهده تغييركه اثر شود،

بطو است، شده صفحه نانو خيز

بيمي شدت از كاهش اين شود

تغي نمودار شيب كه بوده حالي

طرفي.است نازكعلتهباز

تقر اول مرتبة برشي و كلاسيك

برخيزنمودارالف-4شكل

حسب-4شكل بر خيز نمودار

م شرايط

شكل خ5در نسبت نمودار
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مدرس 14شمارة13دورة،1392اسفندالعادهفوقك

ترتيب به كوچك مقياس پارامتر اثر ب و ف

گيردار و ساده مرزي خيزها)يط نسبت با(و

شده بررسي يكنواخت عرضي بار انواع براي

كرنش با اول مرتبة برشي تئوري هايراي

مي.اندده نشان ايننتايج افزايش كه دهند

ملاحضه قابل مقدار به را غيرخطي حل اياز

ابت خيز اختلاف كه طوري انتهايه و دا

برابر4و3 ترتيب 047/0،058/0،03/0به

است مي.ده افزايشبنابراين كه دريافت توان

است شده اختلاف مي.ن مشاهده -همچنين

اثر تغيرات از بيشتري پذيري اثر ساده، زي

است .ته

عرضي نسبت تغيرات حسب بر خيز تغييرات دار

عرض به ساده)طول مرزي شرط براي

شرط براي عرضي نسبت حسب بر خيز تغيرات ر

گيردار مرزي

ارتوتروپيك، .برحات . .

مكانيك مهندسي

شرايط در ضخامت حسب بر خيز

اول مرتبة برشي و كلاسيك ئوري

در ضخامت حسب بر خيز نسبت ت

گيردار و ساده ي

براي ترتيب به را شده بعد بي خيز

عرضي نسبت حسب نمايش�ر

مرتبة برشي تئوري اساس بر ل

شكل تغيير اثر بزرگگرفتن هاي

شكل دو هر ب-7در و الف

ثابت عرض با عرضي نسبت ايش

مي افزايش نيز خيز وليود، يابد،

عرض كاهش اثر در و ثابت طول

مي هر.يابدهش در حال هر به اما

ميلافت شدن خطي سمت به و ه

صفحات نانو خمشي رفتار كه فت

طول نسبت تغيير به نسبت تري

شكل الف-8در

خيز روي شرا(بر با

ساده مرزي ،)شرط

بر.است محاسبات

شد انجام غيرخطي

اپارامتر، ناشي خيز

مي به.دهدكاهش

1،2،3هايمنحني

آمد051/0و بدست

اين افزايش باعث بار

مرز شرايط كه شود

داشت كوچك مقياس

نمودالف-7شكل

ط( نسبت

نمودارب-7شكل

يز
خ

ت
سب

ن

نانو خمشغيرخطي صفحتحليل

132

تغيراتالف-6شكل نمودار

تئ دو براي گيردار و ساده مرزي

تغيراتب-6شكل نمودار

مرزي شرايط

خ-7شكل تغييرات ب، و الف

بر گيردار و ساده مرزي شرايط

قبل.دهندمي مطابق محاسبات

گ نظر در با و غيرموضعي اول

شده كههمان.اندانجام طور

مي چنانمشاهده افزاشود، چه

شو ايجاد طول افزايش اثر در و

ط در عرضي نسبت افزايش اگر

كاه نيز صفحه خيز شود، ايجاد

يا كاهش نمودار شيب مورد دو

است مي.كرده گفبنابراين توان

كمت پذيري اثر بلند، مستطيلي

دارند عرض .به
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غيرموضعي و موضعي تئوري دو خيز فاوت

شده بررسي ساده مرزي شرايط با ضخامت

مي مشاهده ازه ناشي خيز همواره شود،

مقدار از غيرموضعي تئوري با مقايسه ر

هر و غيرموضعيچهاست پارامتر مقدار

مي افزايش بيشتري شدت با به.يابدختلاف

موضعي حل از ناشي مقياس(خيز پارامتر

براي نانومتر يك مقدار با غيرموضعي حل و

حل اختلاف از كمتر بسيار غيرموضعيچك

يك برابر حلنانومتروچك باو غيرموضعي

دو برابر .استنانومترچك

حسب بر موضعي خيز به غيرموضعي خيز ت

با مربعي صفحة براي كوچك مقياس تر

است شده ميهمان.رسم مشاهده كه -طور

مي كاهش طول افزايش با طوريي به يابد؛

كوچك مقياس پارامتر ،)نانومتر2(مقدار

با مربعي صفحة براي غيرموضعي و موضعي

بار و استفاده طول200ورد و مگاپاسكال

از كمتر است2متر، در.درصد بنابراين

مي زياد عرض و طول با نتايجگرافن از توان

استفاده مناسبي تقريب با كلاسيك پيوستة

كه حالي در صفحه عرض و طول ضخامتن

مي اهميت پر غيرموضعي اثر گرفتن .شودظر

طولز حسب مقا)نانومتر(بر براي مختلف، دير

و كوچك مقياس ضخامتامتر

ارتوتروپيك، .برحات . .

14شمارة13دورة،1392اسفندالعادهق

كهمي دويشود بارهر وافزايش

و خطي حل بين اختلاف فزايش

غيرموضعي پارامتر اثر كه داشت

اما است، شده حذف يكنواخت ار

است داشته طرفي.كاهنده از

مقياس پارامتر مقدار نه و بار ر

به نازك صفحات غيرموضعي ي

ت نداشتهأموضعي، باكهاندثيري

مي7 تنها، كه گرفت نتيجه توان

رفته كار به غيرموضعي ،تئوري

براي كوچك، مقياس پارامتر حسب

گيردار و ساده

كوچك، مقياس پارامتر حسب بر ها

ساده مرزي

تف،9شكلدر

و طول انواع براي

كههمان.است طور

در موضعي تئوري

برخوردار بيشتري

اخ اين يابد افزايش

اختلاف كه طوري

باشدكوچ صفر )ك

كوچ مقياس پارامتر

كو مقياس پارامتر با

كوچ مقياس پارامتر

شكل نسبت10در ،

پارامتطول انواع و

ساده مرزي شرايط

غيرموضعي اثر شود،

م بيشترين در كه

تئوري دو اختلاف

موخ شرايط و واص

از نانوم25بيشتر

گ لاية تك صفحات

پتئوري محيط هاي

شدن كم با اما كرد،

نظ در است، ثابت آن

خيز9شكل نمودار

پارا

يز
خ

ت
سب

ن

نانو خمشغيرخطي صفحتحليل

مدرس مكانيك فوقمهندسي

شكل م-8در مشاهده ب

كوچك مقياس افپارامتر باعث

د.اندشدهغيرخطي توجه بايد

با دليل به خطي حل نتايج در

اثر خطي غير حل نتايج در

مي مقدارمشاهده نه كه شود

نس در تئوريكوچك خيز بت

غيرم اول مرتبة برشي تئوري

شكل نمودارهاي به و6توجه

م اختلافؤعوامل در تثر دو

مي صفحه ابعاد به .شودمربوط

حالف-8شكل بر خيز نمودار

مرزي شرط

خيزهب-8شكل نسبت نمودار

شرط در
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حسب10شكل بر موضعي خيز به غيرموضعي خيز نسبت نمودار

انواع براي سادهطول مرزي شرايط و كوچك مقياس پارامتر

مثل مقالات از خمش]31،19[برخي معادلات كه ،

شكل تغيير فرض با را ناويرغيرموضعي روش با و كوچك هاي

كرده شدهحل گزارش مقاله اين در آنچه با متفاوتي نتايج اند،

آورده بدست نمي.انداست، ناوير روش كه گفت بايد واقع -در

مقياستواند پارامتر اعمال اثر در كه را عرضي بار مشتقات

شده ايجاد كلاسيك روابط در كندكوچك تقريب درستي به اند

مي غلطي نتايج منجرب مورد(شودو در مشكل اين طبيعتاً

آنهاتحليل در عرضي بار كه كمانش يا آزاد ارتعاشات مثل هايي

ندارد وجود است، شده رو).حذف طبق كه طوري ناوير،به ش

مي افزايش كوچك مقياس پارامتر چه عرضيهر بار گويا يابد

مي بيشتر صفحه خيز لذا و است شده نتيجهبيشتر اين كه شود

است بار.ناصحيح براي مقاله اين نويسندگان توسط موضوع اين

ديگر اغلب و مقاله اين بحث موضوع كه يكنواخت عرضي

اثبا الف پيوست در است، بوده استمقالات شده .ت

گيرينتيجه-5

تئوري از مقاله اين مطالعةغيرموضعيدر براي خمشارينگن

گرافنةصفحنانوغيرخطي ارتوتروپيك و اساسمستطيلي بر ،

اول مرتبة برشي كرنشتئوري غيربا ونهاي كارمنخطي

است شده بارهمچنين.استفاده ضخامتاثر نسبت، به، طول

كوچك،عرض، مقياس شكلپارامتر تغيير بزرگ،اثر هاي

حل براي رفته بكار تئوري و مرزي رويشرايط بررسينتايجبر

نتابررسي.اندگرديده شده، اختيارانجام در علمي و مفيد يج

ميمي كه مطالعگذارد در نانوتواند رفتار تئوريصفحاتة انواع ،

شكل تغيير اثر بررسي و بزرگغيرموضعي گرافنهاي هادر

گيرد قرار استفاده از.مورد آمدهمهمبرخي بدست نتايج ترين

شده بيان ادامه :انددر

را صفحه خيز كوچك مقياس بارهايمخصوصاًپارامتر در

ميزياد كاهش شدت به مرزي.دهد، شرايط در كاهش اين

است گيردار مرزي شرايط از بيشتر .ساده

كرنش از غيرخطياستفاده باونهاي مقايسه در كارمن

شكلكرنش تغيير تحليل براي خطي مهمهاي نقش بزرگ هاي

كاهنده داردو .اي

بالاتر مرتبة تئوري از ضخامتاستفاده كه صفحاتي نانو در

دارند، بيشتري ميدقيقاعثبنسبي نتايج شدن شرايط.شودتر

تئوري انتخاب به نسبت بيشتري حساسيت از گيردار مرزي

استمناس برخوردار .ب

خيزغيرموضعيپارامتر نسبت در برشيتاثيري تئوري

غيرموضعيةمرتب ندارداول نازك صفحات غيرموضعي تئوري به

تئوري دو تفاوت ابعادو به مربوط .استصفحهفقط

عرض به طول نسبت كه بلند مستطيلي صفحات نانو

دارند مربعي،بيشتري صفحات با مقايسه حساسيتدر از

برخوردارند ابعاد اندازة دقت يا تغيير به نسبت .كمتري

در مربعي گرافن لاية تك نانوصفحة طول افزايش با

كم غيرموضعي و موضعي تئوري دو اختلاف ثابت، ضخامت

طولمي در و ميشود زياد دقتهاي با و تقريبي طور به توان

صرفمناسبي روابط در غيرموضعي اثر كرداز .نظر

ناوير بدستروش عرضي بار مشتقات از مناسبي تقريب

استنمي نامناسب خمش غيرموضعي تحليل براي لذا و .دهد

پيوست-6

خمشناكارآمدياثبات غيرموضعي تحليل در ناوير :روش

دربخشابتدا شده نظر)47(اشاره شوددر :گرفته

)47(���� � � � � � ��� � � � � �
��

���
� � �

��
���

دقيق شرايط)47(حل :است)48(مطابقيكنواختباردر

)48(������ � 	
�� � ��� � �� ���� � �
عرضيبااما بار تقريب ناوير، :است)49(مطابقروش

)49(
� � � � 	�� � 
��

���
��

∞

���

∞

���


��
���
�	

براي)47(حللذا ناوير روش �طبق  از � است :عبارت
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خ

ه
ب
ي
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مو

ير
غ
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خ
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ي
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