
 

 408-400 صص ،12شماره  ،17، دوره 1396اسفند ،مهندسی مکانیک مدرس مجله
        

 
 

 ماهنامه علمی پژوهشی 

 مدرس مکانیکمهندسی 

  mme.modares.ac.ir 

 

  

  

  

  
        

 

 

 :Please cite this article using :به این مقاله از عبارت ذیل استفاده نمایید برای ارجاع

H. Mahmoodi Darian, Development of an open-source software framework for finite difference schemes with parallel processing feature, Modares Mechanical Engineering, Vol. 17, 

No. 12, pp. 400-408, 2018 (in Persian) 

 پردازش قابلیت با محدود تفاضل هایروش برای بازمتن افزارینرم چارچوب یک توسعه

 موازی 

 *داریانمحمودی حسین

 ، دانشگاه تهران، تهران، مهندسی مکانیکاستادیار
  hmahmoodi@ut.ac.ir، 4563-11155تهران، صندوق پستی 

 چکیده  اطلاعات مقاله
 مقاله پژوهشی کامل

 1396 شهریور 31دریافت: 
 1396 آذر 05پذیرش: 

 1396آذر  24ارائه در سایت: 

 باسازمان هایشبکه روی محدود تفاضل روش با سیال معادلات عددی حل برای «چشمه» نام با بازمتن افزارینرم چارچوب یک مقاله این در 
 پشتیبانی دلخواه فضایی ابعاد با باسازمان هایشبکه افزاری ازچارچوب نرم که است ایگونه به افزارنرم در داده ساختار طراحی. گرددمی معرفی

های پیچیدگیبعلاوه با استفاده از توابعی، . دارد را موازی پردازش جهت ترکوچک شبکه چندین به عددی شبکه تقسیم قابلیت افزارنرم. نمایدمی
از جمله قابلیت  پلاس،پلاسسی زبان جدید هایقابلیت از استفاده با افزاراست. نرم نویسی پردازش موازی برای کاربر بسیار تسهیل شدهبرنامه

 متغیرهای برای ایساده نحو به را محدود تفاضل و حسابی عبارات کارآمد محاسبه امکان که طوری است یافته نویسی با الگوها، توسعهفرابرنامه
 تسخیر هایروش نظیر غیرخطی هایروش شوند،می سازیپیاده سادگی به که خطی محدود تفاضل هایروش بر علاوه. آوردمی فراهم میدان
 معادلات دستگاه به منجر که فشرده محدود تفاضل هایروش از استفاده امکان همچنین. اندشده سازیپیاده داروزن غیرنوسانی ضرورتاً شوک

تمهیداتی نیز برای وروی و . است گردیده بینیپیش افزارنرم در مختلف مرزی شرایط اعمال و تعریف. دارد وجود افزارنرم در شوند،می قطریسه
 غیرلزج و لزج هایجریان از نیز و پذیرتراکم و ناپذیرتراکم هایجریان از آزمون چندین از استفاده بااست.  خروجی از فایل در نظرگرفته شده

 .شودمی داده نشان افزارنرم قابلیت
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 بازمتن افزارنرم

 محدود تفاضل

 باسازمان هایشبکه

 موازی پردازش
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 In this paper, an open-source software framework named “Chesmeh” for numerical solution of the fluid 
dynamics equations is introduced. The data structure is designed in a way that the software framework 

supports structured grids on arbitrary number of spatial dimensions. The software has the ability to 

decompose the numerical grid into several smaller grids for parallel processing. Furthermore, using 
some functions, the complexity of the parallel programming is considerably made easier for the user. 

The software is developed using the new features of the C++ programming language, specially the 

template metaprogramming feature. In addition to the linear finite difference schemes, which can be 
simply implemented, the nonlinear schemes such as essentially non-oscillatory shock capturing schemes 

are implemented. Using the software, it is also possible to use compact finite difference schemes, which 

lead to a tridiagonal system of equations. Defining and applying different kinds of boundary conditions 
are also predicted in the software. In addition, utilities are considered for file input and output. Using 

several test cases of compressible and incompressible flows and viscous and inviscid flows, the 

capabilities of the software are demonstrated. 
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 مقدمه1- 

بسیار  های عددیسازبرای شبیه محققان میان در امروزهباز افزارهای متننرم

 بازافزارها متناین نرم مزیت تریناصلی بودن، رایگان بر علاوه است. رایج شده

 یا و تنظیم خود خاص نیازهای به توجه با را آن کاربران باشد کهمیبودن آنها 

 در تجاری موجود افزارهای نرم در است ممکن که نیازهایی دهند،می تغییر

 باشد. نشده بینیپیش بازار

های عددی بر سازباز موجود برای شبیهافزارهای تجاری و متنغالب نرم

 دینامیک زمینه باشند. درمی 2یا اجزای محدود 1مبنای روش حجم محدود

 4یو[، اِس2,1] 3فومافزارهایی همانند اُپنتوان به نرممحاسباتی می سیالات

[ اشاره کرد. برخی نظیر کیوا با زبان فُرترن و برخی دیگر 5] 5[ و کیوا4,3]

پلاس سپلابا زبان سی 6گرایییو با استفاده از قابلیت شیءفوم و اِسنظیر اُپن

                                                                                                                                  
1 Finite Volume 
2 Finite Element 
3 OpenFOAM 
4 SU2 
5 KIVA 
6 Object Oriented Programming 
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های حجم محدود اند. هرچند روش تفاضل محدود بر خلاف روشتوسعه یافته

های پیچیده به سادگی قابل استفاده نیست، اما و اجزای محدود برای هندسه

های مرتبه توان روشهای ساده کارایی بهتری دارد طوری که میبرای هندسه

 ود.  بالا با سرعت اجرای مناسب را به سادگی استفاده نم

 چشمه نام با بومی بازمتن افزارینرم چارچوب یک مقاله این در

 هایشبکه با سیالات معادلات حل برای( هاشاره بازمتن سازیشبیه چارچوب)

 چارچوب. شودمی معرفی محدود تفاضل هایروش از استفاده با باسازمان

 و پلاسپلاسسی زبان در شیءگرایی قابلیت از استفاده با چشمه افزارینرم

 با نویسیفرابرنامه خصوصاً زبان این در جدید هایقابلیت از استفاده با نیز

های چارچوب به طور خلاصه قابلیت[. 8-6] یافته است توسعه ،1الگوها

 باشد:افزاری چشمه به شرح ذیل مینرم

تواند با استفاده از کاربر روش )یا عملگر( تفاضل محدود خود را می (1

 نماید. توابعی به راحتی تعریف و استفاده می

تواند نقاطی را انتخاب نماید و محاسبات خاصی را برای آن کاربر می (2

 نقاط انجام داد.

عبارات محاسباتی، عبارات شرطی، توابع استاندارد ریاضی و توابع  (3

وسط کاربر همگی تحت یک طراحی واحد در چشمه تعریف شده ت

 اند.سازی شدهپیاده

الگوها و الگوهای متغیر امکان تعریف  با نویسی با استفاده از فرابرنامه (4

توابع با تعداد آرگومان دلخواه برای اعمال به متغیرهای میدان و نیز 

 امکان تعریف روابط تفاضل محدود غیرخطی وجود دارد. 

های ضرورتاً از جمله روش 2های تسخیر شوکوشر تعریف امکان (5

وجود دارد. علاوه بر آن امکان استفاده از  3دارغیرنوسانی وزن

 معادلات دستگاه حل به که منجر 4های تفاضل محدود فشردهروش

  .دارد با قابلیت پردازش موازی وجود افزارنرم در شوندمی قطریسه

فضایی صورت گرفته است و حل یک طراحی واحد برای هر تعداد بٌعد  (6

پذیر بُعدی( امکانمسائل با هر تعداد بُعد فضای )حتی بالاتر از سه

 است.

 .باشدمی پذیرامکان سادگی به مرزی شرایط اعمال و تعریف (7

افزاری چشمه توان به عنوان نوآوری در چارچوب نرمرا می 6و  4، 3، 1موارد 

نیز در سایر  5سنده اطلاع دارد( مورد به شمار آورد. همچنین )تا جایی که نوی

 باز وجود ندارد.  کدُهای متن

 افزاری چشمه شرح چارچوب نرم2- 

های زیر افزاری چشمه در حالت کلی گامبرای حل یک مسأله در چارچوب نرم

 باشد:نیاز می

تعریف پارامترهای مسأله و مقداردهی آنها در داخل برنامه یا از  (1

 روی یک فایل

 ک شبکه عددیتعریف ی (2

 تر های کوچکتقسیم شبکه به شبکه (3

 تعریف متغیرهای میدان روی شبکه تعریف شده (4

 نقاط مرزیو برای نقاط درون میدان  5هاتعریف وصله (5

 تعریف عملگرهای تفاضل محدود (6

                                                                                                                                  
1 Template Metaprogramming 
2 Shock capturing 
3 Weighted Essentially Non-Oscillatory (WENO) schemes 
4 Compact finite difference schemes 
5 Patch 

 ایجاد حلقه برای تکرار یا پیمایش زمانی (7

اعمال عملگرهای تفاضل محدود مرتبط برای نقاط درون میدان  (8

 اعمال شرایط مرزییا 

 ها  ها برای بروزسازی متغیرهای میدان میان شبکهانتقال داده (9

 سازی نتایج روی یک فایلخروجی گرفتن و ذخیره (11

برای تمامی مراحل فوق در کتابخانه چشمه ابزارهای مورد نیاز در نظر گرفته 

است. در ادامه برای یک مسأله ساده یک برنامه کامل که شامل تمام  شده

 شود.باشد شرح داده میراحل فوق میم

 مسأله نمونه، معادله موج خطی دوبعُدی1-2- 

معادله موج خطی دوبُعدی به همراه شرایط اولیه و مرزی داده شده طبق 

 شوند:در نظر گرفته می (1)روابط 
 

 

 

(1) 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0,     0 ≤ 𝑥 ≤ 1,    0 ≤ 𝑦 ≤ 1 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑒−10((𝑥−0.5)2+(𝑦−0.5)2)    𝑡 = 0 

𝑢(𝑥, 0, 𝑡) = 0    𝑢(0, 𝑦, 𝑡) = 0 
 (2)گسسته معادله فوق به روش پابادسوی مرتبه اول به صورت رابطه 

 باشد:می

(2) 𝑢𝑖,𝑗
𝑛+1 = 𝑢𝑖,𝑗

𝑛 −
∆𝑡

∆𝑥
(𝑢𝑖,𝑗

𝑛 − 𝑢𝑖−1,𝑗
𝑛 ) −

∆𝑡

∆𝑦
(𝑢𝑖,𝑗

𝑛 − 𝑢𝑖,𝑗−1
𝑛 ) 

 است. شدهبرای حل این معادله با استفاده از چشمه برنامه زیر نوشته 
#include "FrameWork.h" 
 

const real pi = acos(-1.0); 

 
struct init : public MultiVarFun < init, real > 

{ 
 static real apply(real x, real y) 

 { 

  return exp(-10 * (pow(x - 0.5, 2) + pow(y - 0.5, 2))); 
 } 

}; 

 
int main(int argc, char *argv[]) 

{ 

 int rank = 0, size = 1; 
 MPI_Init(&argc, &argv); 

 MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, &rank); 

 MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD, &size); 
 

 Multi<StructuredGrid> multiGrid; 

 GridDistributor distributor(size, rank, multiGrid); 
 

 real L1 = 1.0, L2 = 1.0; 

 
 int imax[] = { 101, 101 }; 

 int ghost[] = { 1, 1 }; 

 real length[] = { L1, L2 }; 

 real dx[] =  

  { length[0] / (imax[0] - 1), length[1] / (imax[1] - 1) }; 

 real dx2[] = { dx[0] * dx[0], dx[1] * dx[1] }; 
 

 distributor.Decompose(2, imax, ghost, length); 

 
 VectorField<RealField> X("x", "position", 2); 

 ScalarField<RealField> u("u", "dependent variable", 2); 

 ScalarField<RealField>  
  un("un", "dependent variable new time step", 2); 

 

 real dt = 0.5*dx[0]; 
 

 X.Allocate(multiGrid); 

 
 distributor.SetGeometry(X);  
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 u.Allocate(multiGrid); 

 un.Allocate(multiGrid); 

 
 Patch interior("interior", multiGrid); 

 Patch bottom("bottom", multiGrid); 

 Patch top("top", multiGrid); 
 Patch left("left", multiGrid); 

 Patch right("right", multiGrid); 

  
 RealField &x = X(0); 

 RealField &y = X(1); 

 
 interior.MakeInteriorPatch(); 

 left.MakeBoundaryPatch(0); 

 right.MakeBoundaryPatch(1, y > 0.0); 
 bottom.MakeBoundaryPatch(2); 

 top.MakeBoundaryPatch(3, x > 0.0); 

 
 // Initial condition 

 

 u() = init::fun(x, y); 
 un() = u(); 

 

 // stencils 
 

 Stencil<2> backward = CreateStencil(-1, -1.0)(0, 1.0); 

 
 MultiDimStencil<2> backwardx =  

  CreateStencil(backward, 0, dt / dx[0]); 

 MultiDimStencil<2> backwardy =  
  CreateStencil(backward, 1, dt / dx[1]); 

 

 int itermax = 50; 
 real time = 0.0; 

 for (int iter = 0; iter < itermax; iter++) 
 { 

  time = dt*iter; 

   
  un()(interior) =  

   u() - backwardx.D(u()) - backwardy.D(u()); 

  un()(left) = init::fun(x - time, y - time); 
  un()(bottom) = init::fun(x - time, y - time); 

  un()(top) =  

   u() - backwardx.D(u()) - backwardy.D(u()); 
  un()(right) =  

   u() - backwardx.D(u()) - backwardy.D(u()); 

   
  distributor.UpdateHaloNodes(un()); 

 

  u() = un(); 
 }  

 char fname[] = "case/wave/field"; 

 
 IOController out(rank, size, fname, multiGrid, X, u); 

 out.Write(); 

 
 MPI_Finalize(); 

 

}  
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است که در حقیقت  فراخوانی شده FrameWork.hدر اولین خط برنامه فایل 

باشد. برای توضیح برنامه برخی خطوط شامل تمام کتابخانه چشمه می

شود. یک شبکه باسازمان تعریف می 1اند. ابتدا در خط گذاری شدهشماره

دارای تمامی خواص مورد نیاز برای یک شبکه با  StructuredGridکلاس 

ازش موازی شبکه عددی اصلی به چند باشد. از آنجا که برای پردسازمان می

شود لذا نیاز به چندین شبکه با سازمان داریم که تر تقسیم میشبکه کوچک

 Multiانجام شده است. کلاس  <Multi<DataTypeبا استفاده از کلاس 

را در خود دارد. در خط  DataTypeای از متغیرها از نوع کلاسی است که آرایه

است.  کننده داده شدهدی به یک تقسیمبناین شبکه برای تقسیم 2

باشد که این کلاس می GridDistributorکننده شیئی از نوع کلاس تقسیم

بندی شبکه باشد. برای تقسیمتوابع لازم جهت تقسیم شبکه را دارا می

کند. متغیر اول آی مقداردهی میپیرا کتابخانه ام rankو  sizeمتغیرهای 

باشد ه و متغیر دوم شماره منحصربفرد هر هسته میهای پردازندتعداد هسته

 اند.گذاری شدهشماره size-1تا  0که از 

بندی پس از تعریف ابعاد و اندازه شبکه در خطوط قبل، تقسیم 3در خط 

صورت  Decomposeها با استفاده از تابع شبکه با توجه به تعداد پردازنده

 101×101باشد، شبکه با اندازه  4رابر ها بگیرد. برای نمونه اگر تعداد هستهمی

)در مجموع  25×101و سه زیرشبکه  26×101در راستای افقی به یک زیرشبکه 

شود. شایان ذکر است برای پردازش موازی نیاز است که شبکه( تقسیم می 4

های توخالی( برای شبکه در نظر گرفته نقاط حفره )دایره 1همانند شکل 

توان بیان کرد که برای هر رابطه تفاضل شود. نیاز به نقاط حفره را اینگونه می

 𝑖نیاز به چندین نقطه همسایه آن وجود دارد. وقتی نقطه  𝑖محدود در نقطه 

حافظه  در مرز زیرشبکه باشد برخی نقاط همسایه آن در زیرشبکه دیگر )در

یک پردازنده دیگر( قرار دارند. برای همین به تعداد نیاز باید نقاط حفره 

تعریف نمود که پیش از انجام محاسبات با استفاده از دستورات پردازش 

آی( مقدار نقاط همسایه در زیرشبکه دیگر به این نقاط پیموازی )کتابخانه اِم

فاضل محدود محاسبه شود. حفره منتقل و ذخیره شوند و سپس مقدار رابطه ت

ها در حقیقت نقاط حفره متناظر نقاط همسایه برای نقاط مرزی زیرشبکه

مقدار آنها باشند. در باشد که در حافظه یک پردازنده دیگر است و باید هممی

ها چگونه از نقاط همسایه دهند که دادههای خمیده نشان میپیکان 1شکل 

های توخالی(  وپُر( به نقاط حفره )دایرههای تدر زیرشبکه همسایه )دایره

 شوند.منتقل می

پردازش موازی  در چارچوب چشمه کاربر نیاز به آشنایی با دستورات

ها را انجام انتقال داده UpdateHaloNodesندارد و تنها با استفاده از تابع 

هر متغیر میدان که نیاز باشد به عنوان آرگومان به  29دهد. مشابه خط می

 ها برای آن متغیر صورت گیرد. شود تا انتقال دادهن تابع داده میای

تخصیص  7اند. در خط متغیرهای میدان تعریف شده 6تا  4در خطوط 

گیرد و سپس در حافظه برای متغیر مکان روی شبکه تعریف شده صورت می

شود. شایان ذکر است تابع فراخوانی شده در این متغیر مقدار دهی می 8خط 

مقدار دهی را با توجه به اندازه مستطیل ناحیه حل، اندازه شبکه و  8خط 

 دهد. تخصیصاند(، انجام میمشخص شده 3تعداد نقاط حفره )که در خط 
 

 
Fig 1 Adding halo points to sub-grids for parallel processing  

 ها برای پردازش موازیافزودن نقاط حفره به زیرشبکه 1شکل 
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گیرد. شایان ذکر است برای سایر متغیرها نیز به نحو مشابه صورت می حافظه

توانند اسکالر، بردار و تانسور باشند. البته امکان افزودن متغیرهای میدان می

سایر انواع دیگر متغیر میدان به راحتی در چارچوب وجود دارد. برای 

شود. برای مثال یدسترسی به یک درایه )مؤلفه( از متغیر از پرانتز استفاده م

برای دسترسی به درایه فشار )اسکالر(، سرعت )بردار( و تنش )تانسور( از 

 شود:پرانتز استفاده می
p(),  v(0),  tau(0,1) 

پلاس درایه اول پلاسگذاری در زبان سیشایان ذکر است هماهنگ با اندیس

شوند. ( با عدد یک و ... مشخص می𝑦( با عدد صفر، درایه دوم )مؤلفه 𝑥)مؤلفه 

 باشند.می 𝑦و  𝑥به ترتیب بیانگر  X(1)و  X(0)برای مثال 

[ عملیات حسابی و اعمال توابع ریاضی 7] 1با استفاده از الگوهای عبارت

 گیرد:به راحتی صورت می
v(0) = sqrt ( sin(X(0)) + cos(X(1) ) 

شود. همچنین با استفاده اجرا میدر حقیقت رابطه فوق برای تمام نقاط شبکه 

توان محاسبات را محدود به نقاط خاصی ها میاز روابط شرطی و نیز وصله

توان برای محدود ساختن محاسبات به نقاطی که نمود. برای مثال می

𝑦مختصات عمودی آنها مثبت است ) >  (، رابطه را به صورت زیر نوشت: 0
v(0)( X(1) > 0 ) = sqrt ( sin(X(0)) + cos(X(1) ) 

گرایی برای دهد تا از قابلیت شیءروش الگوهای عبارت این اجازه را می

( عملگرهای حسابی و توابع ریاضی استفاده نمود 2بازتعریف )سربارگذاری

بدون آن که کارایی محاسبات کاهش یابد. برای جزئیات این روش خواننده به 

 شود.[ رجوع داده می8مرجع ]

برای تعریف توابع جدید، برای اینکه با الگوهای عبارت چارچوب چشمه 

sin(𝑥)هماهنگ باشد، کاربر تابع خود را )برای مثال  + cos (𝑦) باید به )

 صورت زیر تعریف نماید:  
struct FunctionName : public MultiVarFun < FunctionName, real > 
{ 

static real apply(real x, real y) 
{ 

 return sin(x) + cos(y); 

} 
}; 

 شود: و سپس برای استفاده از تابع برای متغیرهای میدان، به نحو زیر عمل می
v(0) = FunctionName::fun(X(0),X(1)); 

با استفاده از این روش در ابتدای فایل برنامه یک تابع برای شرایط اولیه در 

 استفاده گردیده است. 26و  25( تعریف و در خطوط 1رابطه )

هایی برای نقاط مرزی و نقاط درونی تعریف وصله 13تا  9در خطوط 

باشد )نظیر نقاط مرزی( ها برای انتخاب یک لیست از نقاط میشوند. وصلهمی

ها )که در تا عملیات خاصی روی آنها صورت گیرد. در برنامه فوق، نام وصله

ه قرار است در وصله متناظر قرار اختیار کاربر است( بیانگر نقاطی است ک

ها با استفاده از توابع عضو و گاهی روابط این وصله 18تا  14بگیرند. در خطوط 

نمایند. روابط شرطی نیز  )در خطوط شرطی نقاط مرتبط را یافته و ذخیره می

 باشد. افزار قابل استفاده می( با استفاده از الگوهای عبارت در نرم18و  16

عملگرهای تفاضلی پسرو در دو جهت عمودی و  21تا  19در خطوط 

باشد؛ کلاس شوند. مرحله اول تعریف عملگر میافقی در دو مرحله تعریف می

Stencil<NumPoints> باشد که آرگومان سازی خواص عملگر میبرای ذخیره

باشد. ( بیانگر تعداد نقاط درگیر در رابطه عملگر میNumPointsالگوی آن )

های اندیس و ضریب مشخص توان با استفاده از زوجگر تفاضلی را میهر عمل

                                                                                                                                  
1 Expression Templates 
2 Overloading 

را که به ترتیب شامل   4و مرکزی 3نمود. برای مثال عملگرهای تفاضلی پسرو

 نمایش داد: (3)های به صورت رابطه توان با زوجباشند، میدو و سه نقطه می
 

(3) 
∇𝑢𝑖 = 𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1 → (0, +1.0)(−1,1.0) 

∇∆𝑢𝑖 = 𝑢𝑖+1 − 2𝑢𝑖 + 𝑢𝑖−1 → (1,1.0)(0, −2.0)(1, −1.0) 
در هر زوج )داخل هر پرانتز(، عدد اول عددی صحیح است که بیانگر عدد 

و عدد دوم عددی حقیقی است که بیانگر ضریب  𝑖افزوده شده به اندیس 

گیرد و عملگر ها را میاین زوج CreateStencilباشد. تابع جمله متناظر می

 نماید:تفاضلی مورد نظر را به صورت زیر ایجاد می

Stencil<2> backward = CreateStencil(-1, -1.0)(0, 1.0); 

Stencil<3> central = CreateStencil(1,1.0)(0,-2.0)(1,-1.0); 

 است.  به صورت فوق عملگر تفاضلی پسرو تعریف شده 19در خط 

کند. ه دوم باید مشخص شود که عملگر در چه راستایی عمل میدر مرحل

در نظر گرفته شده  <MultiDimStencil<NumPointsبرای این منظور کلاس 

با گرفتن سه آرگومان، که به ترتیب عملگر، جهت و  CreateStencilاست. تابع 

سازد. برای مثال عملگرهای باشند، عملگر دارای جهت را مییک ضریب می

  شوند:( در نظر گرفته می4)بطه را

 

 

(4) 

∇𝑢𝑖,𝑗

∆𝑥
=

𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

∆𝑥
 

∇∆𝑢𝑖,𝑗

∆𝑦2
=

𝑢𝑖,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1

∆𝑦2
 

گیری مرکزی در و مشتق 𝑥گیری پسرو در جهت که به ترتیب عملگر مشتق

 شوند:باشند، به صورت زیر در چشمه تعریف میمی 𝑦جهت 

 MultiDimStencil<2> backward_x = 

      CreateStencil(backward, 0, 1.0/dx[0]; 
 MultiDimStencil<3> central_y =  

     CreateStencil(central, 1, 1.0/pow(dx[1],2)); 

 𝑦و  𝑥عملگر تفاضلی پسرو در دو جهت  21و  20به همین نحو، در خطوط 

اند نیز در عملگر گنجانده شده  𝑡/∆𝑦∆و  𝑡/∆𝑥∆است. ضرایب  تعریف شده

 تا از محاسبات تکراری صرف نظر شود.

با استفاده از الگوهای عبارت حین اعمال این عملگرها به متغیرهای 

شوند. میدان، به طور خودکار عبارات تفاضل محدود بسط یافته و محاسبه می

 MultiDimStencilجهت اعمال عملگر به یک متغیر میدان هر شیء از کلاس 

است که برای این منظور در نظر گرفته شده است. برای  Dدارای تابعی به نام 

به روش مرکزی )که  𝑦را در راستای  uمثال رابطه زیر مشتق متغیر میدان 

 نماید:ذخیره می unعملگر آن در بالا تعریف شد( محاسبه و در متغیر میدان 
un() = central_y.D( u() ); 

مشابه فوق، عملگرها به منظور حل مسأله داخل حلقه  28تا  24وط در خط

رابطه  24اند. در خط آغاز شده(، استفاده شده 22پیمایش زمانی )که از خط 

برای  28تا  25است. خطوط  ( به نقاط درونی اعمال شده2تفاضل محدود )

از نام ها درون پرانتز پس باشد. قرار دادن نام وصلهاعمال شرایط مرزی می

گردد رابطه سمت راست تنها برای نقاط همان وصله محاسبه متغیر سبب می

 و در متغیر سمت چپ ذخیره شود.

گیرد. در ها برای متغیر تعیین شده انجام میانتقال داده 29در خط 

حقیقت پس از تکمیل محاسبات برای تمام نقاط پیش از رفتن به گام زمانی 

ها با مقادیر نقاط متناظرشان بِروز شوند. تابع بعد نیاز است نقاط حفره

خانه پنهان از دید کاربر با استفاده از دستورات کتاب 29فراخوانی شده در خط 

 دهد. ها را انجام میآی انتقال دادهپیام

شده نیز برای خروجی گرفتن از نتایج روی فایل مشخص 31و  30خطوط 

                                                                                                                                  
3 Backward difference operator 
4 Central difference operator 
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 باشد.می

 هاآزمون 3-

شود تا اند، شرح داده میدر این بخش مسائلی که با چارچوب چشمه حل شده

 . های چارچوب چشمه و برخی دیگر از امکانات آن نمایان گرددقابلیت

 صوت روی یک برآمدگیجریان مافوق1-3- 

صوت است که از روی یک برآمدگی این آزمون شامل یک جریان مافوق

کند. این آزمون توسط تعدادی درون یک تونل عبور می %4ای به ارتفاع دایره

توان آنها را در از محققان با اعداد ماخ ورودی مختلف حل شده است، که می

𝑀inین جا عدد ماخ ورودی برابر [ یافت. در ا9مرجع ] = است. معادلات  1.4

یافته الخط تعمیمحاکم، معادلات دینامیک گاز اویلر در مختصات منحنی

(𝜉, 𝜂) ((. 5باشد )رابطه )می 

 
 

 

 

 

 

 
(5) 

�̅�𝑡 + �̅�𝜉 + �̅�𝜂 = 0, �̅� =
1

𝐽
𝑈, 

�̅� =
1

𝐽
(𝜉𝑥𝐹 + 𝜉𝑦𝐺), �̅� =

1

𝐽
(𝜂𝑥𝐹 + 𝜂𝑦𝐺) 

𝑈 = (

𝜌
𝜌𝑢
𝜌𝑣
𝐸

) , 𝐹 = (

𝜌𝑢

𝜌𝑢2 + 𝑝
𝜌𝑢𝑣

(𝐸 + 𝑝)𝑢

) , 𝐺 = (

𝜌𝑣
𝜌𝑣𝑢

𝜌𝑣2 + 𝑝
(𝐸 + 𝑝)𝑣

) 

𝐸 = 𝜌 (𝑒 +
𝑢2 + 𝑣2

2
) , 𝑝 = 𝜌𝑒(𝛾 − 1), 𝛾 = 1.4 

انرژی درونی و  𝑒فشار،  𝑝چگالی،  𝜌های بردار سرعت، مؤلفه 𝑣و  𝑢که در آن 

γ باشد.نسبت گرماهای ویژه می 

پس از تجزیه شارها به بردارهای شار مثبت و منفی، از روش پادبادسوی 

)بالا( خطوط همتراز  2شود. شکل مرتبه اول برای حل معادلات استفاده می

دهد. از آنجا که روش نشان می 301×101به اندازه  ایشبکهعدد ماخ را روی 

دد ماخ روی است. توزیع ع مرتبه اول است، از این شبکه ریز استفاده شده

 است.  )پایین( نمایش داده شده 2های بالایی و پایینی تونل در شکل دیواره

 ناپذیر لزج روی پله معکوس جریان تراکم -3-2

ناپذیر روی یک پله معکوس درون یک این آزمون شامل یک جریان تراکم

 مرورکه یک  اند[. این آزمون را محققان زیادی مطالعه نموده10کانال است ]

[ و مراجعی که در آن ذکر شده است، یافت. 10توان در مرجع ]جامع را می

هدف از حل آزمون این است که نشان داده شود که چشمه صرفاً برای 

توان ها میهای مستطیلی کاربرد ندارد و با استفاده از وصلههندسه

 های بیشتری را پوشش داد.هندسه

دهد. معادلات را نشان می پیرامون)بالا( هندسه و مرزهای  3شکل 

 :((6)رابطه ) است 1تاوایی-جریانتابع  حاکم، معادلات ناویر استوکس در شکل

 

 

 

(6) 

−(𝜓𝑥𝑥 + 𝜓𝑦𝑦) = 𝜔 
1

𝑅𝑒
(𝜔𝑥𝑥 + 𝜔𝑦𝑦) = 𝑢𝜔𝑥 + 𝑣𝜔𝑦 

𝑢 = 𝜓𝑦, 𝑣 = −𝜓𝑥 

 باشد.تابع جریان می 𝜓تاوایی و  𝜔های بردار سرعت، مؤلفه 𝑣و  𝑢که در آن 

( و میانگین سرعت 𝐻2جریان بر اساس قطر هیدرولیک ورودی )عدد رینولدز 

باشد. در ورود، جریان به طور کامل توسعه یافته است. می 100ورودی، برابر 

)پایین( خطوط جریان و بردارهای سرعت را روی شبکه یکنواختی به  3شکل 

دهد که با چهار هسته پردازنده محاسباتی و با نشان می 301×101اندازه 

 ستفاده از روش مرکزی مرتبه دوم برای جملات جابجایی و لزج است. ا
 

                                                                                                                                  
1 Stream function-Vorticity Formulation 

 سایدل برای حل معادلات گسسته استفاده شده-هچنین از روش تکرار گاوس

[ آورده شده، درستی 10است. با مقایسه نتایج به دست آمده با آنچه که در ]

 د.گردآنها تأیید می

باشد. با این حال نقاط برای این آزمون شبکه و هندسه یک مستطیل می

هایی از ناحه حل عددی باشند با تعریف وصلهدرون پله که جزئی از حل نمی

اند. همچنین سطوح بالا و سمت راست پله که نقاط آن کنار گذاشته شده

یط مرزی های دیگری برای اعمال شراباشند با وصلهدرون مستطیل شبکه می

اند. تمام شرایط مرزی شامل ورودی، خروجی، دیوارها و دیوار تعریف شده

 اند:نقاط درونی در قطعه کدُ زیر نمایش داده شده
 Patch interior("interior", multiGrid); 
 Patch fluid("fluid", multiGrid); 

 Patch down("down", multiGrid); 

 Patch middown("middown", multiGrid); 
 Patch up("up", multiGrid); 

 Patch inlet("inlet", multiGrid); 

 Patch midleft("midleft", multiGrid); 
 Patch outlet("outlet", multiGrid); 

 

 interior.MakeInteriorPatch(); 
 inlet.MakeBoundaryPatch(0, X(1) >= 0.0); 

 outlet.MakeBoundaryPatch(1); 

 down.MakeBoundaryPatch(2, X(0) >= 0.0 && X(0) < L2); 
 up.MakeBoundaryPatch(3, X(0) < L2); 

 middown.MakePatch(X(0) <= 0.0 && abs(X(1)) < 1e-4); 

 midleft.MakePatch(X(1) <= 0.0 && abs(X(0)) < 1e-4); 
 fluid.MakePatch(interior, X(0) > 0.0 || X(1) > 0.0);  

ها توابع مختلفی وجود دارد که در این آزمون ور کلی برای تعریف وصلهبه ط

برای انتخاب نقاط درونی )غیر  MakeInteriorPatchاند. تابع استفاده گردیده

برای  MakeBoundaryPatchشود. تابع مرزی و نیز غیر حفره( استفاده می

یک عدد صحیح  شود. اولین آرگومان این تابعانتخاب نقاط مرزی استفاده می

به ترتیب مرز پایین  3و  2به ترتیب متناظر مرز چپ و راست،  1و  0است که 

باشند. همچنین با استفاده از عبارات شرطی )به عنوان آرگومان و بالا و ... می

توان نقاط مرزی را انتخاب کرد که شرط خاصی را ارضا دوم تابع( می

 خاب نقاطی از یک وصله دیگر یا نیز برای انت MakePatchنمایند. تابع می
 

 

 

 

 
Fig 2 Supersonic flow over a bump; Mach number contour lines 
(top), Mach number distributions over wind tunnel walls (bottom)  

صوت روی برآمدگی؛ خطوط همتراز عدد ماخ )بالا(، توزیع جریان مافوق 2شکل 

 های تونل باد )پایین(عدد ماخ روی دیواره
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Fig 3 Incompressible flow over a backward facing step 

 ناپذیر لزج روی پله معکوسجریان تراکم 3شکل 

نمایند، انتخاب نقاطی )درونی، مرزی یا حفره(که شرط خاصی را ارضا می

شامل نقاطی درون شبکه  fluidوصله با نام شود. برای مثال استفاده می

𝑥باشد که شرط )می > 0 ∪  𝑦 > نمایند. در حقیقت با این ( را ارضا می0

شرط نقاط گوشه پایین و سمت چپ مبدأ مختصات که بیانگر قسمت جامد 

های با نام باشند. همچنین وصله(، عضو این وصله نمی3باشند )شکل پله می

middown  وmidleft بالا(.  3باشند )شکل شامل نقاط دو سطح پله می 

ن روابط تساوی را تنها به یک وصله محدود تواها میپس از تعریف وصله

توان به نحوه اعمال شرط مرزی ورودی اشاره نمود که به نمود. برای مثال می

 گردد:صورت زیر )بِراحتی( اعمال می
 u()(inlet) = 6.0*(X(1) / H2 - pow(X(1) / H2, 2)); 

که در حقیقت تساوی زیر را که بیانگر رابطه سهموی پروفیل توسعه یافته 

 ((:7نماید )رابطه )اعمال می inletسرعت است، تنها برای نقاط وصله 

(7) 𝑢 = 6 (
𝑦

𝐻2
− (

𝑦

𝐻2
)

2

) 

وجود دارد که در آزمون جریان روی  MakeShadowPatchتابع دیگری با نام 

 شود.یک ایرفویل توضیح داده می

 صوت روی یک پله جریان مافوق -3-3

𝑀inصوت غیردائم با عدد ماخ این آزمون شامل یک جریان مافوق = 3.0 

[. معادلات حاکم، 11باشد ]گذرنده از روی یک پله درون یک تونل باد می

( در مختصات کارتزین(. 5باشند )معادلات )معادلات دینامیک گاز اویلر می

باشد، از روش ضرورتاً قوی می برای حل این مسأله که شامل یک شوک

رغیرنوسانی وزن است و روش  [ استفاده شده13,12مرتبه پنجم ] 1دا

در  باشد.می[ 13,12]کوتای مرتبه سوم -گیری زمانی روش رونگهانتگرال

حقیقت هدف از حل این آزمون نشان دادن توانایی چشمه در استفاده از 

 باشد.های غیرخطی میروش

تواند فوق نیاز به تجزیه شار وجود دارد. تجزیه شار می برای اعمال روش

 با بزرگترین مقدار ویژه صورت گیرد:

                                                                                                                                  
1 WENO 

 for (int eqn = 0; eqn < 4; eqn++) 

 }  
  FP(eqn)(fluid) = weno::D(0, U(eqn), F(eqn), abs(u()) + c()); 

 { 

|𝑢|جداگانه با مقدار ویژه  𝐹های بردار در قطعه کُد فوق، تمام مؤلفه + 𝑐 

شود. آرگومان اول دار اعمال میتجزیه و سپس روش ضرورتاً غیرنوسانی وزن

های دوم و سوم به ترتیب متغیر راستای تجزیه شار و آرگومان weno::Dتابع 

باشند. آرگومان چهارم نیز مقدار ویژه لازم برای پایستار و شار متناظر آن می

 تجریه شار است.

ر متغیر مشخصه با مقدار ویژه خود تجزیه تر این است که هروش مناسب

باشد ها میشود که در این صورت نیاز به نگاشت متغیرها به فضای مشخصه

این روش به علت  شود.گفته می 2هاکه به اصطلاح تجزیه محلی مشخصه

تر است اما اتلاف عددی عملیات ضرب ماتریسی به لحاظ محاسباتی پُرهزینه

است و  سازی شدهدارد. این روش نیز پیادهکمتری نسبت به روش قبلی 

 کند:کاربر به صورت زیر آن را فراخوانی می
 FP(fluid) = wenochar<2>::D(0, U, F); 

شود و درون تابع عملیات به تابع داده می 𝑈و  𝐹در قطعه کُد فوق، تمام بردار 

دار انجام نگاشت و تجزیه بردارها و اعمال روش ضرورتاً غیرنوسانی وزن

است با  weno::Dمشابه تابع  wenochar<2>::Dهای تابع شود. آرگومانمی

این تفاوت که کل بردار متغیرهای پایستار و کل بردار شار به تابع داده 

( بُعد 2مقدار ویژه وجود ندارد. آرگومان الگو )اینجا عدد شود ونیازی به می

 کند.فضایی مسأله را مشخص می

𝑡توزیع چگالی را در لحظه  4شکل  = دهد که در آن یک نشان می 2.5

های شوک به شکل کمان جلوی پله تشکیل شده است و با برخورد به دیواره

هایی از است. همانند آزمون قبل نقاط پله با تعریف وصله تونل منعکس شده

 اند.ناحیه حل عددی جدا شده

  0012جریان گذرصوتی روی ایرفویل ناکا  4-3-

سازی شبیه 00123ر غیرلزج روی ایرفویل ناکا پذیجریان تراکم در این آزمون

∞𝑀است. عدد ماخ جریان آزاد برابر  شده = 𝛼و زاویه حمله آن  0.85 = 1°  
 

                                                                                                                                  
2 Local characteristic decomposition 
3 NACA0012 
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Fig 4 Supersonic flow over a step: Density contour lines at 𝑡 = 2.5  

𝑡صوت روی یک پله؛ خطوط همتراز چگالی در لحظه جریان مافوق 4شکل  = 2.5 

شود. در اینجا روش باشد. بالا و پایین ایرفویل یک شوک تشکیل میمیدرجه 

سازی [ برای گسسته14حل عددی روش تفاضل محدود فشرده مرتبه چهارم ]

باشد. گیری زمانی میکوتای مرتبه سوم برای انتگرال-مکانی و روش رونگه

ه در شدها از فیلتر معرفیبرای پایداری و کنترل کردن نوسانات حول شوک

نتایج حل عددی را برای ضریب فشار  5است. شکل  [ استفاده شده15مرجع ]

شود که فیلتر نماید. همچنین مشاهده می[ مقایسه می16با نتایج آزمایش ]

باشد، حول شوک که ناشی از روش غیراتلافی استفاده شده می 1نوسانات گیبز

 را به خوبی حذف کرده است. 

است.  شدهاستفاده  2آزمون از یک شبکه سیشایان ذکر است در این 

موازی این آزمون برخی نقاط در دو انتهای شبکه در قسمت  اجرایهنگام 

های که به صورت هندسی منطبق بر یکدیگر هستند، روی پردازنده 3دنباله

مختلف قرار دارند. در چشمه قابلیت تبادل اطلاعات بین این نقاط قرار داده 

ابتدا نقاط منطبق باید شناسایی و سپس حین حل،  است. در حقیقت شده

تبادل اطلاعات بین نقاط مورد نظر صورت گیرد. تابع زیر با استفاده از متغیر 

یابد و اینکه نقاط منطبق ( را می6−10مکان نقاط منطبق )با فاصله کمتر از 

 نماید:( هستند را نیز معین میrankمتعلق به کدام پردازنده )
wake.MakeShadowPatch(rank, face[2], X, 1e-6);  

و در حافظه  face[2]در حقیقت تابع فوق فاصله نقاطی که روی وصله 

قرار دارند، با سایر نقاط روی این وصله که در حافظه  rankپردازنده به شماره 

  6−10ها قرار دارند محاسبه و در صورتی که فاصله آنها کمتر از سایر پردازنده
 

 
Fig 5 Transonic flow over an airfoil; Pressure distribution for a Mach 

number of 0.85 and an angle of attack of 1 degree. 
و زاویه  0.85جریان گذرصوتی روی ایرفویل؛ توزیع ضریب فشار در عدد ماخ  5شکل 

 درجه 1حمله 
                                                                                                                                  
1 Gibbs oscillations 
2 C-Grid 
3 Wake 

قاط در حقیقت گیرد که لیست این نباشد به عوان نقاط منطبق در نظر می

سازد. این تابع تنها یک بار و پیش از آغاز حلقه زمانی باید را می wakeوصله 

 تبادلفراخوانی شود. سپس هر زمان که نیاز باشد، همانند قطعه کُد زیر، 

 شود:انجام می Updateها با استفاده از تابع داده
wake.Update(rank, rho(), rho(), 1, 1); 

wake.Update(rank, V(0), V(0), 1, 1); 

wake.Update(rank, V(1), V(1), 1, 1); 
wake.Update(rank, p(), p(), 1, 1);  

آرگومان اول که شماره پردازنده و آرگومان دوم و سوم به ترتیب متغیر مبدأ و 

باشند. آرگومان چهارم و پنجم مشخص کننده ها میمقصد برای تبادل داده

تبادل  wakeاز وصله  1( و به فاصله 𝑦)یعنی  1این است که در راستای شماره 

باشد اما ع فوق دشوار مینویسی دو تابها صورت گیرد. با اینکه برنامهداده

نویس پردازش موازی )با های برنامهکاربر بدون درگیر بودن با پیچیدگی

 نماید.سازی میآی( شرط مرزی دنباله را برای استفاده پیادهپیکتابخانه ام

های همچنین شایان ذکر است که چارچوب چشمه برای حل دستگاه

ها از اعمال روش فشرده مرتبه چهارم آنها را بین پردازنده حاصلقطری سه

نماید. در قطعه برنامه زیر نحوه فراخوانی تابع برای محاسبه مشتق توزیع می

 است. به روش فشرده مرتبه چهارم نشان داده شده
CompactDerivative(0, dx, distributor, FB[0](eqn), FBv[0](eqn), 

physical, face[0], 1, face[1], 1); 
CompactDerivative(1, dx, distributor, FB[1](eqn), FBv[1](eqn), 

physical, face[2], 1, face[3], 1); 

را محاسبه  𝑦و خط دوم مشتق در راستای  𝑥خط اول مشتق در راستای 

گیری و آرگومان دوم مان اول مشخص کننده راستای مشتقنماید. آرگومی

باشد که جهت توزیع باشد. آرگومان سوم توزیع کننده میمی شبکهاندازه 

باشد. آرگومان چهارم متغیر ها میقطری بین پردازندهدستگاه معادلات سه

باشد. سازی مشتق محاسبه شده میورودی و آرگومان پنجم جهت ذخیره

های هشتم و دهم وصله مربوط به نقاط درونی و آرگومان آرگومان ششم

باشند. های مربوط به نقاط مرزی دو انتهای دستگاه معادلات میوصله

کننده رابطه مرزی استفاده شده در دو های هفتم و نهم نیز مشخصآرگومان

بیانگر استفاده از روش تفاضل محدود فشرده  1باشد. برای مثال عدد مرز می

 باشد.ه در مرز میسوییک

 0012جریان زیرصوت لزج روی روی ایرفویل ناکا  -3-5

 0012پذیر لزج روی ایرفویل ناکا در این آزمون جریان غیردائم تراکم

استوکس در مختصات -معادلات حاکم، معادلات ناویرگردد. سازی میشبیه

∞𝑀عدد ماخ جریان آزاد باشد. یافته میالخط تعمیممنحنی = ، عدد 0.2

𝑅𝑒رینولدز آن  = 𝛼و زاویه حمله  105 = باشد. روش حل درجه می 18°

های دوبُعدی و هم باشد. جریان در حالتعددی همانند آزمون قبل می

به صورت متناوب در  𝑧بُعدی راستای است. در حالت سه بُعدی اجرا شدهسه

متفاوت  خطوط همتراز تاوایی را در شش زمان 6شکل است.  نظر گرفته شده

هایی در انتهای ایرفویل تشکیل شود که گردابهدهد. مشاهده مینشان می

بعدی برای صفحات نتایج حل سه 7شود. در شکل گردد و سپس جدا میمی

 است. مقدار تاوایی نشان داده شدههم

 آزمودن کارایی کُد -4

افزاری چشمه و یک ای بین زمان اجرای چارچوب نرمدر این بخش مقایسه

کدُ غیر شیءگرا صورت گرفته است. برای مقایسه روش ضرورتاً غیرنوسانی 

باشد، انتخاب مرتبه پنجم که یک روش غیرخطی با هزینه محاسباتی بالا می

 1ل باشند. جدوشود. معادلات حاکم معادلات دینامیک گاز اویلر میمی
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Fig 6 Subsonic flow over an airfoil; vorticity contour lines in two-

dimensions, flow specifications: Mach number 0.2, Reynolds number 

105, angle of attack 18 degree 
صوت روی ایرفویل؛ مقدار تاوایی در حالت دوبعُدی، مشخصات جریان زیر 6شکل 

 درجه 18و زاویه حمله  105، عدد رینولدز 0.2جریان: عدد ماخ 
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مقایسه زمان اجرای روش ضرورتاً غیرنوسانی مرتبه پنجم بین چارچوب  1جدول 

 افزاری چشمه و یک کُد غیر شیءگرانرم
Table 1 Runtime comparison of the fifth-order weighted essentially 
non-oscillatory scheme between Cheshmeh framework and a non-

object-oriented code 
 یءگراکُد غیر ش

 )ثانیه(

 چارچوب چشمه

 )ثانیه(

 شبکه

 

10.3 9.6 26×26 

36.0 30.2 51×51 

129.9 133.6 101×101 

474.8 463.0 201×201 

افزاری گام زمانی بین چارچوب نرم 1000های اجرا برای ای بین زمانمقایسه

باشد. کُد اخیر یک کُد [ می17چشمه و کُد توسعه یافته در مرجع ]

باشد که با دستورات پایه زبان سی توسعه یافته و در آن تمام می غیرشیءگرا

ملاحظات جهت افزایش کارایی محاسباتی صورت گرفته است. اجراها روی 

 2بیتی 64با پیکربندی ریلیس  2015با ویژوال استودیو  1یک پردازنده اینتل

ف های مختلشود کارایی هر دو کدُ برای شبکهانجام شده است. مشاهده می

 تقریباً یکسان است. 

 گیرینتیجه -5

باز بومی با نام چشمه برای حل عددی افزار متندر این مقاله یک چارچوب نرم

های باسازمان به روش تفاضل محدود ارائه گردید. معادلات سیال روی شبکه

های پلاس و قابلیتپلاسنویسی سیاین چارچوب با استفاده از زبان برنامه

های مختلفی با معادلات و شرایط مرزی مختلف یافت. آزمون جدید آن توسعه

افزاری اجرا گردید. بسیاری از های چارچوب نرمجهت آزمودن قابلیت

های تفاضل محدود نیاز است، در چارچوب هایی که برای روشقابلیت

است. از جمله نشان داده شد که چارچوب چشمه قابلیت اجرا  بینی شدهپیش

قطری را دارد. های فشرده سهی و غیرخطی و نیز روشهای خطبا روش

هایی امکان اعمال شرایط مرزی مختلف وجود دارد. همچنین با تعریف وصله

دهد که های چارچوب چشمه به محققان این امکان را میقابلیت

های تفاضل محدود را برای مسأله مورد نظرشان به سادگی انجام سازیشبیه

 دهند.

 کرتقدیر و تش -6

از حمایت مالی دانشگاه تهران و بنیاد ملی نخبگان از این تحقیق در قالب 

 گردد. قدردانی می 02/1/28745طرح پژوهشی شماره 
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