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ميدان دما در يک ورق مدرج تابعي ضخيم پيشنهاد شده است. بازخورد خروجي ي مبتني بر در پژوهش پيش رو، روشي براي کنترل گسترده 
بعدي ي انتقال حرارت سهي مشتق جزئي خطي با ضرايب متغير با مکان که همان معادلهي اين سيستم ديناميکي با يک معادلهي حاکمهمعادله
قابل توصيف است. براي انجام اين کار، ابتدا با استفاده از روش عدد موج اصلاح شده، که با ترکيب دو روش تبديل سريع فوريه و تفاضل است، 

شود. بر اين اساس، هر کدام از اي از معادلات مشتق معمولي تبديل ميمحدود ابداع شده است، معادله مشتق جزئي حاکم بر سيستم به مجموعه
باشد. سپس براي ميدلات مشتق معمولي مربوط به ترکيبي خاص از اعداد موج در راستاهاي مختلف دستگاه مختصات کارتزين اين معا

شود. در اين راستا، همچنين روشي براي ي خطي فيدبک حالت بهينه استفاده ميکنندهپايدارسازي ديناميک هر کدام از اين معادلات، از کنترل
جا که اين دستورات کنترلي، در فضاي فوريه طراحي شده است، کننده پيشنهاد شده است. همچنين از آنردياب يا تنظيمتوليد ورودي کنترلي 

هاي عددي شود. شبيه سازيانتقال آنها به فضاي فيزيکي بايد صورت پذيرد؛ براي رسيدن به اين هدف، از تبديل معکوس فوريه استفاده مي
 .هاي خوب پاسخ گذرا و همچنين خطاي حالت ماندگار کوچک داردروش پيشنهادي در داشتن مشخصه صورت گرفته، دلالت بر کارايي
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 In this paper, a method for distributed control of temperature distribution in a thick rectangular 

functionally graded plate is proposed. In this way, the linear nonhomogenous conduction whose 

governing dynamics is a linear partial differential equation (PDE) with spatially varying coefficients is 

considered and actively controlled. For this purpose, firstly, this PDE is converted into a set of ordinary 

differential equations (ODEs) using the modified wavenumber  methodology. This apporach is based on 

the combination of the fast Fourier transform (FFT) and finite difference techniques. Secondly, in order 

to stabilize each of these ODEs, linear optimal state feedback controller is utilized by minimizing a 

predefined performance index. The proposed controller is modified by adding a feedforward term to 

have a good tracking performance for the proposed method. The designed control inputs which are in 

the Fourier domain, are transferred to physical domain using the inverse Fast Fourier transform (IFFT). 

In order to solve the linear nonhomogenous conduction heat equation, a combination of finite difference 

and Runge-Kutta methodologies is implemented. Simulation studies show the performance of the 

proposed method, for example, the smaller settling time, overshoot and also steady-state error. 
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 مقدمه 1-

های علمی از اهمیت فراوانی انتقال حرارت هدایت در بسیاری از شاخه

ها بدون حل مسئله انتقال حرارت ای که تحلیل آنبرخوردار است، به گونه

و  1توان به ترموالاستیکها میی این شاخهجملهپذیر نیست. از هدایت، امکان

اشاره کرد. در حل مسائل انتقال حرارت عوامل مهمی وجود  2ترموپلاستیک

توان به شرایط مرزی و جنس دارند که در این حل تاثیر زیادی دارند، که می
                                                                                                                                      
1 Thermoelastic 
2 Thermoplastic  

مواد اشاره نمود. خواص مواد مانند چگالی، ضریب هدایت و ظرفیت گرمایی 

و یا به صورت همزمان تابع  [2]، دما [1]ست ثابت، تابع مکان ویژه ممکن ا

باشد. در این راستا، برای نزدیکتر شدن پاسخ محاسبه شده به  [3]دما و مکان 

که  3شود؛ از جمله مدل ماده مدرج تابعیهای متنوعی ارائه میواقعیت، مدل

 .([5,4]های وابسته به مکان پیشنهاد شده است )برای نمایش ویژگی

 ده، مانند توزیعهای پارامتر گسترهای اخیر کنترل فعال سیستمدر سال
 

                                                                                                                                      
3 Functionally Graded Materials: FGM 
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در جسم جامد یا سیال، از اهمیت زیادی برخوردار شده است. هدف از این  دما

باشد. فرآیندهای مسائل ایجاد توزیع دمای مشخص و دلخواه در محیط می

کنترل توزیع دما زیادی در صنعت وجود دارند که برای عملکرد بهینه نیاز به 

سازی. رساناها و صنایع شیشهدر ماده معینی دارند، مانند فرآیند ساخت نیمه

های پیوسته با توان متوجه شد که کنترل سیستمبا بررسی ادبیات موجود می

های خطی یا غیرخطی نسبت به سیستم 1معادلات دیفرانسیلی مشتق جزئی

ا غیرخطی در دوران طفولیت گسسته با معادلات دیفرانسیل معمولی خطی ی

سازی در عمل نزدیک نشده است. بر برد و به تکامل لازم برای پیادهبه سر می

تنظیم میدان دما صورت گرفته  هایی که تاکنون در زمینهاین اساس پژوهش

است با در نظر گرفتن فرضیات محدود کننده بسیار بوده است. هم از نظر 

ی پارامترهای سیستم یک چالش بهینه تئوری و هم از نظر عملی کنترل

 شود.محققان و مهندسان محسوب میاساسی برای 

اگر ضریب رسانش هدایت حرارت تابعی از میدان مکان در نظر گرفته 

شود، معادله دیفرانسیل حاکم بر مدل یک معادله دیفرانسیل جزئی خطی با 

موردنظر، پایدارسازی باشد. برای کنترل سیستم دینامیکی ضرائب متغیر می

معادلات مشتقی جزئی خطی حاکم بر مدل، به عنوان یکی از اهداف پژوهش 

کنترل  شود که از روشباید در نظر گرفته شود. در این پژوهش، سعی می

 شود.های مختلف به مقدار مطلوب استفاده گسترده برای رساندن دما در گره

خور مبتنی پس-خوری پیشنندهکگلبهار و همکاران، با استفاده ازکنترل

تناسبی میدان دمای یک صفحه از -ی مشتقیکنندهبر حل معکوس و کنترل

، همچنین میدان دمای یک [6]جنس مواد مدرج تابعی را کنترل کردند 

 ی سه بعدی از جنس مواد مدرج تابعی را با استفاده از کنترل بهینهصفحه

، بوسکویک و همکاران یک [7]ند مرزی با روش گرادیان مزدوج کنترل کرد

ی نازک همراه مرزی بازخوردی برای انتقال حرارت از یک میله کنترل کننده

گفتار و همکاران یک تابع لیاپانوف ، راست[8]با تولید گرما، طراحی کردند 

میدان دما در یک صفحه ناهمگن با چهار شرط مرزی نوع دوم،  برای معادله

، [9]کردند که این معادله قابلیت کنترل مرزی را دارد بدست آوردند و اثبات 

ی ناهمگن با ی میدان دما در یک کرههمچنین یک تابع لیاپانوف برای معادله

دست آوردند و اثبات کردند که این معادله قابلیت شرایط مرزی نوع دوم، به

 ، نیلز و همکاران یک مدل برای کنترل گسترده و[10]کنترل مرزی را دارد 

، نیپون و همکاران یک [11]بینی کردند مرزی معادله انتقال حرارت پیش

ی مرزی بازخوردی برای انتقال حرارت از یک میله با شرایط کنندهکنترل

ی ، اوزدمیر و همکاران کنترل مرزی بهینه[12]مرزی نیومن طراحی کردند 

رمایی ی هدایت گتنش حرارتی در یک صفحه را براساس کسر زمانی معادله

و یویانگ و همکاران با استفاده از روش نامساوی ماتریسی  [13]بررسی کردند 

کننده برای معادلات مشتق جزئی سهموی طراحی خطی یک رویتگر و کنترل

ها در قالب . بلاو و همکاران روشی برای کنترل توزیع دمای رشته[14]کردند 

ه دادند که این روش های فلزی ریختگری براساس سیستم توزیع گسترده ارائ

[. عابدینی و همکاران یک روش کنترلی برای 15براساس کنترل مقاوم است ]

 [.16ی خورشیدی ارائه دادند ]تنظیم درجه حرارت گیرنده

در این مقاله، روشی برای کنترل گسترده میدان دما در ورقی ضخیم از 

ابتدا با جنس مواد مدرج تابعی پیشنهاد شده است. برای انجام این کار 

استفاده از روش عدد موج اصلاح شده که ترکیب دو روش تبدیل سریع فوریه 

ای ی مشتق جزئی حاکم بر مدل به مجموعهباشد معادلهو تفاضل محدود می

شود که هر کدام از این معادلات مشتق از معادلات مشتق معمولی تبدیل می

مختلف دستگاه  معمولی مربوط به ترکیبی خاص از اعداد موج راستاهای
                                                                                                                                      
1 Partial differential equation: PDE 

باشد. سپس برای پایدارسازی دینامیک هر کدام از این میمختصات کارتزین 

شود. همچنین استفاده می 2معادلات، از کنترل کننده فیدبک حالت بهینه

کننده پیشنهاد شده است. روشی برای تولید ورودی کنترلی ردیاب یا تنظیم

دهد، که از آن نشان میهای عددی کارایی روش پیشنهادی را شبیه سازی

های خوب پاسخ گذرا و همچنین خطای حالت توان به مشخصهجمله می

 ماندگار کوچک اشاره کرد.

صورت زیر بیان توان بهنوآوری این مقاله نسبت به کارهای قبلی را می

نمود: الف( استفاده از روش عدد موج اصلاح شده که ترکیبی از دو روش 

ی معادله شد، برای کنترل گستردهبامی یع فوریهتفاضل محدود و تبدیل سر

انتقال حرارت هدایت خطی؛ ب( روش تبدیل سریع فوریه فقط برای شرایط 

مرزی متناوب است، در صورتی که روش عدد موج اصلاح شده برای هر 

ی روشی ساده برای طراحی ئهشرایط مرزی قابل استفاده است؛ پ( ارا

 چنین ردگیر معادلات دیفرانسیل جزئی.پایدارساز و هم کنندهکنترل

به بیان مدل ریاضی سیستم مورد بحث  2در ادامه، نخست در بخش 

ی سازی معادلهروش پیشنهادی برای گسسته 3پرداخته و سپس در بخش 

روش کنترلی پیشنهادی تشریح و  4مشتقی جزئی ارائه خواهد شد. در بخش 

سازی در ود. با انجام چند شبیهشروشی برای بررسی پایداری آن پیشنهاد می

 شود.، کارایی روش پیشنهادی نشان داده می5بخش 

 بیان مسأله -2

در پژوهش پیش رو، کنترل توزیع دما در یک ورق ضخیم مستطیلی مدرج 

تابعی مورد بررسی قرار گرفته است، که ماده مدرج تابعی از مدل توابع نمایی 

حاکم بر انتقال حرارت هدایت در این جسم پیوسته، خطی  (1)ی است. رابطه

 و ناهمگن است:

(1) ∇ ∙ (𝑘∇𝑇) + �̇� = 𝜌𝑐𝑝
𝜕𝑇

𝜕𝑡
  

صورت زیر قابل بیان که با در نظر گرفتن دستگاه مختصات کارتزین، به

 باشد:می

(2) 

∂𝑘

𝜕𝑥

∂𝑇

𝜕𝑥
+
∂𝑘

𝜕𝑦

∂𝑇

𝜕𝑦
+
∂𝑘

𝜕𝑧

∂𝑇

𝜕𝑧
+ 𝑘

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+ 𝑘

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
+  

𝑘
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2
+ �̇� = 𝜌𝑐𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑡
 

، این در همچنین ,𝑇(𝑥رابطه 𝑦, 𝑧, 𝑡)،𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)،𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) و 

𝑐𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)ترتیب، بیانگر دما در زمان ، به𝑡 ضریب هدایت، چگالی و ظرفیت ،

,𝑥) با مختصات  فضایی نقطه ی یکگرمایی ویژه 𝑦, 𝑧)  ،است. برای این منظور

,�̇�(𝑥در ادامه، تنظیم هوشمند عبارت ورودی منبع  𝑦, 𝑧, 𝑡)  به کمک روش

 گیرد.خطی مدنظر قرار میبازخورد حالت 

سازی معادله مشتق جزئی حاکم با استفاده از روش عدد گسسته -3

 شده موج اصلاح
با دشواری ی پاسخ تحلیلی آن ، محاسبه(2)ی با توجه به پیچیدگی معادله

های تقریبی عددی مورد توجه همراه است و بر این اساس، استفاده از روش

های دینامیکی پارامتری از طرف دیگر، کنترل سیستمقرار گرفته است. 

های ی مشتقی جزئی در مقابل کنترل سیستمگسترده با معادلات حاکمه

برد. برای میسر ی آزادی در دوران طفولیت بهگسسته با شمار محدود درجه

عددی توسط پژوهشگران مورد استفاده قرار  حل این دو مشکل، چند روش

. این [17]است  3تبدیل فوریه سریع یا اف اف تییکی از آنها، گرفته است که 

نسبتاً پایین نسبت  محاسباتی یو هزینه ، سادگیسرعت بالا دقت وبا روش، 
                                                                                                                                      
2 Linear Quadratic Regulator (LQR) 
3 Fast Fourier transform: FFT 
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نسیلی مشتقی جزئی با شرط های مشابه، توانایی حل معادلات دیفرابه روش

مشتقی جزئی به شمار . در این راستا، این معادلات مرزی متناوب را دارد

ها موجود ی دیفرانسیلی معمولی تبدیل شده که حل آنمحدودی معادله

. اما ضعف این روش، محدودیت وجود شرایط مرزی متناوب در [18]باشد می

ها محدودکننده بوده و با نظر است که در بسیاری از حالتسیستم مورد

های برای حل این مشکل، با ترکیب روشواقعیت موجود سازگار نیست. 

روش عدد موج اصلاح شده پیشنهاد تبدیل فوریه سریع، تفاضل محدود و 

توان معادلات دیفرانسیلی مشتق جزئی با استفاده از این روش میشده است. 

دیفرانسیلی معمولی  معادلهبا هر شرط مرزی دلخواه را به شمار محدودی 

تبدیل نمود که هر کدام از این معادلات مشتق معمولی مربوط به یکی از 

ی پاسخ چنین باشد. بر این اساس، علاوه بر راحتی محاسبهای مینقاط شبکه

های با معادلات کنترل سیستم هایی، استفاده از دانش رشد یافتهسیستم

 شود.یمشتق معمولی نیز فراهم م حاکمه

,𝑓(𝑥فرم کلی تبدیل فوریه سریع تابع  𝑦, 𝑧, 𝑡) های پریودیک در جهت

𝑥، 𝑦   و𝑧 باشد:بدین صورت می 

(3) 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = ∑ ∑ ∑ 𝑓𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)

𝑁𝑧

𝑘𝑧=1

𝑁𝑦

𝑘𝑦=1

𝑁𝑥

𝑘𝑥=1

 

                                         × ei(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧z) 
 باشد،می zو  𝑥 ،yاعداد موج در جهات  𝑘𝑧و  𝑘𝑥 ،𝑘𝑦 که در آن 

i2 = نیز ضرایب فوریه برای اعداد موج مختلف بوده که  𝑓𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)و  1−

فقط تابع زمان است. به این ترتیب و به کمک این تبدیل، تابعیت پاسخ از 

ته در نظر گرف ei(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧z)مختصات فضایی به صورت توابع هارمونیک 

مجهول  𝑓𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)زمانی ضرایب توابع هارمونیک  شود و تنها تابعیتمی

کارگیری این روند، معادلات به فضای زمانی برده شده است. در حقیقت، با به

گونه که در ادامه شود. بنابراین، همانو تبدیل به معادلات مشتق معمولی می

ی کنترل شمار محدودی معادله به (2)ی شود، کنترل معادلهنشان داده می

شود. باشد، تبدیل میی اصلی میمشتقی معمولی که بیانگر دینامیک معادله

𝑁𝑥در ادامه، برای سادگی نوشتار با در نظر گرفتن فرض  = 𝑁𝑦 = 𝑁𝑧 = 𝑁 

∑، عبارت  ∑ ∑ 𝑓𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)e
i(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧z)𝑁𝑧

𝑘𝑧=1

𝑁𝑦
𝑘𝑦=1

𝑁𝑥
𝑘𝑥=1

صورت به  

∑ ت، عبار 𝑓𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)e
i(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧z)𝑁

𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧=1
 شود.می نمایش داده 

با استفاده از روش  (2)سازی رابطه از طرف دیگر، اگر مطلوب گسسته

,𝑇(𝑥تفاضل محدود باشد، باید نخست مشتقات مختلف تابع  𝑦, 𝑧, 𝑡)  را

 صورت زیر نوشت:به

(4) 𝜕𝑇

𝜕𝑥
=
𝑇(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) − 𝑇(𝑥 − ∆𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

2∆𝑥
 

(5) 

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
=
𝑇(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) + 𝑇(𝑥 − ∆𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

(∆𝑥)2
 

                                                       −
2𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

(∆𝑥)2
 

(6) 
𝜕𝑇

𝜕𝑦
=
𝑇(𝑥, 𝑦 + ∆𝑦, 𝑧, 𝑡) − 𝑇(𝑥, 𝑦 − ∆𝑦, 𝑧, 𝑡)

2∆𝑦
 

(7) 

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
=
𝑇(𝑥, 𝑦 + ∆𝑦, 𝑧, 𝑡) + 𝑇(𝑥, 𝑦 − ∆𝑦, 𝑧, 𝑡)

(∆𝑦)2
 

      −
2𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

(∆𝑦)2
 

 (8) 𝜕𝑇

𝜕𝑧
=
𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧 + ∆𝑧, 𝑡) − 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧 − ∆𝑧, 𝑡)

2∆𝑧
 

(9) 

𝜕2𝑇

𝜕𝑧2
=
𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧 + ∆𝑧, 𝑡) + 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧 − ∆𝑧, 𝑡)

(∆𝑧)2
 

                                                       −
2𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

(∆𝑧)2
 

های دیفرانسیلی موجود تاز روش اف اف تی، عبارهمچنین، با استفاده 

 صورت زیر نوشت:توان بهرا می (9)-(4) در روابط

(10) 

𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = ∑ �̂�𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)

𝑁

𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧=1

 

                                  × 𝑒𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧) 

(11) 

𝑇(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = ∑ �̂�𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)

𝑁

𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧=1

 

                                    × 𝑒𝑖(𝑘𝑥(𝑥+∆𝑥)+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧) 

 (12) 

𝑇(𝑥 − ∆𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = ∑ �̂�𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)

𝑁

𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧=1

 

                                     × 𝑒𝑖(𝑘𝑥(𝑥−∆𝑥)+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧) 

 (13) 

𝑇(𝑥, 𝑦 + ∆𝑦, 𝑧, 𝑡) = ∑ �̂�𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)

𝑁

𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧=1

 

                                     × 𝑒𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦(𝑦+∆𝑦)+𝑘𝑧𝑧) 

(14) 

𝑇(𝑥, 𝑦 − ∆𝑦, 𝑧, 𝑡) = ∑ �̂�𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)

𝑁

𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧=1

 

                                     × 𝑒𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦(𝑦−∆𝑦)+𝑘𝑧𝑧) 

(15) 

𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧 + ∆𝑧, 𝑡) = ∑ �̂�𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)

𝑁

𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧=1

 

                                     ×  𝑒
𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧(𝑧+∆𝑧)) 

(16) 

𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧 − ∆𝑧, 𝑡) = ∑ �̂�𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)

𝑁

𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧=1

 

                                     × 𝑒
𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧(𝑧−∆𝑧)) 
های منبع حرارتی، عبارتتوان در این راستا، با استفاده از اف اف تی می

صورت زیر بیان ضریب هدایت حرارتی، چگالی و ظرفیت گرمایی ویژه را به

 نمود:

(17) 

�̇�(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = ∑ �̇̂�𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)

𝑁

𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧=1

 

                                   × 𝑒3𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧) 

(18) 𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝑘0𝑒
2𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧)

𝑁

𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧=1

 

(19) 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝜌0𝑒
𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧)

𝑁

𝑘𝑥=𝑘𝑦=𝑘𝑧=1

 

(20) 𝑐𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝑐𝑝0𝑒
𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧)

𝑁

𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧=1

 

ها از عدد موج متفاوتی استفاده شده در حقیقت، برای برخی از عبارت

ی ها در رابطهو استفاده از آن (4)-(20)است. اکنون، با در نظر گرفتن روابط 

های مشتق معمولی است و به راحتی ( که ترکیبی از معادله21ی )، معادله(2)

آید. همچنین در این دست میتوان آن را به فرم فضای حالت  نوشت، بهمی

 شود که معادله فقط دارای بخش زمانی است.رابطه مشاهده می

∑ [
𝑑�̂�𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)

d𝑡
= (

(𝑒𝑖𝑘𝑥∆𝑥 − 𝑒−𝑖𝑘𝑥∆𝑥)2

4(∆𝑥)2

𝑁

𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧=1

 

        +
(𝑒𝑖𝑘𝑦∆𝑦 − 𝑒−𝑖𝑘𝑦∆𝑦)2

4(∆𝑦)2
+
(𝑒𝑖𝑘𝑧∆𝑧 − 𝑒−𝑖𝑘𝑧∆𝑧)2

4(∆𝑧)2
 

        +
𝑒𝑖𝑘𝑥∆𝑥 + 𝑒−𝑖𝑘𝑥∆𝑥 − 2

(∆𝑥)2
+
𝑒𝑖𝑘𝑦∆𝑦 + 𝑒−𝑖𝑘𝑦∆𝑦 − 2

(∆𝑦)2
 

 [
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         +
𝑒𝑖𝑘𝑧∆𝑧 + 𝑒−𝑖𝑘𝑧∆𝑧 − 2

(∆𝑧)2
) 

𝑘0
𝜌0𝑐𝑝0

�̂�𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡) 

(21)          +
1

𝜌0𝑐𝑝0
�̇̂�𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)] 𝑒

𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧) 

 سازی است:قابل ساده (22)ی که به صورت رابطه

(22) 

∑ [
𝑑�̂�𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)

d𝑡
=

𝑘0
𝜌0𝑐𝑝0

(
− sin2(𝑘𝑥∆𝑥)

(∆𝑥)2

𝑁

𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧=1

 

         −
sin2(𝑘𝑦∆𝑦)

(∆𝑦)2
−
sin2(𝑘𝑧∆𝑧)

(∆𝑧)2

+
2 cos(𝑘𝑥∆𝑥) − 2

(∆𝑥)2
 

          +
2 cos(𝑘𝑦∆𝑦) − 2

(∆𝑦)2

+
2 cos(𝑘𝑧∆𝑧) − 2

(∆𝑧)2
) �̂�𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡) 

           +
1

𝜌0𝑐𝑝0
�̇̂�𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧(𝑡)] 𝑒

𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘𝑧𝑧) 

ی ترکیب اعداد کنندهصورت شاخصی که مشخصبه �̅�فرض کنید که 

𝑘𝑥موج  = 1, 2, … ,𝑁 ،𝑘𝑦 = 1, 2,… , 𝑁  و𝑘𝑧 = 1, 2, … ,𝑁  در

های مختلف دستگاه مختصات کارتزین است، تعریف شود. در این راستا، جهت

�̅� = 1, 2, 3, … , 𝑁3 ازای هر این معنا که به شود؛ بهدر نظر گرفته می

شود. اختصاص داده می �̅�یک عدد طبیعی به شاخص  ،𝑘𝑧و  𝑘𝑥 ،𝑘𝑦 ترکیب

این  یان شده است. برسازی نوشتار بساده منظوربه �̅�در حقیقت، 

�̂��̅�اساس، = �̂�𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧   و�̇̂��̅� = �̇̂�𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧 شود.در نظر گرفته می 

بعدی ناهمگن ، دینامیک تغییرات دما در ورق سه(22)ی براساس رابطه

ی دیفرانسیل معمولی زمانی نوشت که معادله 𝑁3صورت ترکیبتوان بهرا می

مشخص استخراج شده است. این معادله  �̅�هرکدام از این معادلات برای یک 

 صورت فضای حالت زیر نیز قابل بیان است:به

(23) �̇̂��̅�(𝑡) = 𝐴�̅��̂��̅�(𝑡) + 𝐵�̅� �̇̂��̅�(𝑡),  
 شود،محاسبه می (25)و  (24)به صورت روابط  𝐵�̅�و  𝐴�̅�که در آن 

(24) 

𝐴�̅� =
𝑘0
𝜌0𝑐𝑝0

(−
sin2(𝑘𝑥∆𝑥)

(∆𝑥)2
 −
sin2(𝑘𝑦∆𝑦)

(∆𝑦)2
 −
sin2(𝑘𝑧∆𝑧)

(∆𝑧)2
 

+
2 cos(𝑘𝑥∆𝑥) − 2

(∆𝑥)2

+
 2 cos(𝑘𝑦∆𝑦) − 2

(∆𝑦)2
+
2 cos(𝑘𝑧∆𝑧) − 2

(∆𝑧)2
) 

(25) 𝐵�̅� =
1

𝜌0𝑐𝑝0
. 

 روش کنترلی پیشنهادی -4

های دیگر آنجایی که روش عدد موج اصلاح شده با دقت بالا نسبت به روشاز 

پردازد، ها میسازی آنبه حل معادلات دیفرانسیل جزئی و در نتیجه گسسته

 (23)و (2) های ی پایدارساز و ردگیر برای سیستمکنندهطراحی کنترل

ی کنندهاز کنترل (23)معادل است. در این راستا، برای پایدارسازی رابطه 

تعریف شده است،  (26)صورت رابطه خطی بازخورد حالت بهینه که به

 شود:استفاده می
(26) �̇̂��̅� = −𝐾�̅��̂��̅�(𝑡) 

صورت رابطه به �̅�ازای هر بسته بهی حلقهتوان معادلهبه این ترتیب، می

 نوشت: (27)

(27) �̇̂��̅�(𝑡) = (𝐴�̅� − 𝐵�̅�𝐾�̅�)�̂��̅�(𝑡) 

 کنترلی متناظر با عدد موج برآیندی ، معرف بهره𝐾�̅�که در این رابطه 
 

�̅�𝑡ℎ  است. به منظور ردگیری یک ورودی مرجع خاص، اضافه نمودن یک

شود. برای این منظور، میورودی پیشخوراند به این ورودی پایدارساز پیشنهاد 

,𝑇𝑑(𝑥ی زمانی ورودی مرجع با توجه به مشخص بودن تاریخچه 𝑦, 𝑧, 𝑡)   در

ی مطلوب ضرائب فوریه گرفتن اف اف تی از آن،فضای مکانی مورد نظر و 

�̂�𝑑�̅�(𝑡) بنابراین، در شودمتناظر با آن در اعداد موج مختلف محاسبه می .

 توان نوشت،ب سیستم میشرایط تعادل و ماندگاری مطلو

(28) 
[

0
�̂�𝑑�̅�(𝑡)

] = [
𝐴�̅� 𝐵�̅�
1 0

] [
�̂��̅�
∗(𝑡)

�̇̂��̅�
∗(𝑡)

]. 

�̂��̅�جا، در این
∗(𝑡)  و�̇̂��̅�

∗(𝑡)میزان شار حرارت  ترتیب، توزیع دما و، به

 (29)باشد. این مقادیر تعادلی از حل دستگاه رابطه ورودی در حالت تعادل می

 شود:محاسبه می

(29) 
[
�̂��̅�
∗(𝑡)

�̇̂��̅�
∗(𝑡)

] = [
𝐴�̅� 𝐵�̅�
1 0

]
−1

[
0
𝑇𝑑
] 

 (30)صورت رابطه بر این اساس، ورودی کنترلی برای این سیستم به

 شود:اصلاح می

(30) �̇̂��̅�(𝑡) = −𝐾�̅� (�̂��̅�(𝑡) − �̂��̅�
∗(𝑡)) + �̇̂��̅�

∗(𝑡). 

در فضای فوریه  �̇̂��̅�(𝑡)که ورودی کنترلی با توجه به این. 1ملاحظه 

بیان شده است، باید به فضای فیزیکی منتقل شود؛ برای رسیدن به این هدف، 

 شود. از تبدیل معکوس فوریه استفاده می

ی دوم خطی که در ی مرتبهکنندهدر ادامه با استفاده از روش تنظیم

 𝐾�̅�های کنترلی محلی گیرد، بهرههای کنترلی بهینه قرار میی روشدسته

 شود:معیار یا شاخص عملکرد زیر تعریف میکار، شود. برای اینی میطراح

(31) 𝐽�̅� = ∫ [�̂��̅�
T(𝑡)𝑄�̅��̂��̅�(𝑡) + �̇̂��̅�

T(𝑡)𝑅�̅� �̇̂��̅�(𝑡)]𝑑𝑡,
∞

0

 

معین و ترتیب مثبت نیمه، به𝑅�̅�و  𝑄�̅�های متقارن در آن ماتریسکه 

𝑄�̅�)مثبت معین  ≥ 0 , 𝑅�̅� > باشد. اکنون، هدف طراحی ( می0

ای که معیار است، به گونه �̇̂��̅�(𝑡)ی خطی بازخورد حالت کنندهکنترل

 برای (31)، (26)ی رابطهکارگیری کمینه شود. با به (31)عملکرد 

�̅� = 1, 2, 3, … , 𝑁3شود:مینوشته  (32)صورت ، به 

(32) 𝐽�̅� = ∫ �̂�𝑘
T(𝑡)[𝑄�̅� + 𝐾�̅�

T𝑅�̅�𝐾�̅�]�̂�𝑘(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

. 

شود، از می  𝐽�̅�شدن  که باعث کمینه 𝐾�̅�ی کنترلی بازخورد حالت بهره

 شود.ی زیر محاسبه میمعادله

(33) 𝐾�̅� = 𝑅�̅�
−1𝐵�̅�

T𝑃�̅� 
�̅�برای   𝑃�̅�در این رابطه،  = 1, 2, 3, … , 𝑁3معین مثبت ماتریس ، یک 

 کند:می صدق(34) ریکاتی  ی جبریمعادله در که است

(34) 𝐴�̅�
T𝑃�̅� + 𝑃�̅�𝐴�̅� − 𝑃�̅�𝐵�̅�𝑅�̅�

−1𝐵�̅�
T𝑃�̅� + 𝑄�̅� = 0 

و  (𝐴�̅�,𝐵�̅�)پذیری جفت توان نشان داد که در صورت کنترلمی

یکتاست  (34)ی معادله 𝑃�̅� ، جواب مثبت معین(𝐴�̅�,𝑄�̅�)جفت  پذیریآشکار

[19]. 

 سازی عددیشبیه -5

گونه که در بخش پیشین کننده، هماندر این پژوهش، برای طراحی کنترل

سازی صورت گرفته و با استفاده از عدد موج اصلاح شده گسستهبیان شد، 

ی مشتقی معمولی زمانی معادلات مشتقی جزئی حاکمه به شماری معادله

ی ها ورودی کنترلی پایدارساز یا ردگیر در حوزهتبدیل و سپس براساس آن

شود. همچنین با استفاده از معکوس فوریه، ورودی کنترلی فوریه طراحی می

شود. ر فضای غیرفیزیکی فوریه طراحی شد، به فضای فیزیکی منتقل میکه د
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در ادامه، برای نشان دادن کارایی روش پیشنهادی، معادلات انتقال حرارت 

سازی بسته شبیههدایت در ورق ضخیم مستطیلی مدرج تابعی، در حالت حلقه

این  های زیادی وجود دارد، که درشود. برای رسیدن به این هدف، روشمی

سازی بخش پژوهش، از روش تفاضل محدود تقریب مرکزی برای گسسته

سازی بخش زمانی کوتا مرتبه چهار برای گسسته-مکانی و از روش رانگ

سازی چشمه حرارتی از طریق الگوریتم استفاده شده است. در این شبیه

گردد، تا سازی به سیستم اعمال میکنترلی طراحی شده و در طول شبیه

توان به دما به حد مطلوب برسد. در این راستا، خواص فیزیکی را می میدان

ی های مختلف در نظر گرفت. در این پژوهش خواص فیزیکی مادهصورت مدل

 صورت نمایی در نظر گرفته شده است؛ در این راستا، ضریباف جی به

 صورتترتیب بهرسانش، چگالی و ظرفیت گرمایی ویژه، به

𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑘0𝑒
𝑥

𝑙𝑒
𝑦

ℎ𝑒
𝑧

𝑤 ، 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜌0𝑒
𝑥

𝑙𝑒
𝑦

ℎ𝑒
𝑧

𝑤 و 

𝑐𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑐𝑝0𝑒
𝑥

𝑙𝑒
𝑦

ℎ𝑒
𝑧

𝑤 هاکه در آن است شده گرفته نظر در 

𝑘0 = 50.16 W m℃⁄ ،𝜌0 = 7854 kg/m3  و𝑐𝑝0 = 434  J/kg℃ 

های های مکانی در جهتثانیه و گام 0.001باشد. همچنین گام زمانی برابر می

𝑥 ،𝑦  و𝑧 صورت به𝑑𝑥 = 𝑑𝑦 = 𝑑𝑧 = 0.01m  .در نظر گرفته شده است

شود. در این مسأله، شرایط مرزی با توجه به دمای مطلوب در نظر گرفته می

 شرایط اولیه سیستم به صورت زیر است:

(35) 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 0) = 0 
شود و کارایی روش پیشنهادی کنترل سازی انجام میدر ادامه چند شبیه

 شود.چند تابع دمای مطلوب مختلف نمایش داده میمیدان دما برای 

ی نامتغیر با صورت رابطهبرای حالت اول، توزیع دمای مطلوب به الف(

 شود:زمان و متناوب زیر در نظر گرفته می
(36) 𝑇𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 100 sin 𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧 

 𝑥𝑦دمای مطلوب را در صفحه موازی با صفحه  توزیع "1شکل "

 دهد.نشان می z=20dzعبورکننده از نقطه 

و در نقاط متناظر با  𝑥توزیع دمای سیستم در جهت  "2شکل "در 

 𝑦 = 𝑧 = 20𝑑𝑧  شکل"در شماری زمان نشان داده شده است. همچنین در 

نمایش داده شده  𝑧و  𝑦های توزیع دمای دمای سیستم در جهت "4و  3

 است.

عبور  xy ای سیستم در صفحه موازی باتوزیع دم "7تا  5های شکل"در 

 در گذر زمان نشان داده شده است. z=20dzی کننده از نقطه

شود، پس از گذشت زمان های قبل مشاهده میگونه که در شکلهمان

 ( رسیده است.1اندکی توزیع دما به توزیع دمای مطلوب )شکل 

 نامتغیر بای صورت رابطهبرای حالت دوم، توزیع دمای مطلوب به ب(

 شود:زمان و نامتناوب زیر در نظر گرفته می
 

 
Fig. 1 Desired temperature distribution in 𝑥𝑦 plane and the 1st 

simulation 
 یگذرنده از نقطه 𝑥𝑦ی توزیع دمای مطلوب در صفحه موازی با صفحه 1شکل 

 𝑧 = .20𝑑𝑧سازی نخست. در شبیه 

 
Fig. 2 The system response in 𝑥 Direction and the 1st simulation 

 سازی نخستدر شبیه 𝑥 پاسخ سیستم در جهت  2شکل 

 
Fig. 3 The system response in 𝑦 Direction and the 1st simulation 

 سازی نخستدر شبیه 𝑦پاسخ سیستم در جهت  3شکل 

 
Fig. 4 The system response in 𝑧 Direction and the 1st simulation 

 سازی نخستدر شبیه𝑧 پاسخ سیستم در جهت  4شکل 

 
Fig. 5 The system response in 𝑥𝑦 plane & 𝑛𝑡 = 100 in the 1st 

simulation 
𝑛𝑡و  𝑥𝑦ی پاسخ سیستم در صفحه 5شکل  =  سازی نخستدر شبیه 100
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Fig. 6 The system response in 𝑥𝑦 plane & 𝑛𝑡 = 500  in the 1st 

simulation 
𝑛𝑡 و  𝑥𝑦  پاسخ سیستم در صفحه 6شکل  =  سازی نخستدر شبیه 500

 
Fig. 7 The system response in 𝑥𝑦 plane & 𝑛𝑡 = 1000  in the 1st 

simulation 
𝑛𝑡و  𝑥𝑦پاسخ سیستم در صفحه  7شکل  =  سازی نخستدر شبیه 1000

(37) 𝑇𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 100 cos 𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧 + 3𝑥𝑦𝑧 

عبورکننده از نقطه  xyتوزیع دمای مطلوب را در صفحه  "8شکل "

z=20dz دهد.نشان می 

و در نقااط متنااظر باا  xتوزیع دماای سیساتم در جهات  "9شکل "در 

y=z=20dz سازی نشان داده شده اسات. همچناین در شماری زمان از شبیه

نماایش  zو  yهاای توزیع دمای سیساتم در جهات "11و  10های شکل"در 

 داده شده است.

 xy توزیااع دمااای سیسااتم را در صاافحه "14تااا  12های شااکل"در 

-هماان در شماری زمان نشان داده شده اسات. z=20dzعبورکننده از نقطه 

شود، پس از گذشت زمان اندکی توزیاع گونه که در این نمودارها مشاهده می

 رسد.مطلوب می دما به توزیع دمای

با توجه به نمودارهای نمایش داده شده در سه حالت متفاوت مشاهده 

 زمان کوتاهی به توزیعشود که توزیع دما از شرایط اولیه بعد از مدت می
 

 
Fig. 8 Desired temperature distribution in 𝑥𝑦 plane in th 2nd simulation 

 سازی دومدر شبیه𝑥𝑦 توزیع دمای مطلوب در صفحه موازی با  8شکل 

 
Fig. 9 The system response in 𝑥 Direction for the 2nd simulation 

 سازی دومدر شبیه 𝑥 پاسخ سیستم در جهت  9شکل 

 
Fig. 10 The system response in 𝑦 Direction for the 2nd simulation 

 سازی دومدر شبیه 𝑦 پاسخ سیستم در جهت  10شکل 

 
Fig. 11 The system response in 𝑧 Direction for the 2nd simulation 

 سازی دومدر شبیه 𝑧 پاسخ سیستم در جهت  11شکل 
 

 رسد.میدمای مطلوب 

ی متغیر با زمان صورت رابطه( برای حالت سوم، توزیع دمای مطلوب بهد

های پیشین در این است سازیشود. تفاوت آن با شبیهمی زیر در نظر گرفته

 باشد:که تابعی نامتناوب است، میای صورت پلهکه تغییرات دمای مطلوب به

(38) 

𝑇𝑑 = {

10                            0 ≤ 𝑡 ≤ 1
 100                            1 < 𝑡 ≤ 2  
50                              2 < 𝑡 ≤ 3
200                         3 < 𝑡 ≤ 4
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Fig. 12 The system response in 𝑥𝑦 plane & 𝑛𝑡 = 100 for the 2nd 

simulation 
 پاسخ سیستم در صفحه 12شکل 

 
𝑥𝑦  و𝑛𝑡 =  سازی دومدر شبیه 100

Fig.13 The system response in xy plane & nt = 200 for the 2nd 

simulation 
 پاسخ سیستم در صفحه 13شکل 

 
𝑥𝑦  و𝑛𝑡 =  سازی دومدر شبیه 200

 
Fig. 14 The system response in xy plane & nt = 1000  for the 2nd 

simulation 
 پاسخ سیستم در صفحه 14شکل 

 
𝑥𝑦  و𝑛𝑡 =  سازی دومدر شبیه 1000

صورت زیر در نظر گرفته شده که در این حالت، همچنین شرایط مرزی به

 متناوب نیست:

(39) 

𝑇𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

{
  
 

  
 

𝑇(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0

 𝑇(𝐿, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 50

𝑇(𝑥, 0, 𝑧, 𝑡) = 10
   𝑇(𝑥, 𝐻, 𝑧, 𝑡) = 100
𝑇(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 20

    𝑇(𝑥, 𝑦,𝑊, 𝑡) = 150

 

 x=20dxای از این ورق ضخیم با مختصات دما در نقطه "15شکل "در 

،y=20dy  وz=20dz .در طول زمان نشان داده شده است 

توزیع دمای سیستم را در یک خط عبور کننده از نقاط  "16شکل "

در طول زمان نمایش  xدر جهت محور  z=20dzو  y=20dyمتناظر با 

 و میل به سمت تابع هدف رادهد. به عبارتی این نمودار روند تغییرات دما می

 دهد.ر طول زمان نشان مید xخط در جهت  روی یک

 
Fig. 15 The system response in a point of plate & 0 ≤ time ≤ 4.0 for 

the 3rd simulation 
 سازی سومپاسخ سیستم در یک نقطه در طول زمان در شبیه 15شکل 

 
Fig. 16 The system response in 𝑥 Direction & 0 ≤ time ≤ 4𝑠𝑒𝑐 for the 

3rd simulation 

سازی ثانیه در شبیه 4در مدت زمان و 𝑥 توزیع دما روی یک خط در جهت  16شکل 

 سوم

پیشنهادی برخلاف روش مبتنی بر تبدیل سریع فوریه که فقط  بنابراین، روش

برای شرایط مرزی متناوب است، توانایی پایدارسازی و همچنین تنظیم 

 های با شرایط مرزی نامتناوب نیز دارد.خروجی سیستم را در حالت

 گیرینتیجه -6

مقاله، روشی برای کنترل گسترده میدان دما در ورقی ضخیم از جنس در این 

مدرج تابعی پیشنهاد شد. در این راستا، نخست با استفاده از روش عدد موج 

باشد، اصلاح شده که ترکیب دو روش تبدیل سریع فوریه و تفاضل محدود می

ای از ی مشتق جزئی حاکم بر سیستم تحت کنترل به مجموعهمعادله

دلات مشتق معمولی تبدیل شد که هر کدام از این معادلات مشتق معا

معمولی مربوط به ترکیبی خاص از اعداد موج راستاهای مختلف دستگاه 

مختصات کارتزین بود. سپس برای پایدارسازی دینامیک هر کدام از این 

ی خطی فیدبک حالت بهینه استفاده شد. همچنین کنندهمعادلات، از کنترل

کننده پیشنهاد شد. ی تولید ورودی کنترلی ردیاب یا تنظیمروشی برا

های خوب های عددی، کارایی روش پیشنهادی، مانند مشخصهسازیشبیه

پاسخ گذرا و همچنین خطای حالت ماندگار کوچک در دنبال کردن 
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