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ِٚیٗ ثبس دس ایي هقالِ،   ػبصی ٔشصٞبی  ؿجىٝ ثِٛشضٔٗ ثشای ؿجیٝ -سٚؽ ػیبَ سٚح ثشای اػٕبَ ٔشصٞبی ٔٙحٙی حشاسسی ٔشحشن، ثشای ا

بِ ّای داهٌِ جاهذ دس هشصّای هتحشک دس ّش تکشاس تعذادی اص گشُٔٙحٙی، ثب یه سٚؽ ؿبسط ٔدذد ثش ٔجٙبی ثشٚ٘یبثی، سّفیك ؿذٜ اػز. 
شَد. بشای ّایی اص سٍش شاسط هجذد استفادُ هیگزاسًذ کِ بشای تخویي تَابع تَصیع هجَْل اًشطی ٍ چگالی دس چٌیي گشُداهٌِ سیال گام هی

هشکض ٍ ّا، هسألِ جابجایی طبیعی بیي دٍ سیلٌذس ّنساصی شذُ است. اص جولِ ایي هسألِ بشسسی صحت سٍش اسائِ شذُ، چٌذیي هسألِ شبیِ
شبکِ بَلتضهي با صهاى آسَدگی  -هشکض ٍ ّوچٌیي اًتقال حشاست اص سیلٌذس دسٍى جشیاى آصاد است کِ جْت اعتباس سٌجی سٍش سیال سٍحغیشّن

ساصی هشصّای هٌحٌی ّیذسٍدیٌاهیکی ٍ حشاستی استفادُ شذُ است. ّوچٌیي بشای بشسسی صحت سٍش شاسط هجذد بِ کاس شبیِدس چٌذ گاًِ 
ال عوَدی شذُ است. ًتایج ًشاى دٌّذُ تَاًایی سٍش سیال سٍح الِ، هسألِ تِ ًشیٌی یک رسُ سشد ّنگشفتِ شذُ دس ایي هق دها دس یک کاً

 ساصی هشصّای هتحشک حشاستی با دقت بالا است. ّوشاُ با سٍش شاسط هجذد دس سٍش شبکِ بَلتضهي بشای شبیِ

 کلیذ ٍاطگاى:
 شبکِ بَلتضهي حشاستی

 سیال سٍح

 حشاستی دسیچلت ٍ ًیَهيششایط هشصی 
 هیاًیابی دٍ خطی
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  In this article, the ghost fluid-lattice Boltzmann method, used to simulate the curved boundaries is 

combined with an extrapolation based refilling method to cope with the moving curved boundaries, 

where in each iteration some of the solid nodes step into the fluid domain. The refilling method is used 

to approximate the unknown density and internal energy distribution functions of such solid nodes. To 

examine the accuracy of the presented method, several case studies are considered. From those case 

studies, natural convection problem between two concentric and eccentric cylinders as well as heat 

transfer from a cylinder in a cross flow are considered to validate the ghost-fluid lattice Boltzmann 

method used to simulate the hydrodynamic and thermal conditions at the curved boundaries. To test the 

accuracy of the employed refilling method, sedimentation of a single isothermal cold particle in a 

vertical channel is investigated. The results show that the presented ghost fluid-lattice Boltzmann 

method with refilling is capable of simulating the moving thermal curved boundaries with excellent 

accuracy. 
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 مقدمه 1- 

ٞیذسٚدیٙبٔیىی ٚ حشاسسی ػیبَ ثش سٚی ػغٛح ٔٙحٙی ػبصی خشیبٖ ؿجیٝ

ٔشحشن دس ثؼیبسی اص وبسثشدٞبی كٙؼشی ثٝ ػٙٛاٖ ٔثبَ یه سٛح فّضی داؽ 

وٗ دس  سٚد، ػیّٙذسٞبی خـهوبسی دس یه ػیبَ ػشد فشٚ ٔی وٝ ثشای خٙه
ٞبی سٛسثیٗ ٚ ِٛاصْ   وبسی دشٜ كٙبیغ ؿیٕیبیی، وبغز ٚ ٘ؼبخی، ٕٞچٙیٗ خٙه

ٕٞیز صیبدی داسد. اػٕبَ ؿشایظ ٔشصی ٞیذسٚدیٙبٔیىی ٚ اِىششٚ٘یىی ا

، ثٝ ػّز ػذْ 1ٞبی دوبسسیای، دس ؿجىٝحشاسسی دس چٙیٗ ٔشصٞبی دیچیذٜ

                                                                                                                                           
1 Cartesian grid 

ػجٛس ٔشص اص ٘مبط ؿجىٝ، ثب ٔـىلاسی ٕٞشاٜ اػز. ایٗ ٔـىلار ٘ٝ سٟٙب دس 

ٔب٘ٙذ إِبٖ  2اػشٛوغػبصی ٔؼبدلار ٘بٚیشٞبی ػٙشی وٝ ثش دبیٝ ٌؼؼشٝ سٚؽ

ٚ سفبضُ ٔحذٚد ٞؼشٙذ، ثّىٝ دس سٚؽ ؿجىٝ ثِٛشضٔٗ وٝ ثش دبیٝ حُ  ٔحذٚد

چشا وٝ  [1].ثٙب ؿذٜ اػز ٘یض ٚخٛد داس٘ذ  3ٔؼبدلار ثِٛشضٔٗ ٚ سئٛسی خٙجـی
ثش اػبع ٕٞیٗ ٔبٞیز خٙجـی، سٚؽ ؿجىٝ ثِٛشضٔٗ اػشب٘ذاسد ٔؼبدلار 

 وٙذ.  سا دس ؿجىٝ دوبسسی یىٙٛاخز حُ ٔی ثِٛشضٔٗ

                                                                                                                                           
2 Navier–Stokes equations 
3 Kinetic theory 
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ٞبی ثؼیبسی دس خٟز ثٟجٛد سٛا٘بیی سٚؽ ؿجىٝ   دس دٞٝ اخیش، ٔحممبٖ سلاؽ
اِٚیٗ  [2]ا٘ذ. فّیذٛا ٚ ٞبُ٘   ٞبی ٔٙحٙی ا٘دبْ دادٜ  ػبصی ٔشص ثِٛشضٔٗ دس ؿجیٝ

یبثی ه سٚؽ دشؽ سٚ ثٝ ػمت ٚ ایذٜ ثشٖٚٔحممب٘ی ٞؼشٙذ وٝ سٛا٘ؼشٙذ ثب وٕ

ػبصی وٙٙذ. ایٗ ٔذَ سٛاثغ سٛصیغ، ٔشصٞبی ٔٙحٙی سا دس ؿجىٝ دوبسسی ٔذَ

ثشسػی ٚ سب  [4,3]ٕٞىبساٖ  ٔـىُ ٘بدبیذاسی داؿز وٝ ثؼــذٞب سٛػظ ٔی ٚ
حذ صیبدی ثشعشف ؿذ. دس سحمیمی دیٍش، یه سٚؽ ػبدٜ ٚ دلیك ثب سّفیك 

اسایٝ ؿذ  [5]سٚؽ ا٘ؼىبع سٚ ثٝ ػمت ٚ ٔیب٘یبثی سٛػظ ثٛصیذی ٚ ٕٞىبساٖ 

ؿشط ٔشصی  [6] وٝ سٟٙب ٔحذٚد ثٝ ٔشصٞبی ثبثز ثٛد. لإِٙذ ٚ ٕٞىبساٖ 

ٛ ٚ ٚ ػذغ ٌ ثٛصیذی سا خٟز اػٕبَ ٔشصٞبی ٔشحشن ٌؼششؽ داد٘ذ
سٛاثغ سٛصیغ ٔدَٟٛ سا ثٝ دٚ ثخؾ سؼبدِی ٚ غیش سؼبدِی سمؼیٓ  [7]ٕٞىبساٖ 

یبثی سبثغ سٛصیغ غیش سؼبدِی سا ثشای اػٕبَ ؿشط ػذْ ِغضؽ ٖوشد٘ذ ٚ ایذٜ ثشٚ

 دس ٔشصٞبی ٔٙحٙی اسایٝ وشد٘ذ.

ٞبیی سا ثشای   ػلاٜٚ ثش ٔشصٞبی ٞیذسٚدیٙبٔیىی، ثؼیبسی اص ٔحممبٖ، سٚؽ
اػٕبَ ؿشایظ ٔشصی ٔٙحٙی حشاسسی دس سٚؽ ؿجىٝ ثِٛشضٔٗ دیـٟٙبد ٚ 

اٖٛ اِٚیٗ ٔغبِؼٝ دس ایٗ صٔ  [8]یٙٝ ٞٛاً٘ ٚ ٕٞىبساٖ ثشسػی وشد٘ذ. ثٝ ػٙ

سا ثشای اػٕبَ ؿشط ٔشصی حشاسسی سٚی ٔشصٞبی  [7]سٚؽ ٌٛ ٚ ٕٞىبساٖ 

ػبصی ثشای ؿجیٝ [9]ای دیٍش طاً٘ ٚ ٕٞىبساٖ  ٔٙحٙی سٛػؼٝ داد٘ذ. دس ٔغبِؼٝ
ؿشط ٔشصی ٔٙحٙی، یه سٚؽ ثب دلز ٔشسجٝ اَٚ ثب اػشفبدٜ اص سٚؽ سفبضُ 

ٞب، ٔثبِی ثشای اػشفبدٜ اص سٚؽ  ٔحذٚد اسایٝ داد٘ذ. ٞیچىذاْ اص ایٗ ٔغبِؼٝ

 ا٘ذ. خٛد خٟز اػٕبَ ٔشصٞبی ٔٙحٙی ثب ؿشط حشاسسی ٘یٛٔٗ اسائٝ ٘ذادٜ

وٝ دس ثشخٛسد ثب ٔشصٞبی ٔٙحٙی ثؼیبس وبسآٔذ اػز، سٚیىشد دیٍشی 
ثٝ ؿجىٝ  [10]اػز وٝ ثشای اِٚیٗ ثبس سٛػظ سیٛاسی ٚ ٚ٘ىب  1سٚؽ ػیبَ سٚح

ػبصی  ٞبی ایٗ سٚؽ ثشای ؿجیٝثِٛشضٔٗ ٚاسد ؿذ ٚ ػذغ ٔحممبٖ سٛا٘بیی

ٞبی ایٗ سٚؽ سا ٘ؼجز ٞبیی ثب ٔشصٞبی ٔشحشن ثشسػی وشدٜ ٚ ثشسشی خشیبٖ

. خضاػّی ٚ ٕٞىبساٖ [12,11]ٞبی ٔٛخٛد سا ثٝ اثجبر سػب٘ذ٘ذ  ثٝ دیٍش سٚؽ
ػبصی ؿشایظ ٔشص  ٘یض ثشای اِٚیٗ ثبس اص سٚؽ ػیبَ سٚح ثشای ؿجیٝ [13]

ثشای  2ٞب اص سٚؽ ٔؼىٛع ٚص٘ی فبكّٝٔٙحٙی حشاسسی اػشفبدٜ وشد٘ذ. آٖ

ٞب، ثؼضی اص ٔیب٘یبثی ٔمبدیش دس ٘مبط سلٛیش اػشفبدٜ وشد٘ذ. دس سٚؽ آٖ

َ وٓ ٞبی ػیبٔب٘ٙذ ٍٞٙبٔی وٝ فبكّٝ ٘مغٝ سلٛیش ٚ یىی اص ٌشٜ-ٞب  ٔٛلؼیز
ٞبی ٕٞؼبیٝ سلٛیش دسٖٚ دأٙٝ خبٔذ ٞبیی وٝ یىی اص ٌشٜ ثبؿذ ٚ یب ٔٛلؼیز

-ٚخٛد داسد وٝ ٘یبص ثٝ ٔلاحظبر خبكی داس٘ذ. آٟ٘ب سٚؽ -لشاس داؿشٝ ثبؿذ

ٞبی خبف دیـٟٙبد وشد٘ذ وٝ اِجشٝ دبیذاسی  ٞبیی ثشای ثشخٛسد ثب ایٗ ٔٛلؼیز

 داد.ٞب سا وبٞؾ ٔیػبصیٚ دلز ؿجیٝ
خضاػّی ٚ  دس ٔغبِؼٝ ای ضٕٗ ٘مذ سٚؽ [14] ىبسأٖظفشی ٚ ٕٞ

صی دسیچّز ٚ ، سٚؽ ػیبَ سٚح سا خٟز اػٕبَ ؿشایظ ٔش[13]ىبساٖ ٕٞ

٘یٛٔٗ دس ؿجىٝ ثِٛشضٔٗ ثب سٚیىشدی خذیذ سٛػؼٝ داد٘ذ. ثب سٛخٝ ثٝ آخشیٗ 

( اسایٝ ؿذٜ GF-LBM) 3ؿجىٝ ثِٛشضٔٗ-اعلاػبر ٘ٛیؼٙذٜ، سٚؽ ػیبَ سٚح
، سٟٙب سٚؿی اػز وٝ ثٝ آػب٘ی ٞش دٚ ؿشایظ [14]سٛػظ ٔظفشی ٚ ٕٞىبساٖ 

وٙذ. ایٗ سٚؽ اص ٔشصی ٘یٛٔٗ ٚ دسیچّز سا سٚی ٔشصٞبی ٔٙحٙی اػٕبَ ٔی

ٞبی خبف دیؾ  وٙذ وٝ ثٝ خٛثی ٔٛلؼیزیه ٔیب٘یبثی دٚ خغی اػشفبدٜ ٔی

 دٞذ.   آٔذٜ ٍٞٙبْ ٔیب٘یبثی ٔمبدیش ٔبوشٚػىذی دس ٘مبط سلٛیش سا دٛؿؾ ٔی

 4دس سٚؽ خٛد اص ٔذَ صٔبٖ آػٛدٌی یىٙٛاخز [14]ٔظفشی ٚ ٕٞىبساٖ 

ثشای سٛاثغ سٛصیغ چٍبِی ٚ ا٘شطی اػشفبدٜ وشد٘ذ. ٞشچٙذ ٔذَ صٔبٖ آػٛدٌی 

وٙذ، أب ػبصی ٔی یىٙٛاخز ػبدٜ سشیٗ سٚؿی اػز وٝ ادشاسٛس ثشخٛسد سا ؿجیٝ

                                                                                                                                           
1 Ghost fluid 
2 Inverse Distance Weighted 
3 Ghost Fluid-lattice Boltzmann method (GF-LBM) 
4 Single relaxation time (SRT) 

ٞبی فـبس ٘بخٛاػشٝ دس ٗ سٚؽ ثبػث ثی ثجبسی ػذدی ٚ ٕٞچٙیٗ ایدبد ٔٛجای
ٞبی سشاوٓ ٞبی سشاوٓ ٘بدزیش ثب اػذاد سیِٙٛذص ثبلا ٚ یب خشیبٖ ػبصی خشیبٖ ؿجیٝ

ؿٛد. ثشای سفغ ایٗ ٔـىلار سٚؽ ؿجىٝ ثِٛشضٔٗ ٘بدزیش ػجٛسی اص ٔٛا٘غ ٔی

اسایٝ ؿذ ٚ  [15]ٞٛٔیش  ( ثشای اِٚیٗ ثبس سٛػظMRT) 5ثب صٔبٖ آسأؾ چٙذٌب٘ٝ

ثٝ  MRTٔٛسد ثشسػی لشاس ٌشفز. ثؼذ اص آٖ  [1] ػذغ سٛػظ لإِٙذ ٚ ِٛ
ؿذ ٚ ٔٛسد اػشفبدٜ  ؿٙبخشٝ SRTػٙٛاٖ سٚؿی ٔٙبػت ثشای غّجٝ ثش ٔـىلار 

ثشای سٛاثغ سٛصیغ چٍبِی ٚ اص  MRTلشاس ٌشفز. دس ایٗ ٔغبِؼٝ اص ٔذَ 

 ثشای سٛاثغ سٛصیغ ا٘شطی اػشفبدٜ ؿذٜ اػز. SRTٔذَ

ٞبی دوبسسی، دیچیذٜ سش اص  ثشسػی ٔشصٞبی ٔٙحٙی ٔشحشن دس ؿجىٝ
ٞبی  حبِشی اػز وٝ ٔشص ػبوٗ اػز، چشا وٝ دس ٞش سىشاس سؼذادی اص ٌشٜ

ٞبی ػذدی ٔشؼذدی  ٌزاس٘ذ. سٚؽدأٙٝ خبٔذ ثٝ دأٙٝ ػیبَ ٌبْ ٔی دسٖٚ

ثشای اػٕبَ ٔشصٞبی ٔٙحٙی ٔشحشن ٚخٛد داس٘ذ وٝ ثش اػبع ؿجىٝ ثٙذی 

ػبصی ٔشصٞبی ٔٙحٙی ٔشحشن  ٞب ثشای ؿجیٝٔٙغجك ثش ثذ٘ٝ ٞؼشٙذ. ایٗ سٚؽ
ٔؼٕٛلا ٘یبص ثٝ ؿجىٝ ثٙذی ٔدذد داس٘ذ ٚ ثٝ ٕٞیٗ دِیُ ٞضیٙٝ ٔحبػجبسی 

 6لاٌشا٘ظ دِخٛاٜ-ٞبی اٚیّشسٛاٖ ثٝ سٚؽٞب ٔیبلایی داس٘ذ. اص خّٕٝ ایٗ سٚؽث

(ALE) ٚ  ٞش چٙذ دس [17,16]إِبٖ ٔحذٚد ٚ حدٓ ٔحذٚد اؿبسٜ وشد .

ٞب  ٞبیی ثشای سفغ ٘یبص ثٝ ؿجىٝ ثٙذی ٔدذد دس ایٗ سٚؽٞبی اخیش سٚؽ ػبَ
ؿجىٝ ، اػشفبدٜ اص سٚؽ ؿجىٝ ثِٛشضٔٗ وٝ اػبػب اص [17]اثذاع ؿذٜ اػز 

-سٛا٘ذ ثشای ؿجیٝای اػز، ٔیوٙذ ٚ داسای اٍِٛسیشٓ ػبدٜوبسسضیٗ اػشفبدٜ ٔی

ػبصی ٔشصٞبی دیچیذٜ ٔشحشن ثؼیبس ٔفیذ ثبؿذ. ثذیٗ ٔٙظٛس، ثشای اِٚیٗ ثبس 

اػشفبدٜ ٔشصٞبی ٔٙحٙی ٔشحشن ٞیذسٚدیٙبٔیىی سا ثب  [6] لإِٙذ ٚ ٕٞىبساٖ
د ػبصی وشد٘ذ. ثؼذ اص آٖ دس ؿجىٝ ثِٛشضٔٗ ؿجیٝ 7اص سٚؽ ؿبسط ٔدذ

ػبصی ٔشصٞبی  ٞبی خذیذ ثشای ؿجیٝ ٞبی دیٍشی ثشای ؿبسط ٔدذد ٌشٜ سٚؽ

 .[19,18]ٔشحشن ٞیذسٚدیٙبٔیىی اسایٝ ؿذ 

ػبصی  ٞبی ا٘دبْ ؿذٜ، ٔغبِؼٝ حبضش اِٚیٗ سلاؽ ثشای ؿجیٝ عجك ثشسػی
ٌشفشٗ سٚؽ ؿبسط ٔدذد ٚ حشاسسی ٔشصٞبی ٔشحشن دیچیذٜ ثب دس ٘ظش 

( دس GF-LBMؿجىٝ ثِٛشضٔٗ )-ٕٞچٙیٗ اػشفبدٜ اص سٚؽ وبسآٔذ ػیبَ سٚح

-ٔشص ٔشحشن حشاسسی اػز. ایٗ دس حبِی اػز وٝ دس ٔغبِؼبر دیـیٗ، سٚؽ

ػبصی ؿشایظ ٔشصی حشاسسی دسیچّز ٚ ٘یٛٔٗ دس  ٞبی ٔخشّفی ثشای ؿجیٝ
 . [21,20,8]ٔشصٞبی ٔٙحٙی غیش ٔشحشن اسایٝ ؿذٜ اػز 

٘ـؼز یه رسٜ سا ثب ٔشص حشاسسی دٔب ثبثز  [22] ٞبؿٕی ٚ ٕٞىبساٖ

ػبصی وشد٘ذ. ایٗ ٘ٛیؼٙذٌبٖ فشم وشد٘ذ وٝ ٕٞٛاسٜ ٔشص ٔٙحٙی  ؿجیٝ

ٌیشد. لبثُ روش اػز وٝ فشم ٞبی ؿجىٝ لشاس ٔیحشاسسی دلیمب دس ٚػظ ٌشٜ
ٔزوٛس ثب سٛخٝ ثٝ ػشػز غیش یىٙٛاخز رسٜ ٚ یىٙٛاخز ثٛدٖ ؿجىٝ ٔٙغمی 

ای ثٝ سٚؽ اػشفبدٜ ؿذٜ خٟز ؿبسط ٔدذد ٞب ٞیچ اؿبسٜٕٞچٙیٗ آٖ ٘یؼز.

ٞبیی اص خبٔذ وٝ ثٝ دِیُ ٔشحشن ثٛدٖ ٔشص دس ٞش ٌبْ صٔب٘ی ثٝ دأٙٝ ٌشٜ

ثشای  8ٞب اص سٚؽ سجبدَ ٔٛٔٙشٓ ػبدٌٜزاس٘ذ، ٘ىشد٘ذ. ضٕٙبً آٖػیبَ ٌبْ ٔی
 .[23]دٞذ ٔحبػجٝ ٘یشٚ اػشفبدٜ وشد٘ذ وٝ ٘شبیح دسػشی ثذػز ٕ٘ی

ثب سٛخٝ ثٝ ٔغبِت اسایٝ ؿذٜ، دس ایٗ سحمیك ثشای اِٚیٗ ثبس ٔشصٞبی 

ثز ٚ ؿبس ثبثز ٚ ٕٞچٙیٗ ٔٙحٙی ٔشحشن ثب ؿشایظ ٔشصی حشاسسی دٔب ثب

سٛػؼٝ یبفشٝ سٛػظ ٔظفشی ٚ  GF-LBMثب وٕه سٚؽ  ٔشصٞبی ٔشحشن
ػبصی ؿذٜ اػز. دس سٚؽ اسایٝ ؿذٜ، ٔـبثٝ ثب سٚؿی وٝ ؿجیٝ [14] ٕٞىبساٖ

ػبصی ٞیذسٚدیٙبٔیىی خشیبٖ سٚی ثشای ؿجیٝ [6]سٛػظ لإِٙذ ٚ ٕٞىبساٖ 

ٛاثغ سٛصیغ چٍبِی، سٛاثغ سٛصیغ ٔشص دیچیذٜ ٔشحشن اسایٝ ؿذٜ اػز، ػلاٜٚ ثش س

                                                                                                                                           
5 Multi Relaxation Time (MRT) 
6 Arbitrary Lagrangiane Eulerian (ALE) 
7 Refilling method 
8 simple momentum exchange method 
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 َمکاران ي محسه مظفری شمسی سازی مرزَای مىحىی متحرک با اوتقال حرارت شبکٍ بًلتسمه با ريش شارش مجدد برای شبیٍ -ريش سیال ريحترکیب 

 

 562 5، شماره 51، دوره 5936مهندسی مکانیک مدرس، اردیبهشت 
 

ٞبی خبٔذی وٝ دس ٞش سىشاس ثٝ دسٖٚ دأٙٝ ػیبَ ٌبْ  ا٘شطی ٘یض ثشای ٌشٜ

ؿٛ٘ذ. ٕٞچٙیٗ دس ایٗ ٔمبِٝ ثش خلاف ٔمبِٝ لجّی  ٌزاس٘ذ، ٔدذداً ؿبسط ٔیٔی
ثشای سٛاثغ سٛصیغ چٍبِی اػشفبدٜ  MRTاص سمشیت ثشخٛسد  [14]٘ٛیؼٙذٌبٖ 

 داسد.  SRTؿذٜ اػز وٝ دبیذاسی ثیـششی ٘ؼجز ثٝ سٚؽ 

اٛ٘بیی سٚؽ  ، ضٕٗ اسایٝ ایٗ سٚؽ GF-LBMدس ایٗ ٔمبِٝ ثشای ثشسػی س

ٚ ٕٞچٙیٗ سٚؽ ؿبسط ٔدذد، خشیبٖ خبثدبیی عجیؼی ٚ اخجبسی حَٛ چٙذ 
ػبصی ؿذٜ ٚ ػلاٜٚ ثش ٔمبدیش ٔشٛػظ، ٔمبدیش ٔٛضؼی دٔب ٚ  ٞٙذػٝ ؿجیٝ

٘بػّز سٚی ٔشص، ثب ٘شبیح حبكُ اص دیٍش ٔغبِؼبر ٔمبیؼٝ ؿذٜ اػز. ٕٞچٙیٗ 

ٟز ثشسػی كحز سٚؽ ؿبسط ٔدذد اسائٝ ؿذٜ، سٝ ٘ـیٙی یه رسٜ ػشد خ

ٞبی ٔخشّفی وٝ ثٝ اصای اػذاد دٔب دسٖٚ یه وب٘بَ ػٕٛدی ثشای سطیٓٞٓ
ػبصی ؿذٜ اػز ٚ ثب ٔمبیؼٝ ٘شبیح  آیٙذ، ؿجیٌٝشاؿف ٔخشّف ثٝ ٚخٛد ٔی

حبكُ ثب ٘شبیح دیٍش ٔغبِؼبر، سٛا٘بیی سٚؽ ػیبَ سٚح ٕٞشاٜ ثب سٚؽ ؿبسط 

 دذد دس سٚؽ ؿجىٝ ثِٛشضٔٗ ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ اػز.ٔ

 روش شبکه بولتسمن  -2
دس ایٗ ٔمبِٝ اص یه ٔذَ ؿجىٝ ثِٛشضٔٗ دٚ ثؼذی وٝ داسای ٘ٝ ػشػز ٌؼؼشٝ 

( ٚ ٕٞچٙیٗ ٔذَ دٚ سٛصیؼی وٝ اص دٚ ٔدٕٛػٝ سبثغ سٛصیغ، یه D2Q9اػز )
 )سبثغ سٛصیغ ثشای ٔیذاٖ ػشػز 

 
 )ٔب ٚ یه سبثغ سٛصیغ ثشای ٔیذاٖ د (

 
) ،

( اص 1ثشد، اػشفبدٜ ؿذٜ اػز. ٕٞچٙیٗ دس ایٗ ٔمبِٝ ٔغبثك ثب ٔؼبدِٝ )ثٟشٜ ٔی

اٛثغ سٛصیغ چٍبِی ٚ اص سٚؽ MRTسٚؽ  ثشای  SRTثشای ادشاسٛس ثشخٛسد س

  .[24]ادشاسٛس ثشخٛسد سٛاثغ سٛصیغ ا٘شطی اػشفبدٜ ؿذٜ اػز 
 

 اِف( -1)
| 

 
  ⃗             ⟩ | 

 
  ⃗    ⟩   

                               [|       ⟩  |         ⟩] 

 
 ة( -1)

| 
 
  ⃗             ⟩ | 

 
  ⃗    ⟩   

                            
 

  
[|       ⟩  |         ⟩] 

 |وٝ دس ایٗ ٔؼبدلار
 
ثشداس سبثغ سٛصیغ چٍبِی ٚ ثٝ سشسیت ⟨        | ٚ ⟨    ⃗  

٘یض ٔبسشیغ ا٘شمبَ اػز وٝ ثشداس سبثغ سٛصیغ ا٘شطی سا ثٝ فضبی   ا٘شطی اػز.

 .[25]ؿٛد ( ٔحبػجٝ ٔی2وٙذ ٚ اص ٔؼبدِٝ )ٔٛٔٙشٓ ٔٙشمُ ٔی

(2)   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
         
              
             
            
            
            
            
           
           ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 

ثشداس ٔٛٔٙشٓ سؼبدِی اػز  ⟨    ⃗     |ثشداس ٔٛٔٙشٓ ٚ  ⟨    ⃗   |ٕٞچٙیٗ 

 .[25]( ثشاثش اػز 3وٝ ثب ٔؼبدِٝ )

|        ⟩  (               
 
  

 
      

 
  

 
      

  
      

  
    )

 

 

(3) 

 دس ایٗ ٔؼبدِٝ 
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   ،         ( 
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 ،

 
 
       

 
 ، 

  
      

 
   

 
  ، 

  
      

 
   

 
        ⃗ اػز. ٕٞچٙیٗ   

ثشداس ػشػز ٔبوشٚػىذی دس ٔیذاٖ دٚ ثؼذی ٚ 
ٔبسشیغ آسأؾ چٍبِی                                       

. دس ایٗ فشٔٛلاػیٖٛ صٔبٖ آسأؾ ثذٖٚ ثؼذ ⁄         اػز وٝ دس آٖ 

      چٍــبِی ٚ ا٘شطی ثٝ سشسیت ثشاثش 
       ⁄  ٚ      

       ⁄ 

ضشیت دخؾ ٌشٔب اػز. سٛاثغ سٛصیغ   ٚیؼىٛصیشٝ ػیٕٙبسیه ٚ   اػز وٝ 
 )سؼبدِی چٍبِی 

 
 )ٚ ا٘شطی  (  

 
ة( آٔذٜ -1اِف( ٚ )-1وٝ دس ٔؼبدلار ) (  

 .[25]ؿٛ٘ذ ( ٔحبػجٝ ٔی4ٔؼبدلار ) اػز ثٝ وٕه

  اِف( -4)
 
      [  

 

  
     ⃗  
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 ⃗   ⃗ ] 

  ة( -4)
 
      [  

 

  
     ⃗  
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 ⃗   ⃗ ] 

 

سٛصیغ ػشػز ٌؼؼشٝ اػز وٝ ثٝ سشسیت ثب اػشفبدٜ     ضشایت ٚص٘ی ٚ    وٝ 

 .[25]ؿٛ٘ذ  ( ٔحبػجٝ ٔی6( ٚ )5اص ٔؼبدلار )

 

(5)    {
  ⁄                    

    ⁄              

   ⁄              

 

    

{
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+     *     

 

 
+)               

   (*     
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(6) 

 ⁄ √    ػــشػز ٔیىشٚػىذیه رسار ٚ  ⁄      دس ایٗ ٔؼــــبدلار 

ٌبْ    فبكّٝ ؿجىٝ ٚ    ػشػز كٛر دس ؿجىٝ ثِٛشضٔٗ اػز. ٕٞچٙیٗ 

صٔب٘ی اػز وٝ ثشای ػِٟٛز، دس ایٗ ٔمبِٝ ایٗ دٚ ٔمذاس ثشاثش یه دس ٘ظش 
ٞبی ؿٙبٚسی دس اػز. ٕٞچٙیٗ دس ایٗ ٔمبِٝ ثشای سخٕیٗ ٘یشٚی ٌشفشٝ ؿذٜ

ٔؼبئُ ثب خبثدبیی عجیؼی، اص سمشیت ثٛص٘ؼىیٛ اػشفبدٜ ؿذٜ ٚ اص اثشار 

ٌٛ٘ٝ اص ٔؼبیُ ػشػز ٔـخلٝ خشیبٖ  ٘ظش ؿذٜ اػز. دس ایٗ سـؼـغ كشف

ػبصی  ؿٛد وٝ ثشای اعٕیٙبٖ اص ؿجیٝدس ٘ظش ٌشفشٝ ٔی       √  ثشاثش 
دس ٘ظش ٌشفشٝ ؿٛد.  0.1ٔحذٚدٜ سشاوٓ ٘بدزیشی، ایٗ ٔمذاس ثبیذ وٛچىشش اص دس 

ٞبی ؿٙبٚسی دس ٔذَ ؿجىٝ ثِٛشضٔٗ ثب صٔبٖ آػٛدٌی چٙذ ثشای اػٕبَ ٘یشٚی

( یه سشْ ثٝ ٔؼبدِٝ ثشخٛسد دس فضبی 7(، ٔظبثك ثب ٔؼبدِٝ )MRTٌب٘ٝ )

 .[25] ؿٛداِف(( اضبفٝ ٔی-1ٔٛٔٙشٓ )ػٕز ساػز ٔؼبدِٝ )
(7) | ⟩       [|   ⃗    ⟩ |     ⃗    ⟩]      | ̂⟩ 

سشْ ٘یشٚیی ٔؼبدِٝ ٔٛٔٙشٓ دس فضبی ٔٛٔٙشٓ اػز وٝ  ̂ وٝ دس ٔؼبدِٝ فٛق 

 .[25]آیذ  ( ثذػز ٔی8كٛسر ٔؼبدِٝ ) D2Q9ثشای ٔذَ 
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 .[25] ( ساثغٝ داسد ⃗ ( ثب ٘یشٚی حدٕی )9ٔغبثك ساثغٝ ) ̅⃗ ( ثشداس 8)  دس ٔؼبدِٝ

(9)  ⃗̅  ∑     
 

 ⃗   

 
 

ٞبی ٔبوشٚػىذی ٞیذسٚدیٙبٔیىی ٚ حشاسسی ثٝ سشسیت ثٝ وٕه ػذغ وٕیز

 .[25]ؿٛ٘ذ ( ٔحبػجٝ ٔی11( ٚ )10ٔؼبدلار )

(10)   ∑  
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روش سیال روح برای اعمال شرایط مرزی دریچلت و نیومن  -3

 در شبکه بولتسمن

ثشای ٔشصٞبی  [14]سٚؽ ػیبَ سٚحی وٝ ٔظفشی ٚ ٕٞىبساٖ دس ایٗ ثخؾ 

ؿٛد. ایٗ سٛضیح دادٜ ٔی ،ٔٙحٙی حشاسسی دسیچّز ٚ ٘یٛٔٗ سٛػؼٝ داد٘ذ

وٙذ. ػبصی ٔی ؿجیٝ دٚسٚؽ، ؿشایظ ٔشصی دسیچّز ٚ ٘یٛٔٗ سا ثب دلز ٔشسجٝ 

ؿٛد ٚ ؿبس ػٕٛد ثش ػغح ه ٔیب٘یبثی دٚ خغی اػشفبدٜ ٔیدس ایٗ سٚؽ اص ی
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آیذ وٝ اص ٔضایبی  ػبصی ٔشصٞبی ٘یٛٔٗ ثٝ عٛس ٔؼشمیٓ ثذػز ٔی خٟز ؿجیٝ
ٞبی لجُ، دس ثشخٛسد  سٚؽ ػیبَ سٚح اػز. دس سٚؽ اسائٝ ؿذٜ ٔـىلار سٚؽ

ٞب، ثشعشف ؿذٜ اػز. اٍِٛسیشٓ ایٗ ٞبی خبف دیؾ آٔذٜ دس ٔیب٘یبثی ثب حبِز

 ؿٛد. صیش ثیبٖ ٔی  ثشای ثٝ ٚػیّٝ ٞفز ٌبْسٚؽ 

ٞبی سٚح  اػز. ٌشٜ (GP)ٞبی سٚح  ؿٙبػبیی ٌشٜ سٚؽدس ایٗ  لذْ اِٚیٗ -1
ٞبیی ٞؼشٙذ وٝ اٚلاً خبسج اص دأٙٝ ػیبَ ٚ دس دسٖٚ دأٙٝ خبٔذ لشاس  ٌشٜ

ٕٞؼبیٝ آٖ ٌشٜ دسٖٚ دأٙٝ ػیبَ لشاس   داس٘ذ ٚ ثب٘یبً یىی اص چٟبس ٌشٜ ٌشٜ

ٞبیی اص دأٙٝ خبٔذ  ٌشٜ( GP) ٞبی سٚح (. ثٝ ثیبٖ دیٍش ٌش1ٜداسد )ؿىُ 

ٞؼشٙذ وٝ داسای حذالُ یه ِیٙه ٔـششن ثب دأٙٝ ػیبَ ثبؿٙذ. ثٙبثشایٗ دس 
ٔشحّٝ خبسی ؿذٖ، ایٗ ٌشٜ ٞب حذالُ داسای یه سبثغ سٛصیغ ٔدَٟٛ ٞؼشٙذ 

وٝ ثبیذ ثٝ دسٖٚ دأٙٝ ػیبَ خبسی ؿٛ٘ذ ٚ ثشای وبُٔ ؿذٖ ٔشحّٝ خبسی 

 ٖ ایٗ ٔمبدیش ٔدَٟٛ ثبیذ سخٕیٗ صدٜ ؿٛ٘ذ.ؿذ

 ٞبی سٚح ( ٔشثٛط ثٝ ٞشوذاْ اص ٌشIPٜدْٚ دیذا وشدٖ ٘مبط سلٛیش )ٌبْ  -2

(GP )( اػز. یه ٘مغٝ سلٛیشIP ٜ٘مغٝ ای ثش سٚی خظ ػٕٛد ثش ٔشص اص ٌش ،)

سٚح ٔشثٛعٝ اػز ثٝ ٘حٛی وٝ ٘مغٝ ثشخٛسد خظ ػٕٛد ثب ٔشص دلیمب دس ثیٗ 

(. ثٝ ثیبٖ دیٍش 1ٌیشد )ؿىُ  ( لشاس ٔیGPٚ ٘مغٝ سٚح ) (IP٘مغٝ سلٛیش )

ؿٛد وٝ ٔشص ػٕٛد ٔٙلف خظ ٚاكُ ثیٗ ٘مغٝ ٘مغٝ سٚح ثٝ ٘حٛی ا٘شخبة ٔی
 سٚح ٚ سلٛیش ثبؿذ. 

ٞبی اكّی خشیبٖ )ٔب٘ٙذ چٍبِی، ػشػز ٚ دٔب(  دس ٌبْ ػْٛ، ٔمبدیش ٔشغیش -3

ٞبی ٕٞؼبیٝ ٔیب٘یبثی  ٌشٜ( ثب وٕه ٔمبدیش ایٗ ٔشغیشٞب دس IPدس ٘مبط سلٛیش )

(. ثشای ایٗ ٔٙظٛس، اص سٚؽ ٔیب٘یبثی دٚ خغی 1ؿٛ٘ذ )حبِز اِف دس ؿىُ ٔی
 ؿٛد.ثیبٖ ٔی (12)اػشفبدٜ ؿذٜ اػز وٝ ثٝ كٛسر ٔؼبدِٝ 

(12)               

  ،    ،   ٞبی اكّی خشیبٖ ) ثیبٍ٘ش ٔشغیش  (، 12دس ٔؼبدِٝ ) وٝ
  

  ٚ    )

ٔدَٟٛ ٞؼشٙذ ٚ   ٚ  ،  ،  اػز. دس سٚؽ ٔیب٘یبثی دٚ خغی چٟبس ضشیت 
٘یبص اػز. ثشای ایٗ ثٙبثشایٗ ثٝ چٟبس ٔؼبدِٝ ثشای ثذػز آٚسدٖ ایٗ ضشایت 

( ٘مغٝ NPٔشثٛط ثٝ ٞش یه اص چٟبس ٌشٜ ٕٞؼبیٝ )  ٚ   ،  ٔٙظٛس، ٔمبدیش

ٛ٘ذ ٚ ػذغ ضشایت ؿ خبیٍزاسی ٔی (12( ٔٛسد ٘ظش، دس ٔؼبدِٝ )IPسلٛیش )

 ٘مغٝ   ٚ  ٔمبدیش ٔدَٟٛ،  ؿٛ٘ذ. ثؼذ اص ٔحبػجٝ ضشایت  ٔدَٟٛ ٔحبػجٝ ٔی
  اكّی ٔشغیش   ٔمذاس  سب ؿٛد  ٔی  خبیٍزاسی( 12) سلٛیش دسٖٚ ٔؼبدِٝ

 ( ؿٛد. ٔحبػجٝ)

 
 

Fig. 1 Schematic illustration of image point (IP), ghost point (GP), and 

boundary intersection point (BI) as well as depiction of different 

situations encountered for interpolating the macroscopic variables at an 

IP (a) all neighbors of the image point are located inside the fluid 

domain (b) one of the neighbors of the IP is located inside the solid 

domain(c) two of the IP neighbors are located inside the solid domain 

ٚ ٘مغٝ  (GP)، ٘مغٝ سٚح (IP)دیبٌشاْ ؿٕبسیه ٘ـبٖ دٞٙذٜ ٌشٜ سلٛیش  1شکل 

. IPٞبی ٔخشّف ٔیب٘یبثی ٔمبدیش ٔشغیشٞبی ػٕٛٔی دس  ثشای حبِز (BI)سمبعغ ثب ٔشص 

ف( چٟبس ٌشٜ ٕٞؼبیٝ دس دا ٞبی ٕٞؼبیٝ دسٖٚ  ٔٙٝ ػیبَ لشاس داس٘ذ. )ة( یىی اص ٌشٜ)اِ
ٙٝ خبٔذ لشاس داسد. )ج( دٚ ػذد اص ٌشٜ  ٞبی ٕٞؼبیٝ دسٖٚ دأٙٝ خبٔذ لشاس داس٘ذ دأ

ٞبی خبكی ٚخٛد داس٘ذ وٝ ٘مغٝ سلٛیش وٕشش اص چٟبس  دس ایٗ سٚؽ، حبِز 
ایٗ (. دس 1ٞبی )ة( ٚ )ج( ؿىُ  ٌشٜ ٕٞؼبیٝ دس دأٙٝ ػیبَ داسد )حبِز

ٞب یه ٌشٜ ٕٞؼبیٝ دسٖٚ دأٙٝ خبٔذ لشاس ٌشفشٝ اػز وٝ ٔمذاس ٔشغیش حبِز

سا   ٞبسٚؽ ثشخٛسد ثب ایٗ حبِز [10]دس ایٗ ٌشٜ ٔدَٟٛ اػز. سیٛاسی ٚ ٚ٘ىب 

ا٘ذ. دس ایٗ ٔمبِٝ سٚؽ ثشخٛسد ثب ایٗ سٟٙب ثشای ؿشط ٔشصی دسیچّز اسائٝ وشدٜ
ثشای سخٕیٗ ٞبی خبف ثشای ؿشایظ ٔشصی ٘یٛٔٗ ٘یض اسایٝ ؿذٜ اػز. حبِز

س ؿشایظ ٔشصی ػشػز ٚ یب دٔب ثبثز ( دIPػشػز ٚ یب دٔب دس ٘مغٝ سلٛیش )

ٞبیی وٝ یىی اص ٘مبط ٕٞؼبیٝ دسٖٚ دأٙٝ ػیبَ لشاس  )دسیچّز(، دس حبِز

ا٘ذ، ایٗ ٘مبط ثب ٘مبط ثشخٛسد خظ ػٕٛد ثش ٔشص ػجٛسی اص ٘مغٝ سلٛیش ٍ٘شفشٝ
ثشای حبِز    ثب ٘مغٝ 1)وٝ دس ؿىُ  ؿٛ٘ذ خبیٍضیٗ ٔی٘مبط سمبعغ ٔشص( )

. ػذغ چٟبس ٔؼبدِٝ ا٘ذ(ثشای حبِز )ج( ٔـخق ؿذٜ   ٚ    )ة( ٚ ٘مبط 

سٛاٖ آٟ٘ب سا ثٝ ؿىُ ػٕٛٔی ؿٛ٘ذ وٝ ٔی ثشای ثذػز آٚسدٖ ضشایت ٘ٛؿشٝ ٔی

  ( ٘ٛؿز.13ٔؼبدِٝ )
 

 

(13) 

               ́                  ́  
                        ́   ́     

          
        ́ 

                                    

اص عشیك    ( ٔشثٛط ثٝ ٘مبط سمبعغ اػز ٚ ́   دِٝ فٛق ػلأز دشایٓ )دس ٔؼب

 ؿٛد. ٔحبػجٝ ٔی (14)ٔؼبدِٝ 

(14)     ,
                      

                     
 

ثشای ٔیب٘یبثی ٔمبدیش چٍبِی ٚ ٕٞچٙیٗ دٔب ثشای ؿشط ٔشصی ؿبس ثبثز دس 

ٞبیی وٝ یىی اص ٘مبط سلٛیش دسٖٚ دأٙٝ ػیبَ لشاس  حبِز٘مبط سلٛیش، دس 

(، اص آ٘دبیی وٝ دٔب ٚ چٍبِی سٚی 1ؿىُ ٞبی )ة( ٚ )ج(  ٌیش٘ذ )حبِزٕ٘ی
ِٝ ٌشادیبٖ ( ثب ٔؼبد12) ٔشص ٔب٘ٙذ ؿشط ٔشصی دسیچّز ٔـخق ٘یؼز، ٔؼبدِٝ

دس ساػشبی ثشداس   (( وٝ ثب اػشفبدٜ اص ٔـشك خٟشی15ػٕٛد ثش ٔشص )ٔؼبدِٝ )

   ؿٛد.آیذ، خبیٍضیٗ ٔیػٕٛد ثش ٔشص دس ٘مغٝ سمبعغ ٔشثٛط ثذػز ٔی

(15)   

  ⃗ 
          (       ) 

ٌشادیبٖ ٔشغیش اكّی دس ٘مغٝ سمبعغ دس خٟز  ⁄ ⃗    ایٗ ٔؼبدِٝ  دسوٝ 

ثشداس ػٕٛد ثش ػغح ثٝ ػٕز دأٙٝ ػیبَ اػز.   ⃗ ػٕٛد ثش ٔشص اػز ٚ 

 ( ٘ٛؿز:16ػٕٛٔی ٔؼبدِٝ ) سٛاٖ ثٝ ؿىُٕٞچٙیٗ ایٗ ٔؼبدلار سا ٔی
                   (              ) 

     (                   )               (
  

  ⃗ 
)
  

 

(16)                          

ثشای دسن ثٟشش  ؿٛد. خبیٍزاسی ٔی( 14)اص عشیك ٔؼبدِٝ    ایٗ ٔؼبدِٝ  دسوٝ 

 عشیمٝ اػشفبدٜ اص ایٗ ٔؼبدلار دس دیٛػز سٛضیح دادٜ ؿذٜ اػز.

( ٔیب٘یبثی IP)ٞبی اكّی وٝ دس ٘مبط سلٛیش  دس ایٗ ٔشحّٝ ٔمبدیش ٔشغیش -4
یبثی ؿٛ٘ذ. ثشای ایٗ ٔٙظٛس، یه ثشٖٚ یبثی ٔیثشٖٚ( GP)ثٝ ٘مبط سٚح  ا٘ذ، ؿذٜ

خغی ثشای ؿشایظ ٔشصی دسیچّز ٚ یه سمشیت سفبضُ ٔشوضی ثشای ؿشایظ 

 .اػشفبدٜ ؿذٜ اػز( 17ٔغبثك ثب فشَٔٛ )ٔشصی ٘یٛٔٗ 

 اِف( -17)
{

                   
  

   
  

  
  
   

            (
  

  ⃗ 
)
  

 
 

  
  

  

  

 
 ة( -17)

 .اػز GP  ٚIPعَٛ خظ ثیٗ    وٝ دس ایٗ ٔؼبدِٝ 

ثب خبیٍزاسی ٔمبدیش سخٕیٗ صدٜ ؿذٜ ٔشغیشٞبی سٛاٖ ٔی ٔشحّٝدس ایٗ  -5

، ٔمبدیش سٛاثغ سٛصیغ سؼبدِی ة( -4)ٚ اِف(  -4)ٞبی  دس فشَٔٛ GPاكّی دس 
( 

 
    ٚ 

 
( سا دس ٘مبط سٚح ٔحبػجٝ وشد. ٔمبدیش سٛاثغ سٛصیغ غیش سؼبدِی    

( 
 
     ٚ 

 
ؿٛ٘ذ. سیٛاسی ٚ ٘یض ٕٞب٘ٙذ سٚؽ سخٕیٗ چٍبِی، ٔحبػجٝ ٔی (   

یبثی سٛاثغ سٛصیغ غیش سؼبدِی اص ایٗ عشیك اؿبسٜ وشد٘ذ وٝ ثشٖٚ [10]ٚ٘ىب 
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 561 5، شماره 51، دوره 5936مهندسی مکانیک مدرس، اردیبهشت 
 

 داسای دلز ٔشسجٝ اَٚ اػز، ِٚی اص آ٘دبیی وٝ 
 
     (  

 
)  ٚ 

 
    

 (  
 
 .دلز وّی سٚؽ اص ٔشسجٝ دْٚ خٛاٞذ ثٛد (

ٞبی سؼبدِی ٚ غیشسؼبدِی سٛاثغ سٛصیغ  لؼٕز (،18)ػذغ عجك ٔؼبدِٝ  -6

 .آیذدس ٘مبط سٚح ثذػز ؿٛ٘ذ سب ٔمبدیش ایٗ سٛاثغ ٔدَٟٛ ثب یىذیٍش خٕغ ٔی

 

(18) 
{
 
 
|
  

  
 
  |

  
  

 
   |

  

 
 
|
  

  
 
  |

  
  

 
   |

  

 

ثٝ دسٖٚ دس آخش، ؿشط ٔشصی، ثب خبسی ؿذٖ ٔمبدیش سٛاثغ سٛصیغ ٘مبط سٚح  -7

 ؿٛد.دأٙٝ ػیبَ، اسضب ٔی

 اعتبار سنجی -4

ػبصی چٙذ ٔٛسد اص ٔؼبئُ داسای  دس ایٗ ثخؾ كحز سٚؽ ػیبَ سٚح ثب ؿجیٝ

حُ سحّیّی ٚ یب ػذدی، ثشسػی ؿذٜ اػز. دس سٕبٔی ٔؼبئُ روش ؿذٜ دس ایٗ 

ثخؾ، ٔذَ ؿشط ٔشصی ثٝ كٛسر اٍِٛسیشٓ ٞفز ٔشحّٝ ای روش ؿذٜ دس 
ثشای  MRTبی ٔشص اػٕبَ ؿذٜ اػز. ٕٞچٙیٗ اص ٔذَ ٞثخؾ لجُ، سٚی ٌشٜ

 ادشاسٛس ثشخٛسد دس سٚؽ ؿجىٝ ثِٛشضٔٗ اػشفبدٜ ؿذٜ اػز.

 جابجایی طبیعی بین دو استوانه افقی  -4-1

 بیان مسأله -4-1-1

خبثدبیی عجیؼی ثیٗ دٚ حّمٝ اػشٛا٘ٝ ای یه ٔؼأِٝ ولاػیه اػز. دس ایٗ 
ٔؼأِٝ وٝ ٔؼبدلار ا٘شطی ٚ ٔٛٔٙشٓ ثٝ ؿذر ثٝ یىذیٍش ٚاثؼشٝ ٞؼشٙذ، فضبی 

ثب ػیبَ ٘یٛسٙی دش ؿذٜ اػز. ؿشایظ    ٚ    ٞبی  ثیٗ دٚ ػیّٙذس ثٝ ؿؼبع

ٔشص اػشٛا٘ٝ سٚی ( 2)حبِز ٚ ؿبس ثبثز  (1)حبِز  ٔشصی حشاسسی دٔب ثبثز

سٕبٔی سٚی ٔشص اػشٛا٘ٝ ثیشٚ٘ی اػٕبَ ؿذٜ اػز.    داخّی ٚ دٔبی ثبثز 
ٞبی ثذٖٚ ثؼذ  اػٕبَ ؿذٜ اػز. ٌشٜٚ GF-LBMؿشایظ ٔشصی سٛػظ سٚؽ 

 ؿٛ٘ذ. ( سؼشیف ٔی19وّیذی دس ایٗ ٞٙذػٝ ٘یض ثٝ كٛسر ٔؼبدِٝ )
 

 
 

 

(19) {
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         حبِز   

       
        

  

         حبِز  
       

   

   
              

   
 

 
                                                     

 

ٞب ػبصی عَٛ ٔـخلٝ اػز. ٕٞچٙیٗ دس ؿجیٝ        ایٗ ٔؼبدلار  دس

دس ٘ظش ٌشفشٝ ؿذٜ اػز. ثشای ثشسػی      ٚ ػشػز ؿجىٝ ثشاثش        

ػبصی ؿذٜ اػز. دس ٞٙذػٝ اَٚ، ٞش دٚ  ٞٙذػٝ ؿجیٝثٟشش، ایٗ ٔؼأِٝ ثب دٚ 

ٞب ٞٓ ٔشوض ٘جٛدٜ ٚ ٔشوض  اػشٛا٘ٝ ٞٓ ٔشوض ٞؼشٙذ، أب دس ٞٙذػٝ دْٚ اػشٛاٝ٘
 اػشٛا٘ٝ داخّی، خبسج اص ٔشوض دایشٜ ثیشٚ٘ی لشاس ٌشفشٝ اػز.

 جابجایی طبیعی بین دو استوانه افقی هم مرکس -4-1-2

دٔب ثبثز سٚی اػشٛا٘ٝ داخّی ثشسػی  دس ایٗ ٞٙذػٝ، اثشذا حبِز ؿشط ٔشصی
ا٘ذ. لشاس ٌشفشٝ       ؿذٜ اػز. دٚ ػیّٙذس دس ٔشوض دأٙٝ ٔشثؼی ثٝ اثؼبد

ش ؿؼبع    ٚ            ٞبی اػشٛا٘ٝ داخّی ٚ ثیشٚ٘ی ثٝ سشسیت ثشاث

خغٛط خشیبٖ  2دس ٘ظش ٌشفشٝ ؿذٜ اػز. ؿىُ  [26] ٔغبثك ثب ٔشخغ       

دٔبی ٔٙشح اص سٚؽ حبضش ثشای حبِز دٔبی ثبثز سٚی اػشٛا٘ٝ داخّی سا ٚ ٞٓ
وٙذ. ثشای ٔمبیؼٝ ٔی، [26]ثٝ كٛسر ویفی ثب ٘شبیح ٔشخغ          دس

 ثب ٘شبیح ٔشاخغ        دشٚفیُ دٔبیی دس صاٚیٝ 3ثشسػی وٕی دس ؿىُ 

ٞب دلز سٚؽ حبضش سا ثشای ؿشایظ  ٔمبیؼٝ ؿذٜ اػز. ایٗ ٔمبیؼٝ[29-27]

 دٞذ. ٔشصی ٔٙحٙی دسیچّز ٘ـبٖ ٔی
خٟز ثشسػی كحز سٚؽ ثشای ؿشایظ ٔشصی ٘یٛٔٗ، دسحبِز دْٚ ؿشط 

ػبصی ثشای  ٔشصی ؿبس ثبثز ثش سٚی اػشٛا٘ٝ داخّی اػٕبَ ؿذٜ ٚ ٘شبیح ؿجیٝ

ٔمبیؼٝ ؿذٜ  [30] ثب ٘شبیح ٔشخغ        ٚ      ٚ       اػذاد سایّی 

ثشاثش  [30]ٞبی دٚ اػشٛا٘ٝ ٔغبثك ثب ٔشخغ اػز. دس ایٗ ٞٙذػٝ ؿؼبع
سٛصیغ دٔب سٚی اػشٛا٘ٝ  4دس ٘ظش ٌشفشٝ ؿذٜ اػز. دس ؿىُ            

حبكُ اص سٚؽ حبضش ثب ٘شبیح       ٚ       داخّی ثشای اػذاد سایّی

ٞب دلز سٚؽ حبضش سا ثشای  ایٗ ٔمبیؼٝٔمبیؼٝ ؿذٜ اػز.  [31,30]ٔشاخغ 

 دٞذ.٘ـبٖ ٔی ٘یٛٔٗؿشایظ ٔشصی ٔٙحٙی 

 وانه افقی غیر هم مرکسجابجایی طبیعی بین دو است -4-1-3

، یىجبس دیٍش ثشای ٔؼأِٝ حشاسر GF-LBMسٚؽ سٛػؼٝ یبفشٝ  دس ایٗ ثخؾ

 ػبصی ؿذٜ اػز. ٞٙذػٝ ٔؼأِٝ ٔٛسد خبثدبیی آصاد سٚی ٔشص ٔٙحٙی ؿجیٝ

 افمی دٚ ػیّٙذس  ٘ظش ؿجیٝ ٔؼأِٝ ثخؾ لجّی اػز ثٝ خض آ٘ىٝ دس ایٗ ٔؼأِٝ 

 

 
Fig. 2 Comparison of (a) isotherms and (b) streamlines of natural 

convection in a stationary and concentric horizontal cylindrical annulus, 

right: present study and left: Ref. [26] 
ٔمبیؼٝ )اِف( خغٛط ٕٞذٔب ٚ )ة( خغٛط خشیبٖ ثشای خشیبٖ خبثدبیی  2شکل 

عجیؼی دسٖٚ دٚ ػیّٙذس ٞٓ ٔشوض ثب ؿشایظ ٔشصی حشاسسی دٔب ثبثز سٚی ٞش دٚ 

 [26]شخغ : ٔچخ ػٕز ٞبیؿىُػٕز ساػز: سٚؽ حبضش ٚ ٞبی ؿىُػیّٙذس. 

 

 
Fig. 3 Temperature distribution between the two concentric cylinders 

with isothermal boundary conditions at  =240° and the comparison with 

the results from references [27-29] 
سٛصیغ دٔب ثیٗ دٚ ػیّٙذس اػشٛا٘ٝ ای ٞٓ ٔشوض ثب ؿشایظ ٔشصی حشاسسی دٔب 3 شکل 

،  [27]ٚ ٔمبیؼٝ ثب ٘شبیح ًٚ٘ ٚ ٕٞىبساٖ °240= ثبثز سٚی ٞش دٚ ػیّٙذس دس صاٚیٝ 
 [29]ٚ ٌٗ ٚ ٕٞىبساٖ  [28] وٛئٗ ٚ ٕٞىبساٖ
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Fig. 4 Comparison of the temperature distribution on the inner cylinder 

surface with constant heat flux at Ra = 5700 and Ra=50000 
دس اػذاد ثب ؿشط ٔشصی ؿبس ثبثز ٔمبیؼٝ سٛصیغ دٔب سٚی ػغح اػشٛا٘ٝ داخّی  4شکل 

      ٚ         سایّی 

ا٘ذ. ثب عَٛ ثی ٟ٘بیز ثٝ كٛسر غیش ٞٓ ٔشوض دس ساػشبی ػٕٛدی لشاس ٌشفشٝ
 ؿٛد.ٕ٘بیؾ دادٜ ٔی  فبكّٝ خبسج اص ٔشوضیز ػیّٙذس داخّی ثب 

ٚ      ٞبی ثذٖٚ ثؼذ وّیذی دس ایٗ ٔؼأِٝ ػجبسسٙذ اص اػذاد سایّی ٌشٜٚ

⁄     ٞب ، ٘ؼجز ؿؼبع    دشا٘شُ  ⁄     ٔشوض  ، ٘ؼجز خشٚج اص    .

ؿٛد. ٕٞب٘ٙذ ثخؾ لجُ سؼشیف ٔییض ٘    اػذاد سایّی، دشا٘شُ. عَٛ ٔـخلٝ 
دس ایٗ ٔؼأِٝ ٔشص ػیّٙذس ثیشٚ٘ی داسای ؿشایظ ٔشصی دٔب ثبثز ٚ ػیّٙذس 

ٞب ثشای اػذاد  ػبصی دسٚ٘ی داسای ؿشایظ ٔشصی ؿبس ثبثز اػز. دس ایٗ ؿجیٝ

ِی وٝ ثمیٝ دبسأششٞب ثبثز ا٘دبْ ؿذٜ اػز دس حب    ٚ      ،   سایّی 

،      ٞؼشٙذ )         ⁄  ٚ        .) 

ٞبی ٔخشّف ٘ـبٖ  سٛصیغ دٔب سٚی ػیّٙذس داخّی سا ثشای سایّی 5ؿىُ 
دٞذ. دس ایٗ ؿىُ ثشای ٔمبیؼٝ ثٟشش، ٘شبیح حبكُ اص وبس سٖ ٚ ٕٞىبساٖ  ٔی

٘یض اضبفٝ ؿذٜ اػز. ٕٞب٘غٛس وٝ اص ایٗ   [32]ٚ ٕٞچٙیٗ ٞٛ ٚ ٕٞىبساٖ [30]

ٞب اص ٘ظش ویفی ٚ وٕی، ثٝ  ػبصی ؿىُ ٔـخق اػز، ٘شبیح حبكُ اص ؿجیٝ

 خٛثی ثب ٘شبیح اسایٝ ؿذٜ سٛػظ سٖ ٚ ٕٞىبساٖ ٔغبثمز داسد.

 جریان آزاد روی استوانه -4-2

 بیان مسأله -4-2-1

ای ػیّٙذس دایشٜدس ایٗ ثخؾ خشیبٖ حشاسسی ٚ ٞیذسٚدیٙبٔیىی سٚی یه 
 سٛػظ   ثبسٞب  اػز وٝ  ٔؼأِٝ ولاػیه ػبصی ؿذٜ اػز. ایٗ ٔؼأِٝ یه  ؿجیٝ

 

Fig. 5 Comparison of the temperature distribution on the inner cylinder 

surface with constant heat flux for                    
ٝ داخّی  5شکل  دس اػذاد سایّی  ثب ؿشط ٔشصی ؿبس ثبثزٔمبیؼٝ دٔب سٚی ػغح اػشٛا٘

                   

. دس ایٗ [33-35]ٞبی ػذدی دیٍش دس ٔغبِؼبر دیـیٗ ثشسػی ؿذٜ اػز  سٚؽ
دزیشد؛  ٔؼأِٝ ا٘شمبَ حشاسر سأثیشی ثش خشیبٖ ػیبَ ٘ذاسد ِٚی اص آٖ سأثیش ٔی

ثٙبثشایٗ دس ایٗ ٔؼأِٝ خبثدبیی اخجبسی ٚخٛد داسد. دٚ ٌشٜٚ ثذٖٚ ثؼذ وٝ دس 

ایٗ ٔؼأِٝ ٘مؾ داس٘ذ اػذاد سیِٙٛذص ٚ دشا٘شُ ٞؼشٙذ وٝ ثٝ سشسیت ثٝ كٛسر 

       ⁄  لغش   ٞب ؿٛ٘ذ. دس ایٗ فشَٔٛسؼشیف ٔی ⁄      ٚ  

ػشػز خشیبٖ آصاد اػز. دس ایٗ ٔؼأِٝ وٝ   ِضخز ػیٕٙبسیه ٚ   ػیّٙذس، 

( سٚی ػغح ػیّٙذس 2( ٚ ؿبس ثبثز )حبِز 1دٚ ؿشط ٔشصی دٔب ثبثز )حبِز 

 ؿٛ٘ذ. ( ثذٖٚ ثؼذ ٔی20اػٕبَ ؿذٜ اػز، دٔبٞب ثٝ كٛسر ٔؼبدِٝ )

 

 

 

(20) {
 

          حبِز   
    

     

           حبِز  
    

    ⁄

 

ثٝ سشسیت دٔبی ػیبَ ٚسٚدی ٚ دٔبی ػغح    ٚ    دس ایٗ ٔؼبدِٝ 

⁄       ثذٖٚ ثؼذ ٘بػّز ػذدػیّٙذساػز.  ثب سٛخٝ ثٝ ٘حٜٛ ثذٖٚ ثؼذ   

 ؿٛد. ٔحبػجٝ ٔی (21)ٞب، اص ٔؼبدِٝ ػبصی دٔب ثشای ٞش وذاْ اص حبِز

 

 

(21) 

{
                   حبِز  

   

  ⃗ 
 

                     حبِز  
 

  
 

 

  دس ٔؼبدِٝ فٛق 
ثشداس ثذٖٚ ثؼذ ػٕٛدی ٚ ثٝ ػٕز خبسج   دٔبی ػغح ٚ   

ػغح ػیّٙذس اػز. ٕٞچٙیٗ ٘بػّز ٔشٛػظ ثش سٚی ػغح اص عشیك ٔؼبدِٝ 

 ( لبثُ ٔحبػجٝ اػز.22)

(22)       
 

  
∫           

، ٞٙذػٝ ٔؼأِٝ ٕٞشاٜ ثب ؿشایظ ٔشصی ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ اػز. دس ٔشص 6ؿىُ  دس 
-ٚاسد دأٙٝ حُ ٔی   ٚ دٔبی   ػٕز چخ خشیبٖ ثب یه ػشػز یىٙٛاخز 

ؿٛد. ؿشایظ ٔشصی ِغضؿی آصاد ٚ ؿبس حشاسسی كفش ثٝ وٕه سٚؽ اٚساصیٛ ٚ 

سٚی ٔشص ثبلایی ٚ دبییٙی اػٕبَ ؿذٜ، دس حبِی وٝ ثشای ٔشص  [36] ٕٞىبساٖ

ثشای ػشػز ٚ دٔب    ٌشادیبٖ كفش دس خٟز ٔحٛس  خشٚخی، ؿشط ٔشصی
اػٕبَ ؿذٜ اػز. ٕٞچٙیٗ سٚی اػشٛا٘ٝ ؿشط ٔشصی ٞیذسٚدیٙبٔیىی ػذْ 

ِغضؽ ٚ دٚ ؿشط ٔشصی حشاسسی ؿبس ثبثز ٚ دٔب ثبثز دس ٘ظش ٌشفشٝ ؿذٜ 

اػز. ٔشوض ٔخشلبر ثش سٚی ٔشوض ػیّٙذس دس ٘ظش ٌشفشٝ ؿذٜ اػز ٚ ثشای 

ٟبس ٔشص دأٙٝ ثٝ ا٘ذاصٜ وبفی دٚس اص ػیّٙذس دس ٘ظش ٞب، ٞش چ حزف اثش دیٛاسٜ
، ٔشص خشٚخی دس      ا٘ذ، ثذیٗ سشسیت وٝ ٔشص ٚسٚدی دس ٌشفشٝ ؿذٜ

 ا٘ذ.لشاس ٌشفشٝ       ٞبی ثبلایی ٚ دبییٙی دس  ٚ دیٛاسٜ      

 سازی نتایج شبیه -4-2-2

، 40ٚ  20، 10خشیبٖ ػیبَ ٚ ا٘شمبَ حشاسر دس ایٗ ٞٙذػٝ ثشای اػذاد سیِٙٛذص 

ػبصی ؿذٜ اػز. دس ایٗ  ٚ ثشای چٙذ ػبیض ؿجىٝ ٔخشّف ؿجیٝ 0.7ػذد دشا٘شُ 
⁄ √   ٔؼأِٝ، ػشػز ػیبَ ٚسٚدی ثشاثش  1خذَٚ   دس ٘ظش ٌشفشٝ ؿذٜ اػز.  

 
 

Fig. 6 A schematic view of flow over cylinder 

 ٕ٘بیی اص ٞٙذػٝ ٔؼبِٝ خشیبٖ آصاد سٚی اػشٛا6ٝ٘ شکل 
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ٞبی  ػبصی حبكُ اص ؿجیٝ    ٚ عَٛ ٘بحیٝ ثشٌـشی        ضشیت دسي

وٙذ. دس ایٗ خذَٚ ٞیذسٚدیٙبٔیىی سا ثب ٘شبیح دیٍش ٔغبِؼبر ٔمبیؼٝ ٔی
     ضشیت دؼب ثٝ كٛسر 

 
ٚ عَٛ ثذٖٚ ثؼذ ٘بحیٝ خذایؾ  ⁄      

اص ا٘شٟبیی سشیٗ لؼٕز ػیّٙذس ا٘ذاصٜ   ؿٛد وٝسؼشیف ٔی ⁄   ثٝ كٛسر 

 )ٌیشی ؿذٜ اػز. ٘یشٚی دؼب ٘یض 
 
ثب اػشفبدٜ اص سٚؽ سجبدَ ٔٛٔٙشٓ  (

ٞبی  ػبصی خغٛط خشیبٖ سا ثب ٘شبیح ؿجیٝ 7. ؿىُ [37]ؿٛد ٔحبػجٝ ٔی
ٔمبدیش ٘بػّز  3ٚ  2 وٙذ. دس خذاَٚ ثٝ كٛسر ویفی ٔمبیؼٝ ٔی [26]ٔشخغ 

ٔشٛػظ ثذػز آٔذٜ ثشای ؿشایظ ٔشصی دٔب ثبثز ٚ ؿبس ثبثز ثشای 

 اػز.  ؿذٜ   آٚسدٜ  ؿجىٝ ٔخشّف   ٚ ٕٞچٙیٗ ػبیضٞبی 40سب  10ٞبی  سیِٙٛذص

ٝٔمبیؼٝ ضشیت دؼب ٚ عَٛ ٌشداثٝ  1جدول   ثشای خشیبٖ سٚی اػشٛا٘

Table 1 Comparison of drag coefficient and recirculation region for 

flow around a cylinder 

⁄         ٔشخغ سیِٙٛذص   

20 

 20 2.176 1.847 

 1.855 2.188 30 ٔغبِؼٝ حبضش

 40 2.193 1.861 

[38]  2.050 1.88 

[39]  2.144 1.89 

[33]  2.072 1.84 

[40]  2.120 1.82 
 [41]  2.097 1.834 

40 

 20 1.459 4.580 

 4.589 1.573 30 ٔغبِؼٝ حبضش

 40 1.582 4.598 

[38]  1.520 4.7 

[39]  1.589 4.52 

[33]  1.554 4.6 

[40]  1.585 4.66 
 [41]  1.617 4.454 

 [42]  1.551 - 

 

 

Fig. 7 Comparison of streamlines at (a)       and (b)       

for flow around a cylinder. Left: Present Study. Right: Hu et al. [26] 

ف( سیِٙٛذٔمبیؼٝ خغٛط خشیبٖ ثشای  7شکل  ثشای       ، )ة(      ص )اِ

 [26]ٕٞىبساٖ  چخ: ٔغبِؼٝ حبضش، ساػز: ٞٛ ٚ .خشیبٖ حَٛ ػیّٙذس

 ٘بػّز ٔشٛػظ ثشای خشیبٖ ثش سٚی ػیّٙذس ثب ؿشط ٔشصی دٔب ثبثز ٔمبیؼٝ 2جدول 
Table 2 Comparison of average Nusselt number for flow around a 

cylinder with isotherm boundary conditions 

 ٔٙجغ
 

  
   

10 20 30 

 20 1.8902 2.4266 3.1609 

 3.2510 2.4776 1.9055 30 ٔغبِؼٝ حبضش

 40 1.9120 2.4808 3.2617 

[43]  1.8623 2.4653 3.2825 

[40]  1.9150 2.5238 3.3519 

[26]  1.8736 2.5014 3.3220 

[38]  1.8673 2.5216 3.4317 
 

 ٔمبیؼٝ ٘بػّز ٔشٛػظ سٚی ػیّٙذس ثب ؿشط ٔشصی ؿبس ثبثز 3جدول

Table 3 Comparison of average Nusselt number for flow around a 

cylinder with isoflux boundary conditions 

   ٔٙجغ
   

10 20 30 

 20 2.1100 2.8786 3.8474 

 3.7354 2.7954 2.0564 30 ٔغبِغ حبضش

 40 2.0389 2.7612 3.7095 

[43]  2.0400 2.7788 3.7755 

[35]  2.0410 2.6620 3.4720 

[40]  2.0265 2.7413 3.7407 

[26]  2.0269 2.7318 3.6469 
 

  

ٕٞچٙیٗ ثشای ٔغبِؼٝ اػشملاَ حُ اص ؿجىٝ ٚ دیذا وشدٖ اثؼبد ؿجىٝ ٔغّٛة، 

، ٘شبیح ثشای سؼذاد ٔشفبٚر ٌشٜ دس لغش ػیّٙذس اسائٝ ؿذٜ 3سب  1ٞبی  دس خذَٚ

٘شبیح  40ثٝ  30اػز. ٔـخق اػز ثب افضایؾ سؼذاد ٌشٜ دس لغش ػیّٙذس اص 

بٖ ٔی ٌشٜ 30 ٞب،  ػبصی دٞٙذ ٚ ثٙبثشایٗ ثشای ؿجیٝاخشلاف وٕی ثب یىذیٍش ٘ـ
ٔغبثمز خٛة  3سب  1دس ػشم ػیّٙذس دس ٘ظش ٌشفشٝ ؿذٜ اػز. ػٝ خذَٚ 

بٖ ٔیسٚؽ حبضش س  دٞٙذ.ا ثب ٔغبِؼبر لجّی ٘ـ
 

 

 ٘یض خغٛط ٞٓ دٔبی حبكُ اص سٚؽ حبضش سا ثب ٘شبیح ٔشخغ 8ؿىُ  

وٙذ. ثب دٚ ؿشط ٔشصی دٔب ٚ ؿبس ثبثز ٔمبیؼٝ ٔی Re=40  ٚPr=0.7دس  [26]

٘بػّز ٔٛضؼی سٚی ػغح ػیّٙذس  9ؿىُ  ٕٞچٙیٗ ثشای ثشسػی دلیمشش دس 

عٛس وٝ دس ایٗ  آٚسدٜ ؿذٜ اػز. ٕٞبٖ [44] ٚ [26] ٚ ٘شبیح 20دس سیِٙٛذص 
 ؿٛد، ٘شبیح ٔغبثمز خٛثی ثب ٘شبیح ٔغبِؼبر لجّی داسد. ؿىُ ٘یض ٔـبٞذٜ ٔی

 

 

Fig. 8 Comparision of isotherms for flow around stationary cylinder at 

      and       . (a) constant temperature and (b) constant heat 

flux boundary condition on the cylinder surface. Dashed line: present 

study, Solid line: Ref. [26] 

؛ )اِف( ؿشط ٔشصی دٔب       ٚ       ٔمبیؼٝ خغٛط ٕٞذٔب ثشای  8شکل 
ثبثز سٚی ػغح ػیّٙذس )دسیچّز( ٚ )ة( ؿشط ٔشصی ؿبس ثبثز سٚی ػیّٙذس )٘یٛٔٗ(. 

 [26]سٚؽ حبضش، خغٛط ٕٔشذ: ٔشخغ  :خغٛط ٔٙمغغ
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Fig. 9 Comparision of local Nusselt number on the cylinder surface at 

      an        d. (a) constant temperature and (b) constant heat 

flux boundary condition 

. )اِف(       ٚ       ٔمبیؼٝ ٘بػّز ٔٛضؼی سٚی ػیّٙذس ثشای  9شکل 
 ؿشایظ ٔشصی دٔب ثبثز ٚ )ة( ؿشایظ ٔشصی ؿبس ثبثز

 سازی مرزهای متحرک حرارتی در شبکه بولتسمن شبیه -5
ٞبی خبٔذ دس  دس ٔشصٞبی ٔشحشن دیچیذٜ ثٝ ػّز حشوز ٔشص، سؼذادی اص ٌشٜ

ٞبی ػیبَ  ٌشٌٜزاس٘ذ وٝ ثٝ آٟ٘ب اكغلاحبً ٞش سىشاس دسٖٚ دأیٗ ػیبَ ٌبْ ٔی

ؿٛد. ثٙبثشایٗ سٛاثغ سٛصیغ چٍبِی ٚ ٕٞچٙیٗ ا٘شطی دس ایٗ خذیذ ٌفشٝ ٔی
 [6]ٞب ثشای اػشفبدٜ دس سىشاس ثؼذی ٔدَٟٛ خٛاٞٙذ ثٛد. لإِٙذ ٚ ٕٞىبساٖ  ٌشٜ

ٞبی ػیبَ  ٛصیغ دس ٌشٜثشای اِٚیٗ ثبس سٚؿی سا ثشاػبع ثشٚ٘یبثی ٔمبدیش سٛاثغ س

ػبصی ٔشصٞبی ٔشحشن ٞیذسٚدیٙبٔیىی دیـٟٙبد داد٘ذ وٝ  خذیذ ثشای ؿجیٝ

ٞبی دیٍشی ثشای ؿبسط  آ٘شا اكغلاحبً سٚؽ ؿبسط ٔدذد ٘بٔیذ٘ذ. ثؼذ اص آٖ سٚؽ
ػبصی ٔشصٞبی ٔشحشن ٞیذسٚدیٙبٔیىی اسایٝ  ٞبی خذیذ ثشای ؿجیٝ ٔدذد ٌشٜ

اػشفبدٜ  [6]ٚ ٕٞىبساٖ . دس ایٗ سػبِٝ اص عشح ؿبسط ٔدذد لإِٙذ [19,18]ؿذ 

ؿذٜ اػز. آٟ٘ب ایٗ سٚؽ سا سٟٙب ثشای ثشسػی ٔشصٞبی ٞیذسٚدیٙبٔیه اسائٝ ٚ 

ثشسػی وشد٘ذ. ایٗ دس حبِی اػز وٝ دس ٔمبِٝ حبضش، ایٗ سٚؽ ثشای ٔشصٞبی 
ػیبَ خذیذ، اص یه حشاسسی سٛػؼٝ دادٜ ؿذٜ اػز. دس ایٗ سٚؽ دس ٞش ٌشٜ 

ثشای ٔحبػجٝ  (24)ٚ  (23)سٚؽ ثشٚ٘یبثی دسخٝ دٚ ٔـبثٝ ٔغبثك ٔؼبدلار 

 ؿٛد: سٛاثغ سٛصیغ ٔدَٟٛ اػشفبدٜ ٔی

 

(23) 
 
 
              

 
                   

        (        ̅        )                       

 

(24) 

 
 
  ⃗            

 
                  

                                                

 سازی نشست ذره سرد درون سیال گرم شبیه -5-1

سٛػؼٝ یبفشٝ ثشای ٔشصٞبی  GF-LBMدس ایٗ ثخؾ، ثشای اثجبر كحز سٚؽ 

حشاسسی ٔشحشن، یه رسٜ ػشد وٝ دس حبَ ػمٛط دس یه ػیبَ ٌشْ اػز 
ػبصی ؿذٜ ٚ ٘شبیح ثب دیٍش ٔغبِؼبر ٔمبیؼٝ ؿذٜ اػز. یٛ ٚ ٕٞىبساٖ  ؿجیٝ

ػبصی وشد٘ذ. آٟ٘ب  أِٝ سا ثب اػشفبدٜ اص سٚؽ دأٙٝ فشضی، ؿجیٝایٗ ٔؼ [45]

ٔٛلؼیز اِٚیٝ رسٜ سا ثٝ ا٘ذاصٜ ؿؼبع آٖ دس خبسج اص خظ ٔشوضی وب٘بَ دس ٘ظش 

ٌشفشٙذ سب ایٙىٝ حشوز افمی ٚ ٕٞچٙیٗ دٚساٖ رسٜ سا ٔٛسد ثشسػی لشاس دٞٙذ. 
بِؼبر ػذغ ٔغبِؼبر صیبدی سٚی ایٗ ٞٙذػٝ ا٘دبْ ؿذ. ثشخی اص ایٗ ٔغ

،  DNSػبصی ػذدی ٔؼشمیٓ )سٚؽ ؿجیٝ[46] ػجبسسٙذ اص: فًٙ ٚ ٕٞىبساٖ 

ٚ ٞٛ ٚ  (2013سٚؽ كشیح دأٙٝ فشضی، )[47] (، حبئشی ٚ ٕٞىبساٖ 2009

(. دس ایٗ ٔمبِٝ سٕبٔی ؿشایظ ٔؼأِٝ 2016، )سٚؽ ٔشص ؿٙبٚس [26]ٕٞىبساٖ 

دس ٘ظش ٌشفشٝ ؿذٜ اػز سب أىبٖ ٔمبیؼٝ  [45]ٔغبثك ثب ٔغبِؼٝ یٛ ٚ ٕٞىبساٖ 
اص  ⁄  ثب فبكّٝ   یه رسٜ دایشٜ ای ػشد ثب لغش ٘شبیح ٚخٛد داؿشٝ ثبؿذ. 

ؿٛد. ایٗ رسٜ دسٖٚ وب٘بِی اص ػیبَ  ( فشم ٔی10ٔشوض وب٘بَ )ٔغبثك ثب ؿىُ 

 ػشػز  وٙذ. ٔی ؿٛد ٚ سحز ٘یشٚٞبی ٚصٖ ٚ ؿٙبٚسی ثٝ دبییٗ حشوز سٞب ٔی

 
 

Fig. 10 A schematic of cold particle suspension 
 ٕ٘بیی اص ٔؼأِٝ ػمٛط رسٜ ػشد دسٖٚ ػیبَ ٌش10ْ شکل 

ػیبَ ٚسٚدی اص ٔشص فٛلب٘ی ثشاثش كفش ٚ ؿشط ٔشصی ٌشادیبٖ ػٕٛدی كفش 
ثشای ػشػز دس خشٚخی وب٘بَ دس ٘ظش ٌشفشٝ ؿذٜ اػز. دٔبی سٕبٔی 

ٞب ثبثز اػز. ٘ؼجز چٍبِی  ػبصی ٞبی وب٘بَ ثشاثش كفش ٚ دس عَٛ ؿجیٝ دیٛاسٜ

ثٝ  اػز. دٔبی رسٜ ٘ؼجز        رسٜ خبٔذ ثٝ ػیبَ دس ایٗ ٔؼأِٝ ثشاثش 

ٞب ٌشْ ٞؼشٙذ. ػیبَ  ؿٛد ٚ دیٛاسٜ داؿشٝ ٔیٔحیظ اعشاف ػشد ٚ ثبثز ٍ٘ٝ 
ٞب لشاس داسد. ػشػز  ٘یض دس اثشذا ػبوٗ ٚ دس دٔبیی ثشاثش ثب دٔبی دیٛاسٜ

 ؿٛد.( ٔحبػجٝ ٔی25ثٝ وٕه ٔؼبدِٝ ) [45]ٔـخلٝ ػیبَ ٔغبثك ثب ٔشخغ 

(25)   √ 
  

 
(
  

  

  )  

دس ٘ظش ٌشفشٝ ؿذٜ  ⁄ √   ٞب، ػبصیٔمذاس ػشػز ٔـخلٝ دس سٕبٔی ؿجیٝ

اػز. دس ایٗ ٔؼأِٝ اثش ؿٙبٚسی ٚ سغییش حدٓ دسٖٚ رسٜ خبٔذ دس ٘ظش ٌشفشٝ 

 )ؿٛد  ٕ٘ی
 
. اػذاد ثذٖٚ ثؼذ حبوٓ دس ایٗ ٔؼأِٝ ػجبسسٙذ اص ػذد (  

. ػذد سیِٙٛذص ثش اػبع     ٚ ػذد دشا٘شُ      ، ػذد ٌشاؿف     سیِٙٛذص 
ػذد ٌشاؿف ٘یض ثٝ كٛسر  .ؿٛد سؼشیف ٔی ٚ ػشػز ٔـخلٝ  لغش ػیّٙذس

      (     )  
   

   
دٔبی    ؿٛد وٝ دس آٖ  سؼشیف ٔی ⁄ 

ٕٞچٙیٗ دس ایٗ ٔؼأِٝ ػذد سیِٙٛذص وٝ ثٝ كٛسر  ٞبی وب٘بَ اػز. دیٛاسٜ

ا٘شخبة ؿذٜ         ثشاثش  [45]ٔغبثك ثب ٔشخغ ؿٛد، ٔی            
    اػز. دس ثشخی اص ٔغبِؼبر دیـیٗ ػذد سیِٙٛذص ٟ٘بیی ثٝ كٛسر 

دس  ⁄         سؼشیف ؿذٜ اػز. ػذد دشا٘شُ ٘یض ثٝ كٛسر  ⁄      

 ٘ظش ٌشفشٝ ؿذٜ اػز.

ثذػز  (26)ثشآیٙذ ٘یشٚی ؿٙبٚسی ٚ ٘یشٚی ٚصٖ ٘یض ثب اػشفبدٜ اص ٔؼبدِٝ 
 آیذ: ٔی

(26)  ⃗     (  
 
 

⁄   ) 

فشم ثبثز ثٛدٖ ؿشبة اص ٞش سىشاس سب سىشاس ثؼذی، ٔؼبدلار حشوز ثٝ ٚ ثب 

 ؿٛ٘ذ:( ٘ٛؿشٝ ٔی27كٛسر ٔؼبدلار )

   (اِف -27)

  ⃗⃗  
 

  
  ⃗   ⃗   

   (ة -27)
  

  
        

  ⃗  (ج -27)
   

  
 

 

  ⃗⃗  
  

       ⃗⃗      ⃗   

  ⃗   ⃗ )     ⃗⃗   ⃗  (د -27)
    ) 

ػشػز صاٚیٝ ای   ٕٔبٖ ایٙشػی رسٜ،    خشْ رسٜ،    وٝ دس ٔؼبدلار فٛق 
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  ⃗ ثشداس ػشػز ٔشوض ثمُ،    حَٛ ٔشوض ثمُ، 
ٔٛلؼیز ٔشوض ثمُ رسٜ دس     

ثشداس ٔىبٖ یه ٘مغٝ دِخٛاٜ اص دأٙٝ خبٔذ اػز. دس ایٗ   ⃗ سىشاس ثؼذ، 
    خشْ ٚ ٕٔبٖ ایٙشػی ثٝ سشسیت ثٝ كٛسر  ٔؼبدلار

 
   

  ⁄  ٚ

       
ثشداس ثشآیٙذ ٘یشٚٞبی ثشآ ٚ   ⃗ ؿٛ٘ذ. ٕٞچٙیٗٔحبػجٝ ٔی ⁄  

دؼبی ٚاسد ثش ػیّٙذس اػز وٝ ثب اػشفبدٜ اص سٚؽ سجبدَ ٔٛٔٙشٓ اكلاح ؿذٜ 

 ٔحبػجٝ ؿذٜ اػز. [23] ٖٚ ٚ ٕٞىبساٖ

ٞبی ایٗ ٞٙذػٝ، دس یه وب٘بَ ٔؼشغیّی ثب اثؼبد  ػبصی سٕبٔی ؿجیٝ

ٌشٜ سٚی لغش ػیّٙذس ا٘دبْ ؿذٜ اػز.  52ٚ ثب دس ٘ظش ٌشفشٗ         

عَٛ وب٘بَ ثٝ ا٘ذاصٜ وبفی ثضسي ا٘شخبة ؿذٜ اػز سب دس ٍٞٙبْ ٘ـؼز رسٜ اثش 

ٚسٚدی ٚ خشٚخی ثٝ حذالُ ثشػذ. ٕٞچٙیٗ ؿشط ٔشصی ػشػز كفش ٚ دٔبی 
ثبثز سٚی دیٛاسٜ دبییٙی ٚ ؿشط ٔشصی ٌشادیبٖ كفش سٚی دیٛاسٜ ثبلایی دس 

 ٚ دٔب اػٕبَ ؿذٜ اػز. ثش اػبع سحمیمبر لجّیساػشبی ػٕٛدی ثشای ػشػز 

ثشای ایٗ ٞٙذػٝ ؿؾ سطیٓ خشیبٖ ثش اػبع اػذاد ٌشاؿف ٔخشّف  [45,29]

 ؿٛد: ٔیسؼشیف 
  وٙذ : رسٜ دس ساػشبی خظ ٔشوضی ٘ـؼز ٔی          سطیٓ اِف

 دس حبِی وٝ دٚ ٌشداثٝ ٔشمبسٖ ٚ دائٓ دس دـز رسٜ ٚخٛد داسد.

  سیضؽ ٌشداثٝ ٔشٙبٚة دس دـز رسٜ ٚخٛد             سطیٓ ة :

 وٙذ. داسد دس حبِیىٝ رسٜ حَٛ خظ ٔشوضی ٘ٛػبٖ ٔی
  دس ٘ضدیىی یىی اص : رسٜ ثٝ كٛسر دایٓ              سطیٓ ج

 وٙذ. ٞب ثذٖٚ سیضؽ ٌشداثٝ دس دـز آٖ ٘ـؼز ٔی دیٛاسٜ

  رسٜ سٚی خظ ٔشوضی ثب ٚخٛد دٚ ٌشداثٝ               سطیٓ د :

 وٙذ.دائٓ ٚ ٔشمبسٖ ٘ـؼز ٔی
  رسٜ ثب دأٙٝ وٓ حَٛ خظ ٔشوضی               سطیٓ ٞـ :

 وٙذ ٚ دس دـز آٖ سیضؽ ٌشداثٝ ٔشٙبٚة ٚخٛد داسد.٘ٛػبٖ ٔی

  ٚ ٓوٙذ دس حبِیىٝ : رسٜ حَٛ خظ ٔشوضی ٘ٛػبٖ ٔی         سطی

 وٙذ.ٞبی ثضسٌی ثٝ كٛسر ٔشٙبٚة ٘ـؼز ٔی دس دـز آٖ ٌشداثٝ
ٞبی  دٔب سا ٕٞشاٜ ثب وب٘شٛسٞبی ٚسسیؼیشی ثشای سطیٓٞبی ٞٓ وب٘شٛس 11ؿىُ 

لبثُ روش اػز  دٞذ. ٔخشّف ثذػز آٔذٜ ثٝ وٕه سٚؽ اسایٝ ؿذٜ ٘ـبٖ ٔی

ٞبی دلیمی ٘یؼشٙذ  دس ایٗ سمؼیٓ ثٙذی ػذد 4300ٚ  3500وٝ اػذاد ٌشاؿف 
ٚ سجذیُ اص یه سطیٓ ثٝ سطیٓ دیٍش دس حٛاِی ایٗ اػذاد ٌشاؿف كٛسر 

ی ثذٖٚ ثؼذ رسٜ سا ثب صٔبٖ سغییشار ٔٛلؼیز افم 12. ؿىُ [48]دزیشد  ٔی

ٚاثؼشٍی ػشػز ٟ٘بیی سا دس لبِت سیِٙٛذص  13دٞذ، دس حبِیىٝ ؿىُ  ٘ـبٖ ٔی

وٙذ.  ثب ٘شبیح دیٍش ٔغبِؼبر ٔمبیؼٝ ٔی    ٘ؼجز ثٝ ػذد ٌشاؿف     ٟ٘بیی 
، ثشای ثشسػی وٕی ٘شبیح، ٔٛلؼیز افمی رسٜ ٘ؼجز ثٝ دیٛاسٜ 4دس خذَٚ 

ٚ ٕٞچٙیٗ دأٙٝ ٘ٛػبٖ  2000ٚ  1000 ػٕز چخ وب٘بَ ثشای اػذاد ٌشاؿف

ثب ٘شبیح دیٍش ٔشاخغ ٔمبیؼٝ ؿذٜ اػز. سٕبٔی  4500رسٜ ثشای ػذد ٌشاؿف 

ػبصی ٔشصٞبی ٔٙحٙی  ٘شبیح ٘ـبٖ دٞٙذٜ كحز ٚ دلز سٚؽ حبضش دس ؿجیٝ
 ٔشحشن حشاسسی اػز.

 گیری نتیجه -6
دس ٔمبِٝ حبضش اص سٚؽ ػیبَ سٚح ٚ ٔذَ صٔبٖ آسأؾ چٙذٌب٘ٝ ثشای 

ػبصی خشیبٖ خبثدبیی عجیؼی ٚ اخجبسی حَٛ ٔشصٞبی ٔٙحٙی دسیچّز  ؿجیٝ

ٚ ٘یٛٔٗ اػشفبدٜ ؿذٜ اػز. ٕٞچٙیٗ سٚؽ ؿبسط ٔدذد ثشای ٔشصٞبی حشاسسی 

ٔشحشن سٛػؼٝ دادٜ ؿذٜ اػز. ٔذَ ؿشط ٔشصی ػیبَ سٚح ٔجشٙی ثش 

یبثی خٛاف ٔبوشٚػىذیه ثٝ وٕه سٚؽ دٚ خغی اػز وٝ اص سغییشار  ثشٖٚ
وٙذ. یبثی اػز اخشٙبة ٔیغ سٛصیغ وٝ ٘بؿی اص سؼذد ٔؼبدلار ثشٖٚؿذیذ سٛاث

ثب سّفیك ایٗ سٚؽ ٚ ٔذَ آسأؾ چٙذ ٌب٘ٝ دس سٚؽ ؿجىٝ ثِٛشضٔٗ، خشیبٖ 

ػبصی ؿذٜ ٚ ٘شبیح ثب ٘شبیح  خبثدبیی عجیؼی ٚ اخجبسی دس چٙذ ٞٙذػٝ ؿجیٝ

ی دیٍش ٔغبِؼبر ٔمبیؼٝ ؿذ. ٕٞچٙیٗ ثشای ثشسػی سٚؽ ؿبسط ٔدذد سٝ ٘ـیٙ
ػبصی ؿذٜ ٚ ٘شبیح ثٝ اصای اػذاد  یه رسٜ ػشد دسٖٚ وب٘بَ ػٕٛدی ؿجیٝ

ٌشاؿف ٔخشّف ثب ٘شبیح دیٍش ٔغبِؼبر ٔمبیؼٝ ؿذٜ اػز. ٘شبیح، ٔؤیذ دلز 

اػشفبدٜ اص سٚؽ ػیبَ سٚح ٕٞشاٜ ثب سٚؽ ؿبسط ٔدذد ٚ ٔذَ صٔبٖ آسأؾ 

ػبصی ٔشصٞبی ٔشحشن ٔٙحٙی  چٙذ ٌب٘ٝ سٚؽ ؿجىٝ ثِٛشضٔٗ دس ؿجیٝ
 یچّز ٚ ٘یٛٔٗ اػز.دس

 

 

Fig. 11 Isotherm (non-dimensional) and vorticity contours for different 

flow regimes 
 ٞبی ٔخشّف خشیبٖ دٔبی ثذٖٚ ثؼذ ٚ ٚسسیؼیشی ثشای سطیٓٞبی  وب٘شٛس 11شکل 

 

 
Fig. 12 Time evolution of the particle horizontal positions at different 

Grashof numbers 
 سغییشار ٔٛلؼیز ثذٖٚ ثؼذ رسٜ ٘ؼجز ثٝ صٔبٖ ثشای اػذاد ٌشاؿف ٔخشّف 12شکل 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
96

.1
7.

2.
7.

9 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
e.

m
od

ar
es

.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-0

3-
29

 ]
 

                             9 / 12

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1396.17.2.7.9
https://mme.modares.ac.ir/article-15-1407-fa.html


  

 َمکاران ي محسه مظفری شمسی سازی مرزَای مىحىی متحرک با اوتقال حرارت ريش شارش مجدد برای شبیٍشبکٍ بًلتسمه با  -ريش سیال ريحترکیب 

 

 5، شماره 51، دوره 5936مهندسی مکانیک مدرس، اردیبهشت  515
 

 
Fig. 13 Comparison of the     with previous studies for different 

values of Gr 
 ٞبی ٔخشّف  ثب دیٍش ٔغبِؼبر دس     ٔمبیؼٝ  13شکل 

ٚ ٕٞچٙیٗ دأٙٝ ٘ٛػبٖ دس  Gr=1000  ٚGr=2000ٔٛلؼیز سؼبدَ رسٜ دس  4جدول 
Gr=4500 

Table 4. Equilibrium positions at Gr =1000 and 2000 and amplitudes at 

Gr = 4500 

[49] [46] [45] Present Study    

2.91 2.90 2.89 2.894 1000 

2.74 2.73 2.74 2.743 2000 

1.32 1.35 1.32 1.32 4500 
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⁄    ضشیت دخؾ ٌشٔب       
    فبكّٝ ثیٗ ٘مغٝ سٚح ٚ ٘مغٝ سلٛیش    
    ٌبْ صٔب٘ی     
    ٌبْ ٔىب٘ی    
⁄    ٚیؼىٛصیشٝ ػیٕٙبسیه       
⁄     چٍبِی      
 ٔشغیش ٔبوشٚػىذیه ػٕٛٔی   
 ضشایت ٚص٘ی   

 هابالانویس
 سؼبدِی   

 غیش سؼبدِی    

 هازیرنویس
 ٘مغٝ سمبعغ ثب ٔشص   
 ٘مغٝ سٚح   
 ٘مغٝ سلٛیش   
 ٌشٜ ػیبَ خذیذ   

 پیوست  -8
حبِز )اِف(، ثشای ٔیب٘یبثی یه ٔشغیش ٔـخق ٔثُ دٔب )یب ٞش   1دس ؿىُ

(( 12ٔشغیش دیٍشی( دس ٘مغٝ سلٛیش اص سٚؽ ٔیب٘یبثی دٚ خغی )ٔؼبدِٝ )

اػشفبدٜ ؿذٜ اػز. دس ایٗ سٚؽ ثب وٕه دٔب ٚ ٔخشلبر چٟبس ٌشٜ ٕٞؼبیٝ 
 سا سـىیُ داد.  (28) سٛاٖ دػشٍبٜ ٔؼبدلاسی ٔغبثك ثب ٔؼبدِٝٔی 

 
 
(28) 

{
 

 
         

 
      

  

         
 
      

  

         
 
      

  

         
 
      

  

 

( ٔدَٟٛ ٞؼشٙذ  ٚ   ،  ،   دس دػشٍبٜ فٛق سٟٙب ضشایت ٔؼبدِٝ دٚ خغی)
ٚ ثب حُ ایٗ دػشٍبٜ چٟبس ٔؼبدِٝ ٚ چٟبس ٔدَٟٛ، ٔمبدیش ایٗ ضشایت ثذػز 

سٛاٖ ثب ٚاسد وشدٖ ٔخشلبر ٘مغٝ  آیٙذ. دغ اص ٔـخق ؿذٖ ضشایت، ٔی ٔی

       )سلٛیش 
(    دس ٔؼبدِٝ ٔیب٘یبثی دٚ خغی، دٔب دس ٘مغٝ سلٛیش ) (

 ثذػز خٛاٞذ آٔذ:
(29)            

  
        

   
( ٚ )ج( ثشای ٘مغٝ سلٛیش ٚخٛد ةیىی اص حبلار ) 1حبَ اٌش ثب سٛخٝ ثٝ ؿىُ 

، ٔمبدیش ٌشٜ ٕٞؼبیٝ ای وٝ دس (28)داؿشٝ ثبؿذ، دس دػشٍبٜ ٔؼبدلار ساثغٝ 

دسٖٚ ٔشص خبٔذ لشاس ٌشفشٝ اػز، ثب ٔمبدیش ٘مغٝ سمبعغ ثب ٔشص خبیٍضیٗ 
ؿٛد. ثٝ عٛس ٔثبَ ثشای حبِز )ة( دس حبِز ؿشط ٔشصی دٔب ثبثز،  ٔی

ثشای ثذػز آٚسدٖ ضشایت ٔؼبدِٝ دٚ خغی  (30)دػشٍبٞی ٔغبثك ثب ٔؼبدِٝ 

 ؿٛد.سـىیُ دادٜ ٔی

 
 
 
(30) {

 

 
         

 
      

  

         
 
      

  

  ́     ́    
 ́
    ́ ́ 

  

         
 
      

  

 

سـىیُ  (31)ٚ دس حبِز ؿشط ٔشصی ؿبس ثبثز دػشٍبٞی ٔغبثك ثب ٔؼبدِٝ 

 ؿٛد.دادٜ ٔی

 
 
 
 

(31) {
 
 

 
 

         
 
      

  

         
 
      

  

  

  
|
 ́

          (  ́    ́ 
  )

         
 
      

  

 

 .لبثُ ٔحبػجٝ اػز (32اص عشیك ٔؼبدِٝ )  ⃗ وٝ ثشداس 

(32) 
 ⃗     ̂     ̂  

          ̂  ( 
  

  
  
) ̂

√         
  ( 

  
  

  
)
 

 

)ج( ٘یض عجك سٚؽ ثبلا ػُٕ وشدٜ ٚ ثؼذ اص ٔحبػجٝ ضشایت ٔؼبدِٝ ثشای حبِز 

اٛٞذ آٔذ. (29)دٚ خغی، ثب اػشفبدٜ اص ٔؼبدِٝ   دٔب دس ٘مغٝ سلٛیش ثذػز خ
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