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بینی رفتار دینامیکی شکست در اجسام داراي ترك ضرایب شدت تنش دینامیکی از پارامترهاي مهم براي بررسی، شناخت و پیش
سه بعدي به کار گرفته تركبای تابعموادی کینامیدتنششدتبیضرامحاسبهي براتعاملیانتگرالروشمقاله،نیاباشند. درمی
از ي ریگمشتقبهی وابستگهرگونهبدونتعاملانتگرالتنش،وکرنش،ییجابجای کمکي هادانیمازی مناسبفیتعربا. شودمی

روشازماده و با استفادهدر نظر گرفتن تغییرات پیوسته ضریب ارتجاعیباي عددحل. دیآیمدستمزبور، بهموادتغییرات خواص
اي ترك مرکزي، بیضوي و لبههاي همگن و تابعی بامسئلهحلبااستفادهموردروشاعتبارسنجی. ردیگیممحدود انجامي اجزا

با در نظر گرفتن تغییرات خواص مواد به صورت نمایی در دو جهت ادامهدر. شودیمتحت اثر بارهاي استاتیکی و دینامیکی انجام
داخل و عمود بر صفحه ترك، اثرات گرادیان ضریب الاستیسیته بر ضرایب شدت تنش استاتیکی و دینامیکی مواد تابعی مورد 

تغییر خواص ماده همواره موجب کاهش قابل توجه ضریب شدت تنش دینامیکی جسم که شود، نشان داده میگیرد. بررسی قرار می
با توجه به راستاي تغییر خواص ماده، ضریب شدت تنش شود، مشخص میکهیدرحالد. گردتابعی نسبت به ماده همگن می

ممکن است افزایش یا کاهش یابد.نسبت به ماده همگن استاتیکی جسم تابعی 
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	 To	 investigate	understanding	and	prediction	of	 	dynamic	 fracture	behavior	of	 a	 cracked	body,	
dynamic	 stress	 intensity	 factors	 (DSIFs)	 are	 important	 parameters.	 In	 the	 present	 work	
interaction	 integral	method	 is	presented	 to	compute	static	and	dynamic	stress	 intensity	 factors	
for	 three-dimensional	 cracks	 contained	 in	 the	 functionally	 graded	 materials	 (FGMs),	 and	 is	
implemented	in	conjunction	with	the	finite	element	method	(FEM).	By	a	suitable	definition	of	the	
auxiliary	 fields,	 the	 interaction	 integral	method,	which	 is	not	 related	 to	derivatives	of	material 	
properties,	 can	 be	 obtained. For	 the	 sake	 of	 comparison,	 center,	 edge	 and	 elliptical	 cracks	 in	
homogeneous	and	functionally	graded	materials	under	static	and	dynamic	loading	are	considered. 	
Then,	material	gradation	is	introduced	in	an	exponential	form	in	the	two	directions	in	and	normal	
to	the	crack	plane.	Next,	the	influence	of	the	graded	modulus	of	elasticity	on	static	and	dynamic	
stress	 intensity	 factors	 is	 investigated.	 	 It	 has	 been	 shown	 that,	 material	 gradation	 has	
considerable	 reduction	 influence	 on	DSIFs	 of	 functionally	 graded	material	 in	 comparison	with	
homogenous	material,	while	static	stress	intensity	factors	can	decrease	or	increase,	depending	on	
the	direction	of	gradation	material	property.	
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مقدمه-1
از مواد تابعی در صنایع مختلف نظامی و غیرنظامی هاي اخیر استفاده در سال

دهند که افزایش یافته است. نتایج تحقیقات تجربی و عددي نشان می

]. بر این 1گسیختگی غالب در این مواد شکست ناشی از وجود ترك است [
هاي با مواد بینی رفتار سازهاي براي محاسبه و پیشاساس، تحقیقات گسترده

نجام شده است. بیشتر تحقیقات صورت گرفته شکست دو تابعی حاوي ترك ا
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اند. در حوزه شکست سه بعدي مواد تابعی، بعدي این مواد را بررسی نموده
ي نیم ا] حالت ترکیبی شکست ورق تابعی با ترك صفحه2والتر و همکاران [

کارگیري ] با به3هان [بیضی را، با روش انتگرال تعاملی بررسی نمودند. آي
- جزاي محدود غنی شده ضرایب شدت تنش مواد تابعی با ترك صفحهروش ا

] و قاجار و 4شقاقی و همکاران [.دار را محاسبه کرداي نیم بیضی زاویه
]، ضرایب شدت تنش حالت ترکیبی شکست مواد تابعی با ترك 5همکاران [

ها اي و انحنا دار را به دست آوردند. تمامی این پژوهشسه بعدي غیر صفحه
اند. استاتیکی بررسی کردهدار را، تحت اثر بارگذاريتار مواد تابعی تركرف

از سوي دیگر، شکست دینامیکی سه بعدي مواد همگن توسط محققین 
، با استفاده از روش تفاضل محدود، ]6[مورد بررسی قرار گرفته است. چن 

ضریب شدت تنش دینامیکی ورق مستطیلی با ترك مرکزي را، به دست آورد. 
با توسعه یک جزء تکین نزدیک نوك ترك، با استفاده ]	7[آوکی و همکارانش 

از روش اجزاي محدود، رابطه بین ضریب شدت تنش دینامیکی و جابجایی در 
، ضرایب شدت تنش ]8[اوکا و همکاران ینوك ترك را ارائه کردند. نیش

دینامیکی میله همگن مستطیلی با ترك بیضی شکل مرکزي را با روش 
اجزاي محدود به دست آوردند. 

، از روش اجزاي مرزي براي محاسبه ضرایب شدت ]9[ون و همکاران 
ي بیضی شکل استفاده نمودند. کریسل و اتنش دینامیکی ترك صفحه

ها ایداري و رشد ترك جسم سه بعدي را بررسی نمودند. آن، پ]10[بلیسچکو 
سازي رشد گیري زمانی صریح، مدلآزاد گالرکین و انتگرالبا روش جزء 

	سازي، بر پایه شبیه]11[دینامیکی ترك را انجام دادند. اندرلین و همکاران
شدن مجازي ترك و 	دینامیکی، بستهܬهاي انتگرال اجزاي محدود، از روش

بجایی براي محاسبه ضریب شدت تنش دینامیکی استفاده نمودند. گو و جا
با استفاده از روش نقاط مادي، ضرایب شدت تنش دینامیکی ]12[نایرن

ي تو خالی با ترك نیم بیضی را به دست آوردند. استوانه
، ضرایب شدت تنش دینامیکی مواد تابعی دو بعدي را با ]13	[روسو و تیپر

هاي کمکی ویلیامز ها از میدانتجربی به دست آوردند. آنهاي عددي وروش
باشند، استفاده نمودند. سانگ و پائولینو هاي ایستا می، که معادل میدان]14[
، توانستند با استفاده از روش انتگرال تعاملی و اجزاي محدود، ضرایب ]15[

شدت تنش دینامیکی صفحات تابعی دو بعدي را به دست آورند. کیم و 
سازي عددي رشد ترك ، با استفاده از فرایند اصلاح مش شبیه]16[پائولینو 

مواد تابعی دو بعدي را انجام دادند. رشد ترك در بارگذاري حالت ترکیبی رخ 
دهد، و در هر گام ضرایب شدت تنش حالت ترکیبی با استفاده از رابطه می

شکست ]17[زاده آید. شریعتی و مهديانتگرال تعاملی به دست می
توسعهمحدوداجزايروشازاستفادهباراتابعیموادبعديدودینامیکی

تنششدتضرایبنیز]18[همکارانوژیانگ. نمودندبررسییافته
دستبهتعاملیانتگرالروشازاستفادهبارابعديدوتابعیمواددینامیکی

هايمسئلهعدديحلبرايیافتهتوسعهمحدوداجزايروشازهاآن. آوردند
.نمودنداستفادهبررسیمورد

دهد که شکست دینامیکی سه بررسی تحقیقات انجام شده، نشان می
طور کامل مورد تجزیه و تحلیل قرار نگرفته است و بعدي مواد تابعی، به

هاي طلبد. در این مقاله، ابتدا بر مبناي پژوهشتحقیقات بیشتري را می
ال تعاملی براي محاسبه ضرایب شدت تنش موجود، رابطه سازي انتگر

شود. سپس با تعریف مناسبی دینامیکی ترك سه بعدي مواد تابعی، انجام می
هاي کمکی جابجایی، کرنش و تنش، انتگرال تعاملی بدون هرگونه از میدان

آید. در گیري از تغییرات خواص مواد تابعی به دست میوابستگی به مشتق
گیرد. ، اعتبارسنجی روش مورد استفاده انجام میادامه با حل چند مسئله

ها دار، رفتار آنسپس با فرض نمایی بودن تغییرات خواص مواد تابعی ترك
شود، گردد. نشان داده میتحت اثر بارهاي استاتیکی و دینامیکی بررسی می
اي بر بیشینه مقدار ضرایب تابعی شدن خواص مواد اثر کاهشی قابل ملاحظه

افزار هاي مورد بررسی از نرمدینامیکی دارد. براي تحلیل مسئلهشدت تنش 
شود. در این راستا، با استفاده از زبان اجزاي محدود آباکوس استفاده می

شود، تا به کمک آن بتوان، اي نوشته مینویسی فرترن زیر برنامهبرنامه
از سوي تغییرات پیوسته خواص مواد تابعی را، در تحلیل عددي اعمال نمود. 

طور مستقیم ضرایب شدت تنش تواند، بهافزار آباکوس نمیدیگر، نرم
اي استاتیکی و دینامیکی مواد ناهمگن را محاسبه کند. بر این اساس، برنامه

نویسی مطلب تهیه شده است، که با استفاده از نتایج توانمند به زبان برنامه
ایی، کرنش و تنش، هاي واقعی و کمکی جابجتحلیل اجزاي محدود، میدان

مقدار انتگرال تعاملی و ضرایب شدت تنش استاتیکی و دینامیکی را محاسبه 
د.کنمی

	هاي کمکی مواد ناهمگن تابعیمیدان-2
هاي واقعی و کمکی جابجایی، کرنش و براي محاسبه انتگرال تعاملی، میدان

اي شدههاي شناخته هاي کمکی بر پایه رابطهشوند. میدانتنش استفاده می
هاي واقعی که میدانشوند. درحالیبنا می]14[مانند توابع بسط یافته ویلیامز 

آیند.ر به دست میبا استفاده از حل عددي یا تحلیلی مسئله مورد نظ
نشان دادند که براي مواد ناهمگن با پیوستگی ]19[دلالی و اردوگان 

در نوك ترك ها، ویژگی تکین بودن تنشضرایب الاستیک و مشتقات آن
هاي استاتیک نوك ترك مواد میدان]20[همانند مواد همگن است. ایسچن 

مورد بررسی قرار داد. او نتیجه ]14[ناهمگن را با استفاده از روش ویلیامز 
گرفت، اگر خواص مواد تابعی از قبیل مدول الاستیسته و ضریب پواسون، 

ي مورد نظر باشند، جمله توابعی پیوسته، محدود و مشتق پذیر در تمام فضا
اول تکینگی تنش و جمله نظیر جابجایی در اطراف نوك ترك، در این مواد، 

- ، نشان دادند که میدان]21[مشابه مواد همگن است. پارامسواران و شکولا 
هاي مواد هاي تنش مواد ناهمگن تحت بارگذاري دینامیکی مشابه میدان

باشند. به این ترتیب، در رابطه همگن تحت اثر بارگذاري شبه استاتیکی می
، به عنوان ]14[هاي جابجایی و تنش ویلیامز سازي انتگرال تعاملی از میدان

شود. وقتی دامنه محدودي براي محاسبه هاي کمکی استفاده میمیدان
هاي شود، این میدانانتگرال تعاملی مواد با خواص ناهمگن در نظر گرفته می

بندي باشند. بنابراین در فرمولك مناسب نمیکمکی جز در نزدیکی نوك تر
شوند، تا تغییرات ناهمگنی مواد جبران شود هاي دیگري استفاده میجمله

]15[.

سازي ناسازگاريرابطه- 2-1
௜௝௔௨௫ߪو تنش ௜௔௨௫ݑهاي کمکی تغییرمکان بندي ناسازگاري، میداندر فرمول

	14[طور مستقیم از رابطه ویلیامز به و بر مبناي خواص ماده نوك ترك ]
بر مبناي معادلات ௜௝௔௨௫ߝهاي کمکی کرنش شوند. سپس میدانمحاسبه می

آیند. طبق رفتاري مواد ناهمگن و از رابطه بین کرنش و تنش به دست می
) داریم:1رابطه (

௜௝௔௨௫ߝ)1( = ௜ܵ௝௞௟(ݔ)ߪ௞௟௔௨௫

௜ܵ௝௞௟(ݔ).تانسور نرمی مواد ناهمگن است، که وابسته به مختصات نقاط است
هاي کمکی در این حالت، رابطه تعادل برقرار است، اما رابطه بین میدان

	) داریم:2شود. طبق رابطه (کرنش و جابجایی ارضاء نمی
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௜௝௔௨௫ߝ)2( ≠
1
2 ൫ݑ௜,௝

௔௨௫ + ௝,௜ݑ
௔௨௫൯

مبناي خواص ثابت نوك ترك به دست هاي کمکی جابجایی بر زیرا میدان
هاي کمکی کرنش با استفاده از تانسور نرمی تابعی که میدانآیند، درحالیمی
هاي سازگاري شود که رابطهشوند. این شرایط سبب مینقطه محاسبه میهر

برقرار نشوند.

رابطه سازي انتگرال تعاملی-3
گسترده براي محاسبه طور هایی است که بهانتگرال تعاملی یکی از روش

گیرد. مبناي ضرایب شدت تنش مواد همگن و ناهمگن مورد استفاده قرار می
] 15]. سانگ و پائولینو [2است [ܬروش انتگرال تعاملی بر پایه روش انتگرال

انتگرال تعاملی براي محاسبه ضرایب شدت تنش دینامیکی مواد تابعی دو 
ها و رابطه ارائه شده بناي رابطه آنبعدي حاوي ترك را به دست آوردند. بر م

براي محاسبه انتگرال تعاملی ترك سه بعدي مواد ]2[توسط والتر و همکاران 
تابعی تحت بار استاتیکی، رابطه انتگرال تعاملی دینامیکی ترك سه بعدي مواد 

بر روي ܾنقطه ܯآید. بر این اساس، مقدار انتگرال تعاملی مزبور به دست می
، با استفاده از کانتور حجمی قرار گرفته 1نشان داده شده در شکلجبهه ترك
) به دست 3با رابطه (ିܣو ାܣو سطوح ترك ௧ܣ، ଷܣ، ଶܣ، ଵܣ	بین سطوح

آید.می

)3(

ܯ = න൛൫ߪ௜௝௔௨௫ݑ௜,ଵ + ௜,ଵ௔௨௫൯ݑ௜௝ߪ − ௝ܸ݀,ݍଵ௝ൟߜ௜௞ߝ௜௞௔௨௫ߪ
௏

+න൛ߪ௜௝൫ݑ௜,ଵ௝௔௨௫ − ௜௝,ଵߝ
௔௨௫൯+ ௜,ଵ௔௨௫ݑ௜ݑ̈ߩ ܸ݀ݍ௜௝ൟߝ௞௟௔௨௫ߝ(ݔ)௜௝௞௟,ଵܥ−

௏

تابع وزن است، که ݍتانسور سفتی مواد تابعی و	(ݔ)௜௝௞௟ܥدر این رابطه
.]5[آیدمیدست) به4رابطه (صورتبهکانتورسطوحرويآنمقدار

௞ݍ)4( = ቐ
݈௞ , ௧ܣ	در
0, ଵܣ	در	 ଶܣ, ଷܣ,

در نقاط میانی حجم مورد بررسی، مانند نقاط گوس با استفاده از ݍمقدار 
.]5[) به دست آید 5رابطه (

௞ݍ)5( = ෍ܰఈݍ௞ఈ
ఈୀ௝

ఈୀଵ

تابع شکل مربوط به گره است. شی ఈܰهاي هر جزء و دهنده گرهنشانߙ
توان با استفاده از نشان دادند، که نرخ رهایش انرژي را می]22[و همکاران 

تابعی پیوسته روي جبهه (ݏ)ݍدست آورد. که در این رابطه به	) 6رابطه (
نشان دادند، که براي ]5[. قاجار و همکاران ]22[است ܿتا ܽترك، در فاصله 

	)  مناسب است.7اجزاي بیست گرهی سه بعدي رابطه (

ഥܯ)6( =
ܯ

∫ ௅಴ݏ݀(ݏ)ݍ

)7(න ݏ݀(ݏ)ݍ
௅಴

= න ൬1−
1
௖ܮ
൰ݏ

ଶ.଴଺

ݏ݀
௅಴ ଶ⁄

ି௅಴ ଶ⁄
= 1.01൬

2
஼൰ܮ3

از سوي دیگر، رابطه بین ضرایب شدت تنش و نرخ رهایش انرژي به 
.]5[) است 8صورت رابطه (

)8(
ഥܯ =

2(1− (ଶߥ
ܧ

ூ௔௨௫ܭூܭ) + (ூூ௔௨௫ܭூூܭ

+
2(1 + (ߥ

ܧ ூூூ௔௨௫ܭூூூܭ

تعاملی براي تعیین ضرایب شدت تنش مربوط میدان حجمی محاسبه انتگرال	1شکل 
	.]2[روي جبهه ترك ܾبه نقطه 

برابر یک و سایر ضرایب شدت تنش ூ௔௨௫ܭمقدارூܭبراي به دست آوردن 
شوند. به این ترتیب، با محاسبه مقدار انتگرال کمکی صفر در نظر گرفته می

طی فرایندي آید. با تعاملی ضریب شدت تنش شکست نوع اول به دست می
شوند.مشابه، سایر ضرایب شدت تنش محاسبه می

انتگرال تعاملی مستقل از مشتق خواص مواد تابعی-4
وجود دارد، که تعیین آن نیازمند ௜௝ߝ௞௟௔௨௫ߝ(ݔ)௜௝௞௟,ଵܥ) عبارت 3در رابطه (

گیري از خواص مواد تابعی است. با توجه به گرادیانی بودن خواص مواد مشتق
گیري، محاسبه انتگرال تعاملی و فرایند کدنویسی مربوط به تابعی، این مشتق
شود، که اي نوشته میکند. بر این اساس، این جمله به گونهآن را پیچیده می

خواص مواد در آن وجود نداشته باشد. با توجه به تقارن ماتریس مشتق
) برقرار است.9سختی، تساوي (

௜௝ߝ௞௟௔௨௫ߝ(ݔ)௜௝௞௟,ଵܥ)9( = ௞௟௔௨௫ߝ௜௝ߝ(ݔ)௜௝௞௟,ଵܥ

توان نوشت.) را می10از سوي دیگر، رابطه (

)10(൫ܥ௜௝௞௟(ݔ)ߝ௜௝൯,ଵ
= ௜௝ߝ(ݔ)௜௝௞௟,ଵܥ + ௜௝,ଵߝ(ݔ)௜௝௞௟ܥ

شود.) بازنویسی می11ورت رابطه (به این ترتیب، عبارت مورد نظر به ص

௜௝ߝ௞௟௔௨௫ߝ(ݔ)௜௝௞௟,ଵܥ)11( = ൫ܥ௜௝௞௟,ଵ(ݔ)ߝ௜௝ + ௞௟௔௨௫ߝ௜௝,ଵ൯ߝ(ݔ)௜௝௞௟ܥ

توان به صورت با توجه به متقارن بودن ماتریس سفتی، این رابطه را می
) نوشت.12رابطه (

௜௝ߝ௞௟௔௨௫ߝ(ݔ)௜௝௞௟,ଵܥ)12( = ௞௟௔௨௫ߝ௞௟,ଵߪ − ௜௝,ଵߝ௜௝௔௨௫ߪ

) مقدار انتگرال تعاملی بدون نیاز به 3) در رابطه (12(با جایگذاري رابطه
))13آید.(رابطه (گیري از خواص ماده به دست میمشتق

ܯ = න൛൫ߪ௜௝௔௨௫ݑ௜,ଵ + ௜,ଵ௔௨௫൯ݑ௜௝ߪ − ௝ܸ݀,ݍଵ௝ൟߜ௜௞ߝ௜௞௔௨௫ߪ
௏

	+න൛ߪ௜௝൫ݑ௜,ଵ௝௔௨௫ − ௜௝,ଵߝ
௔௨௫൯+ ௜,ଵ௔௨௫ݑ௜ݑ̈ߩ − ௞௟ߪ ,ଵߝ௞௟௔௨௫ + ܸ݀ݍ௜௝,ଵൟߝ௜௝௔௨௫ߪ

௏

)13(	

تحلیل اجزاي محدود بر مبناي خواص گرادیانی-5
توان از اجزاي همگن یا از اجزاي براي در نظر گرفتن تغییرات خواص مواد می

تابعی استفاده نمود. 
گیرند، ولی اجزاي همگن از اجزاي تابعی تغییر خواص مواد را در نظر می

نشان داده شده است، 2اي تقریبی مانند آنچه که در شکل یک فرایند پله

	جبهه ترك
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14111، شماره 14، دوره 1393العاده اسفند فوقمهندسی مکانیک مدرس، 
	

کنند. به عبارت دیگر، خواص اجزاي همگن با خواص مرکز اجزاي استفاده می
تابعی انطباق داده شده است.

روشن است که اجزاي تابعی خواص گرادیانی مواد را بهتر از اجزاي همگن 
ها استفاده تحلیل عددي از آنزنند. بر این اساس، بهتر است که در تقریب می

افزار اجزاي محدود انجام شود، لازم شود. در صورتی که حل عددي با یک نرم
افزار وجود داشته باشد و یا اینکه با نوشتن کدهاي است این قابلیت در نرم

افزار اجزاي محدود آباکوس این قابلیت را دارد که لازم به آن اضافه شود. نرم
هایی بتوان خواص گرادیانی مواد تابعی را اعمال نمود. ر روالبا اضافه کردن زی

اي نوشته شده است، که خواص ماده در این پژوهش زیر روال مزبور به گونه
آیند.براي نقاط گوس، با توجه به تغییرات خواص مواد تابعی به دست می

اعتبارسنجی - 6
هاي همگن و ئلهبراي نشان دادن درستی روش ارائه شده، در این قسمت مس

هاي استاتیکی و اي تحت اثر بارتابعی داراي ترك مرکزي، بیضوي و لبه
شوند.دینامیکی، تحلیل می

ا مقطع مستطیل با ترك مرکزي دررومیله همگن ب- 6-1
ي با مقطع مستطیل و ترك مرکزي دررو نشان داده شده امیله3در شکل 

- میلیمتر می4/2و 10، 20، 10ترتیب بهܽو ଵܾ ،ܾଶ ،ܾଷمقادیراست. 
(ݐ)ܪوارد شده است. (ݐ)ܪ଴ߪباشند. بر دو انتهاي این میله بار دینامیکی 

برايشود،میدیده4شکلدرکهگونهاي هوي ساید است. همانتابع پله
اطرافدروگرهیبیستدومرتبهآجريهايالمانازعددي،سازيشبیه
چهارمیکنوعازگرهی15دومرتبهايگوهيهاالماننیزتركجبهه

درهاالماناندازهترك،جبههدرتنشتکینگیبهتوجهبا. گرددمیاستفاده
دستبههايپاسخدقتتاشود،میانتخابکوچککافیحدبهآناطراف
ضرایبتواندنمیآباکوسافزارنرمچوندیگر،سوياز. باشدقبولقابلآمده

است،کافیتركسازيمدلبراينماید،محاسبهراتابعیموادتنششدت
میلهکلعدديسازيشبیهدراست،ذکربهلازم. شودمشخصآنمحل
محورراستايدرآنپایینوبالاسطوحبهدینامیکیباروشدهسازيمدل
ܺଶکهضمنیدینامیکیتحلیلروشازاستفادهباعدديحل. شودمیوارد

.استشدهانجامباشد،میپایدارهمواره
نمودار تاریخچه زمانی ضریب شدت تنش دینامیکی بی بعد 5در شکل 

که با روش پژوهش حاضر به دست آمده 3نقطه میانی جبهه ترك میله شکل 
ضریب ூ஽ܭگردد. در این شکل مقایسه می]11[است، با جواب اندرلین 

ூ଴ܭشدت تنش دینامیکی، و  = شود، تطابق است. مشاهده می଴√πܽߪ
هاي دو روش وجود دارد.خوبی بین جواب

	

مقایسه بین جزء همگن و جزء گرادیانی. الف) اجزاي تابعی ب) اجزاي 2شکل 
.]15[همگن.  ج) تغییرات گرادیانی خواص در راستاي محور 

	
	

	خواص ماده میله با ترك مرکزي دررو1جدول 

جرم حجمی
(kg/mଷ)ߩ

ضریب 
	پواسون
߭

ضریب 
	الاستیسیته
	(GPa)ܧ

50003/0200

	
]11[میله همگن مستطیلی با ترك مرکزي دررو 3شکل 

درروتركباهمگنمیلهازقسمتیمحدوداجزايبنديمش4شکل

روش حاضر و نتایج اندرلین و ூ଴ܭ/ூ஽ܭمقایسه نمودار تاریخچه زمانی 5شکل 
براي میله همگن با ترك مرکزي دررو]11[همکاران 

همگن با مقطع مستطیل با ترك بیضی شکل در مرکزمیله -6-2
اي با مقطع مستطیل و داراي ترك بیضی شکل در مرکز آن میله6در شکل 

، 45ترتیب ترتیب بهبهଶܽو ଵܾ ،ܾଶ ،ܾଷ ،ܽଵنشان داده شده است. مقادیر 
دینامیکی باشند. بر دو انتهاي این میله بارمیلیمتر می10و 5/17، 30، 75

آورده شده است. 2شود. خواص مواد این میله در جدول وارد می(ݐ)ܪ଴ߪ
باشدمیپیشینمسئلههمانندنیزمسئلهاینبنديمشوسازيمدلفرایند

.استشدهسازيشبیهمسئلهکلعدديتحلیلبرايو
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	]11[میله همگن مستطیلی با ترك بیضی شکل 6شکل 

	بیضی شکل مرکزيخواص ماده میله با ترك 2جدول 

جرم حجمی
(kg/mଷ)ߩ

ضریب 
	پواسون
߭

ضریب 
	الاستیسیته
	(GPa)ܧ

7900216/0187

نتایج این پژوهش براي گره واقع بر انتهاي قطر کوچک بیضی 7در شکل 
]11[و اندرلین ]9[، ون ]8[اوکا ، نیشی]6[با نتایج چن 6میله همگن شکل 

- مقایسه شده است. این مقایسه دقت خوب روش مورد استفاده را نشان می
ூ଴ܭدهد. در این شکل  = ଴ඥܽߪ2 π⁄.است	شود، نمودارهاي مشاهده می

بر هم منطبق نیستند. دلیل این عدم تطابق، 7هاي مختلف در شکل روش
هاي دینامیکی، که تابع متغیرهاي زیادي از قبیل سازي مسئلهماهیت شبیه

- باشد. به این ترتیب، مشخص میهاي زمانی متوالی است، میصله بین گامفا
شود، که روش انتگرال تعاملی ارائه شده در این پژوهش، ضرایب شدت تنش 

کند.را با دقت مناسبی محاسبه میدینامیکی مواد همگن 

ي در کل ضخامتامیله تابعی با مقطع مستطیل و ترك لبه-6-3
اي دررو را نشان ی با مقطع مستطیل و داراي ترك لبهاي تابعمیله8شکل 

باشند. این میلیمتر می4/0و 1، 4، 1ترتیب به ܽو ݐ، ℎ، ݓدهد. مقادیر می
میله تحت بار استایکی کششی قرار دارد. مبداء مختصات در وسط صفحه قائم 

دارد و تغییرات ضریب الاستیسیته به سمت راست یعنی ابتداي ترك قرار
	شود.) در نظر گرفته می14رابطه (صورت 

	
ூ஽ܭمقایسه نمودار تاریخچه زمانی 7شکل  روش حاضر و نتایج اندرلین و ⁄ூ଴ܭ

	میله همگن با ترك مرکزي بیضی شکلبراي ]11[همکاران 

	اي دررومیله مکعبی تابعی با ترك لبه8شکل 

)ܧ)14( ଵܺ) = ଵ݁ఋ௑భܧ

-) تعیین می15شود، با رابطه (که به آن ضریب ناهمگنی مواد گفته میߜ
شود.

ߜ)15( =
1
ܹ log ൬

ଶܧ
ଵܧ
൰

ضریب ارتجاعی ماده در صفحه قائم سمت راست، یا ଵܧدر این رابطه 
ضریب ارتجاعی ماده در سمت دیگر یا صفحه با ଶܧصفر، و ଵܺصفحه با 

ଵܺ = -در نظر گرفته می3/0است. ضریب پواسون این ماده ثابت و برابر ݓ
ூௌܭ، ضریب شدت تنش استاتیکی بدون بعد 3شود. در جدول  ⁄଴√πܽߪ

مقایسه ]23[هاي اردوگان و وو روش انتگرال تعاملی این پژوهش با جواب
تنش ଴ߪضریب شدت تنش استاتیکی شکست نوع اول، ூௌܭشده است. 

-اي میطول ترك لبهܽکششی استاتیکی اعماال شده بر دو انتهاي میله و 
شود، که نتایج به دست آمده با این روش، با تقریب مناسب باشند. مشاهده می

باشند. نزدیک می]23[به پاسخ مرجع 
مقایسه نتایج پژوهش حاضر که با استفاده از روش انتگرال تعاملی به 

نشان 3و جدول 7و 5هاي نتایج سایر محققین در شکلاند، با دست آمده
دهند، که روش انتگرال تعاملی دینامیکی ارائه شده در این مقاله از دقت می

داراي خوبی براي بررسی رفتار استاتیکی و دینامیکی مواد همگن و تابعی 
ترك سه بعدي برخوردار است.

استاتیکی و بررسی تغییرات گرادیانی خواص مواد بر رفتار -7
	دینامیکی ترك سه بعدي مواد تابعی

با در 2-6و 1- 6هاي هاي بخشدر ادامه ضرایب شدت تنش دینامیکی مسئله
- اي نمایی از مختصهنظر گرفتن تغییرات خواص مواد تابعی به صورت رابطه

) داریم:16آیند. طبق رابطه (به دست میଶܺو ଵܺهاي 

)ܧ)16( ଵܺ,ܺଶ) = ଴݁(ఋభ௑భାఋమ௑మ)ܧ

براي ضریب شدت تنش ]23[مقایسه نتایج پژوهش حاضر با نتایج مرجع 3جدول 
میله تابعی଴√πܽߪ/ூௌܭاستاتیکی بدون بعد  

ଵܧ/ଶܧ	]21[مرجع پژوهش حاضر
361/2570/21/0

291/2443/22/0
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540/1588/110
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و همکارانقاجارالهرحمتتعاملیانتگرالروشازاستفادهباتابعیموادبعديسهتركدینامیکیتنششدتضرایبمحاسبه

	

14113، شماره 14، دوره 1393العاده اسفند فوقمهندسی مکانیک مدرس، 
	

هاي مورد نظر است. ضریب الاستیسته ماده همگن مسئله଴ܧضریب 
ها داراي صفر و سطوح پایینی آنଵܺسطوح سمت چپ هر دو مسئله داراي 

ܺଶߜباشند. صفر میଵ ߜوଶ) شوند. ضریب ) تعیین می17نیز از رابطه 
شود.پواسون در تحلیل عددي ثابت در نظر گرفته می

ଵߜ)17( = ଵ
ଶ௕భ

log ቀாమ
ாబ
ቁ				,				ߜଶ = ଵ

ଶ௕మ
log ቀாమ

ாబ
ቁ

هاي مختلف، ضرایب شدت ଵߜبرابر صفر و براي ଶߜدر این راستا ابتدا، 
، ضرایب مزبور ଵߜآیند. سپس با فرض صفر بودن تنش دینامیکی به دست می

شوند. در ادامه با فرض خواص گرادیانی در هاي مختلف محاسبه میଶߜبراي 
آیند.دت تنش دینامیکی به دست میضرایب شଶܺو ଵܺهر دو راستاي 

میله تابعی با مقطع مستطیل با ترك مرکزي دررو-1- 7
1-6در این قسمت با در نظر گرفتن تغییرات ضریب الاستیسیته میله بخش 

)، ضرایب شدت تنش استاتیکی و 16به صورت تابعی پیوسته (رابطه 
آیند. نسبت ضریب شدت تنش استاتیکی میله تابعی به دینامیکی به دست می

ூௌிܭمیله همگن  ، در ଶߜو ଵߜبراي مقدارهاي متفاوت ضرایب ناهمگنی ⁄ூௌுܭ
ضریب شدت تنش استاتیکی ூௌிܭ، ارائه شده است. در این جدول 4جدول 

ضریب شدت تنش استاتیکی میله ூௌுܭجبهه سمت راست ترك میله تابعی و 
شود، براي حالتی که تغییرات خواص مواد در باشد. مشاهده میهمگن می

) است، ضریب شدت تنش استاتیکی شکست ଵܺراستاي طول ترك (محور 
یابد. از سوي دیگر، نوع اول ماده تابعی نسبت به ماده همگن افزایش می

تغییرات خواص در راستاي عمود بر صفحه ترك سبب کم شدن این ضریب 
طور توأمان در هر دو راستا وجود همچنین اگر تغییر خواص مواد بهشود. می

یابد. در ادامه نمودارهاي داشته باشد، ضریب شدت تنش استاتیکی افزایش می
ூ஽ܭتاریخچه زمانی ضرایب شدت تنش دینامیکی بدون بعد  میله تابعی ⁄ூ଴ܭ

9هاي شکل، درଶߜو ଵߜمورد بررسی، براي مقادیر مختلف ضرایب ناهمگنی 
با نمودار 12تا 9هاي شود. از مقایسه نمودارهاي شکلنشان داده می12تا 

ଵܺشود، براي حالتی که تغییرات خواص مواد در راستاي مشاهده می5شکل 

و یا به صورت توأمان در هر دو راستا باشد، بیشینه مقدار ଶܺیا راستاي 
یابد. میله همگن کاهش میضریب شدت تنش دینامیکی میله تابعی نسبت به

نسبت بیشینه مقدار ضریب مزبور براي میله تابعی به میله همگن 5در جدول
دهد، تغییرات خواص ماده بررسی نتایج این جدول نشان می	آورده شده است.

درصدي بیشینه مقدار ضریب 30تا 19در راستاي طول ترك سبب کاهش 
که با شود. درحالییله همگن میشدت تنش دینامیکی میله تابعی نسبت به م

گردد، که براي این تغییرات، ضریب مشخص می4توجه به مقدارهاي جدول 
درصد30تا 1شدت تنش استاتیکی میله تابعی نسبت به میله همگن حدود 

یابدافزایش می

نسبت ضریب شدت تنش استاتیکی میله تابعی به ضریب شدت تنش 4جدول 
ூௌிܭاستاتیکی میله همگن   ⁄ூௌுܭ با ترك مرکزي دررو	

ଵߜ ≠ 0, ଶߜ ≠ ଵߜ	0 = 0, ଶߜ ≠ ଵߜ	0 ≠ 0, ଶߜ = ଵܧ/ଶܧ	0
267/1975/0294/11/0

140/1988/0153/12/0

1111

037/1988/0048/15

078/1975/0099/110

ୈ୍ܭنمودار تاریخچه زمانی ضریب شدت تنش دینامیکی بدون بعد 9شکل  ⁄଴୍ܭ

ଶܧمیله تابعی با ترك مرکزي دررو براي حالت  ⁄ଵܧ = 0.1	

	
ୈ୍ܭنمودار تاریخچه زمانی ضریب شدت تنش دینامیکی بدون بعد 10شکل  ⁄଴୍ܭ

ଶܧمیله تابعی با ترك مرکزي دررو براي حالت  ⁄ଵܧ = 0.2	

ୈ୍ܭنمودار تاریخچه زمانی ضریب شدت تنش دینامیکی بدون بعد 11شکل  ⁄଴୍ܭ

ଶܧمیله تابعی با ترك مرکزي دررو براي حالت  ⁄ଵܧ = 5

0 5 10 15 20 25
-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

	t	(ms)

	K
ID

/	
K I0

	d
1
	¹	0,		d

2
	=	0

	d
1
	=	0,		d

2
	¹	0

	d
1
	¹	0,		d

2
	¹	0

0 5 10 15 20 25
0

0.5

1

1.5

2

2.5

	t	(ms)

	K
ID

/	
K I0

	d
1
	¹	0,		d

2
	=	0

	d
1
	=	0,		d

2
	¹	0

	d
1
	¹	0,		d

2
	¹	0

0 2 4 6 8 10
-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

	t	(ms)

	K
ID

/	
K I0

	d
1	¹	0,		d2	=	0

	d
1	=	0,		d2	¹	0

	d1	¹	0,		d2	¹	0

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
93

.1
4.

14
.4

.9
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

03
 ]

 

                               6 / 9

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1393.14.14.4.9
https://mme.modares.ac.ir/article-15-1448-en.html


و همکارانقاجارالهرحمتتعاملیانتگرالروشازاستفادهباتابعیموادبعديسهتركدینامیکیتنششدتضرایبمحاسبه

14، شماره 14دوره ، 1393العاده اسفند فوقمهندسی مکانیک مدرس، 114

	

ୈ୍ܭنمودار تاریخچه زمانی ضریب شدت تنش دینامیکی بدون بعد 12شکل  ⁄଴୍ܭ

ଶܧمیله تابعی با ترك مرکزي دررو براي حالت  ⁄ଵܧ = 10	

از سوي دیگر، گرادیان خواص در راستاي عمود بر صفحه ترك سبب 
مقدار ضریب شدت تنش دینامیکی میله درصدي بیشینه 24تا 21کاهش 

شود. تغییرات گرادیانی مزبور در حالت تابعی نسبت به میله همگن می
درصدي ضریب شدت تنش 5/2تا 1استاتیکی نیز سبب کاهش اندك 

). همچنین 4استاتیکی میله تابعی نسبت به میله همگن شده است (جدول 
دن خواص در هر دو راستا دهد، گرادیانی شنشان می5بررسی نتایج جدول 

درصدي بیشینه مقدار ضریب شدت 40تا 33طور توأمان موجب کاهش به
تنش دینامیکی میله تابعی نسبت به میله همگن شده است. در این حالت نیز 

شود، که ضریب شدت تنش مشاهده می4با توجه به مقدارهاي جدول 
- درصد افزایش می27تا 2استاتیکی میله تابعی نسبت به میله همگن بین 

شود که تغییرات خواص مواد، اثر قابل توجهی یابد. به این ترتیب مشخص می
	ابعی داراي ترك سه بعدي دارد.بر رفتار استاتیکی و دینامیکی جسم ت

میله تابعی با مقطع مستطیل و ترك بیضی شکل در مرکز-2- 7
با 2-6در این قسمت ضریب شدت تنش استاتیکی و دینامیکی میله بخش

فرض اینکه خواص مواد آن در راستاي محورهاي مختصات به صورت رابطه 
، نسبت ضرایب شدت تنش 6آید. در جدول ) تغییر نماید، به دست می16(

استاتیکی گره واقع بر انتهاي قطر کوچک بیضی میله تابعی به میله همگن 
ات خواص دهد، اثر تغییر، نشان می6شود. بررسی مقادیر جدول آورده می

هاي مختصات بر ضریب شدت تنش استاتیکی مشابه مواد در راستاي محور
میله با ترك دررو است. براي این میله، گرادیانی شدن خواص مواد در راستاي 

درصدي ضریب شدت تنش 18تا 9قطر بزرگ بیضی موجب افزایش 
شود. از سوي دیگر، تغییر خواص مواد در راستاي عمود براستاتیکی می

گردد. همچنین درصدي این ضریب می2صفحه ترك سبب کاهش حدود 
8گرادیانی شدن به صورت توأمان در هر دو این راستاها، سبب افزایش حدود 

درصدي مقدار ضریب شدن تنش استاتیکی میله تابعی مورد بررسی 17تا 
	نسبت به میله همگن شده است.

تنش دینامیکی بدون در ادامه نمودارهاي تاریخچه زمانی ضرایب شدت
ூ஽ܭبعد  گره واقع بر انتهاي قطر کوچک بیضی میله تابعی مورد بررسی، ⁄ூ଴ܭ

نشان 16تا 13هاي ، در شکلଶߜو ଵߜبراي مقادیر مختلف ضرایب ناهمگنی 
دهد، براي میله تابعی ها نشان میشوند.  بررسی نمودارهاي این شکلداده می

ه تابعی با ترك دررو، هنگامی که تغییرات با ترك بیضی نیز همانند میل
و یا به صورت توأمان در هر دو راستا ଶܺیا راستاي ଵܺخواص در راستاي 

باشد، بیشینه مقدار ضریب شدت تنش دینامیکی این میله نسبت به میله 
نسبت بیشینه مقدار ضریب مزبور براي 7یابد. در جدول همگن کاهش می

دهند آورده شده است. مقادیر این جدول، نشان میمیله تابعی به میله همگن
که تغییرات خواص مواد در راستاي قطر بزرگ بیضی، در راستاي عمود بر 
صفحه ترك و در هر دو این راستاها به صورت توأمان به ترتیب موجب کاهش 

درصدي ضریب شدت تنش دینامیکی میله 33تا 26و 19تا 13، 25تا 18
6که با بررسی مقادیر جدول شوند. درحالیه همگن میتابعی نسبت به میل

مشخص شد، که تغییرات خواص در راستاي عمود بر صفحه ترك مورد 
تا 8ها، افزایش حدود درصدي و در دیگر حالت2بررسی، سبب کاهش حدود 

شود.ضریب شدت تنش استاتیکی میدرصدي18

ی میله تابعی نسبت بیشینه مقدار ضریب شدت تنش دینامیک5جدول 
به میله همگن با ترك مرکزي دررو

ଵߜ ≠ 0, ଶߜ ≠ ଵߜ	0 = 0, ଶߜ ≠ ଵߜ	0 ≠ 0, ଶߜ = ଵܧ/ଶܧ	0
606/0759/0695/01/0

657/772/0779/2/0

1111

662/0773/0810/05

676/0789/0751/010

نسبت ضریب شدت تنش استاتیکی میله تابعی به ضریب شدت تنش 6جدول 
ୗ୊୍ܭاستاتیکی میله همگن  ⁄ୗୌ୍ܭ با ترك مرکزي بیضی شکل	

ଵߜ ≠ 0, ଶߜ ≠ ଵߜ	0 = 0, ଶߜ ≠ ଵߜ	0 ≠ 0, ଶߜ = ଵܧ/ଶܧ	0
166/1983/0183/11/0

086/1992/0095/12/0

1111

076/1992/0086/15

146/1983/0165/110

ୈ୍ܭنمودار تاریخچه زمانی ضریب شدت تنش دینامیکی بدون بعد 13شکل ⁄଴୍ܭ

ଶܧمیله تابعی با ترك مرکزي بیضی شکل براي حالت  ⁄ଵܧ = 0.1
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و همکارانقاجارالهرحمتتعاملیانتگرالروشازاستفادهباتابعیموادبعديسهتركدینامیکیتنششدتضرایبمحاسبه

	

14115، شماره 14، دوره 1393العاده اسفند فوقمهندسی مکانیک مدرس، 
	

ୈ୍ܭنمودار تاریخچه زمانی ضریب شدت تنش دینامیکی بدون بعد 14شکل  ⁄଴୍ܭ

ଶܧمیله تابعی با ترك مرکزي بیضی شکل براي حالت  ⁄ଵܧ = 0.2

ୈ୍ܭنمودار تاریخچه زمانی ضریب شدت تنش دینامیکی بدون بعد 15شکل  ⁄଴୍ܭ

ଶܧمیله تابعی با ترك مرکزي بیضی شکل براي حالت  ⁄ଵܧ = 5

ୈ୍ܭنمودار تاریخچه زمانی ضریب شدت تنش دینامیکی بدون بعد 16شکل  ⁄଴୍ܭ

ଶܧمیله تابعی با ترك مرکزي بیضی شکل براي حالت  ⁄ଵܧ = 10

مقدار ضریب شدت تنش دینامیکی میله تابعی به میله نسبت بیشینه 7جدول 
همگن با ترك مرکزي بیضی شکل

ଵߜ ≠ 0, ଶߜ ≠ ଵߜ	0 = 0, ଶߜ ≠ ଵߜ	0 ≠ 0, ଶߜ = ଵܧ/ଶܧ	0
732/0853/0801/01/0

736/0871/0777/02/0

1111

717/0810/0822/05

686/0848/0744/010

هایی از تغییرات خواص کم شدن ضریب شدت دینامیکی حتی براي حالت
شود، جالب و حائز مواد، که سبب زیاد شدن ضریب شدت تنش استاتیکی می

هاي تابعی مورد توجه قرار تواند، در تحلیل سازهاهمیت است. این موضوع می
گیرد.

گیرينتیجه- 8
وکرنش،ییجابجای کمکي هادانیمازی مناسبفیتعراین مقاله ابتدا بادر 

دینامیکی ترك سه بعدي تعاملی براي محاسبه ضرایب شدتانتگرالتنش،
مواداز تغییرات خواصي ریگمشتقبهی وابستگهرگونهمواد تابعی بدون

در ادامه اعتبارسنجی روش انتگرال تعاملی ارائه شده، با .آمددستمزبور به
اي و بیضوي تحت داراي ترك مرکزي، لبههمگن و تابعی هاي مسئلهحل

استاتیکی و دینامیکی انجام گردید. نشان داده شد که انتگرال تعاملی بارهاي 
روشی کارآمد براي محاسبه ضرایب شدت تنش استاتیکی و دینامیکی مواد 
همگن و تابعی داراي ترك سه بعدي است. سپس اثرات تغییرات نمایی 
ضریب الاستیسیته در راستاهاي درون صفحه ترك، عمود بر صفحه ترك و در 

و راستا به صورت توأمان بر ضرایب شدت تنش استاتیکی و دینامیکی هر د
مواد تابعی، با حل مسائل مختلف بررسی گردید. در این راستا، نمودارهاي 

هاي نسبت بیشینه تاریخچه زمانی ضریب شدت تنش بدون بعد و جدول
مقدار ضریب شدت تنش استاتیکی و دینامیکی ماده تابعی به ماده همگن، 

قادیر مختلف ضرایب ناهمگنی به دست آمدند. مشخص شد، که تغییر براي م
خواص مواد موجب کاهش قابل توجه بیشینه مقدار ضریب شدت تنش 

- هاي مورد بررسی میدینامیکی ماده تابعی نسبت به ماده همگن در مسئله
شود. همچنین مشاهده شد، که گرادیانی شدن خواص مواد در دو راستاي 

ه ترك به صورت توأمان، سبب کاهش بیشتر بیشینه عمود و داخل صفح
مقدار ضریب شدت تنش دینامیکی نسبت به حالتی که تغییرات مزبور در یک 

هاي نسبت ضریب راستا باشد، شده است. از سوي دیگر، با بررسی جدول
شدت تنش استاتیکی میله تابعی به میله همگن نشان داده شد، که تغییرات 

راستاي عمود بر صفحه ترك سبب کاهش ناچیز ضریب الاستیسیته در 
هاي ضریب شدت تنش استاتیکی ماده تابعی نسبت به ماده همگن در مسئله

که تغییرات خواص مواد درون صفحه ترك گردد. درحالیمورد بررسی می
ابعی نسبت به ماده همگن تموجب افزایش قابل توجه این ضریب براي مواد
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