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  In this paper nonlinear modal interactions and stability of a Rayleigh beam carrying a mass-spring-

damper system are investigated. For this purpose, the dimensionless equations governing the vibration 

of the system are analyzed based on multiple scales method. By considering viscoelastic Kelvin-Voigt 

damping in the beam, complex mode shapes and time-dependent resonance frequencies are extracted. 

Using the traditional form of the multiple scales method results in physical contradiction in the time 

response of the concentrated mass, which should be resolved. After free vibration analysis, the forced 

response of the system under harmonic force with frequency close to the first natural frequency and 

occurrence of one-to-three internal resonance is studied. The parameters of the one degree of freedom 

system are considered in a way that the modal interaction occurs via internal resonance mechanism. In 

this condition, frequency response of the system and its stability are investigated and it is shown that the 

instability associated with the jump and Hopf bifurcation occurs in the vibration amplitude. Plots of the 

time response, phase and Poincare show that periodic, quasi-periodic and chaotic vibration may take 

place in the system. In order to verify the present paper’s results, the natural frequencies of the system 

are compared to those of the previous studies; in addition to this comparison, the frequency response 

based on numerical integration validates the results of the present paper. 
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 هقدهه -1

ػّٕىطز  تٛا٘س یٚ ٔ زٞس یضخ ٔ آلاتٗ یٞب ٚ ٔبق اظ ؾبظٜ یبضیزض ثؿ اضتؼبقبت

اظ  یطیرٌّٛ یثطا ٗیلطاض زٞس؛ ثٙبثطا طیضا ثٝ قىُ ٘بٔغّٛة تحت تأح ؿتٓیؾ

 سیٔم یىیٙبٔیز یٞب ؿتٓیؾٔغبِؼٝ ضفتبض  س،یتكس سٜیاضتؼبقبت ٘بذٛاؾتٝ ٚ پس
 طٞبیت یضفتبض اضتؼبق بٖیٔ ٗیثطذٛضزاض اؾت. زض ا ییثبلا تیإٞ اظ سیطٔمیٚ غ

 غیٚؾ یوٝ ػلاٜٚ ثط وبضثطزٞب ُیزِ ٗیثٝ ا طز،یٌ یٔٔٛضز تٛرٝ لطاض  كتطیث

ٔؼبزلات حبوٓ ثط آٖ،  ُیتحّ یٚ ضاحت یٟٔٙسؾ یٞب ٙٝیزض ظٔ ػضٛ ٘ٛع ٗیا

 یزاض٘س ٚ ثطضؾ طیٔكبثٝ ت یىیٙبٔیضفتبض ز یىیٔىب٘ یٞب ؿتٓیاظ ؾ یبضیثؿ

 یتط ضزٜ ٌؿتطزٜ یىیٙبٔیثٝ ضٚقٗ ؾبذتٗ ضفتبض ز تٛا٘س یآٖ ٔ یضفتبض اضتؼبق
 بضیوٝ وبضثطز ثؿ ییٞب وبثُ ٗ،یوٕه وٙس. ٕٞچٙ یىیٔىب٘ یٞب ؿتٓیؾ اظ

ٞب، ٟٔبض زض  ٞب ٚ ؾبذتٕبٖ ٞب، ثطد پُ كیتؼّ ٍٙبَ،یزض ا٘تمبَ لسضت ٚ ؾ یؼیٚؾ

زاضز، ثٝ ػّت زاقتٗ ؾغح ٔمغغ حبثت ٚ ٘ؿجت  …ٚ فضب، ٚ  بیزض یٟٔٙسؾ
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. اظ عطفی [1]ٌطزز  یؾبظ ٔسَ طیثٝ نٛضت ت تٛا٘س یٔ بزیعَٛ ثٝ لغط ٘ؿجتبً ظ

ٞبی ٟٔٙسؾی  آلات ٚ زؾتٍبٜ ٔتٙبؾت ثب وبضثطز، ثؿیبضی اظ ارعای ٔبقیٗ
تٛا٘س قبُٔ ارعای ٌٛ٘بٌٖٛ ٕٞچٖٛ رطْ ٔتٕطوع، فٙط، زٔپط، اتهبلات  ٔی

آَ ٚ ربشة اضتؼبقی ٘یع ثبقس. ثطای ٔخبَ لطاضٌیطی  ٌبٜ غیطایسٜ زاذّی، تىیٝ

-رطْ ؿتٓیؾ نٛضت ثٝ تٛاٖ ضا ٔی  یه ٔٛتٛض ثٝ ٚاؾغٝ فٙطثٙسی ثط ضٚی پبیٝ

حبُٔ  فٞبی تحت وك . ٕٞچٙیٗ وبثُ[2]زض ٘ظط ٌطفت  طیت-زٔپط-فٙط
-فٙط-رطْ ؿتٓیثٝ نٛضت ؾ تٛاٖ یٔ عیضا ٘ قسٜ ٓیتٙظ یرطٔ یطاٌطٞبیٔ

 یػجبضت ثٝ ٚ یبضیض یٞب یؾبظ ٔسَ ٗیا ط. ثیكت[3]وطز  یؾبظ ٔسَ طیت-زٔپط

 فٟٓ یثطا ؼت،یعج زض یٚالؼ ؿتٓیؾ ضفتبض بٖیث یثطا یبضیض ظثبٖ اظ اؾتفبزٜ

 .[4] طزیپص یٔ ا٘زبْ ؿتٓیؾ یٞب یػٌیٚ ٚ ضفتبض ثٟتط

 ثٝ یذغ یٞبٔسَ اؾبؼ ثطزٔپط -فٙط-رطْ حبُٔ طیت ؿتٓیؾ اضتؼبقبت

 زٞسیٔ ٘كبٖ ٗیكیپ یٞب. پػٚٞفاؾت ٌطفتٝ لطاض یثطضؾ ٔٛضز وبُٔ عٛض

 ّطیاٚ یٞب ٔسَ ایٗ ؾیؿتٓ ثطاؾبؼ [6,7]ٚ ارجبضی  [5]اضتؼبقبت آظاز  وٝ

لطاض ٌطفتٝ  یثطضؾٔٛضز  [11] ىفٛضزیث-یٚ ضز [9,10]، تیٕٛقٙىٛ [8] یثطِ٘ٛ
 ىٙٛاذتیطیغ ٚ ىٙٛاذتی طیقبُٔ ت ٞبٔسَ ٗیا اظ یبضیثؿ ٗیٕٞچٙاؾت. 

 ٔغبِؼبت ٗیا یتٕبٔ زض. ثبقسٔی [13,14]٘ٝ ب٘ٝ ٚ چٙس زٞبزٞ هی بی، [12]

، [16] تیاقٕ یّی، ضیتع ٚ ض[15] ٗیٌبِطو ٚ لاٌطا٘ػ تیٔب٘ٙس ضطا ییٞبضٚـ

، تبثغ ٌطیٗ [18,19]، ٔبتطیؽ ا٘تمبَ ٔتٕطوع ٚ پیٛؾتٝ [17]زا٘ىطِی ٚ ؾبحَٛ 
 ٗیا یتحَٛ تٕبٔ طیؾ اؾتفبزٜ قسٜ اؾت. [21] یػسز یضٚـ ٍٕٞصاض ٚ [20]

 ٚ طیت یىیٙبٔیز وٛپُ ؿتٓیؾ یذغ اضتؼبـ ضفتبض وٝ زٞسیٔغبِؼبت ٘كبٖ ٔ

 ،ٔغبِؼبت ٗیا یزض تٕبٔ .اؾت ٌطفتٝ لطاض یثطضؾ ٔٛضز وبُٔ نٛضت ثٝ رطْ

. اؾت قسٜ ٌطفتٝ ٘ظط زض [22]ٚ غیطٔؼّك  [8]ٔؼّك  نٛضترطْ ٔتٕطوع ثٝ
وٝ  یزاضز زض حبِ یٔب٘ٙس ربشة اضتؼبق یزٔپط ٔؼّك وبضثطز-فٙط-رطْ ؿتٓیؾ

 وكؿبٖ یب٘یٔ ٌبٜٝیٔب٘ٙس تى یوبضثطز یزاضا طٔؼّكیزٔپط غ-فٙط-رطْ ؿتٓیؾ

 .ثبقسیٔ

 یٔحسٚز ٘ٛؾب٘بت زأٙٝ یزاضازٔپط -فٙط-رطْ-طیت ؿتٓیؾ اٌط یعطف اظ
 تب اؾت لاظْ قٛز، ٌطفتٝ ٘ظط زض طیت یٔحٛض یطٚی٘ طاتییتغ یػجبضت ثٝ ٚ ثبقس

 یذغ یؾبظ ٔسَ اؾبؼ ثط اِجتٝ. ٌطزز یؾبظ ٔسَ یطذغیغ نٛضت ثٝ ؿتٓیؾ

 پبؾد تٛاٖ یٔ ثبقس، وٛچه ٚ ٔحسٚز ٘ٛؾب٘بت زأٙٝ وٝ یغیقطا زض یحت
 زض حبَ ٗیا ثب. ٕ٘ٛز اؾترطاد ظیقطا اظ یبضیثؿ زض یلجِٛ لبثُ یىیٙبٔیز

 ٌطفتٗ ٘ظط زض یطذغیغ ثب زاض٘س، ٞٓ یذغ شات وٝ یىیٔىب٘ یٞب ؿتٓیؾ

 یٞب ٔسَ زض وٝ ٕ٘ٛز ٔكبٞسٜ ضا یربِج یىیعیف یٞب سٜیپس تٛاٖ یٔ ٔسَ

 تٛا٘س یٔ وٝ ٞب سٜیپس ٗیٟٕٔتط اظ یىی. قٛز یٔ حصف ٔؿئّٝ هیعیف اظ یذغ
. ثبقس یٔ ٔٛزاَ تؼبٔلات زٞس لطاض طیتأح تحت ضا ؿتٓیؾ یساضیپب ضفتبض ٚ پبؾد

 عی٘ طایٔ نٛضت ثٝ وٝ ؿتٓیؾ هی ٔب٘سٌبض پبؾد ٔٛزاَ، تؼبٔلات حضٛض زض

 اظ ثعضي بضیثؿ زأٙٝ ٚ قسٜ هیتحط ٔٛز قبُٔ تٛا٘س یٔ اؾت قسٜ ٔسَ

 تٟٙب ٔب٘سٌبض پبؾد سٜ،یپس ٗیا حضٛض ػسْ زض وٝ یحبِ زض. ثبقس ٍطیز یٔٛزٞب
 زض یا٘طغ تجبزَ ؾجت ٔٛزاَ تؼبٔلات یػجبضت ثٝ. اؾت قسٜ هیتحط ٔٛز قبُٔ

 ثب ٗیثٙبثطا. قٛز یٔ ثبلا یٔٛزٞب ثٝ ٗییپب یٔٛزٞب اظ ذهٛل ثٝ ٔٛزٞب ٗیث

 تٛاٖ یٔ پبؾد، زض كتطیث زلت ثٝ یبثیزؾت ثط ػلاٜٚ یطذغیغ ٔسَ اظ اؾتفبزٜ

 یانّ ؿتٓیؾ  یا٘طغ تمبثُ ٕٞچٖٛ ٔٛزاَ تؼبٔلات اظ ی٘بق یىیعیف یٞب سٜیپس
 ٗیث یا٘طغ تجبزَ ٚ یجیتطو یٞب ضظٚ٘ب٘ؽ ،یزاذّ یٞب ضظٚ٘ب٘ؽ ؿتٓ،یطؾیظ ٚ

 .زاز لطاض یثطضؾ ٔٛضز ضا یاضتؼبق یٔٛزٞب

ا٘زبْ قسٜ  یا٘سو ٔغبِؼبت یطذغیغزٔپط -فٙط-رطْ-طیت ؿتٓیٔٛضز ؾ زض

-ثٝ ثطضؾی اضتؼبقبت ػطضی تیط ذغی حبُٔ ؾیؿتٓ رطْ [23] زَٚٚاؾت. 
ضا ثب  ؿتٓیٔؼبزلات حبوٓ ثط ؾ یپطزاذتٝ اؾت. ٚ یطذغیغ طٔؼّكیغفٙط 

ٞب اظ  آٖ ُیتحّ یٚ ٔؼبزلات لاٌطا٘ػ اؾترطاد ٕ٘ٛز ٚ ثطا یاؾتفبزٜ اظ ضٚـ ا٘طغ

 [23] زَٚٚٔغبِؼٝ  [24] فٝی٘ب ٚ یطِیپبوسٔلاٌطا٘ػ اؾتفبزٜ وطز.  تیضٚـ ضطا

ٞب  وطز٘س. آٖ یثطضؾ یذبضر یطٚیٚ ٘ ضا زض حضٛض ٘یطٚی وكف، ٔیطایی
لطاض  ُیتحّٔٛضز  ىطزیٔؼبزلات حبوٓ ضا ثط اؾبؼ ضٚـ اغتكبقبت ٚ ثب زٚ ضٚ

اَٚ  ىطزیوطز٘س. زض ضٚ یثطضؾ یضا تحت ضظٚ٘ب٘ؽ انّ ؿتٓیزاز٘س ٚ ضفتبض ؾ

ثط ٔؼبزلات اػٕبَ قسٜ اؾت،  ٓیچٙسٌب٘ٝ ثٝ نٛضت ٔؿتم یٞب بؼیضٚـ ٔم

ضٚـ ثط  ٗیا یجیتمط یاضتؼبق یزْٚ ثب فطو ٔٛزٞب ىطزیوٝ زض ضٚ یحبِ زض
 ذیزاز٘س وٝ ٘تبٞب ٘كبٖ  . آٖقٛز یاػٕبَ ٔ یٔؼِٕٛ ُیفطا٘ؿیٔؼبزلات ز

ٔؿئّٝ  ٗیٕٞ [25]ٚ ٕٞىبضاٖ  بیاظُوبٕٞطاٜ اؾت.  یبزیظ یزْٚ ثب ذغب ىطزیضٚ

تفبٚت وٝ اظ  ٗیلطاض زاز٘س ثب ا یٔتٙٛع ٔٛضز ثطضؾ یٔطظ ظیثب قطا طیت یضا ثطا

اظ ضٚـ  عیٞب ٘ ٔتهُ ثٝ رطْ ٔتٕطوع نطف ٘ظط ٕ٘ٛز٘س. آٖ یطذغیفٙط غ
ٞبی  ضٚـ ٔمیبؼ [26]ٚ ٕٞىبضاٖ  فیغبچٙسٌب٘ٝ اؾتفبزٜ وطز٘س.  یٞب بؼیٔم

چٙسٌب٘ٝ ضا ثطای ثطضؾی اضتؼبقبت تیط زاضای اتهبلات زاذّی زِرٛاٜ ٔب٘ٙس 

ی رطْ ٔتٕطوع ٚ فٙط ذغی تؼٕیٓ زاز٘س ٚ پبؾد فطوب٘ؿی ضا زض ٔٛز اَٚ ثطضؾ

 احط زٔب ضا ثط ضفتبض زیٙبٔیه غیطذغی [27] یٍطیزض ٔغبِؼٝ ز ٞبآٖوطز٘س. 
اضتؼبقبت غیطذغی تیط  [28]ٚ ٕٞىبضاٖ  یافتربض٘س. ٕ٘ٛز یثطضؾ ؿتٓیؾ

فٙط زض ا٘تٟب، تحت تحطیه پبیٝ -زاض حبُٔ ؾیؿتٓ رطْوبٔپٛظیتی یه ؾط ٌیط

ٞب ٔؼبزلات حبوٓ ضا ثط اؾبؼ انُ ٕٞیّتٖٛ  ضا ٔٛضز تحّیُ لطاض زاز٘س. آٖ

اؾترطاد وطز٘س ٚ ضفتبض ؾیؿتٓ ضا تحت ضظٚ٘ب٘ؽ زاذّی ٔغبِؼٝ ٕ٘ٛز٘س ٚ 
اقجبع زض اضتؼبـ  سٜیپس ثبػج تٛا٘س ٘كبٖ زاز٘س وٝ پبضأتطٞبی ظیطؾیؿتٓ ٔی

 ط٘یع اضتؼبقبت غیطذغی تی [29]ٚ ٕٞىبضاٖ  یثطقٛز.  یانّ ؿتٓیؾ یػطض

ٞب اظ  وطز٘س. آٖ یضا ثطضؾ طٔؼّكیغزٔپط -فٙط-رطْ ؿتٓیؾ ٗیچٙس حبُٔ

 یزضرٝ آظاز هی یٞب ؿتٓیتفبزٜ وطز٘س ٚ احط ؾچٙسٌب٘ٝ اؾ یٞب بؼیضٚـ ٔم
 بً٘یِٚ  ًٕٚ٘٘ٛز٘س.  یثطضؾ ؿتٓیؾ یىیٙبٔیضا ثط ضفتبض ز یٔحٛض یطٚیٚ ٘

وبضثطز رطْ ٔتٕطوع ثٝ ػٙٛاٖ ربشة اضتؼبقی ثط ضٚی تیط زض قطایظ  [30]

ٞب ضفتبض  اضتؼبـ غیطذغی ٚ ٚلٛع ضظٚ٘ب٘ؽ زاذّی ضا ثطضؾی وطز٘س. آٖ

ٞبی چٙسٌب٘ٝ ٔٛضز تحّیُ لطاض  غیطذغی ؾیؿتٓ ضا ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ٔمیبؼ
 طیاذ یٞبزض ؾبَ زاز٘س ٚ تلاـ وطز٘س وٝ احط ربشة اضتؼبقی ثٟیٙٝ ٌطزز.

اضتؼبقبت تیط ذغی زٚ ؾطٌیطزاض ٔتهُ  [31]ذبزْ  ظازُٜیاؾٕبػ ٚ یٕیاثطاٞ

 .وطز٘س یثطضؾ هیٞبضٔٛ٘ هیتحط تحتزٔپط غیطذغی ضا -فٙط-ثٝ ؾیؿتٓ رطْ

اضتؼبقبت  أطٚظ ثٝ تب قسٜ ا٘زبْ ٔغبِؼبت اظ هی چیٞ زض وٝ اؾت شوط ثٝ لاظْ

لطاض ٍ٘طفتٝ  ُیتحّ ٔٛضززٔپط ٔؼّك -فٙط-رطْ ؿتٓیحبُٔ ؾ یطذغیغ طیت

-فٙط-رطْ-طیت ؿتٓیؾ یطذغیٔغبِؼٝ ضفتبض غ ٗیاؾبؼ زض ا ٗیاؾت. ثط ٕٞ

 تحت یطذغیغ ٔسَلطاض ٌطفتٝ ٚ تؼبٔلات ٔٛزاَ ثط اؾبؼ  یزٔپط ٔٛضز ثطضؾ
 2ثرف  زضٔٙظٛض  ٗی. ثساؾت قسٜ یثطضؾ یزاذّ ٚ یانّ یٞبضظٚ٘ب٘ؽ

ثب  یّیٚ رطْ ٔتٕطوع ثط اؾبؼ ٔسَ ض طیحبوٓ ثط ت یاضتؼبـ ػطض ٔؼبزلات

ٔؼبزلات  ٗیا زض. اؾت قسٜ بٖیث ثؼسیث نٛضتثٝ طیثعضي ت ییفطو ربثزب

زض ٘ظط ٌطفتٝ  تیٚٚ-ٗیوّٛ هیؿىٛالاؾتیثط اؾبؼ ٔسَ ٚ طیزض ت یا٘طغ اتلاف
 اظ یجیتطو یطیوبضٌثب ثٝ ؿتٓیضفتبض اضتؼبقبت آظاز ؾ 3ثرف  زضقسٜ اؾت. 

 یثطضؾ ٔٛضز ٗیٌط تبثغ ٔفْٟٛ ٚ یتٛا٘ یٞبیؾط چٙسٌب٘ٝ، یٞببؼیٔم ضٚـ

تؼبٔلات ٔٛزاَ  یزاضا ؿتٓیؾ یاضتؼبقبت ارجبض 4. زض ثرف اؾت ٌطفتٝ لطاض

 هیٞبضٔٛ٘ یطٚی٘ تحتثٝ ؾٝ  هی یضظٚ٘ب٘ؽ زاذّ عْیٔىب٘ كیاظ عط یطذغیغ
تؼبُٔ  ٗیلطاض ٌطفتٝ اؾت. ا ُیاَٚ ٔٛضز تحّ یؼیفطوب٘ؽ عج یحٛاِ زض

 ٚلٛع ثبػجاؾت وٝ  یزضرٝ آظاز هی ؿتٓیؾ یاظ پبضأتطٞب ی٘بق یطذغیغ

ثب اضائٝ  5زض ثرف  تی. زض ٟ٘بٌطززیٔ ٔب٘سٌبض یاضتؼبق زأٙٝ زض یساضی٘بپب

 لطاض ٌطفتٝ اؾت. یٔٛضز ثطضؾ ؿتٓیؾ یاضتؼبق پبؾد ٔتؼسز، یػسز یٞبٔخبَ
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 یعرض ارتعاش هعادلات -2
ؾبزٜ زض زٚ ا٘تٟب  ٌبٜٝیتى ثب یّیض طیٔتكىُ اظ ت یىیٙبٔیوٛپُ ز ؿتٓیؾ

 ٖثٝ ػٙٛا 1زٔپط ٔغبثك قىُ -فٙط-رطْ یزضرٝ آظاز هی ؿتٓیحبُٔ ؾ

، A، ؾغح ٔمغغ Lعَٛ  یزاضا طیزض ٘ظط ٌطفتٝ قسٜ اؾت. ت یذغ ؿتٓیؾ

 w(x,t) یٚ حطوت ػطض E بً٘ی، ٔسَٚ ρ یرطٔ ی، چٍبIِؾغح  یٙطؾیٕٔبٖ ا
ٔتهُ  طیثٝ ت *xٔحُ  زض cd ؿىٛظیٚ زٔپط ٚ kdفٙط  ّٝیٚؾ ثٝ md رطْ. ثبقس یٔ

 هیٞبضٔٛ٘ یطٚیتحت ٘ ؿتٓیؾ ٗی. ٕٞچٙثبقسیٔ v(t)حطوت  یٚ زاضا

 .اؾت طیت عَٛ زض F ىٙٛاذتی

لاظْ اؾت تب  فٛق، ؿتٓیؾ زض یطذغیغ ٔٛزاَ تؼبٔلات یثطضؾ ٔٙظٛضثٝ
زض ٘ظط  ثبقس،یٔ طیت یػطض حطوت اظ ی٘بق وٝ طیزض ت یٔحٛض یطٚی٘ طاتییتغ

ٔؼبزلات حبوٓ ثط  ط،یت زض لاٌطا٘ػ وط٘ف ٌطفتٗ ٘ظطزض  ثب ٗیٌطفتٝ قٛز. ثٙبثطا

 (:ٛؾتی)اؾترطاد زض پ ٘ٛقت طینٛضت ظثٝ تٛاٖ یٚ رطْ ضا ٔ طیتحطوت 
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تٛؾظ ٔسَ  طیزض ت یثٝ شوط اؾت وٝ زض اؾترطاد ضٚاثظ فٛق، اتلاف ا٘طغ لاظْ

    ٚ δ ٗیِحبػ قسٜ اؾت. ٕٞچٙ η تیثب ضط تیٚٚ-ٗیوّٛ هیؿىٛالاؾتیٚ
ثٛزٜ ٚ  طیزض ت ٝیاِٚ یٔحٛض یطٚیٚ ٘ طانیز یزِتب تبثغ زٞٙسٜ٘كبٖ تیتطتثٝ

w*=w(x*,t) ٔآٖ،  ُیثٝ ٔؼبزلات ٚ تحّ سٖیثرك تیٔٙظٛض ػٕٛٔ. ثٝثبقسی

 :قٛز یٔ یٔؼطف طیظ ثؼس یث یپبضأتطٞب
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اٚثظ یطیوبضٌ ثٝ ثب تٛاٖ یحبَ ٔ ( ضا ثٝ قىُ 2) ٚ( 1) ت(، ٔؼبزلا12( تب )3) ض
 :وطز بٖیث طیربٔغ ٚ ثسٖٚ ثؼس ظ
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 تیتطتثٝ u ،s ،τ ،  ،   ، γ، μ، γd، k، m  ٚf(، 14( تب )3زض ٔؼبزلات )

 ،یزٚضا٘ یٙطؾیا ظٔبٖ، ،یافم ٔرتهٝ ط،یت یػطض حطوت ثؼس ثسٖٚ یپبضأتطٞب

 یزٔپط، ؾفت ییطایٔ ط،یت یطذغیغ ییطایٔ ط،یت یذغ ییطایٔ ،یٔحٛض یطٚی٘
یث یؼیاؾبؼ فطوب٘ؽ عج ٗیا ثط. ثبقس یٔ یذبضر یطٚیفٙط، رطْ ٔتٕطوع ٚ ٘

⁄  √   زٔپط ثٝ نٛضت -فٙط-رطْ ؿتٓیؾ ثؼس . قٛزیٔ فیتؼط  

 : ٕ٘ٛز بٖیث طیظ نٛضتثٝ تٛاٖیٔ ضا( 13) ٔؼبزِٝ یٔطظ ظیقطا ٗیٕٞچٙ
 

(15)  (   )|        
 

(16) [    (   )        (   )]|     
   

 

 ٔٛضز هیتفى ثٝ ؿتٓیؾ یارجبض ٚ آظاز اضتؼبقبت ٔؿئّٝ، ُیتحّ یثطا ازأٝ زض

 .طزیٌیٔ لطاض یثطضؾ

 آزاد ارتعاشات لیتحل -3

 ٔٛزاَ تمبثُ یثطضؾ پػٚٞف ٗیا یانّ اٞساف اظ یىی وٝٗیا ثٝ تٛرٝ ثب

 زأٙٝ تٛاٖیٔ ٗیثٙبثطا اؾت،زٔپط -فٙط-رطْ ؿتٓیؾ ٚ طیت ٗیث یطذغیغ
 ضٚـ اظ ثتٛاٖ وٝ یعٛض ثٝ ٌطفت ٘ظط زض ثعضي ِعٚٔبً ٘ٝ ٚ ٔحسٚز ضا اضتؼبقبت

 اظ ٔسَ، زض ییطایٔ حضٛض ثٝ تٛرٝ ثب اؾبؼ ٗیا ثط. وطز اؾتفبزٜ اغتكبقبت

 طییضٚـ تغ ٗیٔغبثك ا .[26,32] قٛزیٔ اؾتفبزٜ چٙسٌب٘ٝ یٞببؼیٔم ضٚـ

 اػٕبَ( 16) تب( 13زض ٔؼبزلات ) ̂  √  ٚ    √   ،  √   یطٞبیٔتغ
 :ٌطززیٔ بٖیث طیظ نٛضت ثٝ آٔسٜ ثسؾت ٔؼبزلات پبؾد ٚ قسٜ

 

(17)  (     )    (       )     (       )   (  ) 
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آٞؿتٝ  یظٔب٘ بؼیٔم      ٚ  غیؾط یظٔب٘ بؼیٔم     ضٚاثظ  ٗیا زض

زض ٘ظط  ثب. اؾت       نٛضتثٝ اغتكبقبت پبضأتط ٗیٕٞچٙ ثبقس،یٔ

 لبثُ طیظ نٛضتثٝ   ٔطتجٝ  یٔطظ ظیٔؼبزلات ٚ قطا ،⁄       ٌطفتٗ 

 :اؾت اؾترطاد
 

(19)   
        

                       

         ,    (     
 )   (     

 )- (    ) 
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Fig. 1 Simply supported beam carrying a mass-spring-damper system 

 زٔپط-فٙط-رطْ ؿتٓیؾ حبُٔ ؾبزٜ ؾط زٚ طیت 1شکل 
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 :ٌطززیٔ بٖیث طیظ نٛضتثٝ   ٔطتجٝ  یٔطظ ظیٚ قطا ٔؼبزلات ٗیٕٞچٙ
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   معادلات مرتبه  لیتحل -3-1

 :[27] قٛز یٔ ٌطفتٝ ٘ظط زض طیظ ضٚاثظ نٛضتثٝ( 20) ٚ( 19) ٔؼبزلات پبؾد
 

(27)   (       )  ∑[  (  ) 
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 فٛق ضٚاثظ زض ،  زٔپط زض ٔؼبزلات ٔطتجٝ  ییطایٔ تیتٛرٝ ثٝ حضٛض ضط ثب
اظ زأٙٝ  یثرك    ٔرتّظ، یؼیعج فطوب٘ؽ   قىُ ٔٛز ٔرتّظ،  تبثغ   

 اnْ یرطْ ٔتٕطوع زض ٔٛز اضتؼبق یاظ زأٙٝ اضتؼبق یثرك   ٚ  طیت یاضتؼبق

 یٌصاضیرب ثبرٕلات ٔعزٚد ٔرتّظ اؾت.  زٞٙسٜ٘كبٖ    ٗی. ٕٞچٙثبقسیٔ

 زأٙٝ ضاثغٝ ٚ ػٜیٚ ٔمساض ٔؼبزِٝ(، 20) ٚ( 19) ٔؼبزلات زض( 28) ٚ( 27) ضٚاثظ
 :سیآیٔ زؾتثٝ طیظ نٛضتثٝ تیتطتثٝ یاضتؼبق
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 :ٓیزاض فٛق ضٚاثظ زض
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 یثطا. اؾت ییطای٘ؿجت ٔ  ٚ  ی٘ؿجت فطوب٘ؿ    پطـ، تبثغ    فٛق ضٚاثظ زض

 تبثغ ٔفْٟٛ یطیوبضٌثٝ ثب تٛاٖیٔ( 29) ضاثغٝ ٔغبثك ػٜیٚ ٔمساض ٔؿئّٝ حُ

اٛثغ ٗ،یٌط  ٗیا ثط. ٕ٘ٛز اؾترطاد ضا ؿتٓیؾ یؼیعج یٞبفطوب٘ؽ ٚ ٔٛز قىُ ت
 :قٛزیٔ بٖیث طیظ نٛضت ثٝ تیتطتثٝ ٗیٌط تبثغ ظیقطا ٚ یٔطظ ظیقطا اؾبؼ
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اٛ٘ یؾط ثؿظ اظ اؾتفبزٜ ثب تٛاٖیٔ حبَ  طیظ نٛضتثٝ ضا( 29) ضاثغٝ پبؾد ،یت

 :[32] ٘ٛقت
 

(40)   ( )  
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   زض آٖ  وٝ
  ٚ   

( 40) پبؾد یٌصاضیرب ثبحبثت ٔزَٟٛ ٞؿتٙس.  تیضطا 
یٔ ٌطفتٝ ٘ظط زض نفط ثطاثط  پبضأتط  اْ  یٞبتٛاٖ تیضطا(، 29) ضاثغٝ زض

      ثب یا ٔؼبزِٝ      یٚ ٔغبثك آٖ زؾتٍبٜ ٔؼبزلات رجط قٛز

 :قٛز یٔ حبنُ طیظ نٛضت ثٝ ٔزَٟٛ
 

(41) {
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)                      
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)                      
 

 

 یٔزَٟٛ اضبف ٞكتوٝ اظ زؾتٍبٜ ٔؼبزلات فٛق ٔكرم اؾت  عٛضٕٞبٖ

ٔؿتمُ  یٞب قٛ٘س وٝ اٚلاً رٛاة ٗییتؼ یا ثٝ ٌٛٝ٘ ؿتیثب یٚرٛز زاضز وٝ ٔ

آٔسٜ زض ٔؼبزِٝ نسق وطزٜ ٚ  زؾتثٝ یٞب رٛاة بًیحب٘ ٚ ٙسیآ زؾتثٝ یذغ

 ضا اضضب وٙٙس. (39) تب( 34) ظیقطا

اظای  ٝ ث ٔزَٟٛ تیضطا ٝیوّ تٛاٖ یٔ طیاذ یرجط ٔؼبزلات زؾتٍبٜ حُ اظ

 ضا( 40) پبؾد ٚ آٚضز زؾتثٝ      ٔزَٟٛ  تیثط حؿت ضطا ضا    

 :٘ٛقت طیظ قىُ ثٝ
 

(42)   ( )  

{
 
 

 
 ∑    

 ̂ ( )

 

   

      

∑    
 ̂ ( )

 

   

      

 

 

( 34) ظیقطا. ثب اػٕبَ ثبقسیٔ ٔؼبزِٝ یذغ ٔؿتمُ یٞبرٛاة  ̂ زض آٖ  وٝ

 :اؾت بٖیث لبثُ طیظ نٛضتثٝ ػٜیٔؿئّٝ ٔمساض ٚ فٛق، ضاثغٝ زض (39) تب
 

(43) , -   * +    * +    
 

 .اؾت اؾترطاد لبثُ ٔٛز قىُ تٛاثغ ٚ یؼیعج یٞبفطوب٘ؽ فٛق ٔؿئّٝ حُ ثب

 طیٔتغ طییتغ طیت یطائیٔ یثطااضائٝ قسٜ  ُیثٝ شوط اؾت وٝ زض تحّ لاظْ

 اظ اؾتفبزٜ چٙسٌب٘ٝ، یٞببؼیٔم ضٚـ ٔغبثكاؾتفبزٜ قسٜ اؾت.  ̂  √  

 طیت ییطایٔ تیضط یزاضا   وٝ ٔؼبزلات ٔطتجٝ  قٛزیٔ ثبػج طیٔتغ طییتغ ٗیا
 لبثُ ٔٛز قىُ تبثغ ٚ یؼیعج فطوب٘ؽ ثط پبضأتط ٗیا احط ٗیثٙبثطا. ٘جبقس

 ٚ یظٔب٘ پبؾد زض ییطایٔ ٗیا احط ،   ٔطتجٝٔؼبزلات  ُیٚ ثب تحّ ؿتی٘ یثطضؾ

 طییتغ اظ تٛاٖیٔ ضٚ٘س ٗیا ٔكبثٝ. ٌطززیٔ ظبٞط یطذغیغ سیتكس فطوب٘ؽ

 طیٔتغ طییتغ ٗیا یطیوبضٌثٝ ثب. وطز اؾتفبزٜ عی٘ ̂   √    نٛضتثٝ طیٔتغ
 :سیآیٔ زؾتثٝ طیظ نٛضتثٝ( 30) ضاثغٝ

 

(44)   (  )  
  

 

  
   

  (  )  ( 
 ) 

 

 ذٛاٞس ییطایٔ رّٕٝ فبلس   ٔؼبزلات ٔطتجٝ  طیٔتغ طییزٚ تغ ٗیاؾتفبزٜ اظ ا ثب
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 ثط. زاقت ذٛاٞس یمیحم طیٔمبز ٔٛز قىُ تبثغ ٚ یؼیعج فطوب٘ؽ ِصا ٚ ثٛز
 رطْ یاضتؼبق زأٙٝ ٘ؿجت ،(44) ٚ( 28(، )27) ضٚاثظ ثٝ تٛرٝ ثب اؾبؼ ٗیا

 وٝ اؾت یزضحبِ ٗیا. ثٛز ذٛاٞس یمیحم ٔمساض هی طیت اظ یا٘مغٝ ٚ ٔتٕطوع

. ثٝ ؾبظزیٔ یضطٚض ضا زأٙٝ زٚ ٗیا ٗیث فبظ اذتلاف ٚرٛز زٔپط حضٛض

( 44) ضاثغٝ ِصا ٚ ثبقس ٔرتّظ ٔمساض هی سیثب ٔصوٛض زأٙٝ زٚ ٘ؿجت یػجبضت
 ُیتحّ زضاضائٝ قسٜ  حبتی. ثب تٛرٝ ثٝ تٛضثبقسیٕ٘ حینح یىیعیف ِحبػ اظ

 اؾتفبزٜ ٘كسٜ اؾت. ̂   √   حبضط ػجبضت 

   معادلات مرتبه  لیتحل -3-2

      ثٝ نٛضت  ؿتٓیؾ یؼیزض ٘ظط ٌطفتٗ فطوب٘ؽ عج ثب
     

، 
 طیظ ٔؼبزلات ٚ قسٜ یٌصاضیرب( 24) ٚ( 23) ضٚاثظ زض( 28) ٚ( 27) ضٚاثظ

 :قٛزیٔ حبنُ
 

(45) 

  
        

                       

     ,    (     
 )   (     

 )- (    ) 

       
 (       ) 

              
 

(46) 
   

        (     
 )   (     

 ) 
       

 (     ) 
          

 

  ضٚاثظ فٛق  زض
 شوط ثٝ لاظْ. ثبقسیٔ ٗیطتىیغ رٕلات    ٚ  ٗیتى تٛاثغ  

تٟٙب تبثغ  یاظ ِحبػ ظٔب٘ ٗیتٛاثغ تى ،چٙسٌبٝ٘ یٞببؼیٔم ضٚـ زض وٝ اؾت

 زض عی٘          ٚ        حبضط ػجبضات  ُیزض تحّ وٝینٛضت زض. ٞؿتٙس   
 یؼیعج یٞبفطوب٘ؽ ثٛزٖ ٔرتّظ اظ ی٘بق وٝ زاض٘س ٚرٛز ٗیتى رٕلات

ثٝ(، 47) ضاثغٝ نٛضت ثٝ    ٚ    زِرٛاٜزٚ تبثغ  تؼبٔس اظ. ثب اؾتفبزٜ اؾت

 زأٙٝ ثط حبوٓ ٔؼبزِٝ(، 30) ضاثغٝ اظ اؾتفبزٜ ٚ یطیپصحُ ظیقطا یطیوبضٌ

 .قٛزیٔ اؾترطاد( 48) ضاثغٝ نٛضت ثٝ طیت یاضتؼبق
 

(47) 〈     〉  ∫   ( )  ̅

  

  

( )   

 

(48) 
〈  

    ( )〉  〈  
    ( )〉   ̇ (  ) 

            (  )      
 (  ) ̅ (  ) 

        
 

       نٛضتٔرتّظ حبثت ثٝ تیضطا   ضٚاثظ فٛق  زض
     

ٞؿتٙس  
 زٞٙسٜ٘كبٖ ̅  ٗیٕٞچٙ. ثبقٙسیٔ ؿتٓیؾ یوٝ تبثغ پبضأتطٞب ٚ قىُ ٔٛزٞب

 ٚ ذٛزٌطزاٖ ٔؼبزلات اؾترطاد ٔٙظٛضثٝٔعزٚد ٔرتّظ پبضأتط ٔطثٛط اؾت. 

زض ٘ظط  طیظ یلغج پبؾد(، 48) ٔؼبزِٝ یٔٛٞٛٔ ٚ یمیحم یٞبثرف یرساؾبظ

 :قٛزیٌطفتٝ ٔ

(49)   (  )  
 

 
  (  ) 

(   (  )  ̂    ) 
 

   زض آٖ  وٝ
   ̂  

 ٕ٘ٛزٖ ثطعطف یفطض پبؾد زض آٖ حضٛض ػّت ٚ ثٛزٜ 
ثٝ    ٚ    ٗی. ٕٞچٙثبقسیٔ ̂   √    یطیوبضٌثٝ ػسْ اظ ی٘بق ٔكىُ

 قىُثٝ( 48) ٔؼبزِٝ فٛق، پبؾد اظ اؾتفبزٜ ثب. اؾت یاضتؼبق فبظ ٚ زأٙٝ تیتطت

 :اؾت بٖیث لبثُ طیظ ٔؼبزلات زؾتٍبٜ

(50)  ̇  (   
  ̂  

)   
 

 
   

  
    

 

(51)  ̇     
 

 

 
   

  
    

 

    ̅  طیٔتغ طییاؾتفبزٜ اظ تغ ثب
 طیظ نٛضتثٝ( 50) ٔؼبزِٝ كیزل پبؾد ،  

 :ٌطززیٔ بٖیث
 

(52)   
 (  )  

   (     ̂  )  

  
  ( )  

   

 (     ̂  )
.     (     ̂  )  /

 

اٚثظ یطیوبضٌثٝ ثب  عی٘ ظٔبٖ تبثغ وٝ یطذغیغ سیتكس فطوب٘ؽ(، 52) ٚ( 51) ض
 :سیآیٔ زؾتثٝ طیظ نٛضتثٝ  ثبقسیٔ

 

(53) 

  
          

 

          
    

   (     ̂  )  

   
  ( )  

   

(     ̂  )
.     (     ̂  )  /

 

 

اٛثغ ،یؼیعج یٞبفطوب٘ؽ آظاز اضتؼبقبت ُیتحّ ثب ثرف ٗیا زض  ٚ ٔٛز قىُ ت

تؼبٔلات  یثطضؾ ٔٙظٛضثٝ. سیٌطز اؾترطاد یطذغیغ سیتكس یٞبفطوب٘ؽ

زض حضٛض حسالُ زٚ  ؿتٓیؾ یلاظْ اؾت تب اضتؼبقبت ارجبض یطذغیغ ٔٛزاَ
 .قٛزیٔ ُیتحّ ثؼس ثرف زض ٔؿئّٝ ٗی. اطزیلطاض ٌ یٔٛضز ثطضؾ یٔٛز اضتؼبق

 یاجبار ارتعاشات لیتحل -4

  Ω        ( ثٝ نٛضت 13) ضاثغٝ زض یذبضر یطٚی٘ ٌطفتٗ ٘ظط زض ثب

 وطزٖ ِحبػ ٚ یاضتؼبق اَٚ ٔٛز فطوب٘ؽ یحٛاِ زض هیتحط فطوب٘ؽ یزاضا

 ٗیث 3ثٝ  1 یضظٚ٘ب٘ؽ زاذّ عْیٔىب٘ كیعط اظ یطذغیغ ٔٛزاَ تؼبٔلات

 :ٓیزاض زْٚ، ٚ اَٚ یٔٛزٞب
 

(54)      
     

 

(55)    
     

     
 

( 28) ٚ( 27) ضٚاثظ یٌصاضیرب ثب. ثبقسیٔ وٙٙسٜٓیپبضأتط تٙظ   زض آٖ  وٝ

ٚ ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚاثظ فٛق،  یذبضر یطٚی( زض حضٛض 24٘) ٚ( 23) ضٚاثظ زض
 :قٛزیٔ اؾترطاد طیظ نٛضتثٝ   ٔؼبزلات ٔطتجٝ 

 

(56) 

  
        

                       

     ,    (     
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 یٔؼبزلات حبوٓ ثط زأٙٝ اضتؼبق(، 30) ضاثغٝ ٚ یطیپصحُ ظیقطا اظ اؾتفبزٜ ثب

 :سیآیٔ زؾتثٝ طیظ نٛضتثٝاَٚ ٚ زْٚ  ٔٛززض  طیت
 

(58) 
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(59) 
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            (  )      
 (  ) ̅ (  ) 

        

             
 (  ) 

 (             )   

             (  )|  (  )|
            

 

 ٚ یمیحم یٞبثرف یرساؾبظ ٚ ذٛزٌطزاٖ ٔؼبزلات اؾترطاد ٔٙظٛضثٝ

 :قٛزیٔ ٌطفتٝ ٘ظط زض طیظ پبؾد فٛق، ٔؼبزلات یٔٛٞٛٔ
 

(60)   (  )  
 

 
,  (  )     (  )- 

(     ̂  )            

 

 آٖ زض وٝ

(61)       
 

(62)           
 

 ٔؼبزلات فٛق، یطٞبیٔتغ طییتغ اظ اؾتفبزٜ ٚ( 60) قىُ ثٝ پبؾد یطیوبضٌثٝ ثب
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 :سیآیٔ زؾتثٝ طیظ نٛضت ثٝ ذٛزٌطزاٖ اَٚ ٔطتجٝ

(63) {
 ̇    (           )            

 ̇      (           )            
 

 

 ثب. ثبقسیٔ ؿتٓیؾ یپبضأتطٞب ٚ   ،  اظ  یطذغیتٛاثغ غ  ٔؼبزلات فٛق  زض

لبثُ اؾترطاد  ؿتٓیؾ یاظ ٔؼبزلات فٛق، پبؾد ظٔب٘ یػسز یطیٌا٘تٍطاَ
 اؾت.

 آن یداریپا و ایپا پاسخ -4-1

 }  ثب زض ٘ظط ٌطفتٗ 
 
  

 
  

 
  

 
}
 

 بٖیث طیظ نٛضتثٝ( 63) ٔؼبزلات ،
 :قٛزیٔ

(64) χ
̇
  (χ   ) 

 

 ثٝ ثٛز ذٛاٞس (  )  ثب ثطزاض  ثطاثط( 63٘مبط تؼبزَ ٔؼبزلات ) اؾبؼ، ٗیا ثط

 :وٝ یعٛض
 

(65)  .χ
 
(  )   /  * + 

 

⁄     ؽیٔبتط ػٜیٚ طیاؾبؼ ٔمبز ثط٘مبط  ٗیا یساضیپب  یثطضؾ لبثُ (  )
 ؽیٔبتط ٗیا ػٜیٚ طیٔمبز یتٕبٔلاظْ اؾت وٝ  ساضیپب یبیپبؾد پب ی. ثطاثبقسیٔ

 .ثبقس زاقتٝ یٔٙف یمیحم ثرف

 ؿتٓیؾ یاظ پبضأتطٞب ٛؾتٝیپ یتبثؼ بیپبؾد پب یساضیپب ،یحبِت وّ زض

 یٞبؿتٓیؾ یثطا. زٞس ضخ یساضی٘بپب اؾت ٕٔىٗ پبضأتطٞب طییتغ ثباؾت ٚ 
 زض. [33]ٚرٛز زاضز  ساضیقسٖ پبؾد پب ساضی٘بپب یثطا عْیتٟٙب زٚ ٔىب٘ طایٔ

 چپ ؾٕت اظ ،ٔرتهبت ٔجسأ اظ ٌصض ثب یمیحم ػٜیٚ ٔمساض هی اَٚ حبِت

ٔتٙبظط ثب قطٚع  طی. ٔمبزقٛزیٔ ٔٙتمُ ٔحٛض ضاؾت ؾٕت ثٝ یٔٛٞٛٔ ٔحٛض

 ٗیااؾت.  "پطـ" سٜیپسٔتٙبظط ثب  یپبؾد فطوب٘ؿ یزض ضٚ یساضی٘بپب ٗیا
 .قٛزیٔ قٙبذتٝ "اَٚ ٘ٛعتحَٛ " ػٙٛاٖ ثب یساضی٘بپب

 یٔٛٞٛٔ ٔحٛض چپ ؾٕت اظ ٔرتّظ ػٜیٚ ٔمساض رفت هی زْٚ حبِت زض

 ٘ٛعتحَٛ " ػٙٛاٖ ثب وٝ یساضی٘بپب ٗیا. قٛزیٔ ٔٙتمُ ٔحٛض ضاؾت ؾٕت ثٝ

 یٞبپف ٔتٙبظط اؾت. ثط اؾبؼ تئٛض یثب زٚقبذٍ قٛزیٔ قٙبذتٝ "زْٚ
ضا تزطثٝ  یثب چطذٝ حس اضتؼبـ ؿتٓیؾ یساضی٘بپب ٗیا زضٞبپف  یزٚقبذٍ

 .[34] وٙسیٔ

 یعدد جینتا و بحث -5
 ٚ آظاز اضتؼبقبت یثطضؾ ثٝ ازأٝزض  ،یلجّ یٞبزض ثرف قسٜ اضائٝ ُیتحّ ثب

. اؾت قسٜ پطزاذتٝ یػسز ذی٘تب اؾبؼ ثطزٔپط -فٙط-رطْ-طیت ؿتٓیؾ یارجبض

زض ٘ظط ٌطفتٝ  50ثطاثط ثب  یتٛا٘ یتؼساز رٕلات ضٚـ ؾطزض تٕبْ ٔحبؾجبت 
 قسٜ اؾت.

 یارتعاش یمودها شکل و یعیطب یهافرکانس -5-1

 یٚ قىُ ٔٛزٞب یؼیعج یٞبفطوب٘ؽ ثط یاؾبؾ یپبضأتطٞب طیتأحثرف  ٗیا زض

 ُیتحّ یؾٙزنحٝ اثتسأٙظٛض  ٗیلطاض ٌطفتٝ اؾت؛ ثٝ ا یٔٛضز ثطضؾ یاضتؼبق
پػٚٞف زض قسٜ اضائٝ طیٔمبز ثب ؿتٓیؾ یؼیعج یٞبفطوب٘ؽ ؿٝیثب ٔمب حبضط

 یؼیچٟبض فطوب٘ؽ عج طیٔمبز 1ا٘زبْ قسٜ اؾت. زض رسَٚ  ٗیكیٔكبثٝ پ یٞب

آٚضزٜ  [35]ٌعاضـ قسٜ زض پػٚٞف  طیثب ٔمبز ؿٝیزض ٔمب طای٘بٔ ؿتٓیاَٚ ؾ

زض  ؿتٓیاَٚ ؾ یؼیفطوب٘ؽ عج چٟبض طیٔمبز 2زض رسَٚ  ٗیقسٜ اؾت. ٕٞچٙ
آٚضزٜ  [3]ٌعاضـ قسٜ زض پػٚٞف  طیثب ٔمبز ؿٝیزٔپط زض ٔمب ییطایحضٛض ٔ

 یٞبپػٚٞف ذیثب ٘تب یذٛث بضیرساَٚ تغبثك ثؿ ٗیقسٜ اؾت. ثط اؾبؼ ا

 .قٛزیٔ ٔكبٞسٜ ٗیكیپ

 ٗیكیپػٚٞف پ ذی٘تب ثب ؿٝیٔمب زض ؿتٓیؾ یطای٘بٔ یؼیعج یٞب فطوب٘ؽ 1جدول 

     ٚ             ،     ،       یظاثب
Table 1 Undamped natural frequencies of the system in comparison 

with results of the previous study for       ,     ,           , 

and      

 یذغب

 % ی٘ؿج

 یطا٘بٔ یؼیفطوب٘ؽ عج
 ٔٛز

تطٞبی  پبضأ

 پػٚٞف حبضط [35]ٔطرغ  ؾیؿتٓ
0.0004 0.98964 0.989644 1 

     

     
(    )  

0.0000 9.97140 9.971398 2 

0.0001 39.4784 39.47842 3 

0.0212 88.8377 88.81885 4 

0.0001 3.81075 3.810747 1 
       

     
(        )  

0.0002 18.0365 18.03653 2 

0.0001 39.4784 39.47843 3 

0.0425 89.9747 90.0129 4 
 

 یثبظا ٗیكیپػٚٞف پ ذیثب ٘تب ؿٝیٔمب زض ؿتٓیؾ یطایٔ یؼیعج یٞب فطوب٘ؽ 2جدول 

      ،            ،        ،             ٚ     
Table 2 Damped natural frequencies of the system in comparison with 

results of the previous study for       ,            ,          
           and      

 یذغب
 % ی٘ؿج

 یطأ یؼیفطوب٘ؽ عج
فٙط  ؾفتی ٔٛز

 پػٚٞف حبضط [3]ٔطرغ   
0.0571 3.1478+0.2212i 3.1472+0.2229i 1 

0.24911  
0.0048 10.360+0.00128i 10.3595+0.00128i 2 

0.0188 39.977+0.00387i 39.9695+0.00387i 3 

0.0446 89.327+0.00727i 89.2872+0.00726i 4 

0.0070 10.040+0.09293i 10.0393+0.09284i 1 

2.70773  
0.0066 10.725+0.12868i 10.7243+0.12875i 2 

0.0190 40.000+0.00440i 39.9924+0.00439i 3 

0.0443 89.345+0.00745i 89.3054+0.00744i 4 
 

 یآظاز زضرٝ ثب ٔتٙبظط ؿتٓیؾ اَٚ یاضتؼبق ٔٛز قىُ تبثغ وٝ ٗیا ثٝ تٛرٝ ثب

 یاضتؼبق ٔٛز ػٙٛاٖ ثٝ ٔٛز قىُ ٗیا ٗیثٙبثطا اؾت،زٔپط -فٙط-رطْ ؿتٓیؾ
-رطْ ؿتٓیؾ یؼیفطوب٘ؽ عج طیاؾبؼ تأح ٗی. ثط اقٛزیٕ٘ ٌطفتٝ ٘ظط زض طیت

 طیٚ زْٚ ت اَٚ یاضتؼبق یثط ٔٛزٞب       زض ٔحُ  ٚالغزٔپط -فٙط

 2تٛاثغ زْٚ ٚ ؾْٛ زض قىُ  یمیثب ضؾٓ ثرف حم (   )   )ٚ  ((  )   
 ،   فیافعا ثبوٝ  قٛزیٔ ٔكبٞسٜ قىُ ٗیا ثٝ تٛرٝ ثبقسٜ اؾت.  یثطضؾ

 .ٌطززیٔثٝ ٌطٜ  ٝیقج طیزٔپط ثٝ ت-فٙط-رطْ ؿتٓیؾ اتهبَ ٔحُ ضفتبض

 ثٝ زْٚ ٚ اَٚ یطذغیغ سیتكس یٞبفطوب٘ؽ ثط ٔتٕطوع رطْ ٚ فٙط یؾفت طیتأح

اؾبؼ  ٗی٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت. ثط ا 4ٚ  3 یٞبقىُ زض ظٔبٖ اظ یتبثؼ نٛضت
 طیٔمبز ٔتٕطوع، رطْ ٔمساض وبٞف ٚ فٙط یؾفت فیافعا ثب وٝ قٛزیٔكبٞسٜ ٔ

 زض هیؿىٛالاؾتیٚ ییطایٔ حضٛض زض ٗیٕٞچٙ. بثسییٔ فیافعا ٞبفطوب٘ؽ ٗیا

 طیتأح عاٖیٔ ٚ بثسییٔ وبٞف ظٔبٖ ٌصض ثب یطذغیغ سیتكس یٞبفطوب٘ؽ ط،یت

 .زٞسیٔ طییتغ عی٘ ضا رطْ ٚ یؾفت یپبضأتطٞب

 3به  1 یرزونانس داخل طیشرا -5-2

 آٖ یپبضأتطٞب اظ ٛؾتٝیپ یتبثؼ ؿتٓیؾ یؼیعج یٞبفطوب٘ؽ یوّ حبِت زض

 زض. وٙسیٔ طییتغ یؼیعج یٞبفطوب٘ؽ پبضأتطٞب، ٗیا طییتغ ثب ٚ ثبقسیٔ

 عثبٖیٔ یاضتؼبق ؿتٓیزٔپط ثط ؾ-فٙط-رطْ ؿتٓیؾ طیتأح ٗیكیپ یٞبپػٚٞف
ٔزٕٛػٝ ثٝ  ٗیقسٜ ٚ ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت وٝ اٌط ا یثٝ عٛض وبُٔ ثطضؾ

 یؼیاظ فطوب٘ؽ عج كتطیث یؼیعج یٞب اضبفٝ قٛز، فطوب٘ؽ یانّ ؿتٓیؾ

فطوب٘ؽ  ٗی. ٕٞچٙبثسی یوٕتط وبٞف ٔ یٞب ٚ فطوب٘ؽ فیزٔپط افعا-فٙط-رطْ

اِٛ ٗیا ٗیث یسیرس یؼیعج  هی ؿتٓیؾ یؼیفطوب٘ؽ عج یزٚ زؾتٝ ٚ زض ح
ثٝ  یزضرٝ آظاز هی ؿتٓیؾ هیافعٚزٖ  ی. ثٝ ػجبضتقٛز یظبٞط ٔ یزضرٝ آظاز

 فیافعا n + 1ثٝ  nضا اظ  ؿتٓیؾ یؼیعج یٞب تؼساز فطوب٘ؽ ،یانّ ؿتٓیؾ

 .[36] زٞس یٔ
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Fig. 2 Real part of the second and third mode shape functions for 

different values of  the natural frequencies of the mass-spring-damper 

system for       ,                      and      
اثغ یمیحم ثرف 2شکل  ٔتفبٚت  طیزْٚ ٚ ؾْٛ ثط حؿت ٔمبز یاضتؼبق ٔٛز تٛ

 ،        ،       یزٔپط ثبظا-فٙط-رطْ ؿتٓیؾ یؼیفطوب٘ؽ عج

             ٚ     

 

 یؼیفطوب٘ؽ عج طاتییاظ تغ ی٘بق 3ثٝ  1 یضظٚ٘ب٘ؽ زاذّ ظیثرف قطا ٗیا زض

لطاض ٌطفتٝ اؾت. ثٝ  یٔٛضز ثطضؾ یزضرٝ آظاز هی ؿتٓیؾ یزض احط پبضأتطٞب

ٚ زْٚ  اَٚ یٔٛزٞب ٗیث یضظٚ٘ب٘ؽ زاذّ ٚلٛع أىبٖ یٔٙظٛض اٍِٛٞب ٗیا
٘ؿجت  طاتییقىُ ٘حٜٛ تغ ٗیا زض٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت.  5زض قىُ  ؿتٓیؾ

فٙط ٚ  یٔتفبٚت رطْ ٔتٕطوع، ؾفت طیٔمبز یثٝ اَٚ ثبظا زْٚ یؼیعجفطوب٘ؽ 

 یغیقطا اؾبؼ، ٗیا ثط٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت.  یزضرٝ آظاز هی ؿتٓیٔحُ ؾ

 ٗیچذظ ّٝیثٛؾ ٌطززیٔ یٚلٛع ضظٚ٘ب٘ؽ زاذّ٘ؿجت ثبػج  ٗیوٝ زض آٖ ا
  * یپبضأتطٞبثب  ٞبؿتٓیؾ ٔزٕٛػٝ ٔخبَ یثطأكرم قسٜ اؾت. 

                +، *                  + ٚ *        

ضا  یقسٜ ٚ ضظٚ٘ب٘ؽ زاذّ یتٙبؾج یٞبفطوب٘ؽ زبزیا ثبػج +            

 اظ اؾتفبزٜ ٞبٗیچذظ ٗیا ثب ٔتٙبظط یپبضأتطٞب ثب ؿتٓیؾ یثطازاضز.  یزض پ
( 58) ضٚاثظ اظ اؾت لاظْ ٚ ثبقسیٕ٘ حینح( 48) ضاثغٝ ٔغبثك ٔٛز هت تیتمط

 .قٛز اؾتفبزٜ( 59) ٚ

ٚ  یتحت ضظٚ٘ب٘ؽ زاذّ ؿتٓ،یؾ پبؾد یساضیپب یثطضؾازأٝ ثٝ ٔٙظٛض  زض

 نٛضتثٝ ؿتٓیؾ یٔزٕٛػٝ پبضأتطٞب ،(55) ٚ( 54ٔغبثك ضٚاثظ ) یانّ
٘ظط  زض +                                          *

 نٛضتثٝ یؼیعج یٞبفطوب٘ؽ یزاضا ؿتٓیؾ ٗیاٌطفتٝ قسٜ اؾت. 

وٝ ثرف  ثبقسیٔ                    ٚ                  

 .اؾت 3 ثٝ 1تٙبؾت  یزاضا ٞبآٖ یمیحم

 یو داخل یرزونانس اصل تحت یارتعاش پاسخ -5-3

 هیتحط ظیٚ رطْ ٔتٕطوع زض قطا طیت یىیٙبٔیضفتبض وٛپُ ز یثطضؾ ٔٙظٛضثٝ

 اؾترطاد بیپب یپبؾد فطوب٘ؿ ،یٚ ٚلٛع ضظٚ٘ب٘ؽ زاذّ ؿتٓیفطوب٘ؽ اَٚ ؾ
 ثب  هیٞبضٔٛ٘  هیتحط تحت   ؿتٓیؾ  یفطوب٘ؿ  پبؾد  6قىُ  زضقسٜ اؾت. 

 

Fig. 3 Real parts of the first and second non-linear resonance frequencies 

as functions of time and spring constant for       ,              
            ( )                   and      

اظ ظٔبٖ  یاَٚ ٚ زْٚ ثٝ نٛضت تبثؼ یطذغیغ سیتكس یٞبفطوب٘ؽ یمیحم ثرف 3شکل 

( )   ،         ،     ،       ،       یفٙط ثبظا یٚ ؾفت      ، 

           ٚ     

 

Fig. 4 Real parts of the first and second non-linear resonance 

frequencies as functions of time and concentrated mass for       , 

                        ( )                   and      
اظ  یاَٚ ٚ زْٚ ثٝ نٛضت تبثؼ یطذغیغ سیتكس یٞبفطوب٘ؽ یمیحم ثرف 4شکل 

 ،         ،     ،       ،       یظٔبٖ ٚ رطْ ٔتٕطوع ثبظا
  ( )      ،            ٚ     
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قىُ  ٗیاَٚ ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت. زض ا یؼیفطوب٘ؽ عج یزض حٛاِ  فطوب٘ؽ 

 ٚ ساضیپب پبؾد ٚ ثبقسیٔ،    زْٚ، ٔٛزٚ  ،  ٔٛز اَٚ،  یبیپب یزأٙٝ اضتؼبق

ثٝ ٗیزازٜ قسٜ اؾت. ٕٞچٙ فیٕ٘ب ٗیچذظ ٚ پط ذظ ثب تیتطتثٝ ساضی٘بپب
 اظ آٔسٜ زؾتثٝ یظٔب٘ پبؾد ٔب٘سٌبض زأٙٝ آٔسٜ، زؾتثٝ ذی٘تب كیتهس ٔٙظٛض

 عی٘ٔطتجٝ چٟبض  یوٛتب-( ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ضا63ً٘) ٔؼبزلات یػسز حُ

٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت.  6وٛچه زض قىُ  یٞبطٜیزا ثب ٚ قسٜ اؾترطاد

 یٞببؼی( ٚ ضٚـ ٔمNI) یػسز ذی٘تب ٗیث یوٝ تغبثك ٔٙبؾج قٛزیٔكبٞسٜ ٔ
 .زاضز ٚرٛز چٙسٌب٘ٝ

 یزض حٛاِ ،    وٙٙسٜ،ٓیتٙظ پبضأتط ٔمساض فیافعا ثب ،6تٛرٝ ثٝ قىُ  ثب

 ف،یافعا ٗیا ازأٝ ثب. بثسییٔ فیافعا اَٚ ٔٛز زض ػٜیثٛ یاضتؼبق زأٙٝ A ٝی٘بح

 وٙسیذٛز ضا تزطثٝ ٔ یٔحّ ٙٝیكیثاَٚ  یاضتؼبق ٔٛز B ٝی٘بح یزض حٛاِ

 ثٝ بثس؛ییٔ فیٚ ٔٛز زْٚ افعا وبٞفاَٚ  ٔٛزثلافبنّٝ  ٚ (        )

اظ  یوٝ ا٘طغ فتسایٔ اتفبق یاٌٛٝ٘ثٝ ٔٛزاَ تؼبُٔ B٘مغٝ  یىیزض ٘عز یػجبضت
 تحَٛ     ثٝ  ٓیپبضأتط تٙظ فیافعا ثب. قٛزیٔ ٔٙتمُ زْٚ ٔٛزٔٛز اَٚ ثٝ 

 یساضی٘بپب ٗی. اٌطززیٔ ساضی٘بپب ساض،یپب پبؾد ٚ زٞسیضخ ٔ ؿتٓی٘ٛع زْٚ زض ؾ

 ثٝ یٔٛٞٛٔ ٔحٛض چپ ؾٕت اظ ٔرتّظ ػٜیٚ ٔمساض رفت هیاظ ٌصض  ی٘بق

 یاضتؼبق پبؾد وٙٙسٜ،ٓیتٙظ پبضأتط وبٞف ثب. ثبقسیٔ ٔحٛض ضاؾت ؾٕت
٘ٛع اَٚ ضخ  تحَٛ (        ) Cزض ٘مغٝ  وٝٗیا تب اؾت ساضی٘بپب ٕٞچٙبٖ

 زضپبیساض اؾت.  (        ) Dتب ٘مغٝ  یوٛچى ٝی٘بح زضٚ پبؾد  زٞسیٔ

 یثرك یػجبضت ثٝ بثس؛ییٔ وبٞف زْٚ ٔٛز ٚ فیافعا اَٚ ٔٛز زأٙٝ ٝی٘بح ٗیا

٘ٛع زْٚ  عْیپبؾد ثب ٔىب٘ عی٘ D. زض ٘مغٝ قٛزیٔ ثطٌطزا٘سٜ اَٚ ٔٛز یا٘طغ اظ
ثب ٕٞیٗ ٘ٛع اظ  (        ) Eوٝ زض ٘مغٝ  ٗیتب ا ٌطززیٔ یساضیزچبض ٘بپب

٘یع  (        ) F٘مغٝ  ػٜیٚ طی. ثب تٛرٝ ثٝ ٔمبزقٛزتحَٛ، پبؾد پبیساض ٔی

 اَٚ ٘ٛع اظ وٙٙسٜٓیتٙظ پبضأتط وبٞف ثب یساضی٘بپب قطٚع وٝ ٌطززٔكرم ٔی

 .اؾت

 ػٜیٚ طیٔمبز ،6فٟٓ ثٟتط ٘مبط تحَٛ قطح زازٜ قسٜ زض قىُ  ٔٙظٛضثٝ

 ثبٌعاضـ قسٜ اؾت.  3٘مبط زض رسَٚ  ٗیا یزض حٛاِ ساضیٔتٙبظط ثب پبؾد ٘بپب

تحَٛ ٘ٛع اَٚ  C  ٚFوٝ زض ٘مبط  قٛزیٔ ٔكبٞسٜ عی٘ رسَٚ ٗیا ثٝ تٛرٝ

 یتحَٛ ٘ٛع زْٚ ٕٞطاٜ ثب زٚقبذٍ ٍطیپطـ ٚ زض ٘مبط ز سٜیٔتٙبظط ثب پس
 .زٞسیٞبپف ضخ ٔ

پبؾد  ساض،یٚ ٘بپب ساضیپب ظیزض قطا ؿتٓیؾ یاضتؼبق ضفتبض یثطضؾ ٔٙظٛضثٝ

اٛ٘ىبضٜ زض قىُ ب،یپب یظٔب٘ ٔتفبٚت  طیٔمبز یثطا 12تب  7 یٞبٕ٘ٛزاض فبظ ٚ پ

 یزأٙٝ اضتؼبق 8ٚ  7 یٞبقىُ زض٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت.  وٙٙسٜٓیپبضأتط تٙظ
 ٘مغٝ هیوٝ ٕ٘ٛزاض پٛا٘ىبضٜ  یاٌٛ٘ٝثٝ ؛ٔتٙبٚة اؾت یثٛزٜ ٚ پبؾد ظٔب٘ ساضیپب

ٚ ٌصض اظ ٘مغٝ  وٙٙسٜٓیتٙظ پبضأتط وبٞف ثب. زٞسیٔ ٘كبٖ فبظ نفحٝ زض ضا

Eپبؾد ظیقطا ٗیا زض. قٛز، زأٙٝ اضتؼبقی ٘بپبیساض ٚ زچبض چطذٝ حسی ٔی 

ثرف  یزاضا یساضیپب قطط ثب ٔتٙبظط ػٜیٚ طیاؾت ٚ ٔمبز ٔتٙبٚةقجٝ یاضتؼبق
 كتطیث وبٞف ثب(. 11تب  9 یٞب)قىُ ٞؿتٙس وٛچه ٘ؿجتبً ٔخجت یمیحم

 ٚ بثسییٔ فیافعا ػٜیٚ طیٔمبز ٗیا ٔخجت یمیحم ثرف وٙٙسٜٓیتٙظ پبضأتط

 (.12)قىُ  ٌطززیٔ آقٛثٙبن یظٔب٘ پبؾد

 یریگ جهینت -6

 ؿتٓیؾ حبُٔ یّیض طیت یطذغیغ یارجبض ٚ آظاز اضتؼبقبتٔغبِؼٝ  ٗیزض ا

 لطاض ُیتحّ ٔٛضز ؾٝ ثٝ هی یزاذّ ٚ یانّ ضظٚ٘ب٘ؽ تحتزٔپط -فٙط-رطْ
 :ٌطزز یٔ بٖیث طیظ نٛضت ثٝ ذی٘تب ٚ ٔكبٞسات ٗیتط . ٟٔٓاؾت ٌطفتٝ

زٔپط -فٙط-رطْ-طیت یاضتؼبق ؿتٓیؾ ساضیٔتٙبظط ثب پبؾد ٘بپب ػٜیٚ طیٔمبز 3جدول 

 ،        یثبظا                   ٚ                    یزاضا
  ( )     ٚ       

Table 3 Corresponding eigenvalues of the unstable response of the 

beam-mass-spring-damper system with                   and 

                   for              ( )   , and        

٘ٛع 
 تحَٛ

 ٚیػٜ ٔمبزیط
 ٘مغٝ

 اَٚ زْٚ ؾْٛ چٟبضْ

 B                                                   زْٚ

 C                                      اَٚ

 D                                                 زْٚ

 E                                               زْٚ

 F                                       اَٚ

 

Fig. 5 Ratio of the second natural frequencies to the first ones as 

function of concentrated mass, spring constant, and one degree of 

freedom system’s position for             and      (Dashed line: 

The occurrence of 1 to 3 internal resonance) 

فٙط ٚ  یؾفت ٔتٕطوع، رطْ حؿت ثط اَٚ ثٝ زْٚ یؼیعج یٞبب٘ؽفطو ٘ؿجت 5شکل 

 ٚلٛع: ٗیچ)ذظ     ٚ       ،     یثبظا یزضرٝ آظاز هی ؿتٓیؾٔحُ 
 (3ثٝ  1 یضظٚ٘ب٘ؽ زاذّ

 

Fig. 6 Frequency response functions of the system with           
        and                    for             ( )   , and 

        

ٚ                    تٛاثغ پبؾد فطوب٘ؿی ؾیؿتٓ زاضای 6شکل 

( )   ،        یثبظا                        ٚ       
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Fig. 7 Periodic time response of the system with           
        and                    for             ( )   , 

       and         

ٚ                    یزاضا ؿتٓیؾ ٔتٙبٚة یظٔب٘ پبؾد 7شکل 

( )   ،        یثبظا                              ٚ 
       

 

Fig. 8 Periodic time response of the system with           
        and                    for             ( )   , 

         and         

ٚ                    یزاضا ؿتٓیٔتٙبٚة ؾ یپبؾد ظٔب٘ 8شکل 

( )   ،        یثبظا                                ٚ 
       

 

Fig. 9 Quasi-periodic time response of the system with    
               and                    for           
  ( )   ,          and         

ٚ                    یزاضا ؿتٓیؾ ٔتٙبٚة قجٝپبؾد ظٔب٘ی  9شکل 

( )   ،        یثبظا                                ٚ 
       

 

Fig. 10 Quasi-periodic time response of the system with    
               and                    for           
  ( )   ,          and         

ٚ                    یزاضا ؿتٓیؾ ٔتٙبٚة قجٝپبؾد ظٔب٘ی  10شکل 

( )   ،        یثبظا                                ٚ 
       

 

Fig. 11 Quasi-periodic time response of the system with    
               and                    for           
  ( )   ,          and         

ٚ                    یزاضا ؿتٓیٔتٙبٚة ؾ پبؾد ظٔب٘ی قجٝ 11شکل 

( )   ،        یثبظا                                ٚ 
       

 

Fig. 12 Chaotic time response of the system with           
        and                    for             ( )   , 

         and         

ٚ                    یزاضا ؿتٓیؾ پبؾد ظٔب٘ی آقٛثٙبن 12شکل 

( )   ،        یثبظا                                ٚ 
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 911 2، شماره 91، دوره 9911مهندسی مکانیک مدرس، اردیبهشت 
 

 قىُ وٝ قٛزیٔ ؾجت یآظاز زضرٝ هی ؿتٓیؾ یؼیعج فطوب٘ؽ فیافعا -1

 ٌطٜ ثٝ ٝیقج ضفتبض یزاضازٔپط -فٙط-رطْ اتهبَ ٔحُ زض طیت یاضتؼبق یٔٛزٞب
 .قٛ٘س

 فیافعا ضا ؿتٓیؾ یؼیعج فطوب٘ؽ ٔتٕطوع، رطْ وبٞف ٚ یؾفت فیافعا -2

 نٛضت ثٝ یطذغیغ سیتكس فطوب٘ؽ ثطپبضأتطٞب  ٗیا طیتأح عاٖی. ٔزٞسیٔ

 .اؾت ظٔبٖ اظ یتبثؼ
 ؾجت تٛا٘سیٔزٔپط -فٙط-رطْ ؿتٓیؾ یثطا ٘بٔٙبؾت یپبضأتطٞب ا٘تربة -3

 زض یطذغیغ ٔٛزاَ تؼبُٔ ٚلٛع زٝی٘ت زض ٚ یتٙبؾج سیتكس یٞبفطوب٘ؽ

 .قٛز ؿتٓیؾ

 ٔٛزاَ تؼبُٔ ٚلٛع ثبػج وٝزٔپط -فٙط-رطْ ؿتٓیؾ یپبضأتطٞب میتكر -4
 ٚ ؿتٓیؾ یؼیعج یٞبفطوب٘ؽ طیٔمبز ُیتحّ بظٔٙسی٘ ٌطززیٔ یطذغیغ

 .اؾت لاظْ یاٍِٛٞب اؾترطاد

 یساضیزٔپط ؾجت ٘بپب-فٙط-رطْ یاظ پبضأتطٞب ی٘بق یطذغیتؼبُٔ ٔٛزاَ غ -5

 بی ٔتٙبٚةقجٝ تٛا٘سیٔ یظٔب٘ پبؾد ظیقطا ٗیا زض. قٛزیٔ یاضتؼبق زأٙٝ
 .ثبقس آقٛثٙبن

 وستیپ -7
زض ایٗ ثرف ٔؼبزلات حبوٓ ثط اضتؼبقبت ؾیؿتٓ اؾترطاد قسٜ اؾت. ا٘طغی 

 طیظ نٛضت ثٝ یزٚضا٘ یٙطؾیا ٚ یػطض حطوت ٌطفتٗرٙجكی تیط ثب زض ٘ظط 

 :اؾت بٖیث لبثُ
 

( )  (آ)  
 

 
∫      

   
 

 

 
 

 
∫       

   
 

 

 

 

تٙف ٚ وط٘ف لاٌطا٘ػ ثٝ نٛضت  ساٖیثب زض ٘ظط ٌطفتٗ ٔ طیت ُیپتب٘ؿ یا٘طغ

 اؾت بٖیث لبثُ طیظ
 

( )  (ة)  
 

 
∫        

 

 

 
 

 
∫ (    )   

   
 

 

 
 

اظ حطوت  ی٘بق یٔحٛض یطٚیٚ ٘ یٌكتبٚض ذٕك تیثٝ تطت  ٚ   زض آٖ  وٝ

 یذبضر یطٚیٚ ٘ یآظاز ی زضرٝ هی ؿتٓیاظ ؾ ی٘بق یطٚی. وبض ٘ثبقس یٔ طیت

 :قٛزیٔ ٌطفتٝ ٘ظط زض طیظ نٛضتثٝ عی٘
 

∫      (ت)   ( ) (    )    
 

 

 ∫  (   )    
 

 

 
 

 آٖ زض وٝ
 

( )   (ث)      ̈    ( ̇     
 )    (    ) 

 

 :سیآیٔ زؾتثٝ طیظ یاضتؼبق ٔؼبزِٝ ّتٖٛیٕٞ انُ یطیوبضٌثٝ ثب
 

 (د)
                     (    )     

                           ( ) (    )   (   ) 
 

 :قٛزیٔ فیتؼط طیظ نٛضتثٝ یٔحٛض یطٚی٘ ٚ ٌكتبٚض آٖ زض وٝ
 

                  (ز)
 

(ٜ)           
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