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سرگیردار ساخته شده از مواد تابعی مدرج مدل شده است و با استفاده کننده تیرشکل یکنانوتحریکناپایداري کششیدر این مقاله، 
سیلیکون -از تئوري مرتبه بالاي گرادیان کرنش اصلاح شده مورد بررسی قرار گرفته است. نانوتیر تابعی مدرج، از ترکیب ژرمانیوم

در نتیجه خصوصیات مکانیکی تیر بصورت پیوسته بر مبنایی قانون ساده توانی در ساخته شده است که کسر حجمی هر جزء و 
کنند. با تغییر درصد کسر حجمی جزء ژرمانیوم در نانوتیر، پنج نوع مختلف نانوتیر مورد بررسی قرار راستاي ضخامت تغییر می

مولکولی بر روي ناپایداري  کششی بررسی شده است. نثیر تغییرات کسر حجمی، پارامتر اثر اندازه و نیروهاي بیأگرفته و همچنین ت
معادله غیرخطی حاکم و همچنین شرایط مرزي با استفاده از اصل مینیم انرژي پتانسیل بدست آمده و سپس با استفاده از روش 

ده شده و پس از هاي حل دیگر استفاهاي تجربی و روشدیفرانسیل تربیع حل شده است. براي اعتبارسنجی روش حل حاضر از داده
مقایسه بین نتایج می توان گفت، نتایج بدست آمده از روش حل حاضر داراي تطابق بسیار خوبی با نتایج تجربی و عددي می باشد. 

ثیر بسیار زیادي بر روي ناپایداري کششی أمولکولی و کسر حجمی تهاي بیندهد که اثر اندازه و نیروهمچنین نتایج نشان می
ده دارند.کنننانوتحریک
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	 In	this	paper,	pull-in	instability	of	a	cantilever	beam	 type	nanoactuator	made	of	the	functionally	
graded	material	(FGM)	based	on	higher	order	modified	strain	gradient	theory	is	investigated.	It	is	
assumed	that	the	functionally	graded	beam,	made	of	germanium	and	silicon,	follows	the	volume	
fraction	definition	and	law	of	mixtures,	and	its	properties	change	as	a	power	function	through	its	
thickness.	By	changing	the	germanium	constituent	volume	fraction	percent	of	the	nano-beam,	five	
different	types	of	 the	nano-beams	are	investigated.	The	influences	of	 the	volume	fraction	index,	
length	 scale	 parameter	 and	 the	 intermolecular	 forces,	 on	 the	 pull-in	 instability	 are	 examined.	
Principle	of	minimum	total	potential	energy	is	used	to	derive	the	nonlinear	governing	differential	
equation	 and	 consistent	 boundary	 conditions	 which	 is	 then	 solved	 using	 the	 differential	
quadrature	method	 (DQM).	The	present	 analysis	 is	validated	 through	 direct	 comparisons	with	
other	 published	 research	 methods	 and	 experimental	 results	 and,	 after	 comparison,	 excellent	
agreement	is	achieved	between	the	new	solution	method	and	other	experimental	and	numerical	
solution	results.	Besides,	 the	results	demonstrate	 that	size	effect	and	amount	of	volume	fraction	
have	a	substantial	impact	on	the	pull-in	instability	behavior	of	beam-type	nanoactuator.	
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مقدمه-1
میکروسکوپی غیرهمگنی يهادر حقیقت، کامپوزیت1مواد تابعی مدرج

ا استفاده از فرآیند متالوژي بهستند که معمولاً از ترکیب دو نوع ماده مختلف 
(براي شوند و کسر حجمی هر جزء در راستاي بعد مشخص پودر ساخته می

																																																																																																																																											
1-	Functionally	graded	material	

کند. مواد تابعی مدرج براي اولین بار بصورت پیوسته تغییر میها ضخامت) تیر
میلادي توسط دانشمندان ژاپنی، براي استفاده در راکتور 1980در میانه دهه 
هاي فضایی به عنوان موادي با خصوصیات حرارتی اي و کاربردگداخت هسته

خوب ارائه شد. تغییر کسر حجمی و در نتیجه خصوصیات مواد در راستاي 
شود که این تابع بعد مشخص، با استفاده از یک تابع پیوسته مشخص می
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تواند باشد هاي گوناگون مثل خطی، مربعی، مکعبی، توانی و نمایی میبصورت
]1.[	

ند بلکه مواد تابعی مدرج از لحاظ فنی یک کلاس جداگانه از مواد نیست
با استفاده از یک رویکر مهندسی، ساختار و آرایش شیمیایی مواد اصلاح شده 
است. این رویکرد زمانی بسیار مناسب است که دو نوع خصوصیات متضاد در 
قطعه مورد نیاز باشد. توزیع تنش که بر اثر نیروي مکانیکی یا حرارتی به 

یع کسر حجمی مواد به حالت توان با استفاده از تغییر توزآید را میوجود می
شوند، بهینه رساند. این مواد معمولاً از ترکیب سرامیک و فولاد ساخته می

سرامیک با توجه به داشتن ضریب انتقال حرارت پایین، مقاومت حرارتی 
دهد و فولاد نرم باعث جلوگیري از شکست ماده در مقابل بالایی به ماده می

شود. انات شدید دما در یک زمان کوتاه میتنش بالاي ایجاد شده در اثر نوس
.]2[بنابراین این ماده داراي خواص بسیار خوب ترمومکانیکی است 

خاطر مزایاي زیاد مثل به2هاکنندهو نانو تحریک1هاامروزه نانو سوئیچ
شکل زیاد و قیمت کم، اتلاف انرژي کم، توان کم مورد نیاز، ظرفیت تغییر 

هاي نانو ترین اعضاي تشکیل دهنده سیستمساخت نسبتاً آسان،  یکی از مهم
کننده بسیار وابسته به هستند. کارائی و عملکرد یک تحریک3الکترومکانیک

هندسه و نوع مواد به کار گرفته شده در طراحی قسمت محرك و یا تغییر 
تیر شکل به طور گسترده هايکنندهتحریکشکل پذیر است. در این میان نانو

گیرد. هاي هندسی مورد استفاده قرار میبه خاطر سادگی نسبت به بقیه شکل
سرگیردار و ها معمولاً به دو صورت یکتیر استفاده شده در این سیستم

سیلیکون، سیلکون نیترید، کربن نانو شود. دوسرگیردار در نظر گرفته می
قع براي ساخت قسمت محرك مورد تیوب، پلوتونیوم و طلا در بیشتر موا

هاي زیادي که در گیرند. در سالیان اخیر با توجه به پیشرفتاستفاده قرار می
علم ساخت مواد گوناگون ایجاد شده است، استفاده از مواد تابعی مدرج در نانو 

.]4, 3[ها پیشنهاد شده است کنندهتحریکو میکرو
از یک الکترود متحرك رسانا که هاي تیرشکل معمولاً کنندهنانوتحریک

اند. با اعمال اختلاف پتانسیل بالاي یک الکترود ثابت قرار دارد، ساخته شده
ایجاد شده بین دو الکترود سبب تغییر شکل الکترود 4مستقیم، نیروي کولمب

شود. در یک مقدار ولتاژ متحرك بالایی به سمت الکترود ثابت پایینی می
ي الکترواستاتیک و خاصیت الاستیک الکترود متحرك به مستقیم، تعادل نیرو

ود ثابت پایینی هم خورده و در نتیجه  الکترود متحرك بالایی بر روي الکتر
شود. ولتاژ نامیده می5شود. این پدیده ناپایداري کششی یا پولینخراب می

.]7-5[شود شود ولتاژ پولین نامیده میبحرانی که باعث ایجاد این پدیده می
کند دو اثر مهم میزمانی که ابعاد سیستم از ماکرو به نانو کاهش پیدا 

هاي ر نانومقیاس، اثرات نیرونانومقیاس باید مدل سازي شود. اولین اث
نیروي کازیمیر معمولاً باشد. ، می7و واندروالس6مولکولی همانند کازیمیربین

درفاصله جدایی (فاصله اولیه بین دو الکترود) در حد چند صد نانومتر ظاهر 
نهایت و موازي با رسانایی ض دو صفحه بیآل با فرشود. براي حالت ایدهمی

عالی، مقدار نیروي کازیمیر با توان چهارم فاصله جدایی رابطه معکوس  دارد. 
نانومتر برسد، 20اما اگر میزان فاصله دو صفحه بسیار کم شده و به زیر 

نیروي کازیمیر عموماً اثر کمتري از دیگر نیروي بین ملکولی خواهد داشت لذا 

																																																																																																																																											
1-	Nanoswitches		
2-	Nanoactuator	
3-	Nano	Electro	Mechanical	System	(NEMS)		
4-	Coulomb	Attraction	
5-	Pull-in	Instability	
6-	Casimir	Force	
7-	Van	Der	Waals	Force	

مولکولی با توان سوم فاصله دو صفحه رابطه لت میزان نیروي بیندر این حا
.]9, 8[معکوس پیدا نموده و به این نیرو، نیروي واندوالس گویند 

ها می باشد. رفتار نانومقیاس، رفتار وابسته به اندازه نانوساختاردومین اثر
که یکی از ابعاد وابسته به اندازه، یک مشخصه ذاتی مواد است و این اثر زمانی

شود شود، مشاهده مینانوساختار مثل ضخامت، به مقیاس اندازه ماده نزدیک 
یکی و ارتعاشی مواد به اثر هاي تجربی وابستگی رفتار استات. پژوهش]10[

، ]11[هاي کلاسیک در نشان دادن این اثر را  در فولاد اندازه  و ناتوانی تئوري
هاي اخیر اند. بنابراین در سالثابت کرده]13[سیلیکون و پلی]12[پلیمر 
و 8هاي غیرکلاسیک و مرتبه بالاي محیط پیوسته مثل تنش کوپلتئوري

توسط محققین براي بررسی اثر اندازه در ابعاد نانو و میکرو 9رادیان کرنشگ
میلادي کیوتر، تئوري تنش کوپل را بعنوان 1960ارائه شده است. در دهه 

یانگ . ]14[یک تئوري غیرکلاسیک با توانایی مدلسازي اثر اندازه معرفی کرد 
را براي کاهش سختی 10تئوري تنش کوپل اصلاح شده]15[و همکارنش 

هاي تجربی ارائه نمودند. در مواد در آزمایش11محاسبه پارامتر اثر اندازه
شود. میندلین معادله ساختاري این تئوري تنها یک پارامتر اثر اندازه ظاهر می

با در نظر گرفتن اثر مشتقات اول و دوم تانسور کرنش بر روي چگالی ]16[
انرژي کرنشی، تئوري مرتبه بالایی گرادیان را براي مواد الاستیک ارائه کرد. 

و در نظر گرفتن مشتق ]16[با استفاده از تئوري میندلین ]18, 17[فلک 
اول تانسور کرنش، تئوري گردیان کرنش را ارایه نمود. این تئوري پنج ثابت 
مرتبه بالاي ماده را در خود جاي داده است. در مقایسه با تئوري تنش کوپل، 

ؤلفه تنش مرتبه بالا در کنار ند متئوري گرادیان کرنش در بردارنده چ
هاي کلاسیک و تنش کوپل است، در حقیقت تئوري تنش کوپل یک تنش

، لام ]15[حالت خاص از تئوري گرادیان کرنش می باشد. مطابق روش یانگ 
را که داري سه مولفه 12تئوري گرادیان کرنش اصلاح شده]12[و همکارانش 

پارامتر اثر اندازه در معادله ساختاري است، ارائه کردند. این تئوري جدید در 
حالت خاص به تئوري تنش کوپل اصلاح شده کاهش می یابد.

با توجه به این حقیقت که استفاده از مواد تابعی مدرج در ساخت
بصورت گسترده رو به افزایش هاي تیرشکلکنندهنانوتحریکهايسیستم

ها لازم می است، بررسی اثر استفاده براي مواد تابعی مدرج در این سیستم
استفاده از یک لایه غیرهمگن مواد مدرج هوشمند ]19[و مهتا 	باشد. ویتورو

براي رسیدن به خصوصیات خوب مکانیکی و الکتریکی را پیشنهاد کردند و 
ژیا و . را بسیار مفید دانستند. 13اس اي جی ايلین کریستااستفاده از پلی

ناپایداري پولین را تحت تأثیر همزمان نیروي الکترو ]20[همکارانش 
هاي پسماند و مولکولی با در نظر گرفتن تنشهاي بیناستاتیکی و نیرو

ها براي حل معادلات غیر خطی حاکم از هندسه غیر خطی بررسی نمودند. آن
روش دیفرانسیل تربیع استفاده کردند. در این پژوهش مقدار ولتاژ و خیز 

کننده بدست آورده شده پولین براي شرایط مرزي متفاوت تیر میکرو تحریک
ج این تحقیق نشان می دهد که در فواصل کم باید اثر نیروي بین است. نتای

ملکولی در نظر گرفته شود و همچنین هندسه غیر خطی تأثیر زیادي بر 
در پژوهشی دیگر با ]21[.  ژیا و همکارانش افزایش میزان ولتاژ پولین دارد

استفاده از تئوري کلاسیک محیط پیوسته، ناپایداري پولین و ارتعاش آزاد 
میکرو تیر ساخته شده از جنس مواد تابعی مدرج را گزارش کردند. در این 

و زادهپژوهش الکترود پایینی بصورت مقعر در نظر گرفته شده است. زمان
																																																																																																																																											
8-	Couple	Stress	Theory	
9-	Strain	Gradient	Theory	(SGT)	
10-	Modified	Couple	Stress	Theory	(MCST)	
11-	Length	Scale	Parameter	
12-	Modified	Strain	Gradient	Theory	(MSGT)	
13-	Polycrystalline-SiGe	
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با استفاده از تئوري اصلاح شده تنش کوپل، ناپایداري پولین ]22[همکارانش 
خته شده از سرامیک و فلز را تحت تأثیر تغییرات دما مورد میکرو تیر سا

دهد که با افزایش مقدار کسر بررسی قرار دادند، نتایج این تحقیق نشان می
حجمی سرامیک در صفحه پایینی میکرو تیر بر مبناي تئوري کلاسیک، ولتاژ 

یابد در حالی که نتایج بدست آمده از تئوري تنش کوپل پولین کاهش می
ها دلیل این امر را کوچک بودن مقدار پارامتر آن.دهدیج عکس را نشان مینتا

ناپایداري پولین ]23[نژاد و همکارنش اثر اندازه سرامیک دانسته اند. عباس
شده از جنس نیکل و طلا را  مورد بررسی قرار دادند و فرض میکروتیر ساخته

کردند که صفحه پایینی تیر از جنس طلاي خالص و صفحه بالایی از جنس 
با استفاده از تئوري ]24[طادي و آبادیان نیکل خالص ساخته شده است.

مولکولی را تحت تأثیر نیروي بین1گردیان کرنش، ناپایداري پولین نانوآئینه
دهد که با نزدیک شدن مورد بررسی قرار دادند. نتایج این مقاله نشان می

ضخامت نانوتیر پیچشی به اندازه پارامتر اثر اندازه، میزان ولتاژ پولین افزایش 
دي و همکارانش در دو مقاله مجزا ناپایداري پولین همچنین طاکند.پیدا می

را در نانوتحریک کننده هاي تیر شکل از جنس مواد ایزوتروپیک مورد بررسی 
	. ]25,26[قرار داده اند 

شده در بالا، بررسی همزمان اثرات نیروهاي بین با توجه به موارد اشاره 
ملکولی، اثر اندازه با استفاده از تئوري گرادیان کرنش و جنس مواد تابعی 

هاي تیر شکل بطور همزمان انجام کنندهمدرج در ناپایداري پولین نانوتحریک
هاي بالا، معادله نشده است. لذا در این پژوهش علاوه بر بررسی همزمان پدیده

ي یرخطی حاکم بر نانوتیر که در برگیرنده اثرات غیرخطی نیروغ
مولکولی( نیوهاي کازیمیر و واندروالس) می هاي بینالکترواستاتیکی و نیرو

باشد با استفاده از روش عددي دیفرانسیل تربیع که روش بسیار کارآمدي می 
کرنش تر بودن تئوري گرادیانباشد حل شده است. از طرفی با توجه به کلی

اصلاح شده نسبت به تئوري تنش کوپل، در پژوهش حاضر ناپایداري پولین 
سرگیردار ساخته شده از جنس مواد تابعی مدرج با استفاده از نانوتیر یک

تئوري گرادیان کرنش اصلاح شده مورد بررسی قرار گرفته و تأثیر اثرات اندازه 
صلاح شده مقایسه با نتایج بدست آمده از تئوري کلاسیک و تنش کوپل ا

تغییر کسر حجمی مواد و خصوصیات مکانیکی تأثیر گردیده است. در ضمن 
تیر در راستاي ضخامت  با استفاده از توابع پیوسته توانی گزارش شده نانو

است.

	مقدمات-2
مروري بر تئوري گرادیان کرنش اصلاح شده- 2-1

) ذخیره Uرنشی (بر طبق تئوري گرادیان کرنش اصلاح شده، میزان انرژي ک
) نوشته 1بصورت رابطه (Ωشده براي ماده الاستیک خطی پیوسته با حجم 

:]12[شود می

)1(ܷ =
1
2
න൫ߪ௜௝ߝ௜௝ + ௜ߛ௜݌ + ߬௜௝௞

(ଵ)ߟ௜௝௞
(ଵ) + ݉௜௝௞

ୱ ߯௜௝௞ୱ ൯ܸ݀
	

ஐ

ها و گرادیان کرنش اصلاح شده، روابط بین کرنشبا توجه به تئوري 
) بیان می گردد:6) تا (2ها بصورت رابطه (جابجایی

௜௝ߝ)2( =
1
2 ൫ݑ௜,௝ + ௝,௜൯ݑ

௜ߛ)3( = ௠௠ߝ ,௜

)4(߯௜௝௞ୱ =
1
2 (߮௜,௝ + ߮௝,௜)

௜௝௞ߟ
(ଵ) =

1
3 ൫ߝ௝௞,௜ + ௞௜,௝ߝ + ௝௜,௞൯ߝ −

1
௠௠,௞ߝ௜௝൫ߜ15 + ௠௞ߝ2 ,௠൯

																																																																																																																																											
1-	Nanomirror	

)5(1
15 ௠௠,௜ߝ௜௞൫ߜൣ + +௠௜,௠൯ߝ2 ௠௠,௝ߝ௞௜൫ߜ + ௠௝,௠൯൧ߝ2

௜ߠ)6( =
1
2 ൫curl(ݑ)൯௜

) (2در معادلات  معرف u ،γiهاي بردارجابجاییبیانگر مولفهui)، 6) تا 
2هاي بردار گرادیان اتساعمولفه

γ وθiهاي بردار چرخش کوچکمعرف مولفه	θ

3تانسور گرادیان کشش انحرافی، εهاي تانسور کرنش هستند. همچنین، مولفه

η(1)4و تانسور گرادیان چرخش متقارنχs به ترتیب باεij ،η(1)ijk وχsij نشان
گیري از دانسیته انرژي کرنش نسبت به هاي که با مشتقاند. پارامترداده شده

و σ ،p،)1(τآیند به ترتیب با بدست می،χsو ε،γ،η(1)تانسورهاي سینماتیک ،
msشوند. تانسورهاي نشان داده میp،)1(τ وmsمی 5هاي مرتبه بالارا تنش

باشد. بر طبق معادله ساختاري براي کوشی میبیانگر تنشσگویند و تانسور 
ها در تئوري ها و کرنشهاي تنشمواد الاستیک خطی، رابطه بین مؤلفه

:]15[شوند ) نوشته می10) تا (7گرادیان کرنش اصلاح شده بصورت (
௜௝ߪ)7( = ௜௝ߜ(ߝ)ݎݐߣ + ௜௝ߝߤ2
௜݌)8( = ௜ߛ଴ଶ݈ߤ2
)9(߬௜௝௞

(௜) = ௜௝௞ߟଵଶ݈ߤ2
(ଵ)

)10(݉௜௝
ୱ = ଶଶ߯௜௝௞௦݈ߤ2

را برحسب µ، ثوابت لامه می باشند که ثابت µو λ)، ضرایب 7در رابطه (
6و ضریب پواسونEمدول یانگ 

νتوان بصورت میµ=E/2(1+ν) نوشت. در
هاي مرتبه بالا علاوه بر ثوابت لامه، سه پارامتر اثر معادلات ساختاري تنش

هاي ظاهر شده است. یکی از نکات مهم در خصوص تئوريl2و l0 ،l1اندازه 
باشد. در پارامتر اثر اندازه میمرتبه بالاتر همانند گرادیان کرنش، تعیین مقدار

گردد. یک بیان اینجا به اختصار چند روش براي تعیین این پارامترها بیان می
توان در عبارت سختی خمشی فیزیکی و کاربردي از پارامتر اثر اندازه را می

نانوتیر یکسر درگیر در آزمایش خمش بدست آورد. بر پایه تئوري تنش کوپل 
توان بطور مستقیم ، پارامتر اثر اندازه را می7برنولی-یر اویلرو بکار بردن مدل ت

. پارامتر اثر اندازه را ]27[از اختلاف بین مدول الاستیک بدست آورد 
سازي دینامیک ملکولی و یا کارهاي توان از طریق شبیههمچنین می

و دینامیک 8آزمایشگاهی بدست آورد. محققان قبلی شبیه سازي اتمیستیک
. ]30- 28[	اندملکولی را براي یافتن پارامترهاي اثر اندازه بکار گرفته

گیري توابت تئوري گرادیان مارانگاتنی و شارما روش اتمیستیک را براي اندازه
ها مقادیر پارامتر اندازه را براي برخی . آن]28[ها بکار گرفتند کرنش در سازه

نیمه رساناهاي فلزي و پلیمري بدست آوردند. به هر حال، پارامترهاي اثر 
. لام و همکارانش ]28[توان از طریق آزمایش هم مشخص نمود  اندازه را می

خمش،  پارامترهاي اثر اندازه را براي پلیمر اپوکسی با بکار بردن آزمایش
ها فرض نمودند در تئوري گرادیان کرنش، تمام . آن]12[محاسبه نمودند 

، پارامترهاي اثر اندازه با هم برابرند. با توجه به موارد اشاره شده در بالا
روشهاي مختلفی همانند سختی خمشی نانوتیر الاستیک، روش اتمیستیک، 

توان براي محاسبه مقادیر پارامتر اثر دینامیک ملکولی و آزمایشگاهی را می
هاي مرتبه بالا بکار گرفت.اندازه در تئوري

معادله حاکم و شرایط مرزي-2-2
که در این پژوهشستاتیک تیر شکل، کننده الکترواشکل شماتیک نانوتحریک

																																																																																																																																											
2-	Dilatation	gradient	vector	
3-	Deviatoric	stretch	gradient
4-	Symmetric	Rotation	Gradient	Tensor		
5-	Higher-order	stresses
6-	Poisson's	Ratio	
7-	Euler-Bernoulli		
8-	Atomistic	
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نشان داده شده است. همانطور که در 1شکلگیرد، در مورد بررسی قرار می
شود، نانوتحریک کننده از دو الکترود تشکیل شده است، دیده می1شکل 

سرگیردار است و از مواد تابعی مدرج ساخته شده الکترود محرك یک تیر یک
بر بالاي الکترود ثابت قرار گرفته 1gدایی ابتداییاست، این نانوتیر با فاصله ج

به ترتیب بیانگر ارتفاع، ضخامت و طول نانوتیر Lو h ،bهاي پارامتراست. 
نشانگر سطح مقطع A=bhهستند و براي نانوتیر با سطح مقطع مستطیل، 

نانوتیر می yممان دوم سطح مقطع حول محور نشانگرI=bh3/12نانوتیر و 
بر روي صفحه خنثی نانوتیر تعریف o(x,y,z)دستگاه مختصات کارتزین باشد. 

دهد راستاي طول نانوتیر را نشان میx(L≤x≤0)شده است، بطوري که محور 
در راستاي عرض نانوتیر قرار گرفته است و در y(-b/2≤y≤b/2)و محور 

ẑمتردر راستاي ارتفاع نانوتیر قرار دارد. پاراz(-h/2≤z≤h/2)نهایت محور 

ẑcدهد و پارامتر فاصله هر نقطه دلخواه از صفحه پایینی نانوتیر را نشان می

دهد.میزان فاصله تار خنثی از صفحه پایینی را نشان می
در طول نانوتیر از یک منبع الکتریکی Vبراي ایجاد جریان ولتاژ مستقیم 

DC که بین دو الکترود قرار گرفته، استفاده شده است. برقراري جریان باعث
ایجاد نیروي الکترواستاتیک غیرخطی تابع خیز نانوتیر، در راستاي طول 

شود که این نیرو به صورت گسترده در طول نانوتیر عمل می نماید. نانوتیر می
مقدار نیرو ، zبعنوان خیز در راستاي محور wبا در نظرگرفتن پارمتر 

:]7[شود ) محاسبه می11الکترواستاتیک بصورت (

)11(݂ୣ ୪ୣୡ(ݓ,ܸ) =
଴ܾܸଶߝ

2(݃ ଶ(ݓ− +
଴ܸଶߝ0.65

2(݃ (ݓ−
نام دارد. 2ضریب عبور از خلاε0=8/854×10-12C2N-1m-2)، 11در رابطه (

به غیر از نیروي الکترواستاتیک، با توجه به اندازه فاصله ابتدایی دو الکترود 
مولکولی هاي بینشوند. نیرواعمال میمولکولی نیز بر روي نانوتیر هاي بیننیرو

گردند. بر واحد طول نانو تیر از دو نیروي کازیمیر و واندروالس تشکیل می
زمانی که میزان فاصله ابتدایی بالاتر از صد نانومتر باشد، نیروي کازیمیر باید 

:]9[) بدست می آید 12آل از رابطه (در نظر گرفته شود، که براي حالت ایده

)12(ୡ݂ୟୱ =
πଶℏܾܿ

240(݃ − ସ(ݓ
) و 3یافتهثابت پلانک کاهشħ=1/055×10-34Js) 12که در رابطه 

c=2/988×108ms-1دهند. زمانی که میزان فاصله سرعت نور را نشان می
رسد نیروي واندروالس پارامتر ابتداي به حد چند ده نانومتر و کمتر می

آل برابر رابطه صفحه در حالت ایدهتأثیرگذاري است،  در این حالت جاذبه دو 
:]31[باشد ) می13(

)13(୴݂ୢ୵(ݓ) =
ܾܣ̅

6π(g−w)ଷ

	تیر شکلشماتیک نانو تحریک کننده 1شکل

																																																																																																																																											
1-	Initial	Separation	
2-	Permittivity	of	Vacuum	
3-	Plank’s	constant	

) نام دارد و مقدار آن برابر 4ضریب هماکرܣ̅) پارمتر 13که در رابطه 
	Ᾱ=(0/4-4)×10-19است با  J .توان نتیجه گرفت که نیروي گسترده پس می

عمل کننده بر روي طول تیر از دو نیرو بصورت همزمان تشکیل شده است. 
نشان داده شود، آنگاه:q(x)اگر نیروي گسترده بر روي تیر با 

(ݔ)ݍ = ݂ୣ ୪ୣୡ + ݂ୢ ୧ୱ୮	,

)14(݂ୢ ୧ୱ୮ = ൜ ୡ݂ୟୱ

୴݂ୢ୵
		

با توجه به اندازه فاصله بین دو الکترود ساکن و متحرك در رابطه بالا، 
فقط یکی از نیروهاي کازمیر و یا واندروالس قالب بوده و عمل خواهد نمود. 

برنولی قابل -تئوري تیر اویلر(L>20h)اگر طول تیر به اندازه کافی بلند باشد 
تیر به اندازه کافی بلند است اعمال است، در اینجا فرض شده است که طول 

برنولی استفاده شده است. بر طبق این تئوري -بنابراین تئوري تیر اویلر
صفحات عمود بر تار خنثی تیر پس از تغییر شکل تیر نیز بصورت عمود 

. با استفاده از این فرض و با توجه به ]32[ماند نسبت به تار خنثی باقی می
) نوشت :15توان بصورت رابطه (، میدان جابجایی تیر را می1شکل 

ݑ)15( = ݖ−
(ݔ)ݓ߲
ݔ߲ ݒ									, = ݓ							,0 = (ݔ)ݓ

جابجایی در راستاي x ،vجابجایی در راستاي محور uدر معادله بالا 
فاصله zدهند. در ضمن را نشان میzجابجایی در راستایی محور wو yمحور 

هر نقطه دلخواه در عرض تیر از محل تار خنثی می باشد.
صورت )2(با استفاده از میدان جابجایی، تانسور کرنش تیر طبق معادله

آید:) بدست می16(

௫௫ߝ = ݖ−
߲ଶ(ݔ)ݓ
ଶݔ߲ ,

௬௬ߝ)16( = ௭௭ߝ = ௫௬ߝ = ௫௭ߝ = ௬௭ߝ = 0
و با جایگذاري ) 6) تا (3(در معادلات)16) و (15(با جایگذاري معادلات 

و سپس جایگذاري تمام نتایج کل در معادله )10) تا (7(نتایج در معادلات 
) بدست می آید:17) انرژي کرنشی ذخیره شده در نانوتیر بصورت (1(

)17(ܷ =
1
2න ଵܦ ቆ

߲ଶݓ
ଶቇݔ߲

ଶ௟

଴
ଶܦ+ ቆ

߲ଷݓ
ଷቇݔ߲

ଶ

ଵܦ = ୯ୣ(ܫܧ) + ୯ୣ(ܣ଴ଶ݈ߤ)2 +
8

15
୯ୣ(ܣଵଶ݈ߤ) + ୯ୣ(ଶଶ݈ߤ)

ଶܦ)18( = ୯ୣ(ܫ଴ଶ݈ߤ)2 + ୯ୣ(ܫଵଶ݈ߤ)2
همانطور که قبلا نیز گفته شده، کسر حجمی و خصوصیات مکانیکی 

کنند، در نتیجه خصوصیات ر راستاي ضخامت تغییر میتابعی مدرج دمواد
معادل عبارتند از:

୯ୣ(ܫܧ) = න ቊቆ
∫ 	ܣ݀ݖ̂(ݖ̂)ܧ
஺
∫ 	ܣ݀(ݖ̂)ܧ
஺

ቇ(ݖ̂)ܧ
	

஺

ቈ−2̂ݖ+ ቆ
ܣ݀ݖ̂(ݖ̂)ܧ∫
ܣ݀(ݖ̂)ܧ∫

ቇ቉+ ܣଶቋ݀ݖ̂(ݖ̂)ܧ

൫݈ߤ௜ଶܣ൯ୣ୯ = න(ݖ̂)ߤ݈௜ଶ(̂ݖ)݀ܣ
	

஺
													݅ = 0,1,2

൫݈ߤ௜ଶܫ൯ୣ୯ = න ቊቆ
∫ 	ܣ݀ݖ̂(ݖ̂)ܧ
஺
∫ 	ܣ݀(ݖ̂)ܧ
஺

ቇ(ݖ̂)ߤ݈௜ଶ(̂ݖ)
	

஺

)19(ቈ−2ݖො + ቆ
ܣො݀ݖ(ොݖ)ܧ∫
ܣ݀(ොݖ)ܧ∫ ቇ቉+ ݈݅(ොݖ)ߤ

ො2ቋݖ(ොݖ)2 ݅				ܣ݀ = 0,1,2

، Eبراي بدست اوردن معادلات بالا فرض شده است که مدول یانگ 
بصورت پیوسته در راستاي ضخامت lهاي اثر اندازه و پارامترµمدول برشی 

) باید چگونگی تغییرات 19براي محاسبه انتگرال در روابط (کنند. تغییر می
کسر حجمی و خصوصیات مکانیکی در راستاي ضخامت مشخص باشد. یکی 
																																																																																																																																											
4-	Hamaker
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4105شماره ،15، دوره 1394تیر مهندسی مکانیک مدرس، 
	

شود، قانون ساده معروف که براي تغییرات کسر حجمی استفاده میتوابعاز 
تواند فراهم کند توانی است. این تابع دقت بیشتري را نسبت به توابع دیگر می

به همین دلیل در مقالات متعدد براي تعریف چگونگی تغییر کسر حجمی 
: ]33, 21[) بکار گرفته شده است 20مواد تابعی مدرج بصورت رابطه (

)20(௠ܸ(̂ݖ) = 1− ൬
ݖ̂
ℎ൰

௡

	,											 ௖ܸ(̂ݖ) = ൬
ݖ̂
ℎ൰

௡

) نشانگر فولاد و mو اندیس بیانگر کسر حجمی V) 20در معادله 
بیانگر توان تابع است و داراي دو کرانه صفر nنشانگر سرامیک است. cاندیس 

ماده خالص ها به ترتیب به معنی ساخت تیر از نهایت است که این کرانهو بی
سرامیک و فلز  به تنهایی می باشند. پارامتر اثر اندازه یک خصوصیت ذاتی 

کند، اما، ماده بوده و در نتیجه در راستاي ضخامت به صورت پیوسته تغییر می
شود که این پارامتر در راستاي ضخامت ثابت است در این پژوهش فرض می

)، تغییرات هر خصوصیت 20. بر اساس قانون کسر حجمی در معادله (]23[
شود:) تعریف می21)، بصورت (Pمکانیکی ماده (

(ݖ̂)ܲ)21( = ୫ܲ ୫ܸ(̂ݖ) + ୡܲ ୡܸ(̂ݖ)
توان نوشت:) را می22رابطه () 21) در معادله (20(با جایگذاري معادله

(ݖ̂)ܲ)22( = ୫ܲ ቆ1− ൬
ݖ̂
ℎ൰

௡

ቇ+ ୫ܲ ቆ൬
ݖ̂
ℎ൰

௡

ቇ

می تواند هر یک از خصوصیات مکانیکی نانوتیر بصورت Pکه پارامتر 
) باشد:23(
)23(ܲ = ଴ଶ݈ߤ,ܧ ଵଶ݈ߤ, ଶଶ݈ߤ,

هر خصوصیت مکانیکی بصورت ) 19(در ) 22(حال با جایگذاري معادله 
آید:) بدست می25) و (24(

୯ୣ(ܣܲ))24( = [ ୡܲ + ݊ ௠ܲ]
ܾℎ
݊ + 1

୯ୣ(ܫܲ) = ቆ
ℎଷ

݊ + 3−
2ℎଶ̂ݖୡ
݊ + 2 +

ୡݖ̂
ଶℎ

݊ + 1ቇܾ( ୡܲ− ୫ܲ)

)25(												+ܾ ୫ܲ ቆ
ℎଷ

3 + ୡݖ̂
ଶℎ− 2ℎଶ̂ݖୡቇ

بیانگر محل قرارگیري تار خنثی نانوتیر نسبت ୡ̂ݖدر معادله بالا پارامتر 
:) بیان می گردد26به سطح پایین می باشد و بصورت (

௖ݖ̂)26( =
ܣ݀ݖ̂(ݖ̂)ܧ∫
ܣ݀(ݖ̂)ܧ∫

=
ா೘
ଶ

+ ா೎ିா೘
௡ାଶ

௠ܧ + ா೎ିா೘
௡ାଵ

اند که کار معرفی شده) 14(نیروهاي گسترده اعمالی بر روي نانوتیر در 
ها عبارتست از:انجام شده توسط این نیرو

)27(ܹ = න ݔ݀ݓ(ݔ)ݍ
௅

଴
حال با بکار گرفتن روش وردش و استفاده از اصل مینیم انرژي پتانسیل 

) توان نوشت:28می رابطه (
−ܷ)ߜ)28( ܸ) = 0

می باشد. معادله حاکم و شرایط مرزي 1بیانگر نماد وردشδکه 
ستخراج کرد. با جایگذاري ) ا28توان از معادله (کلاسیک و غیرکلاسیک را می

(17معادلات ( و اعمال یکسري عملیات ریاضی، ) 28(در معادله ) 27) و 
) بدست می آیند:30) و (29معادله حاکم و شرایط مرزي بصورت (

)29(߲ଶ

ଶݔ߲ ቆܦଵ
߲ଶݓ
ଶݔ߲ ቇ−

߲ଷ

ଷݔ߲ ቆܦଶ
߲ଷݓ
ଷݔ߲ ቇ = (ݔ)ݍ

ቈቆܦଵ
߲ଷݓ
−ଷቇݔ߲ ቆܦଶ

߲ହݓ
ହቇ቉ݔ߲

௫ୀ଴,௅
= ௫ୀ଴,௅[ݓߜ]					یا			0 = 0

																																																																																																																																											
1-	Variation	Symbol	

ቈቆܦଵ
߲ଶݓ
−ଶቇݔ߲ ቆܦଶ

߲ସݓ
ସቇ቉ݔ߲

௫ୀ଴,௅
= ߜ൤		یا		0

ݓ߲
൨௫ୀ଴,௅ݔ߲

= 0

)30(ቈܦଶ
߲ଷݓ
ଷݔ߲ ቉௫ୀ଴,௅

= 						یا						0 ቈߜ
߲ଶݓ
ଶݔ߲ ቉௫ୀ଴,௅

= 0

شرایط مرزي کلاسیک و براي سادگی حل عددي، معادله حاکم و هر دو
) تعریف 31هاي جدید (ار، ترمغیرکلاسیک باید بی بعد گردد. براي اینک

ند:شومی

෤ݔ)31( =
ݔ
ݓ							,	ܮ

෥ =
ݓ
݃

محور مختصات بی بعد در راستاي طول نانوتیر است و بیانگر෤ݔپارمتر
استفاده از دهد. با بعد نانوتیر را نشان میجابجایی بی෥ݓشود ومیxجایگزین 

) 33) و (32را بصورت () 30) و (29بعد تعریف شده، معادلات (هاي بیتعبار
:توان نوشتمی

ଵܦ)32(
߲ସݓ෥
෤ସݔ߲ − ଶܦ

߲଺ݓ෥
෤଺ݔ߲ = (෤ݔ)ݍ

ቈܦ෩ଵ
߲ଷݓ෥
෤ଷݔ߲ ෩ଶܦ−

߲ହݓ෥
෤ହݔ߲ ቉௫෤ୀ଴,ଵ

= ௫෤ୀ଴,ଵ[෥ݓߜ]				یا					0 = 0

ቈܦ෩ଵ
߲ଶݓ෥
෤ଶݔ߲ ෩ଶܦ−

߲ସݓ෥
෤ସݔ߲ ቉௫෤ୀ଴,ଵ

= 			یا					0 ൤ߜ
෥ݓ߲
෤ݔ߲ ൨௫෤ୀ଴,ଵ

= 0

)33(ቈܦ෩ଵ
߲ଷݓ෥
෤ଷݔ߲ ቉௫෤ୀ଴,ଵ

= 						یا						0 ቈߜ
߲ଶݓ෥
෤ଶݔ߲ ቉௫෤ୀ଴,ଵ

= 0

عبارتند از:D2و D1هاي که پارامتر

ଵܦ = 1 +
ቄ2(݈ߤ଴ଶܣ)ୣ୯ + ଼

ଵହ
୯ୣ(ܣଵଶ݈ߤ) + ୯ቅୣ(ܣଶଶ݈ߤ)

୯ୣ(ܫܧ)

ଶܦ)34( =
ቄ2(݈ߤ଴ଶܫ)ୣ୯ + ସ

ହ
୯ቅୣ(ܫଵଶ݈ߤ)

୯ୣ(ܫܧ)ଶܮ
و نیروي گسترده بر روي نانوتیر عبارت است از:

(෤ݔ)ݍ)35( =
ߚ

ଶ(෥ݓ−1) +
ߚߛ

(1− (෥ݓ +
௡ߙ

(1− ෥)௡ݓ
(که پارامترهاي استفاده در معادله ب (36الا، بصورت  ) تعریف 37) و 

گردد:می

ߚ)36( =
ܾܸଶߝ଴ܮସ

2݃ଷ(ܫܧ)ୣ୯
ߛ												,	 = 0.65

݃
ܾ

)37(

௡ߙ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ସܮܾܣ̅

6π݃ସ(ܫܧ)ୣ୯
					(݊ = نیروي	واندروالس					(3

ℏπଶܾܿܮସ

240݃ହ(ܫܧ)ୣ୯
				(݊ = 				نیروي	کازیمیر				(4

روش حل-3
) ) تشکیل یک 34) الی (32معادله حاکم و شرایط مرزي مربوطه در رابطه 

دهند که حل تحلیلی این سیستم سیستم معادله دیفرانسیل غیرخطی را می
موجود نیست، به همین دلیل در این پژوهش روش حل عددي دیفرانسیل 
تربیع، براي حل این معادلات استفاده شده است. بر اساس این روش، 

جابجایی در هر نقطه دلخواه عبارتند از مشتقاتجابجایی بی بعد و همچنین 
]34 ,35[:

෥ݓ)38( = ෍ ௝݈ݓ෥(ݔ෤௝)
ே

௝ୀଵ

)39(
݀݇

෥ݔ݇݀
อ
݅ݔ

= ෍݆ܿ݅
(݇)

ܰ

݆=1
݆(෥ݔ)ݓ
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بیانگر تعداد نودهایی است Nتوابع وزن بوده و ௜௝௞ܥکه در معادلات بالا، 
اند و محل قرار که  بصورت غیرمنظم بر روي کل دامنه(طول تیر) پخش شده

) قابل بیان است :40گیري هر نود نسبت به ابتداي تیر بصورت (

෤௜ݔ)40( =
1
2 ൜1− cos

π(݅ − 1)
ܰ − 1 ൠ

هاي بسیار ارائه براي محاسبه توابع وزن در روش دیفرانسیل تربیع، روش
ها براي تعیین مقادیر توابع ترین روشترین و سادها یکی از دقیق شده است ام

وزن و تقریب زدن مقدار تابع و مشتقات آن توسط شو ارائه شده است که در 
هاي پیشین نیز مورد استفاده قرار گرفته است. بر مبناي روش شاو پژوهش

:]34[به کرد ) محاس41توان از فرمول (را می௜௝ଵܥتابع وزن براي مشتق اول 

)41(௜ܿ௝
(ଵ) =

(෤௜ݔ)෨ܮ
൫ݔ෤௜ − ෤௝൯ݔ෨൫ܮ෤௝൯ݔ

	; 																݅, ݆ = 1,2, … ,ܰ	; 	݅ ≠ ݆

)42(௜ܿ௜
(ଵ) = ෍ −

ே

௝ୀଵ,௝ஷ௜
௜ܿ௝
(ଵ)	; 																					݅ = 1,2, … ,ܰ

(෤௜ݔ)෨ܮ)43( = ෑ൫ݔ෤௜ − ;෤௝൯ݔ
ே

௝ୀଵ

												݅, ݆ = 1,2, … ,ܰ	; 	݅ ≠ ݆

توان به براي محاسبه مقادیر توابع وزن در مشتقات درجه بالاتر نیز می
) عمل نمود:44شکل (

)44(
௜ܿ௝
(௠) = ݉൝ ௜ܿ௝

(ଵ)
௜ܿ௜
(௠ିଵ) ௜ܿ௝

(௠ିଵ)

൫ݔ෤௜ − ෤௝൯ݔ
ൡ 								݅, ݆ = 1,2, … ,ܰ	;

௜ܿ௜
(௠) = ෍ −

ே

௝ୀଵ,௝ஷ௜
௜ܿ௝
(௠)

)45(							݅ = 1,2, … ,ܰ	;݉ = 2,3, … ,ܰ − 1
(با اعمال ر ) 46بصورت () 32وش دیفرانسیل تربیع، معادله حاکم 

شود:بازنویسی می

෩ଵ෍ܦ)46( ௜ܿ௝
(ସ)ݓ෥௝

ே

௝ୀଵ

෩ଶ෍ܦ− ௜ܿ௝
(଺)ݓ෥௝

ே

௝ୀଵ

= ෤௜ݍ

) ) خواهد 47که در رابطه بالا توزیع نیرو در راستاي طول تیر بصورت 
بود:

෤௜ݍ)47( =
ߚ

ଶ(෥௜ݓ−1)
+

ߚߛ
(෥௜ݓ−1)

+
௡ߙ

௡(෥௜ݓ−1)
و با استفاده ) 33(با اعمال روش دیفرانسیل تربیع بر روي شرایط مرزي 

:توان نوشتمی]35[از روش ارائه شده توسط شو 

෥ଵݓ)48( = 0	,								෍ܿଶ௝
(ଵ)ݓ෥௝

ே

௝ୀଵ

= 0	,						෍ܿଷ௝
(ଵ)ݓ෥௝

ே

௝ୀଵ

= 0

෩ଵ෍ܿே௝ܦ
(ଷ)ݓ෥௝

ே

௝ୀଵ

෩ଶ෍ܿே௝ܦ−
(ହ)ݓ෥௝

ே

௝ୀଵ

= 0	,

෩ଵ෍ܿேିଵ௝ܦ
(ଶ) ෥௝ݓ

ே

௝ୀଵ

෩ଶ෍ܿேିଵ௝ܦ−
(ସ) ෥௝ݓ

ே

௝ୀଵ

= 0,

෩ଶ෍ܿேିଶ௝ܦ)49(
(ଷ) ෥௝ݓ

ே

௝ୀଵ

= 0

معادله حاکم و شرایط مرزي کلاسیک و غیرکلاسیک در کنار هم تشکیل 
توان با دهند، که این سیستم را مییک سیستم معادلات غیرخطی را می

رافسون حل کرد. اما در اینجا براي حل -هاي حل نظیر نیوتناستفاده از روش
شود و این دستگاه ابتدا با استفاده از سري تیلور بردار نیروي اعمالی خطی می

با استفاده از یک پروسه تکراري که در زیر می آید، ولتاژ پولین و جابجایی 
آیند.مربوط به آن بدست می

تیلور، بردار نیرویی اولیه بصورت با استفاده از قسمت خطی سري - 1
شود:) بازنویسی می50رابطه (

و شرایط مرزي ) 47(و حل معادله V0حال با فرض مقدار ولتاژ اولیه 
	آید.بدست می෥ݓمقدار بردار جابجایی) 49) و (48(

෥ݓبا مساوي قرار دادن -2 ∗ = ෥ݓوجایگـذاري  ෥ݓ یـک  )47(عادلـه  در م∗
آید. با استفاده از بردار نیروي جدید و باز نویسی بردار نیروي جدید بدست می

معادلات حاکم به فرم ماتریسی خواهیم داشت:
෥ݓܭ)51( = ෤ݍ

[Kدر معادله بالا،  ]. پس از حل 35بیانگر ماتریس سختی می باشد 
آید.بدست می෥ଵݓمعادله ماتریسی  بالا، بردار جدید خیز 

෥ݓبه جاي ෥ଵݓبا جایگذاري - 3 ෥ݓو تکرار مرحله دوم، بردار جابجایی ∗ ଶ

آید.بدست می
تا همگرا شدن تغییر شکل با استفاده از تلرانس 3تکرار مرحله - 4

خطایی زیر ادامه می یابد:

خطا)52( = ඨ
2(෥݉ݓ∆)∑

(෥݉+1ݓ)∑
2

෥௠ݓΔکه در معادله بالا = ෥௠ାଵݓ − اولیه . است. افزایش میزان ولتاژ ෥௠ݓ
(Kکه ماتریس سختی تا زمانی ) ارضا نشود ادامه 52تکین شود و یا معادله 

کند ) را ارضا می52می یابد. آخرین ولتاژ که میزان تغییر شکل آن معادله (
می باشد.VPIولتاژ پولین 

	نتایج-4
در این پژوهش مورد بررسی قرار گرفته 1ايجیاياس-پلیماده تابعی مدرج 

این ماده تابعی مدرج، خود از دو ماده ژرمانیوم و سیلیکون تشکیل شده است. 
هاي میکرو و نانو به خاطر خواص عالی است و استفاده از این ماده در ساختار

هاي . در این بخش، براي تمام حالت]19[ترمومکانیکی توصیه شده است 
مختلف فرض شده است که سطح پایینی نانوتیر از جنس ژرمانیوم و سطح 

خصوصیات 1یلیکون ساخته شده است. در جدول سبالایی از جنس پلی
شده است. مقدار کسر حجمی مواد و آورده ايجیاياس- مکانیکی ماده پلی

چگونگی تغییر خصوصیات  مکانیکی تیر در راستاي ضخامت با استفاده از 
تابع ساده توانی مشخص شده است، توان صفر بیانگر این است که نانوتیر به 

ته شده است و هر زمانی به سمت سیلکون ساخپلیطور خالص از جنس 
کند. در شکل کند، جنس نانوتیر به سمت ژرمانیوم میل مینهایت میل میبی
تیر در راستاي ضخامت بر حسب چگونگی تغییرات مدول یانگ نانو2

هاي متفاوت نشان داده شده است.توان
نانومتر 300رض نانومتر و ع200میکرومتر، ارتفاع 5براي نانوتیر، طول
نانومتر در نظر گرفته شده  است. براي اطمینان از 100و فاصله ابتدایی برابر 

در =25L/hبرنولی براي تیر، نسبت طول به ضخامت تیر -درستی تئوري اویلر
باشد تئوري تیر تیموشینکو باید >20L/hنظر گرفته شده است. اگر مقدار 

در نظر گرفته =5/1b/h. نسبت عرض به ضخامت تیر برابر ]36[اعمال شود 
باشد باید اثر عرض تیر <5b/hاست، اگر مقدار 5شده است، که کوچکتر از 

تئوري گرادیان کرنش اصلاح شده فرض در نظر گرفته شود. در استفاده از
این ،(l1=l2=l3=l)شده است که هر سه پارامتر اثر اندازه با هم مساوي هستند

	.]37[هاي قبلی نیز استفاده شده است فرض ساده در پژوهش

																																																																																																																																											
1-	Poly-SiGe	

෤௜ݍ)50( = ߚ2) + ߚߛ + ෥௜ݓ(ߙ݊ + ߙ + ߚ + ߚߛ
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اعتبارسنجی-1- 4
اطمینان از درستی نتایج، لازم است که نتایج روش حل در ابتدا براي حصول 

سنجی شوند. به دلیل این که هیچ گونه کار سنجی و صحتحاضر اعتبار
هاي ساخته شده از مواد تابعی آزمایشگاهی و تجربی بر روي نانو و یا میکروتیر

مدرج انجام نگرفته است، در این پژوهش با استفاده از نتایج تجربی موجود در 
براي میکروتیر همگن، روش حل حاضر اعتبار سنجی گردیده ]38[رجع م

است. خصوصیات مکانیکی و ابعاد میکروتیر در نظر گرفته شده براي اعتبار 
8/65و 169عبارتند از: مدول یانگ و مدول برشی به ترتیب سنجی

میکرومتر، عرض 94/2میکرومتر، ارتفاع 250تا 75گیگاپاسکال، طول بین 
.میکرومتر05/1یی بین دو الکترود میکرومتر و فاصله ابتدا50

اما قبل از اعتبارسنجی لازم است که نتایج روش دیفرانسیل تربیع از 
(طول میکروتیر) مستقل هاي تعداد نود در نظر گرفته شده بر روي دامنه 

اثر باشد. به ها بر روي نتایج بیشوند و یا به عبارتی دیگر، تأثیر تعداد نود
تغییرات ولتاژ پولین براي دو طول متفاوت میکروتیر 3همین منظور در شکل 

شان هاي در نظر گرفته شده در روش دیفرانسیل تربیع ننسبت به تعداد نود
9شود نتایج در تعداد نوددیده می3داده شده است و همانطور که در شکل 

اند. اما با توجه به بررسی پارامترهاي مختلف و و بالاتر از آن همگرا شده
نود دقت بالاتري را 17ها بر همگرایی نتایج، تعداد احتمال تأثیر این پارامتر

ستفاده از ه آورده شده است با اکند، پس تمام نتایجی که در ادامفراهم می
	اند.نود بدست آمده17

نتایج بدست آمده از روش حل حاضر و نتایج آزمایشگاهی از 2در جدول 
توان فهمید که، تئوري اند. از مقایسه نتایج میدهبا هم مقایسه ش]38[مرجع 

بینی نماید اما تئوري کلاسیک نمی تواند نتایج آزمایشگاهی را بدرستی پیش
تواند این نقص را پوشش داده و فاصله بین گرادیان کرنش اصلاح شده می

هاي کلاسیک و نتایج آزمایشگاهی را در مقیاس میکرو و نانو نتایج تئوري
د. لازم به ذکر است که تئوري گرادیان کرنش خاصیت سخت پوشش ده

شوندگی داشته و با انتخاب پارامتر اثر اندازه حتی به مقدار کوچک، نتایج آن 
گیرد لذا باید مقدار مناسب بین نتایج تئوري کلاسیک و آزمایشگاهی قرار می

ق براي پارامتر اثر اندازه مشخص گردد. از طرفی بدست آوردن مقدار دقی
هاي قبلی کار پارامتر اثر اندازه با توجه به توضیحات ارایه شده در بخش

باشد لذا در این پژوهش سعی شده تا پارامتر اثر اندازه مقداري دشواري می
بینی را براي نتایج آزمایشگاهی داشته باشد. در انتخاب گردد که بهترین پیش

ین همگرایی بین بیشتر2مطابق جدول =29/17h/lاین بخش با انتخاب 
گردد. ذکر این نکته در نتایج این تئوري و نتایج آزمایشگاهی مشاهده می

گردد با بزرگتر شدن طول تیر، اینجا لازم است که همانطور که مشاهده می
اثر تئوري گرادیان کرنش کمرنگ تر شده و به عبارتی اختلاف بین نتایج 

گردد که مؤید اهمیت تر میبینی این تئوري و نتایج آزمایشگاهی زیادپیش
تئوري گرادیان کرنش در مقیاس کوچکتر و بعبارتی نانو نسبت به میکرو می 
باشد. در کل می توان گفت، بکار گرفتن تئوري گرادیان کرنش اصلاح شده 
شکاف بین نتایج آزمایشگاهی و تئوري  کلاسیک را در مقیاس میکرو/نانو پر 

نموده است.

) بدست آمده از βبعد () و ولتاژ پولین بیwtipر(تیخیز نوك3در جدول 
هاي پیشین براي روش حل حاضر، با نتایج حل تحلیلی و عددي پژوهش

(نسبت فاصله جدایی ابتدایی به پهناي تیر) مقایسه شده g/bمقادیر مختلف 
اند. همانطور که مشخص است نتایج حل حاضر تطابق بسیار خوبی با نتایج 

دارد. این نتایج همچنین نشان حل عددي در قیاس با نتایج حل تحلیلی
تأثیر زیادي بر روي ولتاژ پولین دارد.g/bدهد تغییرات مقدار می

	در راستاي ضخامت با قانون توانیتغییرات مدول یانگ ماده2شکل 

	
هاي در نظر گرفته شده در تغییرات ولتاژ پولین نسبت به تعداد نود3شکل 

روش دیفرانیل تربیع

	مقایسه نتایج مدل ارائه شده و روش حل حاضر با نتایج آزمایشگاهی2جدول 

	مقایسه بین نتایج روش حل حاضر و نتایج حل عددي و تحلیلی3جدول 
	βPI			wtip	روش حل

0g/b=	1g/b=			0g/b=	1g/b=	

	174/1	680/1			487/0	436/0	]7[حل عددي 
	274/1	827/1			517/0	472/0	]39[حل تحلیلی 

	175/1	681/1			477/0	434/0	حل حاضر

	خصوصیات مکانیکی سیلکون و ژرمانیوم1جدول 

مدول یانگ	نام ماده
(MPa)	

مدول برشی
(MPa)	

ضریب 
	پواسون

دانسیته
(kgm-3)	

	5330	26/0	38/52	132	ژرمانیوم
	2330	26/0	65/68	173	سیلکون

	طول
میکروتیر

(µm)	

پولین بر ولتاژ 
مبناي تئوري 

	(v)کلاسیک

ولتاژ پولین بر مبناي 
	تئوري گرادیان کرنش

(v)	

ولتاژ پولین تجربی 
]38[(v)	

		h/l=8	h/l=10	h/l= 29/17 		
75	11/70	21/83	09/80	24/76	2/76	
100	5/39	82/46	06/45	9/42	5/43	
125	28/25	96/28	84/28	45/27	1/28	
150	55/17	81/20	03/20	06/19	6/19	
175	89/12	28/15	71/14	14	5/14	
200	87/9	69/11	25/11	71/10	9/10	
225	80/7	25/9	89/8	46/8	3/9	
250	75/6	48/7	19/7	87/6	3/7	
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براي مقایسه بیشتر نتایج این تئوري با نتایج آزمایشگاهی موجود، در 
مقایسه اي بین جابجایی نوك تیر در نقطه پولین فیمابین نتایج این 4جدول 

انجام شده است. همانطور که دیده ]40[تئوري و نتایج آزمایشگاهی مرجع 
میکرومتر حاصل 	143/0برابر با lمی شود بهترین تطابق بین نتایج با انتخاب 

گردد در اینجا نیز مشاهده می2می گردد. مشابه توضیحات گذشته در جدول 
که تئوري گرادیان کرنش خاصیت سخت شوندگی داشته و نتایج این تئوري

ف بین نتایج آزمایشگاهی به نتایج آزمایشگاهی نزدیکتر است و این نتایج شکا
یکرو/نانو پر نموده است.کلاسیک محیط پیوسته را در مقیاس مو تئوري 

تأثیر هم زمان کسر حجمی و اثر اندازه- 2- 4
در این بخش، ابتدا براي درك بهتر اثر تئوري گرادیان کرنش اصلاح شده و 

ندازه بر روي رفتار نانوتیر، نتایج بدست آمده از این تئوري با نتایج پارامتر اثر ا
تئوري تنش کوپل اصلاح شده و همچنین تئوري کلاسیک، براي مقادیر 

4شود. در شکل مقایسه می6و 5، 4هاي متفاوت پارامتر اثر اندازه در شکل
1gtipایی تغییرات ولتاژ بر مبناي تئوري کلاسیک نسبت به تغییرات فاصله جد

) در نوك نانوتیر نشان داده شده است. فاصله بین نوك تیر با الکترود ثابت(
هاي حجمی متفاوت در براي بررسی توأم اثر کسر حجمی، پنج نوع تیر با کسر

نظر گرفته شده است. همانطور که قبلاً نیز اشاره شد توان صفر نشانگر ساخت 
نهایت نشانگر ساخت نانوتیر از ماده سیلیکون و توان بینانوتیر از ماده 

شود ولتاژ پولین نهایت میژرمانیوم است. ولتاژي که در آن شیب منحنی بی
شود با افزایش توان و در نتیجه دیده می4نام دارد. همانطور که در شکل 

سیلکون است، تري نسبت به ماده پلیرشد کسر حجمی ژرمانیوم که ماده نرم
اهش یافته است. این امر به دلیل کاهش سختی معادل میزان ولتاژ پولین ک

نانوتیر است.
، تغییرات ولتاژ بر اساس تئوري تنش کوپل اصلاح شده 4همانند شکل 

براي پنج نوع نانوتیر و با در نظر گرفتن دو پارامتر اثر اندازه متفاوت در شکل 
نانوتیر و در نتیجه رسم شده است. تأثیر پارامتر اثر اندازه در افزایش سختی 5

افزایش ولتاژ پولین در تئوري تنش کوپل اصلاح شده نسبت به تئوري 
شود. به بیان دیگر در نظر گرفتن دیده می5کلاسیک به خوبی در شکل 

پارمتر اثر اندازه باعث افزایش میزان ولتاژ پولین شده است.

	
در نوك نانوتیر بر تغییرات ولتاژ پولین نسبت به تغییرات فاصله جدایی 4شکل 

طبق تئوري کلاسیک

																																																																																																																																											
1-	Non-Dimensionless	beam	tip	gap	

تغییرات ولتاژ پولین نسبت به تغییرات فاصله جدایی در نوك نانوتیر بر 5شکل 
طبق تئوري تنش کوپل اصلاح شده

در تئوري هاي مختلف با نتایج تجربی(µm)مقایسه جابجایی نوك نانوتیر4جدول

هاي کلاسیک و تنش که به ترتیب براي تئوري5و 4هاي همانند شکل
تئوري ، تغییرات ولتاژ براي 6کوپل اصلاح شده رسم شده است در شکل 

6گرادیان کرنش اصلاح شده نشان داده شده است. همانطور که در شکل 
شود این تئوري ولتاژ پولین بسیار بالاتري را از تئوري تنش کوپل دیده می

کند و همچنین تأثیر افزایش پارامتر اثر اندازه در بینی میاصلاح شده پیش
علت این امر در این این تئوري بسیار بیشتر از تئوري تنش کوپل می باشد. 

است که در معادله ساختاري تئوري گرادیان کرنش اصلاح شده سه پارامتر اثر 
شود در حالی که در معادله ساختاري تئوري تنش کوپل اندازه ظاهر می

توان مشاهده اصلاح شده یک پارامتر اثر اندازه وجود دارد. از سوي دیگر می
ار وابسته به میزان پارامتر اثر اندازه نمود که، تأثیر تغییرات کسر حجمی بسی

نانومتر به 100می باشد. به بیان دیگر، با کاهش میزان پارامتر اثر اندازه از 
لتاژ پولین نانومتر تاثیر افزایش کسر حجمی ژرمانیوم که باعث کاهش و50
شود کمتر شده است.می

و کنش همزمان تغییرات کسر حجمی حال براي بررسی چگونگی برهم
تغییرات ولتاژ پولین 7میزان پارامتر اثر اندازه بر روي ولتاژ پولین، در شکل 

براي مقادیر مختلف میزان فاصله جدایی ابتدایی نسبت به افزایش کسر 
) رسم شده است.  در این شکل، خطوط کامل و nحجمی ژرمانیوم (رشد توان 

50و 100دازه به ترتیب ولتاژ پولین براي پارامتر اثر انچینخطوط خط
شود، افزایش میزان دیده می7دهند. همانطور که در شکل نانومتر را نشان می

شود ولی با عث کاهش سریع ولتاژ پولین می=2nکسر حجمی ژرمانیوم تا 
از سوي دیگر زمانی که میزان فاصله .بعد از آن شیب تغییرات کاهش می یابد

ت کسر حجمی تقریباً بی اثر یراکند، تغیجدایی ابتدایی کاهش پیدا می
.شودمی

ولتاژ 
(v)	

	تئوري کلاسیک 
نتایج 	تئوري گرادیان کرنش اصلاح شده 

تجربی 
]40[	

l	(µm)	
75/0	1/0	143/0	

96/6	71/1	42/1	4/1	3/1	23/1	
38/7	15/2	71/1	67/1	59/1	54/1	
	2	05/2	24/2	32/2	بی نهایت(پولین)	81/7
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تغییرات ولتاژ پولین نسبت به تغییرات فاصله جدایی در نوك نانوتیر بر 6شکل 

طبق تئوري گرادیان کرنش اصلاح شده

مولکولی و کسر حجمیهمزمان نیروهاي بینتأثیر - 3- 4
بررسی مولکولی (کازیمیر و واندروالس) مورد هاي بیندر این قسمت، اثر نیرو

گیرد. اگر فاصله جدایی الکترودها در حدود صد نانومتر باشد نیروي قرار می
افزایش این نیرو برروي میزان تأثیر ، 8کازیمیر باید لحاظ گردد. در شکل 

بعد ولتاژ پولین براي پنج نوع نانوتیر نشان داده شده است. افزایش نیروي بی
شود در حالی که افزایش کسر کازیمیر باعث کاهش میزان ولتاژ پولین می

8چندانی بر شیب کاهش ولتاژ پولین ندارد. از شکل تأثیر حجمی ژرمانیوم 
مشاهده می گردد که با کاهش مقدار پارامتر اثر اندازه، مقدار ولتاژ پولین 
کاهش می یابد اما اثر نیروي کازیمیر افزایش می یابد. به بیان دیگر کاهش 

به معنی کاهش سختی نانوتیر است و از همین رو با مقدار پارامتر اثر اندازه
نیروي کازیمیر افزایش یافته و شیب نمودار ها در تأثیر کاهش سختی نانوتیر، 

	تندتر می گردد.8شکل 
کم جداییمولکولی تأثیرگذار که در فواصل هاي بینیکی دیگر از نیرو

الکترودهااییجدشود و میزان آن با توان سوم فاصله ظاهر میالکترودها 
رابطه دارد نیروي واندروالس است. تأثیر این نیرو برروي ولتاژ پولین در شکل 

توان دریافت که می9و 8رسم شده است. درنگاه اول، با مقایسه دو شکل 9
تأثیر نیروي واندروالس بر روي ولتاژ پولین شبیه تأثیر نیروي کازیمیر است و 

بعد در معادله حاکم بر و نیرو بصورت بیاین یک امر منطقی است زیرا هر د
و این الکترودهاجداییشوند اما با توان متفاوت در فاصله نانوتیر ظاهر می

شود که تأثیر نیروي واندروالس به مقدار بسیار کمی تفاوت توان باعث می
نانومتر به 50کمتر از نیروي کازیمیر باشد و این کاهش در پارامتر اثر اندازه 

9و 8توان از مقایسه دو شکل ابل مشاهده است. نکته دیگري که میخوبی ق
بعد کازیمیر و واندروالس، هاي بیدریافت این است که با افزایش مقدار نیرو

شوند که این نکته خطوط ولتاژ پولین براي هر پنج نوع تیر به هم همگرا می
اشد.در پارامتر اثر اندازه کوچکتر بطور واضح قابل مشاهده می ب

مقادیر بحرانی-4- 4
الکترودها بسیار اگر طول نانوتیر بیش از اندازه بلند باشد و یا فاصله جدایی

مولکولی ممکن است حتی بدون اعمال کم باشد، به دلیل وجود نیروهاي بین
شود. بنابراین کننده دچار پدیده ناپایداري کششی ولتاژ مستقیم، نانوتحریک

ها اطلاع داشته باشد تا بتواند بر اساس آن نی این نیروطراح باید از مقدار بحرا
الکترودها را تعیین میزان ماکزیمم و مینیمم طول و فاصله ابتدایی جدایی

نماید. به همین منظور، تغییرات فاصله جدایی الکترودها (بر اثر خیز نانوتیر) 
هو نسبت ب10بعد کازیمیر در شکل در نوك نانوتیر نسبت به نیروي بی

تغییرات ولتاژ پولین نسبت به تغییرات کسر حجمی ماده ژرمانیوم7	شکل

تغییرات ولتاژ پولین نسبت به افزایش میزان نیروي کازیمیر8	شکل

	تغییرات ولتاژ پولین نسبت به افزایش میزان نیروي واندروالس9	شکل

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
94

.1
5.

4.
16

.8
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

18
 ]

 

                             9 / 11

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1394.15.4.16.8
https://mme.modares.ac.ir/article-15-1999-fa.html


بنیطاديیعقوبوعطاییحسینتربیعدیفرانسیلروشبامولکولیبیننیروهايتحتمدرجتابعیموادازشدهساختهنانوتیربراياندازهبهوابستهکششیناپایداري

4شماره ،15، دوره 1394تیر مهندسی مکانیک مدرس، 110

	

شده است. ، بدون اعمال ولتاژ رسم 11واندروالس در شکل بعد نیروي بی
شود، ناپایداري نهایت میها، در مقدار نیرویی که شیب خط بیمطابق شکل

گردد. افزایش پارامتر اثر اندازه در این نمودارها باعث افزایش کششی ایجاد می
تأثیر هاي بحرانی شده است اما افزایش کسر حجمی ژرمانیوم مقادیر نیرو

، =0nو∞=nعنوان مثال دو خط ها دارد. بمتفاوتی بر روي میزان این نیرو
مربوط به نانوتیر ساخته شده از ژرمانیوم خالص و سیلیکون خالص، دقیقاً بر 

بیشترین میزان نیروي =5/0nاند اما براي نانوتیر با روي یکدیگر منطبق شده
باشد که در بحرانی مشاهده می گردد. این رفتار، کاملاً متفاوت با حالتی می

گردد.عمال میآن ولتاژ مستقیم ا
ها اید توجه نمود که چون نیروبراي روشن شدن این رفتار دوگانه ب

بعد هستند تنها جایی اثر کسر حجمی و در نتیجه خصوصیات مکانیکی بی
باشند لذا باید تغییرات موجود میD2و D1شوند که ضرایب وارد معادله می

بسیار کم می باشد D2این ضرایب مورد بررسی قرار گیرد. البته مقدار ضریب 
با افزایش کسر حجمی ژرمانیوم نشان D1تغییرات ضریب 12لذا در شکل 

شود با افزایش مقدار کسر دیده می12داده شده است. همانطور که در شکل 
افزایش سپس کاهش و دوباره افزایش می یابد و در D1حجمی، ابتدا ضریب 

مطابق D1می گردد. مقدار ماکزیمم نهایت با مقدار اولیه خود تقریباً برابربی
افتد و به همین دلیل بیشترین نیروهاي اتفاق می=5/0nدر توان 12شکل 

جمی (با این توان) خواهد بود.مولکولی بحرانی در نانوتیر با این کسر حبین

مقادیر بحرانی نیروي کازیمیر بدون اعمال ولتاژ10	شکل

	
	مقادیر بحرانی نیروي واندروالس بدون اعمال ولتاژ11	شکل

	
	با افزایش کسر حجمی ژرمانیومD1تغییرات ضریب 12	شکل

مساوي D1میزان ضریب ∞=nو=0nهمانطور که گفته شد براي دوحالت 
است زیرا نسبت مدول یانگ به مدول برشی در هر دو جنس با هم برابر است 

یکسانی بر روي این دو نوع نانوتیر تأثیر مولکولی هاي بینو در نتیجه نیرو
بر روي هم منطبق 11و 10دارند و دو خط مربوط به این مقادیر در شکل 

اند. لازم به ذکر است که در حالت کلی میزان نیروي بحرانی واندروالس شده
ز نیروي بحرانی کازیمیر می باشد.بیشتر ا

گیرينتیجه-5
گیردار سرکننده تیر شکل یکناپایداري پولین نانوتحریکدر این پژوهش، 

مولکولی با استفاده از هاي بینساخته شده از مواد تابعی مدرج تحت اثر نیرو
تئوري گرادیان کرنش اصلاح شده مورد بررسی قرار گرفته است. براي بررسی 

یش اثر کسر حجمی از قانون توانی استفاده شده است و با استفاده از افزا
میزان کسر حجمی جزء ژرمانیوم پنج نوع متفاوت از نانوتیر مورد بررسی 

	توان به عنوان نتیجه کلی بیان نمود:قرارگرفته است. نتایج زیر را می
آمده از مدل مورد استفاده در این پژوهش تطابق نتایج بدست·

هاي حل عددي دیگر از خود نشان خوبی با نتایج تجربی و روش
تواند مشاهد شد که تئوري گرادیان کرنش اصلاح شده میدادند و 

فاصله بین نتایج تجربی و تئوري کلاسیک را با در نظر گرفتن 
پارامتر اثر اندازه بپوشاند. همچنین این تئوري سختی بالاتري را 
براي نانو تیر نسبت به تئوري کلاسیک و تنش کوپل اصلاح شده 

کند.بینی میپیش
تأثیر هاي دهد که اثر اندازه یکی از پارامترمیبررسی نتایج نشان·

برروي ناپایداري پولین است و با افزایش پارامتر اثر اندازه گذار 
یابد و میزان ولتاژ پولین افزایش و با کاهش آن کاهش می

همچنین اثر پارامتر اثر اندازه در تئوري گرادیان کرنش اصلاح 
	صلاح شده می باشد.شده بسیار بالاتر از تئوري تنش کوپل ا

بر اساس تابع توانی، چگونگی تغییرات کسر حجمی در راستاي ·
دهد که سازي شد. نتایج نشان میضخامت نانوتیر براي ماده مدل

زیادي بر روي ولتاژ پولین دارد و همچنین تأثیر کسر حجمی 
کسر حجمی پارامتري وابسته به پارامتر اثر اندازه نیز است و تأثیر 

	آن افزایش می یابد. با افزایش
زیادي بر روي تأثیر هاي کازمیر و واندروالس در مقیاس نانو نیرو·

شوند. همانطور ولتاژ پولین دارند و باعث کاهش ولتاژ پولین می
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ها با کاهش مقدار این نیروتأثیر که از نتایج مشاهده می گردد، 
	پارامتر اثر اندازه افزایش می یابد.

مولکولی مشاهد گردید که هاي بیننی نیروبا بررسی مقادیر بحرا·
بدون اعمال ولتاژ نیز ممکن است پدیده ناپایداري پولین بر اثر 

هاي بین مولکولی ایجاد شود و همچنین هر نانوتیر در اعمال نیرو
این قسمت رفتار متفاوتی را وابسته به میزان کسر حجمی 

	ژرمانیوم از خود نشان می دهد.
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