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مقاله به  ینگذشته وجود دارد. در ا يقاتتحق يانبه ندرت در م يهنقل یلتحت حرکت وسا یتيکامپوز يدهخم يهارفتار ارتعاشاتي سازه يبررس 
پرداخته شده  يموشنکوت يرت يتئور نايبر مب يساده تحت بار متحرک شعاع هايگاهيهبا تک يقاي عملایه يدهخم يرتحليل پاسخ دیناميکي یک ت

تحت بار متحرک متمرکز با دامنه و سرعت ثابت به روش هميلتون  ير،ت يانحنا بودن با فرض ثابت منظور معادلات حرکت حاکم ینه اب است.
و  يشعاع ي،محور يهادر جهت يرت یناميکيو پاسخ دهاي تحليلي و عددي استفاده شده . براي حل معادلات سيستم از روشانداستخراج شده

سرعت بار متحرک، شعاع و زاویه تير خميده در مدت زمان حضور بار متحرک بر تير مؤثر است. اثرات مشخصات بار  .ندادست آمدهبه يچشيپ
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  The vibration analysis of curved composite structures under the moving vehicles is rarely investigated 

in litreture. Therefore, this paper studied the dynamic response of a simply supported laminated deep 
curved beam under a moving load based on Timoshenko beam theory. It is assumed that the curvature 

of the beam and the amplitude and the speed of the moving load are constant. The governing equations 

of motion for the system are extracted by Hamilton principles. Numerical and analytical methods are 
applied to obtain the dynamic response of the system. Also, the critical speed of the moving load and 

the fundamental frequency of the beam are obtained. The effects of the moving load characteristics, 

geometrical and material parameters such as the moving load speed, the radius of curvature and the 

modulus of elasticity in principal direction on the dynamic responses, fundamental frequency and 

critical speed of the system are investigated. The results show that the minimum and maximum 

deflection of the beam occur for lay-up [90/0/90/0] and [45/-45/-45/45] respectively. Furethermore, 
increasing the speed moving load l leads to decrease in the dynami deflection. It is also shown that the 

increase in the radius…leads to a decrease in the frequency/decrease of the frequency and critical speed 

moving load. 

Keywords: 

Dynamic Analysis, Moving Load, Laminated 

Composite, Curved Timoshenko Beam, 

Critical Speed. 

 

 

 

 مقدمه1- 

ها ها و باند فرودگاهها، جادهها، پلهاي مهندسي نظير ريلرفتار ارتعاشي سازه

محققان با . [2,1]هاي اخير مطالعه شده است به طور گسترده در سال

ها تير، صفحه يا پوسته به مطالعه ارتعاشات آن مانند يهايسازهسازي شبيه

 اندپرداختهمتغير  با سرعت ثابت يا واحد يا چندتايي متحرک هايتحت بار

را براي  3روش عنصر طيفي حوزه فرکانس [6]سانگ و همکارانش  .5]-[3
                                                                                                                                  
1 Frequency Domain Spectral Element Method (SEM) 

اند. اي پيشنهاد کردهتخمين پاسخ ديناميکي تير تحت بار متحرک نقطه

را براي  2روش مربعات ديفرانسيلي ريتز مخلوط [7]خليلي و همکارانش 

اند. متحرک ارائه دادهتحت بار  1مطالعه ارتعاشات تيرهاي تقويت شده تابعي

تجزيه و تحليل ديناميکي تيرها روي بستر غيرخطي  [8]ديانگ و همکارانش 

يک مطالعه تئوري و  [9]اند. بيللو و برگمن تحت بار متحرک را مطالعه کرده

                                                                                                                                  
2 Mixed Ritz-DQ 
3 Functionally Graded (FG) 
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برنولي داراي ترک تحت بار  -تجربي براي تجزيه و تحليل ارتعاشي تير اويلر

 اند.متحرک انجام داده

خميده به دليل قابليت تحمل بار بيشتر نسبت به تيرهاي تيرهاي 

 ند.اتوسط تعداد زيادي از محققان مورد مطالعه قرار گرفته ،مستقيم

رفتار استاتيکي و ديناميکي تيرهاي خميده با انحناي بر هاي متعددي بررسي

. تحقيقات گوناگوني با هدف [11,10]شده است غيريکنواخت انجام يا ثابت و 

وو و چيانگ  اند.شده ئهتحت بار متحرک ارا يدهخم يرهايتارتعاشات تحليل 

اي يکنواخت تحت بار متحرک را پاسخ ديناميکي تير هيبريدي و دايره [12]

ها تأثير نيروي اصطکاک و گريز از مرکز و سرعت بار اند. آنتخمين زده

ارتعاشات  [13]اند. ميسنر و روتا ر بررسي کردهمتحرک را بر رفتار ديناميکي تي

اي تير خميده غيرمنشوري با مقطع و انحناي متغير را تحت بار خارج صفحه

پاسخ ديناميکي  [14]اند. وو و چيانگ متحرک با سرعت متغير مطالعه کرده

اي تيموشنکو ناشي از بار متحرک را با استفاده از اجزاي تير تير خميده دايره

دست آورده و اثرات نسبت لاغري تير خميده، سرعت بار متحرک، ه بهخميد

اند. نيکخواه نيروي برشي و اينرسي دوراني را بر پاسخ ديناميکي بررسي کرده

برنولي تحت بار  -به مطالعه رفتار ارتعاشي تير خميده اويلر [15]و همکارانش 

د. نيکخواه و انمتحرک با استفاده از روش مربعات ديفرانسيلي پرداخته

جايي ديناميکي تير خميده با مقطع يکنواخت تحت بار جابه [16]پور کنعاني

يک  [17]اند. لين و لي متحرک ثابت و با شرايط مرزي مختلف را تخمين زده

تحليلي را براي تعيين پايداري ارتعاشي يک جرم متمرکز در حال روش نيمه

اند. ايشان نتيجه ف ارائه کردهحرکت بر يک تير خميده با شرايط مرزي مختل

گرفتند فقط زماني که سرعت حرکت پايين است مسئله جرم متحرک را 

توان با دقت خوبي توسط مدل بار متحرک تخمين زد. هوانگ و همکارانش مي

اي تحت بار متحرک با استفاده يک حل دقيق را براي تير خميده دايره [18]

ها اثر مشخصات بار متحرک اند. آناز روش تبديل لاپلاس پيشنهاد کرده

)نظير سرعت بار متحرک و فرکانس تحريک( و اثر مشخصات هندسي )مانند 

شعاع انحنا، تعداد دهانه و زاويه بازشدگي( را روي پاسخ ديناميکي بررسي 

هاي مودال و شکل مودهاي مربوط به فرکانس [19]اند. ونگ و تيسو کرده

يده را با در نظر گرفتن اينرسي اعوجاجي و اي تير خمارتعاشات خارج صفحه

ها نشان اند. آندست آوردهممان کششي مقطع با استفاده از روش تحليلي به

يابند و هاي مودال با افزايش شعاع اوليه تير افزايش ميدادند که فرکانس

سرعت بحراني تير مستقيم بالاتر از محدوده تير خميده است. داي و انگ 

تحليلي را براي پاسخ حالت پايدار يک تير خميده روي بستر يک پاسخ  [20]

اند. لي و الاستيک ميراي ويسکوز تحت بارهاي متحرک متوالي ارائه کرده

هاي مسير را به صورت تير خميده تيموشنکو دو وجهي سازه [21]همکاران 

جايي ديناميکي دقيق مسير خميده تحت بارهاي متحرک اند و جابهمدل کرده

جايي ها نشان دادند که با فرض بارگذاري ثابت، جابهاند. آنخمين زدهرا ت

يابد. يانگ و وو مسير خميده با افزايش شعاع مسير به ميزان کمي کاهش مي

يک حل تحليلي را براي تير خميده افقي تحت بار متحرک واحد و  [22]

مودي هاي افقي و عاي از بارهاي متحرک با فاصله برابر در جهتمجموعه

ها شرايط پديده تشديد و حذف بار را نيز بررسي اند. آناستخراج کرده

 اند.کرده

يل سبک وزن بودن، مقاومت و به دل يتيمواد کامپوز يراخ يهادر سال

به  .اندواقع شدهسازه مورد علاقه طراحان  سختي بالا و مقرون به صرفه بودن

اي اهميت ويژه هاي کامپوزيتيتجزيه و تحليل ارتعاشي سازه همين دليل

و  يليتحل ي،عدد هايبه روش يماي مستقلايه يرهاياثر بار متحرک بر ت. دارد

ارتعاشات تير تيموشنکو  [23]پراساد و هرمان  .شده است يآزمايشگاهي بررس

ضور کامپوزيتي نامحدود را روي يک بستر الاستيک تحت بار متحرک و در ح

پاسخ تير کامپوزيتي  [24]اند. رضواني و همکاران و غياب ميرايي مطالعه کرده

 3اي تحت بار هارمونيک متحرک روي بستر ويسکوالاستيک پسترناکلايه

اند. ليو و همکاران دست آوردهبراساس تئوري تغيير شکل برشي مرتبه سوم به

هاي ارتعاشي پلگويي رفتار يک روش عددي و تجربي را براي پيش [25]

تجزيه و تحليل  [26]اند. کايا هاي بالا ارائه کردهکامپوزيتي قطارهاي با سرعت

اي تحت بارهاي متحرک را با استفاده از ديناميکي تيرهاي کامپوزيتي لايه

اي انجام داده است. او نتيجه گرفت که براي روش اجزاي محدود چند لايه

تر از چيني عمود بر هم مناسبرک لايهاي تحت بار متحهاي لايهکامپوزيت

يک روش اجزاي  [27]پور چيني با زواياي ديگر است. کديور و محبلايه

اي محدود را براي محاسبه پاسخ ديناميکي تيرهاي ارتوتروپيک لايه

کامپوزيتي غيرمتقارن تحت بار متحرک براساس تئوري تغيير شکل برشي 

 اند.کار گرفتهمرتبه اول به

ق تحقيقات يادشده در بالا، تجزيه و تحليل ارتعاشاتي تيرهاي بر طب

اي عميق تحت بار متحرک تا به حال مطالعه نشده است؛ بنابراين خميده لايه

اي عميق تيموشنکو با مقاله کنوني به مطالعه رفتار ديناميکي تير خميده لايه

مدل ارائه انحناي ثابت تحت بار متحرک شعاعي با سرعت ثابت پرداخته است. 

هاي پلهاي صنعتي مانند سازي سازهتواند به مدلشده در اين پژوهش مي

ها و ها، پوستهها در صنعت هوافضا، زير دريايي، سقفکنندهخميده، تقويت

براي . کمک نمايد و غيره هاهاي مکانيکي نظير قلاب جرثقيل، گيرهبخش

به اين دليل   .قرار داردهاي متحرک يا جرماي که تحت بار پل خميده نمونه

نتايج حاصل از اين پژوهش براي طراحان و يا مهندسان مفيد است. شرايط 

گاه ساده در نظر گرفته شده و معادلات حرکت اي تکيهمرزي تير خميده لايه

سيستم با استفاده از اصل هميلتون استخراج شده است. براي تجزيه و تحليل 

ليلي و عددي به کار رفته است، همچنين هاي تحرفتار ارتعاشي سيستم روش

در ادامه  است. به دست آمدهبار متحرک  يو سرعت بحران يرت اييهفرکانس پا

تأثير چندين پارامتر مانند سرعت بار متحرک، زاويه تير، مدول الاستيسيته 

 ها بر رفتار سيستم بررسي شده است.چيني و تعداد لايهجهت اصلي، نوع لايه

 مدل رياضي2- 

در  𝑏و  ℎاي با ضخامت و عرض يکنواخت مدل تير خميده کامپوزيتي لايه

گاه ساده تحت بار نشان داده شده است. تير با شرايط مرزي تکيه 1شکل 

( و انحناي تير ثابت 1قرار گرفته )شکل  𝑣با سرعت ثابت  𝑝𝑤متحرک شعاعي 

است. مختصات انتخاب شده براي  𝜃𝑙و  𝑅فرض شده و شعاع انحنا و زاويه تير 

 𝑤و  𝑢که به ترتيب در امتداد طول، عرض و ضخامت است.  𝑧و  𝑠 ،𝑦تير 

است.  𝑠هم چرخش حول محور  𝑧 ،𝜓و  𝑠هاي هاي مربوط به جهتجاييجابه

هاي تير (. لايه1شوند )شکل گيري ميها از صفحه مياني اندازهجاييجابه

اي اند و ارتوتروپيک است. در مدل تير خميده لايههکاملًا به يکديگر چسبيد

ناچيز فرض شده و به همين بررسي شده در اين مقاله، ميرايي سيستم اصلي 

 .سازي در نظر گرفته نشده استدر مدل دليل

 کرنش -روابط تنش -2-1

تئوري تغيير شکل برشي مرتبـه اول براي استخراج معادلات حاکم بر تير 

 (1)جـايي يک نقـطه دلخواه از تير طبق رابطه و جابه استفاده شده است

 شود.تعريف مي

                                                                                                                                  
1 Pasternak 
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Fig 1. Schematic diagram of loading and boundary conditions of the 

laminated curved beam 

 ايير خمـيده لايهيک تاز شرايط بارگـذاري و شرايط مرزي نماي کلي  1شکل 

(1) 𝑈(𝑠, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑠, 𝑡) + 𝑧𝜓(𝑠, 𝑡),𝑊(𝑠, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑠, 𝑡) 
هاي برشي و عمودي در هر نقطه دهـنده زمان است. کرنشنشان 𝑡که در آن 

 شود.تعريف مي (2)از تير طبق رابطه 

(2) 휀𝑠 =
1

1 +
𝑧

𝑅

(휀𝑠
0 + 𝑧𝜒𝑠),     𝛾𝑠𝑧 =

1

1 +
𝑧

𝑅

𝛾𝑠𝑧
0  

𝜒𝑠 دهنده تغييرات انحنا و نشان휀𝑠
𝛾𝑠𝑧و  0

کرنش عمودي و برشي صفحه مياني  0

 .[28] اندداده شده (3)است که طبق رابطه 

(3) 휀𝑠
0 =

𝜕𝑢

𝜕𝑠
+

𝑤

𝑅
,   𝜒𝑠 =

𝜕𝜓

𝜕𝑠
,    𝛾𝑠𝑧

0 =
𝜕𝑤

𝜕𝑠
−

𝑢

𝑅
+ 𝜓 

اي براساس قانون هوک امين لايه از تير خميده لايه-𝑘کرنش در  -روابط تنش

 (.(4)است )رابطه 

(4) {
𝜎𝑠

𝜏𝑠𝑧
}
𝑘

= [
�̅�11

𝑘 0

0 �̅�55
𝑘 ] {

휀𝑠

𝛾𝑠𝑧
}
𝑘

 

�̅�11هاي عمودي و برشي و تنش 𝜏𝑠𝑧و  𝜎𝑠که 
𝑘  و�̅�55

𝑘 هاي سختي ثابت

 .[28]( (5)الاستيک است )رابطه 

(5) 

�̅�11
𝑘 = 𝑄11

𝑘 cos4 𝛼𝑘 ,   �̅�55
𝑘 = 𝑄55

𝑘 cos2 𝛼𝑘 , 

𝑄11
𝑘 =

𝐸11

1 − 𝜐12𝜐21
,      𝑄55

𝑘 = 𝐺13 

𝛼𝑘  زاويه جهت اصلي لايه𝑘- ام را با محور𝑠 کند. مشخص مي𝐸11  مدول

ضرايب  𝜐21و  𝜐12مدول برشي،  𝐺13الاستيسيته کامپوزيت در جهت اصلي و 

 پواسون است.

دست ها بر ضخامت تير، نيروها و گشتاور بهگيري از تنـشبا انتگـرال

 (.(6)آيند )رابطه مي

(6) 

𝑁 = 𝑏 ∫ 𝜎𝑠

ℎ

2

−ℎ

2

𝑑𝑧, 𝑄 = 𝑏 ∫ 𝜏𝑠𝑧

ℎ

2

−ℎ

2

𝑑𝑧, 

𝑀 = 𝑏 ∫ 𝜎𝑠

ℎ

2

−ℎ

2

𝑧𝑑𝑧 

𝑁  نيروي محوري و𝑄  و𝑀  .به ترتيب نيروي برشي و گشتاور خمشي است

 تواند نوشته شود.مي (7)به صورت رابطه  (6)رابطه 

(7) 

𝑁 = 𝑏 ∑∫ 𝜎𝑠

𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑑𝑧, 𝑄 = 𝑏 ∑∫ 𝜏𝑠𝑧

𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑑𝑧, 

𝑀 = 𝑏 ∑ ∫ 𝜎𝑠𝑧
𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑑𝑧 

𝑛 ها و تعداد لايه𝑧𝑘  و𝑧𝑘+1 ترين و بالاترين نقطه لايه مختصات پايين𝑘- ام را

 (.1دهد )شکل نشان مي

هاي عمودي، برشي و انحنا را رابطه بين نيروها و ممان با تنش (8)رابطه 

 کند.مشخص مي

(8) [
𝑁
𝑀
𝑄

] = [

𝐴11 𝐵11 0
𝐵11 𝐷11 0
0 0 𝐴55

] [
휀𝑠

0

𝜒𝑠

𝛾𝑠𝑧
0

] 

𝐴11 ،𝐴55 ،𝐵11  و𝐷11  است. تعريف شده (9)ضرايب سختي و طبق رابطه 

(9) 

𝐴11 = 𝑅𝑏 ∑ �̅�11
𝑘

𝑛

𝑘=1

ln (
𝑅 + 𝑧𝑘+1

𝑅 + 𝑧𝑘
) 

𝐵11 = 𝑅𝑏 ∑ �̅�11
𝑘

𝑛

𝑘=1

[(𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘) − 𝑅 ln (
𝑅 + 𝑧𝑘+1

𝑅 + 𝑧𝑘
)] 

𝐷11 = 𝑅𝑏 ∑ �̅�11
𝑘

𝑛

𝑘=1

[
1

2
(𝑧𝑘+1

2 − 𝑧𝑘
2) − 2𝑅(𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘)

+ 𝑅2 ln (
𝑅 + 𝑧𝑘+1

𝑅 + 𝑧𝑘
)] 

𝐴55 = 𝑘𝑠𝑅𝑏 ∑ �̅�55
𝑘

𝑛

𝑘=1

ln (
𝑅 + 𝑧𝑘+1

𝑅 + 𝑧𝑘
) 

𝑘𝑠 اي به پارامترهاي ضريب تصحيح برشي است و براي تير کامپوزيتي لايه

چيني، زاويه ارتوتروپيک، خواص مواد، شرايط مرزي مختلف تير مانند نوع لايه

. تعيين مقدار دقيق براي ضريب تصحيح برشي [29]و بارگذاري بستگي دارد 

، [30]ه دارد يک مسئله حل نشده است و تحقيقات در اين زمينه همچنان ادام

براي آن در نظر گرفته  5/6مقدار  [32,31]ولي در  اين تحقيق مانند مراجع 

 شود.مي

 روابط انرژي -2-2

 .[28]شود تعريف مي (10)اي با رابطه انرژي کرنشي تير خميده لايه

(10) 𝑈 =
1

2
∫ {𝑁휀𝑠

0 + 𝑀𝜒𝑠 + 𝑄𝛾𝑠𝑧
0 }𝑑𝑠

𝑠

 

𝑠که با توجه به اين = 𝑅𝜃, 𝑑𝑠 = 𝑅𝑑𝜃  رابطه  (8)و  (3)و با استفاده از روابط

 .[32]شود نوشته مي (11)به صورت رابطه  (10)

(11) 

𝑈 =
1

2
∫ {𝐴11 (

𝜕𝑢

𝜕(𝑅𝜃)
+

𝑤

𝑅
)
2

𝜃

 

          +2𝐵11

𝜕𝜓

𝜕(𝑅𝜃)
(

𝜕𝑢

𝜕(𝑅𝜃)
+

𝑤

𝑅
) + 𝐷11 (

𝜕𝜓

𝜕(𝑅𝜃)
)

2

 

          +𝐴55 (
𝜕𝑤

𝜕(𝑅𝜃)
−

𝑢

𝑅
+ 𝜓)

2

} 𝑅𝑑𝜃 

 .[32]تعريف شود  (12)تواند براساس رابطه تابع انرژي جنبشي تير مي

(12) 

𝑇 =
1

2
∫ {𝐼0̅ (

𝜕𝑢

𝜕𝑡
)
2

+ 2𝐼1̅
𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝜕𝜓

𝜕𝑡
+ 𝐼2̅ (

𝜕𝜓

𝜕𝑡
)
2

𝜃

+ 𝐼0̅ (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
)
2

}𝑅𝑑𝜃 

 شوند.تعيين مي (13)هاي اينرسي با رابطه عبارت

(13) 

𝐼0̅ = 𝐼0 +
𝐼1
𝑅

 , 𝐼1̅ = 𝐼1 +
𝐼2
𝑅

  , 𝐼2̅ = 𝐼2 +
𝐼3
𝑅

 

[𝐼0, 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3] = 𝑏 ∑ ∫ 𝜌𝑘
𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑛

𝑘=1

[1, 𝑧, 𝑧2 , 𝑧3]𝑑𝑧 

 امين لايه است.𝑘چگالي  𝜌𝑘 (13)در رابطه 

 معادلات ديفرانسيلي حاکم -2-3

دست معادلات ديفرانسيلي حاکم بر سيستم با استفاده از اصل هميلتون به

 (.(14)آيد )رابطه مي

(14) 𝛿∫ (𝑇 + 𝑊 − 𝑈)
𝑡

0

𝑑𝑡 = 0 

مشخص  (15)کار نيروهاي خارجي است که با رابطه  𝑊، (13)در رابطه 

 شود.مي

(15) 
𝑊 = ∫ 𝑝𝑤

𝜃𝑙

𝜃0

𝛿(𝑅𝜃 − 𝑣𝑡)𝑤𝑅𝑑𝜃 
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𝛿 .تابع دلتاي ديراک است 

معادلات ديفرانسيلي  (14)در رابطه  (15,12,11)گذاري روابط با جاي

( 16-18حرکت در راستاهاي محوري، شعاعي و پيچشي به صورت روابط )

 آيند.ميدست به

(16) 

𝐼0̅𝑅
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 + 𝐼1̅𝑅
2
𝜕2𝜓

𝜕𝑡2 − 𝐴11 (
𝜕2𝑢

𝜕𝜃2 +
𝜕𝑤

𝜕𝜃
) − 𝐵11

𝜕2𝜓

𝜕𝜃2

− 𝐴55 (
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑢 + 𝑅𝜓) = 0 

(17) 

𝐼0̅𝑅
2
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2 + 𝐴11 (
𝜕𝑢

𝜕𝜃
+ 𝑤) + 𝐵11

𝜕𝜓

𝜕𝜃
𝐼1̅

− 𝐴55 (
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
−

𝜕𝑢

𝜕𝜃
+ 𝑅

𝜕𝜓

𝜕𝜃
)

= 𝑝𝑤𝑅2𝛿(𝑅𝜃 − 𝑣𝑡) 

(18) 

 

𝐼1̅𝑅
2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 + 𝐼2̅𝑅
2
𝜕2𝜓

𝜕𝑡2 − 𝐵11 (
𝜕2𝑢

𝜕𝜃2 +
𝜕𝑤

𝜕𝜃
) − 𝐷11

𝜕2𝜓

𝜕𝜃2

+ 𝐴55𝑅 (
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑢 + 𝑅𝜓) = 0 

 ايتوابع مقايسه -2-4

بايد بخش زماني و مکاني معادلات را با استفاده  (16-18)براي حل معادلات 

جايي در راستاي شعاعي، از روش گلرکين جدا کرد. در اين روش جابه

محوري و پيچشي توسط توابعي که شرايط مرزي، هندسي يا هر دو را ارضا 

جايي شعاعي توسط جا جابهدر اين. [33]شوند نمايند، در نظر گرفته مي

کنند، وسي که شرايط مرزي دو سر مفصل را ارضا مياي سينتوابع مقايسه

 شود.معرفي مي

(19) 
𝑤(𝜃, 𝑡) = ∑𝑞𝑤𝑖

(𝑡)sin (
𝑖𝜋𝜃

𝜃𝑙
)

∞

𝑖=1

 

𝑞𝑤𝑖که 
 امين مختصات عمومي است.𝑖پاسخ زماني شعاعي مربوط به  

( و 𝑢در حالت استاتيکي تغيير مکان محوري ) (16-18)با حل معادلات 

 آيند.دست ميبه (21,20)( تير به صورت روابط 𝜓پيچشي )

(20) 
𝑢(𝜃, 𝑡) = ∑𝑞𝑢𝑖

(𝑡) (1 − cos (
𝑖𝜋𝜃

𝜃𝑙
) − (1 − (−1)𝑖)

𝜃

𝜃𝑙
)

∞

𝑖=1

 

(21) 
𝜓(𝜃, 𝑡) = ∑𝑞𝜓𝑖

(𝑡) (cos (
𝑖𝜋𝜃

𝜃𝑙
) − 1 + (1 − (−1)𝑖)

𝜃

𝜃𝑙
)

∞

𝑖=1

 

𝑞𝑢𝑖
𝑞𝜓𝑖و  

 شوند.تعيين مي (23,22)با روابط  

(22) 
𝑞𝑢𝑖

(𝑡) = ∑
𝛽

𝛾
(
𝜃𝑙

𝑖𝜋
)
2

𝑞𝑤𝑖
(𝑡)

∞

𝑖=1

 

(23) 
𝑞𝜓𝑖

(𝑡) = ∑
𝐴11 +

𝐵11

𝑅

𝐵11 +
𝐷11

𝑅

(𝑞𝑤𝑖
(𝑡)

𝜃𝑙

𝑖𝜋
+ 𝑞𝑢𝑖

(𝑡))

∞

𝑖=1

 

𝛽  و𝛾  شوند.تعريف مي (25,24)هم طبق روابط 

(24) 
𝛽 = −𝐴11 − 𝐴55 +

𝐵11 − 𝑅𝐴55

𝐵11 +
𝐷11

𝑅

(𝐴11 +
𝐵11

𝑅
) 

(25) 
𝛾 = 𝐴11

𝑖𝜋

𝜃𝑙
+ 𝐴55 (

𝑖𝜋

𝜃𝑙
)
3

+
𝑅𝐴55 − 𝐵11

𝐵11 +
𝐷11

𝑅

(𝐴11 +
𝐵11

𝑅
) 

𝑞𝑢𝑖
𝑞𝜓𝑖و  

امين مختصات عمومي 𝑖پاسخ زماني محوري و پيچشي مربوط به  

 است.

 يرت ياز رو يمتحرک بر سازه در مدت زمان کوتاه يبارها يتدر واقع

 اول مود تنهانتيجه  . درستگذرا ل ذاتاَئاين نوع مسا کنند؛ بنابراينيعبور م

 تحت بار با  يرکه ت يموضوع زمان ينشود. امي يکتحر يقابل توجه ميزان به
 

 

Fig. 2 The first three modes of simply supported laminated curved 

beam for 𝜃 = 𝜋/6; 1st Mode: black solid line, 2nd Mode: blue dashed 

line, 3rd Mode: red dash- dotted line (axial, radial and torsioanal) 

𝜃گاه ساده براي سه شکل مود اول تير با تکيه 2شکل  = 𝜋/6 ؛ شکل مود اول: خط

نقطه قرمز )به ترتيب چين آبي و شکل مود سوم: خطسياه توپر، شکل مود دوم: خط

 از بالا به پايين: محوري، شعاعي و پيچشي(

 کهبا توجه به اين کند.پيدا مي يشتريب اهميت گيرد،سرعت بالا قرار مي

جايي کلي جابهاست و طور کافي مجزا و از هم دور  هاي سيستم بهفرکانس

هاي محوري، شعاعي و پيچشي يک بار با در نظر گرفتن مود اول تير در جهت

و بار ديگر با درنظر گرفتن دو مود اول محاسبه و مشاهده شده است که مود 

هاي جايي، جابهجايي کلي تير در سه راستا دارداول بيشترين سهم را در جابه

جايي ناشي از مود اول قابل صرف نظر ناشي از مودهاي بالاتر در مقابله با جابه

فقط شکل مود اول تير در  .[22,20]به همين دليل و بر طبق مراجع . هستند

( در نظر گرفته شده است، 2هاي محوري، شعاعي و پيچشي )شکل جهت

از تير،  يشـترب يدهاوـنظر گرفتن تعداد م که با در (19-21)طبق روابط 

 .دست خواهند آمدبه ترييقدق هايپاسخ

(26) 𝑢(𝜃, 𝑡) = 𝑞𝑢1
(𝑡)(1 − cos

𝜋𝜃

𝜃𝑙
− 2

𝜃

𝜃𝑙
) 

(27) 𝑤(𝜃, 𝑡) = 𝑞𝑤1
(𝑡)sin

𝜋𝜃

𝜃𝑙
 

(28) 𝜓(𝜃, 𝑡) = 𝑞𝜓1
(𝑡) (cos

𝜋𝜃

𝜃𝑙
−1 + 2

𝜃

𝜃𝑙
)) 

𝑞𝑢1
 ،𝑞𝑤1

𝑞𝜓1و  
هاي محـوري، جايينخستين مختصات عمومي براي جابه 

 شعـاعي و پيچـشي است.

 حل تحليلي -2-5

جهت به کارگيري روش گلرکين براي تبديل معادلات ديفرانسيلي با 

-31)( به معادلات ديفرانسيلي معمولي )روابط (16-18)مشتقات جزئي )روابط 

که  𝛿𝜓و  𝛿𝑢 ،𝛿𝑤به ترتيب در  (16-18)(، دو طرف معادلات (29

گـيري انتـگرال 𝜃𝑙تا  0هاي مجازي است، ضرب شده و سپس از جاييجابه

 اند.شده
(29) 𝑎1�̈�𝑢1

+ 𝑐1�̈�𝜓1
+ 𝑑1𝑞𝑢1

+ 𝑒1𝑞𝑤1
+ 𝑔1𝑞𝜓1

= 0 

(30) 𝑏2�̈�𝑤1
+ 𝑑2𝑞𝑢1

+ 𝑒2𝑞𝑤1
+ +𝑔2𝑞𝜓1

= 𝑝𝑤𝑅2sin (
𝜋𝑣𝑡

𝐿
) 

(31) 𝑎3�̈�𝑢1
+ 𝑐3�̈�𝜓1

+ 𝑑3𝑞𝑢1
+ 𝑒3𝑞𝑤1

+ 𝑔3𝑞𝜓1
= 0 

𝐿در ضميمه الف تعريف شده و  (29-31)ضرايب روابط  = 𝑅𝜃𝑙  است. پاسخ
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 اند.دست آمدهبه (32-34)طبق روابط  (29-31)کلي روابط 

(32) 𝑞𝑢1
(𝑡) = 𝐶1 sin(𝜔𝑤𝑡) + 𝐶2 cos(𝜔𝑤𝑡) + 𝑃1sin (

𝜋𝑣𝑡

𝐿
) 

(33) 𝑞𝑤1
(𝑡) = 𝐶3 sin(𝜔𝑤𝑡) + 𝐶4 cos(𝜔𝑤𝑡) + 𝑃2sin (

𝜋𝑣𝑡

𝐿
) 

(34) 𝑞𝜓1
(𝑡) = 𝐶5 sin(𝜔𝑤𝑡) + 𝐶6 cos(𝜔𝑤𝑡) + 𝑃3sin (

𝜋𝑣𝑡

𝐿
) 

𝜔𝑤 (35)اي است و از حل معادله مشخصه اي تير خميده لايهفرکانس پايه 

 آيد.دست ميبه

(35) 𝐴1𝜔𝑤
6 + 𝐴2𝜔𝑤

4 + 𝐴3𝜔𝑤
2 + 𝐴4 = 0 

نيز از حل  𝑃3و  𝑃1 ،𝑃2اند. در ضميمه ب تعريف شده (35)ضرايب معادله 

 آيند.دست ميبه (36)معادله 

(36) 

{

𝑃1

𝑃2

𝑃3

}

=

[
 
 
 
 
 𝑑1 − 𝑎1 (

𝜋𝑣

𝐿
)
2

𝑒1 𝑔1 − 𝑐1 (
𝜋𝑣

𝐿
)
2

𝑑2 𝑒2 − 𝑏2 (
𝜋𝑣

𝐿
)
2

𝑔2

𝑑3 − 𝑎3 (
𝜋𝑣

𝐿
)
2

𝑒3 𝑔3 − 𝑐3 (
𝜋𝑣

𝐿
)
2

]
 
 
 
 
 

{
0

−𝑝𝑤𝑅2

0
} 

اي پيش از قرار گـرفتن تحت بار متحرک، در که تير خميده لايهبا فرض اين

𝑞𝑢1جايي و سرعت اوليه صفر است )حالت تعادل پايدار باشد، جابه
= 𝑞𝑤1

=

𝑞𝜓1
= �̇�𝑢1

= �̇�𝑤1
= �̇�𝜓1

= با توجه به شرايط  𝐶6تا  𝐶1(؛ بنابراين ضرايب 0

 (.(37-39)اوليه تعيين خواهند شد )روابط 

(37) 𝐶1 = −
𝜋𝑣

𝐿𝜔𝑤
𝑃1,   𝐶2 = 0   

(38) 𝐶3 = −
𝜋𝑣

𝐿𝜔𝑤
𝑃2,   𝐶4 = 0 

(39) 𝐶5 = −
𝜋𝑣

𝐿𝜔𝑤
𝑃3,   𝐶6 = 0 

که از  (40)هاي مثبت روابط براي سرعت يک مقدار بحراني وجود دارد. ريشه

آيند، سرعت بحراني را دست ميبه (36)صفر قرار دادن دترمينان رابطه 

 در ضميمه پ مشخص شده است. (40)کنند. ضرايب روابط مشخص مي
(40) 𝐵1𝑣

6 + 𝐵2𝑣
4 + 𝐵3𝑣

2 + 𝐵4 = 0 
جايي ديناميکي تير در اهميت سرعت بحراني به دليل آن است که رفتار جابه

تر از مقدار بحراني هاي کمسرعتدر شود. سرعت بحراني دچار تغيير مي

شعاعي در زمان حضور بار بر تير و مربوط به  جاييجابه )مادون صوت( بيشينه

هاي بالاتر از رعتي در سولآن است،  نقطه وسطزماني که بار در حال عبور از 

شعاعي لزوماً مربوط به نقطه  جاييجابه مقدار بحراني )مافوق صوت( بيشينه

بسيار بالاتر از  يهاسرعت يبرانيست. بار بر سازه وسط تير و در زمان حرکت 

ميل پيدا به سمت صفر  ديناميکي تير به سرعت جاييجابه سرعت بحراني

 جاييجابه از سرعت بحراني ترپايينبسيار  يهاسرعت يو برا کندمي

شعاعي که  .ستا يکي آنجايي استاتبه اندازه جابهتقريباً  ديناميکي تير

هاي افتد شعاع بحراني نام دارد. در سيستمسرعت بحراني در آن اتفاق مي

واقعي که شامل تير خميده تحت بار متحرک است معمولا شعاع تير خميده 

 .[20,1]شود انتخاب ميتر از مقدار بحراني بزرگ

 حل عددي -2-6

به فرم  (29-31)براي مقايسه نتايج تحليلي با نتايج عددي، روابط کوپل شده 

. اين اندشده مرتبه اول همعادلشش و تبديل به فضاي حالت نوشته شده 

و به کمک روش رانگ کوتاي مرتبه چهارم در نرم عددي  به صورتمعادلات 

 اند.افزار متلب حل شده

 نتايج و بحث3- 

سنجي روش ارائه شده در اين مقاله براي آناليز ديناميکي تير براي صحت

اي تحت بار متحرک متمرکز شعاعي ثابت، مشخصات هندسي، خميده لايه

 درنظر گرفته شده است. 1ماده و بار متحرک طبق جدول 

هاي تحليلي هاي محوري، شعاعي و پيچشي با استفاده از روشجاييجابه

دهد که نتايج حل نشان مي 3اند. شکل عددي پيشنهاد شده محاسبه شده و

 تحليلي و عددي تطابق مناسبي با يکديگر دارند.

هاي محوري، شعاعي و پيچشي نمايش جاييدر اين تحقيق بيشينه جابه

جايي محوري و پيچشي در بيشينه جابه (19-21)اند. طبق روابط داده شده

𝜃 = 0.2196𝜃𝑙  و𝜃 = 0.7803𝜃𝑙 جايي شعاعي در و بيشينه جابه𝜃 = 𝜃𝑙/2 

 دهد.مي رخ

 ايخصوصيات تير خميده لايه 1جدول 
Table 1 The properties of the laminated curved beam 

21µ 12µ )3(kg/mρ b(m) h(m) R(m) 

0.24 0.24 2015 0.4 1 5 

 (N) wp v(m/s) Lay-up (Pa) 13G (Pa) 11E 

 1010∙1 40 [0/90] 95.18∙10 7120∙10 

 
 

 
(a) 

 
(b) 

 
Fig. 3 a- Midpoint dynamic radial response, b- Phase plane for 𝑅 =

10 𝑚 ; black solid line: analytical method, red hollow circle: 

numerical method 
𝑅صفحه فاز براي  -پاسخ ديناميکي شـعاعي نقطه وسط تير، ب -الف 3شکل  =

10 𝑚؛ خط سيـاه توپر: روش حل عددي، دايره توخالي قرمز: روش حل تحليلي 
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جايي محوري، شعاعي و پيچشي آمده براي جابهدستدر اغلب موارد نتايج به

جايي شعاعي ارائه يکسان است؛ بنابراين در اين مقاله معمولاً نتايج براي جابه

شده و از آوردن نتايج براي جهات ديگر خودداري شده است. همان طور که 

شود پاسخ ديناميکي سيستم ترکيبي از يک منحني مشاهده مي a-3در شکل 

)مربوط به زمان حضور بار متحرک  𝜋𝑣/𝐿و فرکانس  𝑃2ا دامنه سينوسي بنيم

)مربوط به پاسخ پايدار  𝜔𝑤و فرکانس  𝐶3بر تير( و نوسانات سينوسي با دامنه 

جايي رسد جابهسيستم( است. زماني که بار متحرک به نقطه وسط تير مي

𝑡شود. به محض ترک بار از روي تير )نقطه وسط بيشينه مي = 𝐿/𝑣 اثر بار )

جايي تير از بين رفته و تمامي نقاط تير فقط حول مبدا به متحرک بر جابه

طور که در دياگرام فاز سيستم )شکل کنند. همانصورت هارمونيک نوسان مي

3b-شود مسير سيستم پس از اتمام پاسخ گذرا )ناشي از عبور ( نيز ديده مي

 ود.شبار متحرک( جذب يک منحني بسته حول مبدا مي

اي تأثير پارامترهاي هندسي و مادي تير را بر فرکانس پايه 4شکل 

براي يک تير خميده با يک زاويه  a-4دهد. بر طبق شکل شعاعي آن نشان مي

شود. البته مشخص، افزايش شعاع تير خميده منجر به افزايش فرکانس آن مي

هاي بالاتر تأثير افزايش شعاع در افزايش فرکانس ناچيز است. افزايش در شعاع

زاويه تير براي تير خميده با يک شعاع مشخص منجر به کاهش فرکانس 

-4مطابقت دارد. شکل  [19]آمده در مرجع دستج بهشود. اين نتايج با نتايمي

b چيني را بر نيز تأثير تغييرات مدول الاستيسيته در جهت اصلي و نوع لايه

چيني با دهد. سختي تير مستقل از نوع لايهاي شعاعي نشان ميفرکانس پايه

يابد، در نتيجه افزايش مدول الاستيسيته تير در جهت اصلي افزايش مي

يابد. بر طبق نتايج به ازاي تمامي مقادير اي آن نيز افزايش ميپايهفرکانس 

آمده براي فرکانس مربوط به دستمدول الاستيسيته بيشترين مقدار به

 [45/45-/45-/45]چيني ترين آن مربوط به لايهو کم [90/0/90/0]چيني لايه

 است.

پاسخ زماني  5 براي ارزيابي تأثير سرعت بار متحرک بر رفتار تير در شکل

گذراي  هاي مختلف رسم شده است. دامنه پاسخسيستم به ازاي سرعت

تر از دامنه پاسخ پايدار تر از سرعت بحراني بزرگهاي کمسيستم در سرعت

 ،𝑃1ضرايب  (36)است. با افزايش سرعت تا پيش از مقدار بحراني طبق رابطه 

𝑃2  و𝑃3 (37-39)هاي منحني نيم سينوسي( کاهش، طبق روابط )دامنه 

يابند. در هاي سينوسي( کاهش ميهاي منحني)دامنه 𝐶5و  𝐶1، 𝐶3ضرايب 

کند حقيقت زماني که بار متحرک با سرعت بيشتري از روي تير عبور مي

نقاط مختلف تير فرصت کمتري براي درک بار دارند و اين عامل سبب 

 شود.متر نقاط مختلف تير ميجايي کجابه

دهد که افزايش شعاع و مدول الاستيسيته تير در جهت نشان مي 6شکل 

شود. اين تأثير در اصلي هر دو سبب افزايش سرعت بحراني بار متحرک مي

تر شعاع و مدول الاستيسيته بسيار بيشتر از مقادير بالاست. مقادير پايين

 مرجعآمده از دسـتبهنتايج  نيز با انيسرعت بحرآمده از دستبهخطوط تراز 

دست آمده است که سرعت اين نتيجه به [20] مرجعت دارد. در مطابق [20]

اي دارد. بحراني از يک تير مستقيم به يک تير خميده افت قابل ملاحظه

تر از پاسخ اي بسيار پايينترين سرعت بحراني براي پاسخ داخل صفحهکم

 اي است.خارج صفحه

اثر افزايش دامنه بار متحرک بر افزايش پاسخ ديناميکي محوري  7شکل 

دهد. دامنه نوسانات پايدار سيستم با افزايش بار افزايش و شعاعي را نشان مي

 يابد.مي

 دهد که دامنه نوسانات گذرا و پايدار سيستم در جهتنشان مي 8شکل 
  

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 4 The influence of (a) the radius and the angle of laminated 
curved beam (b) the modulus of elasticity of the composite material 

in the principal direction and the stacking sequence on the 

fundamental frequency 

 -اي تير، باي بر فرکانس پايهتأثير شعاع و زاويه تير خميده لايه -الف 4شکل 

 اي تير چيني روي فرکانس پايهتأثير مدول الاستيسيته جهت اصلي و نوع لايه

 

 
Fig. 5 The influence of the moving load speed on the midpoint 
radial response 

 تأثير سرعت بار متحرک بر پاسخ شعاعي نقطه وسط تير 5شکل 
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Fig. 6 The influence of the radius and the modulus of elasticity in the 

principal direction on the critical moving load speed 

 تأثير شعاع و مدول الاستيسيته جهت اصلي بر سرعت بحراني بار متحرک 6شکل 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 7 The influence of the moving load value on the maximum a- 

axial and b- radial response 
پاسخ شعاعي  -پاسخ محوري، ب -تأثير مقدار بار متحرک بر بيشينه، الف 7شکل 

 تير

کند، ولي در جهت پيچشي شعاعي با افزايش شعاع انحنا تقريباً تغييري نمي

يش شعاع، دور زادليل کاهش دامنه ارتعاشات پيچشي با افيابد. کاهش مي

  .تشدگي کمتر اسو کوپل يکديگرهاي خمشي و پيچشي از شدن فرکانس
 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 8 The influence of the radius of the laminated curved beam on 

the maximum, a- radial and b- torsional response 

پاسخ  -پاسخ شعاعي، ب -اي بر بيشينه، الفتأثير شعاع تير خميده لايه 8شکل 

 پيچشي تير

تير تري شود بار متحرک در زمان طولانيافزايش شعاع انحناي تير سبب مي

 را ترک کند.

دهد که با افزايش زاويه تير دامنه پاسخ گذرا افزايش نشان مي a-9شکل 

کـند، همچنين دامنه تري تير را ترک مييابد و بار در زمان طولانيمي

يابد. نوسانات مربوط به پاسخ پايدار سيستم با افزايش زاويه تير افزايش مي

تأثير افزايش زاويه تير بر بيشـينه پاسخ شعاعي آن را نشان  b-9شکل 

جايي شعاعي تير در تمام بازه دهد. لازم به يادآوري است که بيشينه جابهمي

کند در نظر گرفته زماني که بار بر تير حضور دارد و سپس تير را ترک مي

اي پايين هشود. تأثير افزايش زاويه تير بر افزايش پاسخ شعاعي در سرعتمي

 قابل ملاحظه است.

چيني را بر مقاومت و بسياري از پژوهشـگران در ادبيات فني اثر نوع لايه

اي کامپوزيتي مستقيم به صورت تئوري و تجربي مطالعه جايي تير لايهجابه

هاي متنوعي انجام . تحقيقات در اين زمينه بر لايه چيني[34,26] اندکرده

ها بر يکديگر و تقارن يا عدم واياي قرارگيري لايهها، زشده است. تعداد لايه

ها هر کدام به طور جداگانه تأثير قابل توجهي در مقاومت و سختي تقارن لايه

تير دارند. البته عوامل ديگر مانند وجود بار متحرک، هندسه و شرايط مرزي 

 توانند عوامل يادشده را تحت شعاع قرار دهند.تير نيز مي
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(a) 

 
(b) 

Fig. 9 The influence of the angle of laminated curved beam on the a- 
midpoint radial response and b- maximum midpoint radial response at 

different speeds 
 -پاسخ شعاعي نقطه وسط تير، ب -اي بر الفتأثير زاويه تير خميده لايه 9شکل 

 هاي مختلفتير در سرعتبيشينه پاسخ شعاعي نقطه وسط 

دهد که تأثير نوع لايه چيني بر پاسخ ديناميکي تير در نشان مي b,a-10شکل 

راستاي پيچشي بسيار بيشتر از راستاي شعاعي است و دامنه نوسانات پايدار و 

به ترتيب  [45/45-/45-/45]و  [0/90/0/90]هاي چينيناپايدار سيستم براي لايه

نيز  c-10دهند. شکل مقدار را به خود اختصاص ميترين و بيشـترين کـم

دهد دهد. نتايج نشان ميجايي پيچشي تير را برحسب نمايش ميبيشينه جابه

هاي هاي مختلف در سرعتچينيها در سه راستا با لايهجايياختلاف بين جابه

 هاي بالاست.پايين بيش از سرعت

پاسخ ديناميکي شعاعي  هاي کامپوزيتي برتأثير تعداد لايه a-11شکل 

هاي تير خميده جاييدهد. براساس اين شکل جابهنقطه وسط تير را نشان مي

ها در دامنه نوسانات پايدار و يابد. تعداد لايهها افزايش ميبا افزايش تعداد لايه

جايي بيشينه جابه b-11زمان ترک بار از روي تير اثري ندارند. براساس شکل 

يابد. اختلاف بين ها افزايش مير با افزايش تعداد لايهشعاعي نقطه وسط تي

هاي پايين بيش از هاي مختلف در سرعتها در تعداد لايهجاييجابه

هاي سه راستا جاييها در جابههاي بالاست. البته تأثير تغيير تعداد لايهسرعت

 چندان قابل توجه نيست.

 در جهت اصلي بر رفتاردر نهايت تأثير تغييرات مدول الاستيسيته تير 

 دهد دامنه پاسخنشان مي 12سيستم بررسي شده است. همان طور که شـکل 
 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Fig. 10 The influence of the stacking sequence on the maximum,a- 

radial and b- torsional response, c- torsional response at the different 
speeds 

پاسخ پيچشي،  -پاسخ شعاعي و ب -چيني بر بيشينه، الفتأثير نحوه لايه 10شکل 

 هاي مختلفپاسخ پيچشي تير در سرعت -پ

گذرا و پايدار سيستم با افزايش مدول الاستيسيته تير در جهت اصلي کاهش 

از  هاي پيچشي بسيار بيشترجايييابد و اين کاهش براي جابهمي

هاي شـعاعي است. افزايش مدول الاستيسيته تير در جهت اصلي، جاييجابه

 اي تير را به دنبال دارد؛ افزايش سختي و در نتيجه افزايش فرکانس پايه
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(a) 

 
(b) 

Fig. 11 The influence of the number of layers on the, a- midpoint 

radial response, b- maximum midpoint radial response at the different 
speeds 

بيشينه  -پاسخ شعاعي نقطه وسط تير، ب -ها بر الفتأثير تعداد لايه 11شکل 

 هاي مختلفپاسخ شعاعي نقطه وسط تير در سرعت

اي سبب کاهش دامنه افزايش فرکانس پايه (37-39)بنابراين طبق روابط 

 شود.نوسانات گذراي سيستم مي

 گيرینتيجه4-

اي خميده عميق تحت بار متحرک با در اين مطالعه رفتار ارتعاشي تير لايه

اندازه و سرعت ثابت بررسي شد. تير خميده با انحناي ثابت و شرايط مرزي 

درنظر گرفته شد. معادلات حرکت تير با در نظر گرفتن ممان گاه ساده تکيه

اينرسي دوراني و نيروي برشي با استفاده از اصل هميلتون استخراج شدند. 

شده سيستم با استفاده از روش گلرکين به معادلات مشتق جزئي کوپل

معادلات ديفرانسيل معمولي تبديل و به کمک دو روش تحليلي و عددي حل 

اي تير يک تير با مشخصات مفروض روابط مربوط به فرکانس پايه شدند. براي

دست آمدند و تأثير پارامترهاي و سرعت بحراني بار متحرک خارجي به 

ها مطالعه و همچنين اثر پارامترهاي مربوط به مشخصات هندسي و ماده بر آن

بار متحرک، مشخصات هندسي و مشخصات ماده مانند سرعت بار متحرک، 

ير خميده و نوع لايه چيني بر پاسخ ديناميکي تير بررسي شد. نتايج شعاع ت

 موارد بيان شده زير را نشان داد.

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 12 The influence of modulus of elasticity of the composite 

material in the principal direction on the maximum a- radial response, 
b- torsional response 

 -پاسخ شعاعي، ب -تأثير مدول الاستيسيته جهت اصلي بر بيشينه الف 12شکل 

 پاسخ پيچشي تير

 هاي تير در هر سه راستاي شعاعي، محوري و پيچشي تقريباً جاييجابه

 رفتار مشابهي دارند.

 اي تير با افزايش شعاع روند افزايشي و با افزايش تغييرات فرکانس پايه

چيني با زاويه تير روند کاهشي داشت، همچنين فرکانس براي انواع لايه

افزايش مدول الاستيسيته در جهت اصلي افزايش يافت و از ميان 

هاي بررسي شده بيشينه و کمينه فرکانس به ترتيب مربوط چينيلايه

 بود. [45/45-/45-/45]و  [90/0/90/0]چيني هبه لاي

  تغييرات سرعت بحراني با تغييرات مدول الاستيسيته و شعاع تير رابطه

تر شعاع و مدول الاستيسيته تأثير مستقيم دارد. البته در مقادير پايين

 اين دو پارامتر در تغييرات سرعت بحراني بيشتر است.

 کند نقاط ر تير حرکت ميزماني که بار متحرک با سرعت پايين ب

مختلف تير زمان بيشتري براي درک بار دارند، به همين دليل در 

 هاي تير بيشتر بود.جاييهاي پايين جابهسرعت

  افزايش دامنه بار متحرک منجر به افزايش دامنه نوسانات گذرا و پايدار

 سيستم شد.

 کرد، ولي جايي شعاعي تغيير چنداني نبا افزايش شعاع تير خميده جابه

دليل کاهش دامنه ارتعاشات پيچشي، جايي پيچشي کاهش يافت. جابه
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و  يکديگرهاي خمشي و پيچشي از يش شعاع، دور شدن فرکانسزابا اف

 ت.کوپل شدگي کمتر اس

 جايي نقطه وسط تأثير افزايش زاويه تير خميده در افزايش بيشينه جابه

يه تير خميده سبب هاي پايين بيشتر است. افزايش زاوتير در سرعت

 شود.جايي ديناميکي شعاعي تير ميافزايش جابه

 تواند سبب تغيير قابل توجه در چيني ميترين تغيير در لايهکوچک

جايي ديناميکي آن شود. براي تير چهار سختي تير و در نتيجه جابه

جايي تير به ترتيب براي لايه کمترين و بيشترين مقدار بيشينه جابه

 است. [45/45-/45-/45]و  [0/90/0/90]هاي چينيلايه

 چيني ثابت سبب افزايش هاي تير در يک لايهافزايش تعداد لايه

 جايي ديناميکي تير شد.جابه

  دامنه نوسانات پاسخ گذرا و پايدار آن با افزايش مدول الاستيسيته تير

 اي در جهت اصلي کاهش يافت.خميده لايه

 هاپيوست5- 

 پيوست الف -5-1

𝑎1 = −∫ 𝐼0̅

𝜃𝑙

0

𝑅2 (1 − cos
𝜋𝜃

𝜃𝑙
− 2

𝜃

𝜃𝑙
)
2

𝑑𝜃 

𝑐1 = ∫ 𝐼1̅

𝜃𝑙

0

𝑅2 (1 − cos
𝜋𝜃

𝜃𝑙
− 2

𝜃

𝜃𝑙
)
2

𝑑𝜃 

𝑑1 = ∫ (𝐴11 (
𝜋

𝜃𝑙
)
2

cos
𝜋𝜃

𝜃𝑙
− 𝐴55 (1 − cos

𝜋𝜃

𝜃𝑙
− 2

𝜃

𝜃𝑙
))

𝜃𝑙

0

 

                  (1 − cos
𝜋𝜃

𝜃𝑙
− 2

𝜃

𝜃𝑙
)𝑑𝜃 

𝑒1 = ∫ ((𝐴11 + 𝐴55) (
𝜋

𝜃𝑙
) cos

𝜋𝜃

𝜃𝑙
)

𝜃𝑙

0

(1 − cos
𝜋𝜃

𝜃𝑙
− 2

𝜃

𝜃𝑙
)𝑑𝜃 

𝑔1 = −∫ (𝐵11 (
𝜋

𝜃𝑙
)
2

cos
𝜋𝜃

𝜃𝑙
+ 𝑅𝐴55 (1 − cos

𝜋𝜃

𝜃𝑙
− 2

𝜃

𝜃𝑙
))

𝜃𝑙

0

 

                      (1 − cos
𝜋𝜃

𝜃𝑙
− 2

𝜃

𝜃𝑙
)
2

𝑑𝜃 

𝑏2 = −∫ 𝐼0̅

𝜃𝑙

0

𝑅2 (sin
𝜋𝜃

𝜃𝑙
)
2

𝑑𝜃 

𝑑2 = −∫ ((𝐴11 + 𝐴55) (
𝜋

𝜃𝑙
sin

𝜋𝜃

𝜃𝑙
−

2

𝜃𝑙
))

𝜃𝑙

0

(sin
𝜋𝜃

𝜃𝑙
)𝑑𝜃 

𝑒2 = −∫ (𝐴11 + 𝐴55 (
𝜋

𝜃𝑙
)
2

) (sin
𝜋𝜃

𝜃𝑙
)
2

𝑑𝜃
𝜃𝑙

0

 

𝑔2 = −∫ (𝐵11 − 𝑅𝐴55) (
𝜋

𝜃𝑙
sin

𝜋𝜃

𝜃𝑙
−

2

𝜃𝑙
) (sin

𝜋𝜃

𝜃𝑙
) 𝑑𝜃

𝜃𝑙

0

 

𝑎3 = ∫ 𝐼1̅

𝜃𝑙

0

𝑅2 (1 − cos
𝜋𝜃

𝜃𝑙
− 2

𝜃

𝜃𝑙
)
2

𝑑𝜃 

𝑐3 = −∫ 𝐼2̅

𝜃𝑙

0

𝑅2 (cos
𝜋𝜃

𝜃𝑙
− 1 + 2

𝜃

𝜃𝑙
)
2

𝑑𝜃 

𝑑3 = ∫ (𝐵11 (
𝜋

𝜃𝑙
)
2

cos
𝜋𝜃

𝜃𝑙
+ 𝑅𝐴55 (1 − cos

𝜋𝜃

𝜃𝑙
− 2

𝜃

𝜃𝑙
))

𝜃𝑙

0

 

                  (cos
𝜋𝜃

𝜃𝑙
− 1 + 2

𝜃

𝜃𝑙
)𝑑𝜃 

𝑒3 = ∫ ((𝐵11 − 𝑅𝐴55)
𝜋

𝜃𝑙
cos

𝜋𝜃

𝜃𝑙
)(cos

𝜋𝜃

𝜃𝑙
− 1 + 2

𝜃

𝜃𝑙
)𝑑𝜃

𝜃𝑙

0

 

𝑔3 = −∫ (𝐷11 (
𝜋

𝜃𝑙
)
2

cos
𝜋𝜃

𝜃𝑙
+ 𝑅2𝐴55 (cos

𝜋𝜃

𝜃𝑙
− 1 + 2

𝜃

𝜃𝑙
))

𝜃𝑙

0

 

                      (cos
𝜋𝜃

𝜃𝑙
− 1 + 2

𝜃

𝜃𝑙
)𝑑𝜃 

 پيوست ب-5-2

𝐴1 = 𝑏2𝑐3𝑎1 − 𝑏2𝑎3𝑐1 

𝐴2 = 𝑎1(𝑏2𝑔3 + 𝑒2𝑐3) + 𝑑1𝑏2𝑐3 − 𝑔1𝑏2𝑎3 − 𝑐1(𝑏2𝑑3 + 𝑒2𝑎3) 
𝐴3 = 𝑎1(𝑒2𝑔3 − 𝑔2𝑒3) + 𝑑1(𝑏2𝑔3 + 𝑒2𝑐3) − 𝑑2𝑒1𝑐3 + 𝑔2𝑒1𝑎3

− 𝑔1(𝑏2𝑑3 + 𝑒2𝑎3) + 𝑐1(𝑑2𝑒3 − 𝑒2𝑑3) 
𝐴4 = 𝑑1(𝑒2𝑔3 − 𝑒3𝑔2) − 𝑑2𝑒1𝑔3 + 𝑒1𝑔2𝑑3 + 𝑔1(𝑒3𝑑2 − 𝑒2𝑑3) 

 پيوست پ -5-3

𝐵1 = (
𝜋

𝐿
)

6

(𝑐1𝑏2𝑎3 − 𝑎1𝑏3𝑐3) 

𝐵2 = (
𝜋

𝐿
)

4

[𝑑1𝑏3𝑐3 + (𝑏2 + 𝑐3)𝑎1 − 𝑔1𝑏2𝑎3 − (𝑏2 + 𝑎3)𝑐1] 

𝐵3 = (
𝜋

𝐿
)

2

[−𝑑1(𝑏2 + 𝑐3) − 𝑎1(𝑎2𝑔3 − 𝑔2𝑎3) + 𝑑2𝑒1𝑐3 

                       −𝑒1𝑔2𝑎3 + 𝑔1(𝑏2 + 𝑎3) − 𝑐1(𝑑2𝑒3 − 𝑒2𝑑3)] 
𝐵4 = 𝑑1(𝑒2𝑔3 − 𝑔2𝑒3) − 𝑒1(𝑑2𝑔3 − 𝑔2𝑑3) + 𝑔1(𝑑2𝑒3 − 𝑒2𝑑3) 
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