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 This paper presents an analytical approach to predict sound Transmission Loss (TL) of a thick-
walled transverse-isotropic cylindrical shell. An infinitely long transverse-isotropic cylindrical 
shell subjected to an oblique plane wave. The shell is immersed into an external fluid medium 
while the airflow in external fluid medium is moving with a constant velocity. In order to derive 
the governing equations the Third-order Shear Deformation Theory (TSDT) is used. Also, the 
equations of motion of the shell are obtained using Hamilton's principle. With solving the shell 
vibration equations along with acoustic wave equations simultaneously, the exact solution for TL 
is obtained. Transmission loss resultant from this solution is compared with those of other 
authors. The results also indicate that TSDT is more powerful than FSDT and CST, especially in 
high frequency range and thick-walled shell. 

Keywords: 
Sound Transmission Loss 
Third-Order Shear Deformation Theory 
Hamilton's Principle 
Thick Cylindrical Shell 
Transverse-Isotropic 

 

  
  مقدمه - 1

اي، چه در خلا و چه در معرض سیالات داخلی و خارجی، هاي استوانهپوسته
باشند که به طور وسیع در صنایع اهمیت میهایی ساده، اما بسیار با سازه

ها، شوند در این سازههاي متفاوت مهندسی استفاده میمختلف و جنبه

صورت ، معمولا باعث انتقال ناخواسته انرژي به1تراکنش بین سازه با سیال
این انتقال . گردداي میاي به پوسته استوانهارتعاشات آکوستیکی و یا سازه

شود، بلکه ممکن نه تنها باعث آلودگی صوتی در سازه می ناخواسته انرژي،
بنابراین، امروزه بخش . هاي فاجعه بار در سیستم شوداست منجر به شکست

زیادي از تحقیقات در زمینه علم آکوستیک، در راستاي کاهش ورود نویز به 
                                                                                                                                           
1- Structure/fluid interaction 
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لذا با توجه به . اي معطوف گشته استهاي استوانهها و سازهداخل سیستم
ها، استفاده از روشی دقیق براي بررسی این ت بالاي انتقال صوت در سازهاهمی

  .طور جدي وجود داردهاي مکانیکی بهمطلب در سیستم
در  هاي اسمیتبررسیبهاي هاي استوانهدر زمینه پوسته مطالعاتسرآغاز 

هاي منحنی شکل بر روي سازه 1955در سال  جانگراسمیت و  و 1951سال
 گذشته را با کارهاي 1959در سال  و فرانکلین فاکسول .]1،2[گرددبرمی

ارتعاشات یک استوانه جدارنازك تقویت شده که در یک محیط در  بررسی
با  1969در سال  و هارت رانکل]. 3[ادامه دادند ،باشدمعرض امواج صوت می

 خصوص نقش مهم اثراتهنگاهی کاربردي، با توجه به اهمیت امواج صوتی و ب
طور اي مستغرق در سیال آکوستیک و بههاي استوانهانعکاسی آن در پوسته

اي در مقابل اثرات هاي استوانهبررسی مقاومت پوستهها، بهخاص زیردریایی
گذشته را به شکل  مطالعات 1976در سال  کوال]. 4[ندانعکاسی موج پرداخت

 کابینتقال نویز در ، ان1وي با استفاده از روش امپدانس. ادامه داد يترجدي
دلیل هاهمیت کار وي ب. قرار داد بررسیتحت شرایط پرواز را مورد  ،هواپیما

فشار سیال در داخل  درنظر گرفتن همزمان جریان سیال در خارج پوسته و
- صوتی بهموج همچنین وي فرض کرده است که . باشدمیاي پوسته استوانه
اي برخورد استوانهوسته به سطح خارجی پاي مایل موج صفحهصورت یک 

 وضعیتشرایط این  مجموع. کند و سطح داخلی پوسته نیز کاملاً جاذب باشد
براي تحلیل انتقال صوت با دقت بهتر فراهم  واقعیتبه  ي را نسبتترنزدیک

- بررسی پوستهاي بهدر مقاله 1991پس از کوال، بلیس در سال  .]5[کندمی
منظور محاسبه ضریب میدان پرداخت و بهاي اورتوتروپ و طویل هاي استوانه

-، کار کوال را با معرفی دو زاویه مستقل براي موج صفحه2انتشار موج انتقالی
انتقال  1996تنگ در سال ]. 6[اي، ادامه داداي در برخورد به پوسته استوانه

زنبوري را بررسی اي با هسته با آرایش لانهصوت در پوسته ساندویچی استوانه
بررسی انتقال صوت در دو استوانه وي به 1996همچنین در سال . ]7[نمود

چنگ روي رفتار ارتعاشی  1999در سال ]. 8[نامحدود و هم محور پرداخت
اي محدود با یک ورق در داخل آن تحقیق نمود و یک  یک پوسته استوانه

فرمول عمومی براساس حساب تغییراتی ارائه داد و میدان آکوستیک را با 
استیو و  2002در سال ]. 9[محاسبه کرد از روش انتگرال مودال استفاده

همکارش با استفاده از روش بسط مودال کاهش انتقال نویز به داخل 
اي را با استفاده از تشدیدکننده هلمهولتز مورد مطالعه قرار  هاي استوانه پوسته
با استفاده از تئوري پوسته  2003کیم و همکارانش در سال ]. 10[دادند

اي بلند کلاسیک و روش آزمایشگاهی، افت انتقال صوت را براي پوسته استوانه
اي مایل قرار گرفته بود، مورد بررسی قرار که در معرض یک موج صفحه

- مطالعه کیم را براي پوسته 2006دانشجو و همکارانش در سال ]. 11[دادند
در ادامه مطالعات دانشجو ]. 12[اي ادامه دادندلایه اي کامپوزیتهاي استوانه
هاي انجام شده در زمینه ، تحولی در بررسی2009و  2008هاي خود در سال

اي ایجاد نمود در این مطالعات وي اثرات هاي استوانهانتقال صوت در پوسته
نظر شده بود، در معادلات را، که در کارهاي گذشته از آن صرف 3برش عرضی

براي این . اي دلخواه درنظر گرفتهاي عمومی و در زوایکامپوزیت با لایه
نتایج نشان . منظور، تئوري تغییرات برشی مرتبه اول مورد استفاده قرار گرفت

هاي دادند که اثرات برش و چرخش در بررسی افت انتقال صوت در پوسته
باشند در حقیقت در نظر میهاي پایین قابل صرفاي، تنها در فرکانساستوانه

شوند و اثرات، باعث کاهش مقادیر افت انتقال صوت میهاي بالا این فرکانس
بنابراین . تواند باعث اثرات جبران ناپذیري گرددها مینظر کردن از آن صرف

                                                                                                                                           
1- Impedance method 
2- Diffuse field transmission coefficient 
3-Transverse shear 

هاي بالا نسبت به خصوص در فرکانساستفاده از تئوري مرتبه اول برشی به
- ها، که این اثرات را لحاظ نکرده است، نتایج مطلوبتئوري کلاسیک پوسته

هاي بالا با کاهش نسبت همچنین در فرکانس]. 13،14[نماید ري را ارائه میت
هاي برشی و چرخشی بسیار اهمیت ها، اثر ترمشعاع به ضخامت در پوسته

  .تري مورد استفاده قرار گیردهاي دقیق، لذا لازم است تئوري]14[یابدمی
افت انتقال در این مقاله با توجه به نقش مؤثر روابط برشی در بررسی 

هاي نسبتاً زیاد، براي یافتن  هاي بالا و ضخامتخصوص در فرکانسصوت به
استفاده  4هاي برشی مرتبه سومشکل معادلات ارتعاشی پوسته از تئوري تغییر

جایی در تر روابط جابهدلیل مدل کردن بسیار دقیقاین تئوري، به. شده است
ها با دقت بالا، نتایج خشضخامت پوسته و لحاظ کردن روابط برشی و چر

با توجه به سنگین شدن معادلات با افزایش مرتبه . نمایدتري را ارائه میواقعی
اي است که در بررسی ها، معمولاً تئوري فوق داراي بالاترین مرتبهتئوري
همچنین در این روش، پس از بسط دادن روابط . شودها استفاده میپوسته

ر راستاي ضخامت، معادلاتی متشکل از متغیرها با جایی تا مرتبه سوم دجابه
گردد هاي عرضی برشی، حاصل میها و کرنشمرتبه سوم، شامل روابط تنش

که ضرورت استفاده از ضریب تصحیح برشیِ تئوري مرتبه اول برشی را نیز از 
  .بردبین می

 تشریح مسئله - 2
لی، افت انتقال صوت تحلی در این مقاله تلاش شده است تا با استفاده از روش

اي جدار ضخیم همسانگرد عرضی با استفاده از تئوري هاي استوانهدر پوسته
 .هاي برشی مرتبه سوم مورد بررسی قرار گیردتغییر شکل
اي به شعاع قابل مشاهده است، پوسته استوانه 1 شکلطور که در همان

- نهایت، در معرض یک موج صوتی صفحه، با طول بیℎو ضخامت دیواره  ܴ
قرار گرفته است که در نتیجه آن قسمتی از  ߙاي مایل با زاویه برخورد 

دیواره . نیز به داخل پوسته انتقال یافته استامواج منعکس و قسمتی 
. گرددداخلی پوسته کاملاً جاذب بوده و تنها موج به طرف داخل منتشر می

در حال  ܸهمچنین در جدار خارجی پوسته یک جریان یکنواخت با سرعت 
هاي سیال در داخل و خارج پوسته متفاوت درنظر عبور است و محیط

  .اندگرفته شده
ها هاي برشی مرتبه سوم، روابط کرنشرفتن تئوري تغییر شکلبا درنظر گ

ها محاسبه و سپس معادلات حرکت با استفاده از اصل همیلتون ارائه و تنش
دست از طرف دیگر، معادلات مربوط به صوت در اطراف پوسته به. شده است

آمده است و در نهایت تلاش شده است تا حلی تحلیلی با حل همزمان 
رتعاشی حاصل شده و معادلات امواج صوت براي سیستم مورد معادلات ا

  . مطالعه ارائه گردد

  
  خارجی و فشارهاي صوتی اي در معرض جریانپوسته استوانه 1 شکل

                                                                                                                                           
4- Third Order Shear Deformation Theory (TSDT) 
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نهایت مودال به حل هاي بیکارگیري توزیع سريبراي این منظور، با به
کارگیري تعداد جملات اطمینان از بهمعادلات پرداخته شده است و براي 

کافی در روند حل، با وارد کردن الگوریتمی براي همگرایی، نتایج افت انتقال 
در نهایت این مقادیر با نتایج . استدست آمده صوت در سازه مورد بررسی به

  .سایر محققین مقایسه شده است

 بندي مسئلهفرمول - 3
 جاییر پایه میدان جابهجایی بجابه-بسط معادلات کرنش -3-1

ها در مختصات بعدي براي پوستهجایی در حالت سهجابه-معادلات کرنش
صورت ها بهالخط با فرض ناشی از تئوري سطح که تغییر شکل پوستهمنحنی

) 1(صورت معادله شود، بهآن مشخص می 1جایی سطح مبنايکامل با جابه
  ]:15[باشد می

)1(  
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1

ܤ ቀ1 + ఎయ
ோమ
ቁ
	
߲ܷଷ
ଶߟ߲

 

هاي کوچک در نظر گرفته شده است و هیچ در روابط فوق تنها فرض جابجایی
)همچنین پارامترهاي. کننده دیگري اعمال نگردیده استساده فرض ଵܷ,	ܷଶ,	ܷଷ)  ،
الخط هاي مربوط به پوسته در راستاهاي منطبق بر مختصات منحنیجاییجابه

) ،(ଷߟ	,ଶߟ	,ଵߟ) ଵܴ ,ܴଶ)  شعاع پوسته در راستاي(ߟଵ,ߟଶ)  ثوابت لامه  (ܤ,ܣ)و
  .باشندمربوطه می

درنظر ) 2(صورت معادله ها نیز بهکرنش براي پوسته-روابط کلی تنش
  :گرفته شده است

)2(  ⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ଵଵߪ
ଶଶߪ
ଵଶߪ
ଵଷߪ
⎭ଶଷߪ

⎪
⎬

⎪
⎫

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ ଵܳଵ ଵܳଶ 0 	0 	0
ܳଶଵ ܳଶଶ 0 	0 	0

0
0
0

0
0
0

ܳ଺଺
0
0

0
ܳହହ

0

0
0
ܳସସ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ଵଵߝ
ଶଶߝ
ଵଶߝ
ଵଷߝ
⎭ଶଷߝ

⎪
⎬

⎪
⎫

 

هاي تنش، کرنش و ماتریس ساده ترتیب برداربه [ܳ] و {ε}، {σ}که در آن 
تعریف  )3(صورت معادله ضرایب این ماتریس سفتی، به. باشدشده سفتی می

  ]:16[شودمی

)3(  

ଵܳଵ = ாభ
ଵିఔభమఔమభ

	, ଵܳଶ = ఔభమாమ
ଵିఔభమఔమభ

 , 

ܳଶଶ = ாమ
ଵିఔభమఔమభ

 
ܳ଺଺ = ଵଶܩ  , ܳସସ = ଶଷܩ  , ܳହହ = ଵଷܩ  

صورت تابع مرتبه سوم از جایی سطح مبنا در پوسته بههمچنین میدان جابه
  ]:17[ضخامت پوسته، به فرم زیر درنظر گرفته شده است

)4(  

ଵܷ(ߟଵ, ଶߟ , ,ଷߟ (ݐ = ,ଵߟ)ଵݑ ଶߟ , (ݐ + ,ଵߟ)ଷ߶ଵߟ ,ଶߟ (ݐ + 
ଷଶߟ ଵ߰(ߟଵ, ,ଶߟ (ݐ + ,ଵߟ)ଵߠଷଷߟ ,ଶߟ  (ݐ
ܷଶ(ߟଵ, ,ଶߟ ,ଷߟ (ݐ = ,ଵߟ)ଶݑ ,ଶߟ (ݐ + ଵߟ)ଷ߶ଶߟ , ,ଶߟ (ݐ + 
,ଵߟ)ଷଶ߰ଶߟ ଶߟ , (ݐ + ,ଵߟ)ଶߠଷଷߟ ,ଶߟ  (ݐ
ܷଷ(ߟଵ, ,ଶߟ ,ଷߟ (ݐ = ,ଵߟ)ଷݑ ,ଶߟ  (ݐ
                                                                                                                                           
1- Middle surface 

جایی یک نقطه روي سطح مبناي پوسته در جابه (ଷݑ,ଶݑ,ଵݑ)که در آن 
ها در ، جملات مربوط به چرخش (ଵ,߶ଶ߶)و (ଷߟ	,ଶߟ	,ଵߟ)راستاي مختصات 

ଷߟصفحه = نیز با اعمال شرایط فیزیکی  ௜߰و 	௜߶همچنین توابع. باشدمی 	0
 براي این منظور طبق تئوري. پوسته در روابط فوق قابل دستیابی خواهند بود

هاي بالا و پایین با فرض صفر بودن تنش برشی در جداره 2پوسته ساندرز
  :پوسته داریم

ଵଷߪ  )5( ቀߟଵ , ,ଶߟ ± ௛
ଶ

, ቁݐ = ଶଷߪ , 0 ቀߟଵ , ,ଶߟ ± ௛
ଶ

, ቁݐ = 0 

  :شودفرم زیر نوشته میبه ) 5(، رابطه )2(که براساس رابطه 
)6(  ܳହହߝଵଷ ቀߟଵ, ,ଶߟ ± ௛

ଶ
, ቁݐ = 0 , ܳସସߝଶଷ ቀߟଵ, ,ଶߟ ± ௛

ଶ
, ቁݐ = 0  

  :داریم) 1(با استفاده از معادله 

)7(  

ଵଷߝ = ܣ ൬1 +
±ℎ
2 ଵܴ

൰
߲
ଷߟ߲

ቌ ଵܷ

ܣ ቀ1 + ±௛
ଶோభ
ቁ
ቍ + ቌ

1

ܣ ቀ1 + ±௛
ଶோభ
ቁ
ቍ
߲ܷଷ
ଵߟ߲

= 0 

ଶଷߝ = ܤ ൬1 +
±ℎ
2ܴଶ

൰
߲
ଷߟ߲

ቌ
ܷଶ

ܤ ቀ1 + ±௛
ଶோమ
ቁ
ቍ + ቌ

1

ܤ ቀ1 + ±௛
ଶோమ
ቁ
ቍ
߲ܷଷ
ଶߟ߲

= 0 

)در ادامه با جایگزینی  ଵܷ,	ܷଶ,	ܷଷ)  خواهیم داشت) 7(در رابطه ) 4(از رابطه:  

)8(  
ଵߠ = − ସ

ଷ௛మ
(߶ଵ −

௨భ
ோభ

+ డ௨య
஺డఎభ

), ଵ߰ = 0 

ଶߠ = − ସ
ଷ௛మ

(߶ଶ −
௨మ
ோమ

+ డ௨య
஻డఎమ

), ߰ଶ = 0  
 هايو شعاع (ܤ,ܣ)هاي لامه، اي، ثابتاز طرفی براي یک پوسته استوانه

( ଵܴ,ܴଶ)18[باشندمی صورت زیر، به:[  
ܣ  )9( = ܤ	1 = ܴ 

ଵܴ = ∞	ܴଶ = ܴ 
  :شوندصورت زیر ساده میبه) 4(جایی بنابراین روابط میدان جابه

)10(  

ଵܷ(ߟଵ, ଶߟ , ,ଷߟ (ݐ = ଵݑ + ଷ߶ଵߟ − ଷଷ(߶ଵߟଵܥ +
ଷݑ߲
ଵߟ߲

) 

ܷଶ(ߟଵ, ,ଶߟ ,ଷߟ (ݐ = ଶݑ + ଷ߶ଶߟ − −)ଷଷߟଵܥ
ଶݑ
ܴ

+ ߶ଶ +
ଷݑ߲
ଶߟ߲ܴ

) 

ܷଷ(ߟଵ, ,ଶߟ ,ଷߟ (ݐ =   ଷݑ
ଵܥطوري که در عبارات فوق به = ସ

ଷ
ℎଶ باشدمی.  

توان جملات کرنش می) 1(در رابطه ) 10(در نهایت با جایگذاري معادله 
  :صورت زیر نوشتصورت ترکیبی از عبارات مربوط به سطح مبنا بهرا به

൝
ଵଵߝ
ଶଶߝ
ଵଶߝ

ൡ = 	 ൞
ଵଵߝ

(଴)

ଶଶߝ
(଴)

ଵݓ
(଴) + ଶݓ

(଴)
ൢ+ ଷߟ ൞

ଵଵߝ
(ଵ)

ଶଶߝ
(ଵ)

ଵݓ
(ଵ) + ଶݓ

(ଵ)
ൢ	+ ଷଷߟ	 ൞

ଵଵߝ
(ଷ)

ଶଶߝ
(ଷ)

ଵݓ
(ଷ) + ଶݓ

(ଷ)
ൢ 

 

)11(  ቄ
ଵଷߝ
ଶଷቅߝ = ቊ

ଵଷߝ
(଴)

ଶଷߝ
(଴)ቋ+ ଷଶߟ ቊ

ଵଷߝ
(ଶ)

ଶଷߝ
(ଶ)ቋ+ ଷଷߟ ቊ

ଵଷߝ
(ଷ)

ଶଷߝ
(ଷ)ቋ 

  :شوندصورت زیر تعریف میبه) 11(که هر یک از عبارات معادله 

൞
ଵଵߝ

(଴)

ଶଶߝ
(଴)

ଵଶߝ
(଴)
ൢ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

డ௨భ
డఎభ

ଵ
ோ

(డ௨మ
డఎమ

+ (ଷݑ
డ௨మ
డఎభ

+ ଵ
ோ
డ௨భ
డఎమ ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

	, ൞
ଵଵߝ

(ଵ)

ଶଶߝ
(ଵ)

ଵଶߝ
(ଵ)
ൢ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

డథభ
డఎభ
ଵ
ோ
డథమ
డఎమ

డథమ
డఎభ

+ ଵ
ோ
డథభ
డఎమ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

 

൞
ଵଵߝ

(ଷ)

ଶଶߝ
(ଷ)

ଵଶߝ
(ଷ)
ൢ = 	−

ଵܥ
ܴ
	

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ܴ(

߲߶ଵ
ଵߟ߲

+
߲ଶݑଷ
ଵଶߟ߲

)

(
߲߶ଶ
ଶߟ߲

+
߲ଶݑଷ
ଶଶߟ߲ܴ

−
ଶݑ߲
ଶߟ߲ܴ

)

ቈቆ−
ଶݑ߲
ଵߟ߲

+ ܴ
߲߶ଶ
ଵߟ߲

+
߲ଶݑଷ
ଶߟଵ߲ߟ߲

ቇ + ቆ
߲߶ଵ
ଶߟ߲

+
߲ଶݑଷ
ଶߟଵ߲ߟ߲

ቇ቉
⎭
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

 

ቊ
ଵଷߝ

(଴)

ଶଷߝ
(଴)ቋ =

⎩
⎨

⎧ ߶ଵ +
ଷݑ߲
ଵߟ߲

߶ଶ +
1
ܴ
ଷݑ߲
ଶߟ߲

−
ଶݑ
ܴ ⎭
⎬

⎫
 

)12(  ቊ
ଵଷߝ

(ଶ)

ଶଷߝ
(ଶ)ቋ = ଵܥ3− ቊ

ଵଷߝ
(଴)

ଶଷߝ
(଴)ቋ , ቊ

ଵଷߝ
(ଷ)

ଶଷߝ
(ଷ)ቋ = − ଶ஼భ

ோ
ቊ
ଵଷߝ

(଴)

ଶଷߝ
(଴)ቋ 

                                                                                                                                           
2- Sonders shell theory 
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  همکارانفرد و  محمدحسن شجاعی  هاي برشی مراتب بالا به روش اصل همیلتونبا تغییر شکلاي جدار ضخیم تحلیل آکوستیکی پوسته استوانه

  

  4، شماره 14، دوره 1393مهندسی مکانیک مدرس، تیر   150
 

  هامحاسبه نیروها و ممان -3-2
صورت زیر از ها بهاي جدار ضخیم، نیروها و ممانهاي استوانهبراي پوسته

 ]:19،20[شوندها حاصل میتنش

)13(  

{ ଵܰ} = න 	
೓
మ

ି೓మ

 ଷߟ݀{ଵߪ}

{ ଶܰ} = න 	ቀ1 +
ଷߟ
ܴ
ቁ ଷߟ݀{ଶߪ}

೓
మ

ି೓మ

 

}که  ௜ܰ}  و{ߪ௜} اند ازها عبارت:  

)14(  

{ ଵܰ} = { ଵܰଵ ଵଵܯ, , ଵܲଵ, ଵܰଶ,ܯଵଶ, ଵܲଶ , ଵܳଷ , ଵܴଷ, ଵܲଷ}் 
{ ଶܰ} = { ଶܰଶ,ܯଶଶ , ଶܲଶ , ଶܰଵ ଶଵܯ, , ଶܲଵ ,ܳଶଷ,ܴଶଷ , ଶܲଷ}் 

{ଵߪ} =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

ଵଵߪ
ଵଵߪଷߟ
ଵଵߪଷଷߟ
ଵଶߪ
ଵଶߪଷߟ
ଵଶߪଷଷߟ
ଵଷߪ

ଵଷߪଷଶߟ
⎭ଵଷߪଷଷߟ

⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

{ଶߪ} ,  =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

ଶଶߪ
ଶଶߪଷߟ
ଶଶߪଷଷߟ
ଵଶߪ
ଵଶߪଷߟ
ଵଶߪଷଷߟ
ଶଷߪ

ଶଷߪଷଶߟ
⎭ଶଷߪଷଷߟ

⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

 

، به ترتیب گشتاورها و ௜ܳ௝و  ௜௝ܯ، 1، نیروهاي داخل صفحه௜ܰ௝روابط،  ایندر 
هاي با برش ௜௝ܴو  ௜ܲ௝همچنین . باشندمی ௜ܰ௝نیروهاي عرضی حاصل از 

  .مراتب بالا هستند
قرار دادن حاصل آن و ) 2(در معادله ) 12(و ) 11(با جایگذاري معادلات 

  :شوندبه صورت زیر تعریف می هانیروها و ممان) 13(در معادله 
ଵܰଵ = ଵଵߝଵଵܣ

(଴) + ଵଵߝଵଵܤ
(ଵ) + ଵଵߝଵଵܧ

(ଷ) + ଶଶߝଵଶܣ
(଴) + ଶଶߝଵଶܤ

(ଵ) + ଶଶߝଵଶܧ	
(ଷ) 

ଵଵܯ = ଵଵߝଵଵܤ
(଴) + ଵଵߝଵଵܦ

(ଵ) + ଵଵߝଵଵܨ
(ଷ) + ଶଶߝଵଶܤ

(଴) + ଶଶߝଵଶܦ
(ଵ) + ଶଶߝଵଶܨ

(ଷ) 
ଵܲଵ = ଵଵߝଵଵܧ

(଴) + ଵଵߝଵଵܨ
(ଵ) + ଵଵߝଵଵܪ

(ଷ) + ଶଶߝଵଶܧ
(଴) + ଶଶߝଵଶܨ

(ଵ) + ଶଶߝଵଶܪ
(ଷ) 

ଶܰଶ = ଶଶߝଶଶܣ
(଴) + ଶଶߝଶଶܤ

(ଵ) + ଶଶߝଶଶܧ
(ଷ) + ଵଵߝଶଵܣ

(଴) + ଵଵߝଶଵܤ
(ଵ) + ଵଵߝଶଵܧ

(ଷ) 
ଶଶܯ = ଶଶߝଶଶܤ

(଴) + ଶଶߝଶଶܦ
(ଵ) + ଶଶߝଶଶܨ

(ଷ) + ଵଵߝଶଵܤ
(଴) + ଵଵߝଶଵܦ

(ଵ) + ଵଵߝଶଵܨ
(ଷ) 

ଶܲଶ = ଶଶߝଶଶܧ
(଴) + ଶଶߝଶଶܨ

(ଵ) + ଶଶߝଶଶܪ
(ଷ) + ଵଵߝଶଵܧ

(଴) + ଵଵߝଶଵܨ
(ଵ) + ଵଵߝଶଵܪ

(ଷ) 
ଵܰଶ = ଺଺ሖܣ ଵݓ

(଴) + ଺଺ሖܤ ଵݓ
(ଵ) + ଺଺ሖܧ ଵݓ

(ଷ) + ଶݓ଺଺ܣ
(଴) + ଶݓ଺଺ܤ

(ଵ) + ଶݓ଺଺ܧ	
(ଷ) 

ଵଶܯ = ଺଺ሖܤ ଵݓ
(଴) + ଺଺ሖܦ ଵݓ

(ଵ) + ଺଺ሖܨ ଵݓ
(ଷ) + ଶݓ଺଺ܤ

(଴) + ଶݓ଺଺ܦ
(ଵ) + ଶݓ଺଺ܨ	

(ଷ) 

ଵܲଶ = ଺଺ሖܧ ଵݓ
(଴) + ଺଺ሖܨ ଵݓ

(ଵ) + ଺଺ሖܪ ଵݓ
(ଷ) + ଶݓ଺଺ܧ

(଴) + ଶݓ଺଺ܨ
(ଵ) + ଶݓ଺଺ܪ	

(ଷ) 

ଶܰଵ = ଺଺ሖሖܣ ଶݓ
(଴) + ଺଺ሖሖܤ ଶݓ

(ଵ) + ଺଺ሖሖܧ ଶݓ
(ଷ) + ଵݓ଺଺ܣ

(଴) + ଵݓ଺଺ܤ
(ଵ) + ଵݓ଺଺ܧ	

(ଷ) 
ଶଵܯ = ଺଺ሖሖܤ ଶݓ

(଴) + ଺଺ሖሖܦ ଶݓ
(ଵ) + ଺଺ሖሖܨ ଶݓ

(ଷ) + ଵݓ଺଺ܤ
(଴) + ଵݓ଺଺ܦ	

(ଵ) + ଵݓ଺଺ܨ	
(ଷ) 

ଶܲଵ = ଺଺ሖሖܧ ଶݓ
(଴) + ଺଺ሖሖܨ ଶݓ

(ଵ) + ଺଺ሖሖܪ ଶݓ
(ଷ) + ଵݓ଺଺ܧ

(଴) + ଵݓ଺଺ܨ	
(ଵ) + ଵݓ଺଺ܪ

(ଷ) 

ଵܳଷ = ଵଷߝହହܣ
(଴) + ଵଷߝହହܦ

(ଶ) + ଵଷߝହହܧ
(ଷ) 

ଵܴଷ = ଵଷߝହହܦ
(଴) + ଵଷߝହହܨ

(ଶ) + ଵଷߝହହܩ
(ଷ) 

ଵܲଷ = ଵଷߝହହܧ
(଴) + ଵଷߝହହܩ

(ଶ) + ଵଷߝହହܪ
(ଷ) 

ܳଶଷ = ଶଷߝସସܣ
(଴) + ଶଷߝସସܦ

(ଶ) + ଶଷߝସସܧ
(ଷ) 

ܴଶଷ = ଶଷߝସସܦ
(଴) + ଶଷߝସସܨ

(ଶ) + ଶଷߝସସܩ
(ଷ) 

)15(  ଶܲଷ = ଶଷߝସସܧ
(଴) + ଶଷߝସସܩ

(ଶ) + ଶଷߝସସܪ
(ଷ) 

 :برابر است با) 15(ضرایب استفاده شده در رابطه 

)16(  

[ଵܣ] = න 	{ ଵܳ}(1 +
ଷߟ
ܴ

݀	{ߟ}(
೓
మ

ି೓మ

 ଷߟ

[ଶܣ] = න 	{ܳଶ} ൭
1

1 + ఎయ
ோ

൱ ݀	{ߟ}
೓
మ

ି೓మ

 ଷߟ

[ଵଶܣ] = න 	{ ଵܳଶ}{ߟ}݀
೓
మ

ି೓మ

ଷߟ  

  که در این روابط

  
[ଵܣ] = ቐ

,ଵଵܦ,ଵଵܤ,ଵଵܣ ଵଵܨ,ଵଵܧ ଵଵܩ, ଵଵܪ,
ହହܨ,ହହܧ,ହହܦ,ହହܤ,ହହܣ ହହܪ,ହହܩ,
଺଺ሖܣ ଺଺ሖܤ, ଺଺ሖܦ, ଺଺ሖܧ, ଺଺ሖܨ, ଺଺ሖܩ, ଺଺ሖܪ,

ቑ 

[ଶܣ] = ቐ
ଶଶܤ,ଶଶܣ ,ଶଶܦ, ଶଶܨ,ଶଶܧ ଶଶܩ, ଶଶܪ,
,ସସܧ,ସସܦ,ସସܤ,ସସܣ ସସܪ,ସସܩ,ସସܨ
଺଺ሖሖܣ ଺଺ሖሖܤ, ଺଺ሖሖܦ, , ଺଺ሖሖܧ ଺଺ሖሖܨ, ଺଺ሖሖܩ, ଺଺ሖሖܪ,

ቑ 

                                                                                                                                           
1- In-plane force 

[ଵଶܣ] = ൝
ଵଶܤ,ଵଶܣ ଵଶܦ, ,ଵଶܧ, ଵଶܨ ଵଶܪ,ଵଶܩ,
ଶଵܤ,ଶଵܣ ,ଶଵܦ, ଶଵܨ,ଶଵܧ ଶଵܩ, ଶଵܪ,
଺଺ܤ,଺଺ܣ ,଺଺ܦ, ଺଺ܨ,଺଺ܧ ଺଺ܩ, ଺଺ܪ,

ൡ 

{ ଵܳ} = ൝
ଵܳଵ
ܳହହ
ܳ଺଺

ൡ , {ܳଶ} = ൝
ܳଶଶ
ܳସସ
ܳ଺଺

ൡ , { ଵܳଶ} = ൝
ଵܳଶ
ܳଶଵ
ܳ଺଺

ൡ 

{ߟ}  )17( = {1, ଷߟ , ,ଷଶߟ ,ଷଷߟ ,ଷସߟ ,ଷହߟ  {ଷ଺ߟ

  ايپوسته استوانهاستخراج معادلات حرکت  -3-3
هاي برشی اي ناشی از تئوري تغییر شکلمعادلات حرکت براي پوسته استوانه

مطابق با اصل . باشدمرتبه سوم، با استفاده از اصل همیلتون قابل دستیابی می
  :همیلتون داریم

)18(  න ܮߜ
்

଴
ݐ݀ = න ܭߜ] + ܸߜ − ݐ݀	[ܷߜ = 0

்

଴
 

، کار ܸߜانرژي کرنشی مجازي و ،ܷߜ، انرژي جنبشی مجازي، ܭߜکه در آن 
  :شودصورت زیر تعریف میها بهباشد و هر یک از آنمجازي ناشی از نیروها می

)19(  

ܭߜ = න ൫ߩ ଵܷ̇ߜ ଵܷ̇ + ܷଶܷ̇ߜଶ̇ + ܷଷܷ̇ߜଷ̇൯ܸ݀
௏

 

	= න න ߩ
౞
మ

ି೓మΩబ
ଵ̇ݑ)] + ଷ߶ଵ̇ߟ − ଷଷ(߶ଵ̇ߟଵܥ +

ଷ̇ݑ߲
ଵߟ߲

ଵ̇ݑߜ)(( + 

ଵ̇߶ߜଷߟ	) − ଵ̇߶ߜ)ଷଷߟଵܥ +
ଷ̇ݑߜ߲
ଵߟ߲

)) + ଶ̇ݑ) + ଷ߶ଶ̇ߟ − 

−)ଷଷߟଵܥ	
ଶݑ
ܴ

+ ߶ଶ̇ +
ଷ̇ݑ߲
ଶߟ߲ܴ

ଶ̇ݑߜ)(( + ଶ̇߶ߜଷߟ − 

−)ଷଷߟଵܥ)
ଶݑߜ
ܴ

+ ଶ̇߶ߜ +
ଷ̇ݑߜ߲

ଶߟ߲ܴ
)) + [ଷ̇ݑଷ̇δݑ × 

ቂܴ ቀ1 +
ଷߟ
ܴ
ቁ  ଶቃߟଵ݀ߟଷ݀ߟ݀	

)20(  

ܷߜ = න ௜௝ܸ݀ߝߜ௜௝ߪ
௏

= න න ௜௝ߝߜ௜௝ߪ

೓
మ

ି೓మΩబ
 

	= න න [
೓
మ

ି೓మΩబ
ଵଵߝߜ)ଵଵߪ

(଴) + ଵଵߝߜଷߟ
(ଵ) + ଵଵߝߜଷଷߟ

(ଷ)) + 

ଶଶߪ	 ൭
1

1 + ఎయ
ோ

൱ ଶଶߝߜ)
(଴) + ଶଶߝߜଷߟ

(ଵ) + ଶଶߝߜଷଷߟ
(ଷ)) + 

ଵݓߜ))ଵଶߪ	
(଴) + ଵݓߜଷߟ

(ଵ) + ଵݓߜଷଷߟ
(ଷ)) + 

൭
1

1 + ఎయ
ோ

൱ ଶݓߜ)
(଴) + ଶݓߜଷߟ

(ଵ) + ଶݓߜଷଷߟ
(ଷ))) + 

ଵଷߝߜ)ଵଷߪ	
(଴) + ଵଷߝߜଷଶߟ

(ଶ) + ଵଷߝߜଷଷߟ
(ଷ)) + 

ଶଷߪ	 ൭
1

1 + ఎయ
ோ

൱ ଶଷߝߜ)
(଴) + ଶଷߝߜଷଶߟ

(ଶ) + ଶଷߝߜଷଷߟ
(ଷ))] × 

൤ܴ ൬1 +
ଷߟ
ܴଶ
൰  ଶ൨ߟଵ݀ߟଷ݀ߟ݀	

 :مجازي برابر خواهد بود باانرژي کرنشی ) 13(با استفاده از روابط 

)21(  

ܷߜ = න [( ଵܰଵߝߜଵଵ
(଴) + ଵଵߝߜଵଵܯ

(ଵ) + ଵܲଵߝߜଵଵ
(ଷ))

Ωబ
+ 

( ଶܰଶߝߜଶଶ
(଴) + ଶଶߝߜଶଶܯ

(ଵ) + ଶܲଶߝߜଶଶ
(ଷ)) + 

( ଵܰଶݓߜଵ
(଴) + ଵݓߜଵଶܯ

(ଵ) + ଵܲଶݓߜଵ
(ଷ)) + 

( ଶܰଵݓߜଶ
(଴) + ଶݓߜଶଵܯ

(ଵ) + ଶܲଵݓߜଶ
(ଷ)) + 

( ଵܳଷߝߜଵଷ
(଴) + ଵܴଷߝߜଵଷ

(ଶ) + ଵܲଷߝߜଵଷ
(ଷ)) + 

(ܳଶଷߝߜଶଷ
(଴) + ܴଶଷߝߜଶଷ

(ଶ) + ଶܲଷߝߜଶଷ
(ଷ))] ×  ଶߟଵ݀ߟܴ݀

  :همچنین کار مجازي برابر است با

)22( 

ܸߜ = න න ଵݑߜଵݍ) + ଶݑߜଶݍ + ଷݑߜଷݍ + ଵ߶ߜସݍ + (ଶ߶ߜହݍ
ఆబ

×
೓
మ

ି೓మ

 

൤ܴ ൬1 +
ℎ

2ܴ
൰ ଶ൨ߟଵ݀ߟ݀	  ଷߟ݀

  .ارائه شده است) 23(در رابطه  ௜ݍکه مقادیر 
{ݍ}  )23( = [0,0, ( ଵܲ

ூ + ଵܲ
ோ) − ଷܲ

் , 0, 0]୘ 

، پنج )18(در رابطه ) 22(و ) 21(، )19(در نهایت با جایگذاري معادلات 
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  151  4شماره ، 14، دوره 1393مهندسی مکانیک مدرس، تیر 
 

 :گرددصورت زیر حاصل میاي بهمعادله حرکت براي پوسته استوانه

)24(  

−൬−ܴ
߲ ଵܰଵ

ଵߟ߲
−
߲ ଶܰଵ

ଶߟ߲
൰ − ቆܭഥ

߲ଶݑଵ
ଶݐ߲

+ ܬ ̅
߲ଶ߶ଵ
ଶݐ߲

+ ସܭଵܴܥ
ଷ̈ݑ߲
ଵߟ߲

ቇ 

+	ܴ ൬1 +
ℎ

2ܴ
൰ݍଵ = 0 

−൬−
߲ ଶܰଶ

ଶߟ߲
−
ଵܥ
ܴ
߲ ଶܲଶ

ଶߟ߲
− ܴ

߲ ଵܰଶ

ଵߟ߲
− ଵܥ

߲ ଵܲଶ

ଵߟ߲
− ܳଶଷ + ଵܴଶଷܥ3 +

ଵܥ2
ܴ ଶܲଷ൰ 

)25(  −ቆ ഥܹ
߲ଶݑଶ
ଶݐ߲

+ ܩ̅
߲ଶ߶ଵ
ଶݐ߲

− ଵܥ ସܹ
ଷ̈ݑ߲
ଶߟ߲

ቇ + 	ܴ ൬1 +
ℎ

2ܴ
൰ ଶݍ = 0 

ଵܴܥ
߲ଶ ଵܲଵ

ଵଶߟ߲
− ଶܰଶ +

ଵܥ
ܴ
߲ଶ ଶܲଶ

ଶଶߟ߲
+ ଵܥ 	ቆ

߲ଶ ଵܲଶ

ଶߟଵ߲ߟ߲
+

߲ଶ ଶܲଵ

ଶߟଵ߲ߟ߲
ቇ + ܴ

߲ ଵܳଷ

ଵߟ߲
 

+
߲ܳଶଷ
ଶߟ߲

− ଵܥ3 ൬ܴ
߲ ଵܴଷ

ଵߟ߲
+
߲ܴଶଷ
ଶߟ߲

൰ −
ଵܥ2
ܴ

߲ ଶܲଷ

ଶߟ߲
ଵܥ− ସܹ

ଶ̈ݑ߲
ଶߟ߲

− ହܬଵܥ
߲߶ଶ̈
ଶߟ߲

 

ସܭଵܴܥ−
ଵ̈ݑ߲
ଵߟ߲

− ହܬଵܴܥ
߲߶ଵ̈
ଵߟ߲

− ଵܫܴ
߲ଶݑଷ
ଶݐ߲

+ ଻ܴܫଵଶܥ ቆ
߲ଶݑଷ̈
ଵଶߟ߲

+
1
ܴଶ

߲ଶݑଷ̈
ଶଶߟ߲

ቇ 

)26(  +	ܴ ൬1 +
ℎ

2ܴ
൰ݍଷ = 0 

−൬−ܴ
ଵଵܯ߲

ଵߟ߲
+ ଵܴܥ

߲ ଵܲଵ

ଵߟ߲
+ ଵܥ

߲ ଶܲଵ

ଶߟ߲
−
ଶଵܯ߲

ଶߟ߲
+ ܴ( ଵܳଷ − ଵܥ3 ଵܴଷ)൰ 

)27(  −ቆܭ෩
߲ଶݑଵ
ଶݐ߲

+ ሚܬ
߲ଶ߶ଵ
ଶݐ߲

− ହܬଵܴܥ
ଷ̈ݑ߲
ଵߟ߲

ቇ + 	ܴ ൬1 +
ℎ

2ܴ
൰ݍସ = 0 

−൬−
ଶଶܯ߲

ଶߟ߲
+ ଵܥ

߲ ଶܲଶ

ଶߟ߲
+ ଵܴܥ

߲ ଵܲଶ

ଵߟ߲
− ܴ

ଵଶܯ߲

ଵߟ߲
+ ܴ(ܳଶଷ −  ଵܴଶଷ)൰ܥ3

)28(  −ቆ ෩ܹ
߲ଶݑଶ
ଶݐ߲

+ ሚܬ
߲ଶ߶ଶ
ଶݐ߲

− ହܬଵܥ
ଷ̈ݑ߲
ଶߟ߲

ቇ + 	ܴ ൬1 +
ℎ

2ܴ
൰ݍହ = 0 

اي چگالی جرمی پوسته استوانه ߩممان جرمی پوسته و  ௜ܫکه در این معادلات 
صورت زیر همچنین سایر جملات به. باشددر واحد مساحت صفحه میانی می

  :شوندسازي میساده

)29(  

௜ܫ = න ߩ
೓
మ

ି೓మ

ଷ௜ିଵߟ ቀ1 +
ଷߟ
ܴ
ቁ 	݅	)	ଷߟ݀ = 1,2,3,4,5,6,7	) 

௜ܹ = ௜ܫ + ൬
ଵܥ
ܴ
൰ 	݅	)	௜ାଷܫ = 1,2,3,4	) 

௜ܭ = 	݅	)	௜ܫ = ௜ܬ	(	1,2,3,4 = ௜ܫ − 	݅	)	௜ାଶܫଵܥ = 1,2,3,4,5	) 
ഥܭ =  ଵܭܴ
ܬ ̅ =  ଶܬܴ

ܩ̅ = ܴ ൬ܬଶ + ൬
ଵܥ
ܴ
൰  ହ൰ܬ

ഥܹ = ܴ ൬ ଵܹ + ൬
ଵܥ
ܴ
൰ ସܹ൰ 

෩ܭ = ଶܭ)ܴ −  (ସܭଵܥ
ሚܬ = ଷܬ)ܴ −  (ହܬଵܥ
෩ܹ = ܴ( ଶܹ − ଵܥ ସܹ) 

  ايمعادلات امواج آکوستیکی در پوسته استوانه -3-4
صورت زیر توان بهاي را میاي برخوردي در یک هندسه استوانهموج صفحه
  :]22- 21[نمایش داد

)30(  
ଵܲ
ூ(ߟଵ, ,ଶߟ ,ଷߟ (ݐ = ଴ܲ෍߳௡(−݆)௡ܬ௡

∞

௡ୀ଴

(݇ଵ௥ߟଷ) × 

	exp[݆(߱ݐ − ݇ଵ௭ߟଵ −  [(ଶߟ݊
تابع بسل نوع  ௡ܬعدد موج در سیال متحرك،  ଵ݇ضریب نیومن،  ௡߳که در آن 

݆ دامنه موج برخورد، ଴ܲ، ݊اول از مرتبه  = اي فرکانس زاویه ߱و  1−√
 .باشد می

)31(  ߳௡ = ൜	1	(݊ = 0)
2	(݊ ≥ 1) 

  ]:11[شودصورت زیر بیان میعدد موج نیز در یک سیال متحرك به
)32(  ݇ଵ

همچنین عدد موج در . باشدعدد ماخ براي جریان خارجی می ଵܯکه در آن 
  :راستاي محوري و شعاعی به ترتیب برابر است با

)33(  ݇ଵ௭ = ݇ଵcos	(ߙ) 
݇ଵ௥ = ݇ଵsin	(ߙ) 

دلیل اینکه امواج گذرا در محیط صوت و در پوسته، ناشی از امواج همچنین به

در سیستم باید  ଷߟباشند، براي اعداد موج در راستاي برخوردي گذرا می
  ]:11[روابط زیر برقرار باشد

)34(  ݇ଷ௭ = ݇ଵ௭ 	, ݇ଷ௥ = ට݇ଷଶ − ݇ଷ௭ଶ	, ݇ଷ =
߱
ܿଷ

 

به طرف خارج پوسته و اي علاوه روابط امواج تابیده شده از پوسته استوانهبه
  ]:11[باشندصورت زیر میداخل آن به

باشند می ݊، توابع هنکل از نوع اول و دوم و براي مرتبه ௡ଶܪو  ௡ଵܪکه در آن 
  .هستند 2و امواج خارج شونده 1داخل شونده ترتیب بیانگر امواجکه به

با توجه به اینکه چگالی و سرعت امواج آکوستیکی در محیط داخلی و خارجی 
)ترتیب اي بهپوسته استوانه ଵܿ ଷܿ)و  (ଵߩ, عادله امواج درنظر گرفته شده است، م (ଷߩ,

  ]:12[شودصورت زیر تعریف میاي بهآکوستیک در فضاي خارجی پوسته استوانه

)37(  ଵܿߘଶ(ܲூ + ଵܲ
ோ) − ൬

߲
ݐ߲

+ ܸ ∙ ൰ߘ
ଶ

(ܲூ + ଵܲ
ோ) = 0 

ଵܲو  3بیانگر فشار موج برخورد ூܲ، )37(در رابطه 
ோ باشدمی 4فشار موج منعکس شده .

باشد که با توجه به اي میعامل لاپلاسین در سیستم مختصات استوانه ଶߘهمچنین، 
ଵߟ)نامگذاري محورها برحسب  , ,ଶߟ   :شودصورت زیر تعریف می، به(ଷߟ

ଶߘ  )38( =
1
ଷߟ

߲
ଷߟ߲

൬ߟଷ
߲
ଷߟ߲

൰+
1
ଷଶߟ

߲ଶ

ଷଶߟ߲
+

߲ଶ

ଵଶߟ߲
 

صورت زیر اي نیز معادله امواج آکوستیک بهبراي فضاي داخلی پوسته استوانه
  ]:12[گرددتعریف می

)39(  ܿଷଶߘଶ ଷܲ
் −

߲ଶ ଷܲ
்

ଶݐ߲
= 0 

ଷܲکه در آن 
  .باشدمی 5بیانگر موج انتقالی ،்

نیز بین تمامی فشارهاي مربوط به امواج ) 40(روابط  همچنین،
  .برخوردي، انتقالی و انعکاسی برقرار است

)40(  ଵܲ = ܲூ + ଵܲ
ோ 

ଷܲ = ଷܲ
்  

  شرایط مرزي آکوستیکی -3-5
اي و استفاده از تعادل نیروها در سطوح داخلی و خارجی پوسته استوانهبا 

  ]:12[گردندبازنویسی روابط، معادلات زیر حاصل می
)41(  డ൫௉಺ା௉భೃ൯

డఎయ
= ଵߩ− ቀ

డ
డ௧

+ ܸ · ቁߘ
ଶ
ଷߟ , ଷݑ = ܴ 

)42(  డ௉య೅

డఎయ
= ଷߩ−

డమ௨య
డ௧మ

ଷߟ ,  = ܴ	 

بیانگر این است که شتاب جزئی این معادلات مربوط به معادلات اولر بوده و 
  .باشدسیال در مرز پوسته با شتاب ارتعاشی پوسته برابر می

  معادلات ارتعاشات آکوستیک - 3-6
ها براي سطح مبناي پوسته به صورت زیر در نظر روابط جابجایی و چرخش

  ]:14[گرفته شده است

)43(  ⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ଵݑ
ଶݑ
ଷݑ
߶ଵ
߶ଶ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

= ෍

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
݆ ଵܷ௡
݆ܷଶ௡
ܷଷ௡
݆߶ଵ௡
݆߶ଶ௡⎦

⎥
⎥
⎥
⎤∞

௡ୀ଴

exp[݆(߱ݐ − ݇ଵ௭ߟଵ −  [(ଶߟ݊

                                                                                                                                           
1- Incoming 
2- Outgoing 
3- Incident wave 
4- Reflected wave 
5- Transmitted wave 

)35(  
ଵܲ
ோ(ߟଵ, ,ଶߟ ,ଷߟ (ݐ = ෍ ଵܲ௡

ோ
∞

௡ୀ଴

(ଷߟଵ௥݇)௡ଶܪ exp[݆(߱ݐ − ݇ଵ௭ߟଵ

−  [(ଶߟ݊

)36(  
ଷܲ
,ଵߟ)் ,ଶߟ ,ଷߟ (ݐ = ෍ ଷܲ௡

்
∞

௡ୀ଴

(ଷߟଵ௥݇)௡ଵܪ exp[݆(߱ݐ − ݇ଵ௭ߟଵ

−  [(ଶߟ݊
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در معادلات حرکت پوسته ) 43(و معادله ) 36(تا ) 30(با جایگذاري معادلات 
و شرایط مرزي، هفت معادله ارتعاشات آکوستیک برحسب اعداد موج و 

  .انداین معادلات در پیوست آورده شده. آینددست میها بهفرکانس
  با حل همزمان معادلات مذکور، هفت مجهول 

{ ଵܷ௡ ,ܷଶ௡ ,ܷଷ௡ ,߶ଵ௡ ,߶ଶ௡ , ଵܲ௡
ோ , ଷܲ௡

் } 
  .گردند، حاصل می଴ܲبرحسب دامنه موج برخوردي، 

  افت انتقال صوت -3-7
، نسبت توان موج برخورد به توان موج منتقل شده در (TL)افت انتقال صوت 

  ]:11[شودصورت زیر تعریف میباشد و بهطول واحد استوانه می

ܮܶ  )44( = 10 logଵ଴ ቆ
ܹூ

்ܹቇ 

ܹ که در آن
  :معرف توان موج منتقل شده در طول واحد استوانه است்

)45(  ்ܹ = ଵ
ଶ

Re	 ቄ∫ ଷܲ
் డ
డ௧

(ܷଷ)∗ߟ݀ݎଶ
ଶగ
଴ ቅ , ݎ = ܴ 

…}	Reعبارت  به ترتیب قسمت حقیقی و مزدوج عبارت  *و علامت  {
ଷܲبا قرار دادن . باشند می

دست آمده از حل معادلات ارتعاشات به ଷܷو  ்
  :صورت زیر نوشترا به ்ܹتوان می) 45(آکوستیک در معادله 

)46(  

௡ܹ
் =

1
2

Re	{ ଷܲ
න{∗(ଷ௡ܷ݆߱)(ݎଷ௥݇)௡ଵܪ் cosଶ(݊ߠ)ܴ݀ߠ

ଶగ

଴
 

=
ܴߨ
߳௡

× ܴ݁{ ଷܲ
 {∗(ଷ௡ܷ݆߱)(ݎଷ௥݇)௡ଵܪ்

  :در جایی که

)47(  ்ܹ = ෍ ௡ܹ
்

∞

௡ୀ଴

 

صورت زیر همچنین، توان کلی موج برخورد در واحد طول استوانه نیز به
  :باشد می

)48(  ܹூ =
sin(ߙ) ଴ܲ

ଶ

ଵߩ ଵܿ
ܴ 

افت انتقال صوت ) 44(در رابطه ) 48(و ) 47(و در نهایت با جایگذاري روابط 
  :گرددبه فرم زیر محاسبه می

ܮܶ  )49( = −10 logଵ଴෍
Re{ ଷܲ௡

் ଵߩ	{∗௡ଵ(݇ଷ௥ܴ)(݆ܷ߱ଷ)ܪ ଵܿߨ
߳௡cos(ߙ) ଴ܲ

ଶ

∞

௡ୀ଴

 

  بررسی همگرایی - 3-8
به فرم سري حاصل  )46(رابطه ، مقادیر )43(با در نظر گرفتن روابط 

ها استفاده بنابراین لازم است از تعداد مودهاي کافی در تحلیل. گردد می
گردد، در غیر این صورت مقدار افت انتقال صوت محاسبه شده دست بالا 

  .دهدالگوریتم همگرایی در این تحلیل را نشان می 2 شکل]. 13-7[خواهد بود
براي برقراري این الگوریتم در هر فرکانس یک حلقه همگرایی درنظر 

بنابراین در هر فرکانس، از مود اول، دستگاه، معادلات . شودگرفته می
حل نموده و مجهولات را یافته و مقدار افت انتقال  ارتعاشات آکوستیک را
دست آمده را با مقدار سپس مقدار به. آورددست میصوت را در آن مود به

اگر اختلاف بین دو مقدار کمتر از . کندافت حاصل از مود دوم مقایسه می
10ି଻dB این امر تا زمانی ادامه می. شودنباشد، مسیر براي مود سوم تکرار می

݊بد که اختلاف مقدار افت در مود یا + در . گردد 10ି଻dB، کمتر از  ݊از  1
دست آمده این صورت شرط همگرایی احراز شده و مقدار افت انتقال صوت به

باشد و این روند حل مقدار مربوط به فرکانس خاص در شکل مود مربوطه می
  .شودهاي موردنظر مسئله تکرار میبراي فرکانس

را  1ت جدول اي با مشخصاهمگرایی پوسته استوانه 4 شکلو  3 شکل
  . دهدهرتز نشان می 10000هرتز و  1000هاي ترتیب در فرکانسبه

 
  الگوریتم همگرایی محاسبه افت انتقال صوت 2 شکل

  
  هرتز 1000اي در فرکانس منحنی همگرایی براي پوسته استوانه 3 شکل

و براي  16، همگرایی براي پوسته با شعاع بیشتر در مود 3 شکلمطابق 
گیرد و نشانگر این مطلب است که صورت می 12پوسته با شعاع کمتر در مود 

. دهدبراي رسیدن به همگرایی را افزایش میافزایش شعاع، تعداد شکل مودها 
توان نتیجه گرفت که افزایش فرکانس نیز می 3 شکلهمچنین با توجه به 

  .دهدتعداد شکل مودها براي رسیدن به همگرایی را افزایش می

 اعتبارسنجی نتایج با کارهاي گذشته - 4
- ه استوانهبراي نشان دادن صحت مدل ارائه شده، در گام اول، نتایج یک پوست

مشخصات . ، مورد بررسی قرار گرفته است]5[اي آلومینیومی با نتایج کوال
، بین مقادیر 5 شکلطبق . آورده شده است 1مسئله مورد بررسی در جدول 

خصوص در اي ناشی از دو تئوري، بهصوت در پوسته استوانهافت انتقال 
هرتز، اختلاف وجود دارد که این اختلاف ناشی  100تر از هاي پایینفرکانس

کار گرفته هاي ساده کننده بهاز استفاده از روش امپدانس و همچنین فرض
شده در حل مسئله، از جمله درنظر گرفتن تنها راستاي عرضی براي معادله 

نظر از معادلات در راستاهاي دیگر، توسط کوال است که این رکت و صرفح
بنابراین نتایج ارائه شده در . اندفرضیات در مطالعه حاضر درنظر گرفته نشده

  .باشندتري میاین بررسی نتایج دقیق

حل معادلات ارتعاشات آکوستیک

محاسبه افت انتقال صوت جابجایی و فشار
در هر فرکانس

n =n +1

رسم منحنی افت انتقال صوت  

بلی

خیر TL (n +1) – TL (n ) < 10e-7
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  هرتز 10000اي در فرکانس منحنی همگرایی براي پوسته استوانه 4 شکل

  
  ]5[مقایسه افت انتقال صوت بین روش حاضر و نتایج کوال 5 شکل

  
  ]11[مقایسه افت انتقال صوت بین روش حاضر و نتایج کیم 6 شکل

اي بین مقادیر افت انتقال صوت حاصل از درنظر گرفتن مقایسه 6 شکلدر 
هاي تئوري تغییرات برشی مرتبه سوم با نتایج تحلیلی کیم براساس داده

  .انجام شده است] 11[مرجع 

  ايشرایط محیطی و مشخصات هندسی پوسته استوانه 1 جدول

  ايشرایط محیطی و خواص پوسته استوانه 2 جدول
  محیط  داخل محفظه  پوسته  
  هوا  هوا  اپوکسی -گلس  ماده

  kg/m3(  1900  21/1  21/1(چگالی 
E1	(Gpa) 6/38  -  -  
E2(Gpa) 2/8  -  -  

G12	(GPa) 2/4  -  -  
G13	(GPa) 2/4  -  -  
G23	(GPa) 45/3  -  -  

  -  -  26/0  پواسونضریب 
  -  -  m(  5/1(شعاع 

  -  -  mm(  5/1(ضخامت پوسته 
  m/s(  -  343  343(سرعت صوت 

  -  -  45  زاویه تابش
 

در مقایسه با مطالعات انجام شده قبل از کیم، حل وي با فرضیات ساده کننده 
کمتري همراه است، اما با این حال اندك اختلافی در گستره فرکانسی در 

منظور پی بردن تر بههاي دقیقبا بررسی. شودحاضر دیده میمقایسه با روش 
دلیل وارد شدن اشتباهات علت اختلاف، مشخص شد که در نتایج کیم بهبه

عددي، روابط مربوط به توان انتقالی با خطا همراه بوده است، که در این 
  .است بررسی این موارد اصلاح شده

هاي کلاسیک با نتایج تئوري براي نمایش دقت نتایج حاصل از حل حاضر
. صورت زیر انجام شده استاي بههاي برشی مرتبه اول مقایسهو تغییر شکل

البته در این . ارائه شده است 2 جدولاي در مشخصات پوسته استوانه
  .ها شعاع پوسته ثابت درنظر گرفته شده است بررسی

 7 شکل، در 100هاي با نسبت شعاع به ضخامت در بررسی پوسته
دلیل اثرات ناچیز چرخش و هاي پایین، بهرکانسشود که در فمشاهده می

- اما با افزایش فرکانس و به. برش هر سه تئوري تقریبا بر هم منطبق هستند
هاي خصوص در نسبتنظر بودن نقش برش و چرخش بهدلیل غیر قابل صرف

نماید؛ این در کم شعاع به ضخامت، تئوري کلاسیک نتایج متفاوتی ارائه می
  .هاي دیگر همچنان کاملا بر هم منطبق هستندوريحالی است که تئ

شود، افت انتقال صوت حاصل از ملاحظه می 8 شکلطور که در همان
اي بالا، کمتر از مقادیر ههاي برشی مرتبه سوم، در فرکانستئوري تغییر شکل

هاي برشی مربوط به تئوري کلاسیک و بیشتر از نتایج تئوري تغییر شکل
دلیل افزایش اثرات برش و چرخش در این محدوده باشد که بهمرتبه اول می
دهند که استفاده از تئوري کلاسیک ممکن نتایج نشان می. باشدفرکانسی می

شی از زیاد درنظر گرفتن مقادیر افت است سیستم را در معرض اثرات سوء نا
  .ها قرار داده و سیستم را دچار مشکل نمایدانتقال صوت در طراحی

                                                                                                                                           
1- Cavity 
2- Ambient 

  2محیط محفظه  1داخل محفظه  پوسته  
  هوا  هوا  آلومینیوم  ماده

  kg/m3(  2760  21/1  21/1(چگالی 
  -  -  GPa(  72(مدول الاستیسیته 

  -  -  3/0  ضریب پواسون
  -  -  m(  5/1(شعاع 

  -  -  mm(  5/1(ضخامت 
  m/s(  -  343  343(سرعت صوت 

  -  -  30  زاویه تابش
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  ]R/h=100 ]14براي  FSDTو  CSTبا نتایج  TSDTمقایسه نتایج  7 شکل

  
  ]R/h=20 ]14براي  FSDTو  CSTبا نتایج  TSDTمقایسه نتایج  8 شکل

  
  ايبررسی تغییر شعاع بر افت انتقال صوت پوسته استوانه 9 شکل

دلیل اینکه مقادیر هاي برشی مرتبه اول بههمچنین تئوري تغییر شکل
عنوان تئوري تواند بهدهند، میکمتري براي افت انتقال صوت نشان می

دقت خیلی بالا براي محاسبه مقدار هایی که نیاز بهمحافظه کار در طراحی
هاي برشی مرتبه کار رود، اما در مجموع، تئوري تغییر شکلمربوطه ندارند به
  .تري می باشدتر و بهینهسوم تئوري دقیق

 بررسی پارامترهاي مختلف بر میزان افت انتقال صوت - 5
تا  در این قسمت به بررسی پارامترهاي موجود در معادلات پرداخته شده است

ها براي این بررسی. ها مورد ارزیابی قرار گیردمیزان و شدت اثر هر کدام از آن
  .انجام شده است 2 جدولحالت مبناي ارائه شده در 

اي را اثر تغییر شعاع بر روي افت انتقال صوت پوسته استوانه 9 شکل
مطابق شکل، افزایش شعاع، باعث کاهش میزان افت انتقال . دهدنشان می

صلبیت خمشی  علت این امر به این خاطر است که. شودصوت در سازه می
- این وضعیت بخصوص در فرکانس. یابدماده با افزایش شعاع انحنا کاهش می

هاي بالاتر اثر افزایش شعاع باشد، اما در فرکانستر میهاي پایین محسوس
دهند که با افزایش  نتایج نشان میهمچنین  .شودانحنا بر سازه ناچیز می

  .یابد شعاع پوسته، فرکانس رینگ کاهش می
اي بررسی اثر ضخامت برافت انتقال صوت پوسته استوانه 10 شکلدر 

توان نتیجه از این شکل می. براي سه حالت مختلف نشان داده شده است
منتقل شده به داخل پوسته را در گرفت که افزایش ضخامت، میزان صوت 

دهد و نقش موثري در افزایش میزان افت پهناي گسترده فرکانسی کاهش می
اي در معرض هاي استوانهبنابراین در طراحی پوسته. نمایدانتقال صوت ایفا می

دهد، امواج صوتی بهتر است تا آنجا که محدودیت وزنی سازه اجازه می
ین با افزایش ضخامت، فرکانس بحرانی کاهش همچن. ضخامت را افزایش داد

  .ماندیابد ولی فرکانس رینگ تقریبا ثابت میمی
، افزایش زاویه برخورد با کاهش عدد موج شعاعی و 11 شکلبا توجه به 

اي همراه است و در نتیجه یش عدد موج محوري مربوط به پوسته استوانهافزا
هرتز  200تر از هاي پایینخصوص در فرکانسآن، مقادیر افت انتقال صوت به

 .به میزان چشمگیري کاهش یافته است
 هاياز داده 12 شکلمنظور بررسی اثر شرایط محیطی مختلف در به

شود با مشاهده می 12 شکلطور که در همان .استفاده شده است 3 جدول
تبع آن کاهش چگالی و سرعت جریان خارجی، سطح افت افزایش ارتفاع و به

هاي بحرانی و رینگ تقریبا ثابت یابد ولی فرکانسانتقال صوت افزایش می
  .ماندمی

  

  
  ايبررسی تغییر ضخامت بر افت انتقال صوت پوسته استوانه 10 شکل
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  ايبررسی تغییر زاویه برخورد بر افت انتقال صوت پوسته استوانه 11 شکل

  
  ايبررسی شرایط محیطی بر افت انتقال صوت پوسته استوانه 12 شکل

  
  ايبررسی تغییر چگالی بر افت انتقال صوت پوسته استوانه 13 شکل

اي تغییر در چگالی ماده پوسته استوانهقابل رویت است که  13 شکلدر  همچنین
  کنترل دارد،   بیشترین تاثیر را بر روي مقادیر افت انتقال صوت در محدوده جرم

  
  ايت انتقال صوت پوسته استوانهبررسی اثر سرعت جریان خارجی بر اف 14 شکل

  شرایط محیطی مختلف مورد بررسی 3 جدول
  4  3  2  1  شرایط محیطی

  m(  0  3050  7600  10650(ارتفاع 
  kg/m3(  21/1  9041/0  5489/0  3790/0(چگالی 

  m/s(  343  55/328  96/309  5/296(سرعت صوت 
  

در حالی . یابدانتقال صوت نیز کاهش میاي که با کاهش چگالی، افت به گونه
کنترل و -که طبق این روند، مقادیر افت انتقال صوت در محدوده سفتی

کاهش چگالی باعث همچنین . ماندکنترل تقریبا ثابت باقی می-انطباق
  .گرددافزایش فرکانس رینگ و کاهش فرکانس بحرانی می

اي اثر سرعت جریان خارجی بر افت انتقال صوت پوسته استوانه 14 شکل
شود که با افزایش سرعت طی این بررسی مشخص می. کندرا بررسی می

کنترل افزایش و در سایر -جریان خارجی افت انتقال صوت در محدوده جرم
شود که با افزایش همچنین مشاهده می. یابدي فرکانسی کاهش میهامحدوده

  .کندیابد و فرکانس رینگ تغییري نمیعدد ماخ فرکانس بحرانی افزایش می

 نتایج - 6
اي هاي استوانهدر این مقاله، براي نخستین بار، افت انتقال صوت در پوسته

کارگیري بهجدار ضخیم همسانگرد عرضی با استفاده از روشی تحلیلی و 
پس . هاي برشی مرتبه سوم مورد بررسی قرار گرفته استتئوري تغییر شکل

از اعتبارسنجی مدل ارائه شده و بررسی اثر پارامترهاي مختلف روي افت 
  :گرددها به شرح زیر خلاصه میانتقال صوت، نتایج بررسی

ین مقایسه تئوري تغییرات برشی مرتبه سوم با تئوري کلاسیک و همچن - 1
اي جدار ضخیم هاي استوانهتئوري تغییرات برشی مرتبه اول براي پوسته

دلیل اثرات ناچیز هاي پایین که بهجز در فرکانسنشان دهنده این است که به
هاي بالا با اند، در فرکانسبرش و چرخش، هر سه تئوري کاملا بر هم منطبق

- سه تئوري آشکار میها بین ها، تفاوتها و چرخشافزایش اثرات این برش
با توجه به اطمینان از ناکارآمد بودن تئوري کلاسیک در این شرایط، . گردد

هاي با مراتب بالا با مدل دهد که تئوريمقایسه دو تئوري دیگر نشان می
تر تر شرایط فیزیکی سازه، قادر به ارائه نتایجی بسیار دقیقکردن بسیار دقیق

  .باشندمی
دلیل کاهش صلبیت خمشی ماده باعث اي بهه استوانهافزایش شعاع پوست - 2

خصوص در این وضعیت به. گرددکاهش میزان افت انتقال صوت در سازه می
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  همکارانفرد و  محمدحسن شجاعی  هاي برشی مراتب بالا به روش اصل همیلتونبا تغییر شکلاي جدار ضخیم تحلیل آکوستیکی پوسته استوانه
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هاي بالاتر اثر افزایش اما در فرکانس. باشدتر میهاي پایین محسوسفرکانس
  .شعاع انحنا بر سازه ناچیز است

صوت منتقل شده به داخل اي، میزان هاي استوانهافزایش ضخامت پوسته - 3
دهد و نقش موثري در پوسته را در پهناي گسترده فرکانسی کاهش می

هاي بنابراین در طراحی پوسته. نمایدافزایش میزان افت انتقال صوت ایفا می
اي در معرض امواج صوتی بهتر است تا آنجا که محدودیت وزنی سازه استوانه

 .اجازه دهد، ضخامت را افزایش داد
اي مقادیر افت اي به پوسته استوانهبا افزایش زاویه برخورد موج صفحه - 4

هرتز به میزان  200تر از هاي پایینخصوص در فرکانسانتقال صوت به
  .چشمگیري کاهش یافته است

-اي افت انتقال صوت در محدوده جرمبا افزایش چگالی پوسته استوانه - 5
  .یابدمیها کاهش کنترل افزایش و در سایر فرکانس

افزایش سرعت جریان خارجی اثرات نامطلوبی بر میزان افت انتقال صوت  -6
در حقیقت هر چه سرعت حرکت پوسته در . اي داردهاي استوانهدر پوسته

تبع آن میزان عدد ماخ افزایش یابد، میزان صوت منتقل شده از سیال و به
 .خارج به داخل پوسته نیز افزایش یافته است

 پیوست - 7

)1(  

ഥܴ߱ଶܭ−)	− + ܴଶܭଵ௭ଶܣଵଵ +
݊ଶ

ܴ
(ሖሖ଺଺ܣ ଵܷ௡ 

−	(
ଵ௭ܭ݊
ܴ

ଵଶܣܴ) + ଺଺ܣܴ + ଵଶܧ)ଵܥ +  ))ܷଶ௡	଺଺)ܧ

−	
ଵ௭ܭ
ܴ

ଵଶܣܴ) + ସܭଵ൫−ܴଶ߱ଶܥ + ܴଶܭଵ௭ଶܧଵଵ൯ 

+	݊ଶ(ܧଵଶ + ଺଺ܧ +  ܷଷ௡	ሖሖ଺଺))ܧ

+ 	
1
ܴ

ܬ) ܴ̅ ߱ଶ − ݊ଶܤሖሖ଺଺ + ܴଶܭଵ௭ଶ(−ܤଵଵ + (ଵଵܧଵܥ + ݊ଶܥଵܧሖሖ଺଺)߶ଵ௡  

ଵଶܤଵ௭൫ܭ݊	− + ଺଺ܤ − ଵଶܧ)ଵܥ + ଺଺)൯߶ଶ௡ܧ = 0 

)2(  

−
ଵ௭ܭ݊
ܴ

൫ܴܣଵଶ + ଺଺ܣܴ + ଵଶܧ)ଵܥ + ଺଺)൯ܧ ଵܷ௡ 

−	
1
ܴଷ

(−ܴଷ߱ଶ ഥܹ + ݊ଶܴଶܣଶଶ + ܴଶܣସସ + ܴସܭଵ௭ଶܣሖ଺଺ 

−	6ܴଶܥଵܦସସ + 2݊ଶܴܥଵܧଶଶ − ସସܧଵܥ4ܴ + 2ܴଷܥଵܭଵ௭ଶܧሖ଺଺ 
+	9ܴଶܥଵଶܨସସ + ସସܩଵଶܥ12ܴ + ݊ଶܥଵଶܪଶଶ +  ସସܪଵଶܥ4
+	ܴଶܥଵଶܭଵ௭ଶܪሖ଺଺)ܷଶ௡ 
−	

݊
ܴଷ

(ܴଶ(ܣଶଶ + (ସସܣ + ଵ(−ܴଶ߱ଶܥܴ
ସܹ −  ସସܦ6ܴ

+	ܴଶܭଵ௭ଶܧଶଵ + ଶଶܧ + ݊ଶܧଶଶ − ସସܧ4 + ܴଶܭଵ௭ଶܧ଺଺ + ܴଶܭଵ௭ଶܧሖ଺଺) 
ସସܨଵଶ(9ܴଶܥ	+ + ସସܩ12ܴ + ܴଶܭଵ௭ଶܪଶଵ + ݊ଶܪଶଶ +  ସସܪ4
+	ܴଶܭଵ௭ଶܪ଺଺ + ܴଶܭଵ௭ଶܪሖ଺଺))ܷଷ௡ 

−	
ଵ௭ܭ݊
ܴ

ଵଶܤܴ) + ଺଺ܤܴ + ଶଵܧܴ)ଵܥ + ଺଺ܧܴ − ଶଵܨ −  ଺଺ܨ
ଶଵܪଵܥ	+ + ߶ଵ௡	଺଺))ܪଵܥ  

+ 	
1
ܴଶ

ଶ߱ଶܴܩ̅) + ܴଶܣସସ − ݊ଶܴଶܤଶଶ − ܴଷܭଵ௭ଶܤሖ଺଺ − 6ܴଶܥଵܦସସ 

+	݊ଶܴܥଵܧଶଶ − ସସܧଵܥ4ܴ + ܴଷܥଵܭଵ௭ଶܧሖ଺଺ − ݊ଶܥଵܨଶଶ + 9ܴଶܥଵଶܨସସ 
−	ܴଶܥଵܭଵ௭ଶܨሖ଺଺ + ସସܩଵଶܥ12ܴ + ݊ଶܥଵܪଶଶ + ସସܪଵଶܥ4  
+	ܴଶܥଵଶܭଵ௭ଶܪሖ଺଺)߶ଶ௡ = 0 

  

−
ଵ௭ܭ
ܴ

ଶଵܣܴ) + ସܭଵ(−ܴଶ߱ଶܥ + ܴଶܭଵ௭ଶܧଵଵ + ݊ଶ(ܧଶଵ +  ଺଺ܧ

(((ሖሖ଺଺ܧ	+ ଵܷ௡ 
−	

݊
ܴଷ

(ܴଶ(ܣଶଶ + (ସସܣ + ଵ(−ܴଶ߱ଶܥܴ
ସܹ −  ସସܦ6ܴ

ଶଶܧ	+ + ݊ଶܧଶଶ − ସସܧ4 + ܴଶܭଵ௭ଶܧ଺଺ + ܴଶܭଵ௭ଶܧሖ଺଺) 
ସସܨଵଶ(9ܴଶܥ	+ + ସସܩ12ܴ + ܴଶܭଵ௭ଶܪଶଵ + ݊ଶܪଶଶ +  ସସܪ4
+	ܴଶܭଵ௭ଶܪ଺଺ + ܴଶܭଵ௭ଶܪሖ଺଺))ܷଶ௡ 

+ 	
1
ܴଷ

(ܴସ߱ଶܫଵ − ܴଶ൫ܣଶଶ + ݊ଶܣସସ + ܴଶܭଵ௭ଶܣହହ൯ 

ସସܦଵ(6݊ଶܴܥܴ	+ + ܴଶܭଵ௭ଶ(6ܴܦହହ − ଵଶܧ −  (ଶଵܧ
−	2݊ଶ(ܧଶଶ − ((ଷଷܧ2 − ଺൫݊ଶܫଵଶ(−ܴଶ߱ଶܥ + ܴଶܭଵ௭ଶ൯ + 9݊ଶܴଶܨସସ  
+	9ܴସܭଵ௭ଶܨହହ + 12݊ଶܴܩସସ + ܴସܭଵ௭ସܪଵଵ + ݊ଶܴଶܭଵ௭ଶܪଵଶ 
+	݊ଶܴଶܭଵ௭ଶܪଶଵ + ݊ଷܪଶଶ + 4݊ଶܪସସ + ݊ଶܴଶܭଵ௭ଶ(2ܪ଺଺ +  ሖ଺଺ܪ
 ܷଷ௡	))	ሖሖ଺଺)ܪ	+

+ 	
ଵ௭ܭ
ܴ

ସସܣܴ)ܴ) − (ଶଵܤ + ଷܬଵ(ܴଶ߱ଶܥ − 6ܴଶܦହହ +  ଶଵܧܴ

−	ܴଶܭଵ௭ଶܨଵଵ − ݊ଶܨଶଵ − ݊ଶܨ଺଺ − ݊ଶܨሖሖ଺଺ + ହହܨଵଶ(9ܴଶܥ  
+	ܴଶܭଵ௭ଶܪଵଵ + ݊ଶ(ܪଶଵ + ଺଺ܪ + ߶ଵ௡	ሖሖ଺଺))))ܪ  
+ 	

݊
ܴଶ

ସସܣܴ)ܴ) − (ଶଶܤ + ହܬଵ(ܴଶ߱ଶܥ − 6ܴଶܦସସ + ଶଶܧܴ −  ସସܧ4ܴ

−	݊ଶܨଶଶ − ܴଶܭଵ௭ଶ(ܨଵଶ + ଺଺ܨ + (ሖ଺଺ܨ + ସସܨଵଶ(9ܴଶܥ +  ସସܩ12ܴ
+	ܴଶܭଵ௭ଶ(ܪଵଶ + ଺଺ܪ + (ሖ଺଺ܪ + ݊ଶܪଶଶ +  ߶ଶ௡	ସସ)))ܪ4

)3(  = 	(ଷ௥ܴ௜ܭ)௡ଵܪ ଷܲ௡் − 	(ଵ௥ܴ௜ܭ)௡ଶܪ ଵܲ௡ோ − ߳௡(݆)௡ܬ௡(ܭଵ௥ܴ௜) ଴ܲ 

)4(  

1
ܴ
ቀܭ෩ܴ߱ଶ − ݊ଶܤሖሖ଺଺ + ܴଶܭଵ௭ଶ(−ܤଵଵ + (ଵଵܧଵܥ + ݊ଶܥଵܧሖሖ଺଺ቁ ଵܷ௡ 

−	
ଵ௭ܭ݊
ܴ

ଵଶܤܴ) + ଺଺ܤܴ + ଵଶܧܴ)ଵܥ + ଺଺ܧܴ − ଵଶܨ − ଺଺ܨ  
ଵଶܪଵܥ	+ +  ଺଺))ܷଶ௡ܪଵܥ

+ 	
ଵ௭ܭ
ܴ

ହହܣܴ)ܴ) − (ଵଶܤ + ହܬଵ(ܴଶ߱ଶܥ − 6ܴଶܦହହ +  ଵଶܧܴ

−	ܴଶܭଵ௭ଶܨଵଵ − ݊ଶܨଵଶ − ݊ଶܨ଺଺ − ݊ଶܨሖሖ଺଺ + ହହܨଵଶ(9ܴଶܥ  
+	ܴଶܭଵ௭ଶܪଵଵ + ݊ଶ(ܪଵଶ + ଺଺ܪ +  ሖሖ଺଺))))ܷଷ௡ܪ

−	
1
ܴ

ሚܴ߱ଶܬ−) + ܴଶܣହହ − 6ܴଶܥଵܦହହ + ݊ଶܦሖሖ଺଺ + 9ܴଶܥଵଶܨହହ 

−	2݊ଶܥଵܨሖሖ଺଺ + ܴଶܭଵ௭ଶ(ܦଵଵ − ଵଵܨଵܥ2 + (ଵଵܪଵଶܥ + ݊ଶܥଵଶܪሖሖ଺଺)߶ଵ௡  
ଵଶܦ)ଵ௭ܭ݊	− + ଺଺ܦ + ଵଶܨଵ(−2ܥ − ଺଺ܨ2 + ଵଶܪ)ଵܥ + ଺଺)))߶ଶ௡ܪ = 0 

)5(  

ଶଵܤଵ௭൫ܭ݊	− + ଺଺ܤ − ଶଵܧ)ଵܥ + ଺଺)൯ܧ ଵܷ௡ 

+ 	
1
ܴଶ

(ܴଶ߱ଶ ෩ܹ + ܴଶܣସସ − ݊ଶܴܤଶଶ − ܴଷܭଵ௭ଶܤሖ଺଺ − 6ܴଶܥଵܦସସ 

+	݊ଶܴܥଵܧଶଶ − ସସܧଵܥ4ܴ + ܴଷܥଵܭଵ௭ଶܧሖ଺଺ − ݊ଶܥଵܨଶଶ + 9ܴଶܥଵଶܨସସ 
−	ܴଶܥଵܭଵ௭ଶܨሖ଺଺ + ସସܩଵଶܥ12ܴ + ݊ଶܥଵଶܪଶଶ +  ସସܪଵଶܥ4
+	ܴଶܥଵଶܭଵ௭ଶܪሖ଺଺)	ܷଶ௡ 
+
݊
ܴଶ

ସସܣܴ)ܴ) − (ଶଶܤ + ହܬଵ(ܴଶ߱ଶܥ − 6ܴଶܦସସ + ଶଶܧܴ −  ସସܧ4ܴ

−	݊ଶܨଶଶ − ܴଶܭଵ௭ଶ(ܨଶଵ + ଺଺ܨ + (ሖ଺଺ܨ + ସସܨଵଶ(9ܴଶܥ +  ସସܩ12ܴ
+	ܴଶܭଵ௭ଶ(ܪଶଵ + ଺଺ܪ + (ሖ଺଺ܪ + ݊ଶܪଶଶ +  ସସ)))ܷଷ௡ܪ4
ଶଵܦ)ଵ௭ܭ݊	− + ଺଺ܦ + ଶଵܨଵ(−2ܥ − ଺଺ܨ2 + ଶଵܪ)ଵܥ + ଺଺)))߶ଵ௡ܪ  

−	
1
ܴ

ሚܴ߱ଶܬ−) + ܴଶܣସସ + ݊ଶܦଶଶ − 6ܴଶܥଵܦସସ + ܴଶܭଵ௭ଶܦሖ଺଺ 

ସସܧଵܥ4ܴ	− − 2݊ଶܥଵܨଶଶ + 9ܴଶܥଵଶܨସସ − 2ܴଶܥଵܭଵ௭ଶܨሖ଺଺ 
ସସܩଵଶܥ12ܴ	+ + ݊ଶܥଵଶܪଶଶ + ସସܪଵଶܥ4 + ܴଶܥଵଶܭଵ௭ଶܪሖ଺଺)߶ଶ௡ = 0 

)6(  ൫ߩଵ߱ଷ + ଵ௭ଶܭଵܸଶߩ +  ଵ௭൯ܷଷ௡ܭଵܸ߱ߩ2
= ଵ௥ܭ(ଵ௥ܴ௜ܭ)ሖ௡ଶܪ− ଵܲ௡

ோ + ଴ܲ߳௡(݆)௡ܬሖ௡(ܭଵ௥ܴ௜)ܭଵ௥  
ଷ߱ଶܷଷ௡ߩ  )7( = ଷ௥ܭ(ଷ௥ܴ௜ܭ)ሖ௡ଵܪ− ଷܲ௡

்  
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