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 One of the most remarkable achievements of finite element method is the introduction of isoparametric 

elements. Although these elements can be used in numerous applications, the lower order isoparametric 

elements make some difficulties such as shear locking, volumetric locking and hourglass. These issues 

may improve with an increase in the number of the elements or by increasing the order of the elements, 

which increases the computational time. Therefore, for solving these problems, using the lower order 

elements with incompatible modes, which enhances accuracy and reduces the computational time, could 

be considered as an alternative solution option. The aim of this paper is to study the effect of using the 

incompatible elements on the elastoplastic behavior of isotropic plates and beams under uniform axial 

and bending loadings. For this purpose, 3D standard elements with eight and twenty nodes and 

incompatible eight-node elements are used in modeling the 3-D case studies. Besides, the 2D standard 

elements with four and eight nodes and incompatible ones with four nodes are employed to analyze the 

2-D plane stress problems. The obtained results show that using 3D incompatible elements achieves the 

faster rate of convergence in the solution procedure for obtaining the displacement components and also 

makes significant run-time reduction. However, there are not any remarkable differences between the 

obtained plastic Von-Mises stresses using 2D standard and incompatible elements. 
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 مقدمه 1-

واضتطز نفحات ً تیطُای ىاظن ً ىؿثتاً ضخری  زض نخيا غ ٌُضا،خام ػنخطضهم     
ُخا  زض ا ی ً ذٌزضًؾاظیم ضطًضت ىیاظ تَ ططضحی ً ملاحظَ پا سضضی ض و ؾاظٍ

سگی تحت ضىٌضع تاضگصضضی ضض ضًظ تخَ ضًظ ضاخعض ف زضزٍ ضؾختز ضظ ططاخی پی یخ     

ُخای تحیییخی مٌخخة    مسلؿاظی ً ططضحی مؿائل ایع ىی تا ضؾتفازٍ ضظ ضًـ

َ قسٍ ضؾت تا ططضحاه ضظ ضًـ ؾخاظی مؿخائل ایع ىخی    ُای ػسزی تطضی قخثی

ُای ػسزی وَ ضظ تیف ضظ ىخی  لخطه   ضؾتفازٍ وييسز  ىی ضظ پطواضتطزتط و ضًـ
وَ خا گخاٍ   تاقسمی 1ضذیط مٌضز ضؾتفازٍ لطضض گطاتَ ضؾتم ضًـ ضخعضء محسًز

تؿیاض مِنی ضض زض مطضوع نيؼتی ً زضىكگاُی تَ ذٌز ضذتهال زضزٍ ضؾتز زض 

                                                                                                                                           
1
 Finite Element Method 
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ُخای تخا   ضًـ ضخعضء محسًز ضضضئَ قسٍ تٌزم ميحهطضً ضظ ضلناه ُای ضًلیَ وَؾال
ُخا  قخسم وخَ ض خو ضلنخاه    قىل ؾازٍ ً تؼسضز زضخات آظضزی پا یو ضؾتفازٍ می

تيسز تؼخسُا مكخرم قخس وخَ     لاتییت تؿیاض پا یيی زض مسلؿاظی مؿائل زضقخ 

ی مطتثخَ  ُاضیُا تا زضخات آظضزی تالا ً تىاضگطاتو چيسخنیَضؾتفازٍ ضظ ضلناه

قٌزز ضًـ ضخعضء محخسًز  ُا میتالا زض تٌضتغ قىل مٌخة ضاعض ف زلت خٌضب
قٌز ظىس وَ تاػث میؾرتی ؾاظٍ ضض ُنٌضضٍ تیكتط ضظ ممسضض ًضلؼی ترنیو می

تا  ممسضض ًضلؼی ونتط تاقيسز تطضی حل ض و مكىلُای تسؾت آمسٍ ضظ خاتدا ی

تخٌضه زلخت   ُا ً  ا تا ضؾتفازٍ ضظ ضاعض ف مطتثَ ضلنخاه مخی  وٌچه وطزه ضلناه

ُا خیٌگیطی وطزم وَ ض و  ىخی ضظ  ُا ضض تِثٌز تركیس ً ضظ ترط ة ضلناهخٌضب
ی ضىتگطضلگیطی ُاتَ ُنیو زلیل ضؾتفازٍ ضظ ضًـتاقسز مؼا ة ضًـ مصوٌض می

ُای تِیيَ تطضی ضؾیسه تَ خٌضب زلیك ضظ میعًمخات ض خو ضًـ   ات ً ضلناهمتف

 ُای مطتثَُای ض عًپاضضمتط ه تؿیاضی ضظ ضلناهتا مؼطای ضلناه تاقسزػسزی می

 1971ً زض ؾخال   [1]تا گ  1962تالام تٌؾؼَ  ااتيسز تطضی ضًلیو تاض زض ؾال 
ُا زلخت  ُای ض عًپاضضمتط ه ضض ضضضئَ زضزىسز تا ض يىَ ض و ضلناهم ضلناه[2]آ طًه 

تاقخيسز  ا زضضىس ًلی ىیاظميس ظمخاه حخل تخالا ی مخی    ُظ ازی زض ترنیو خٌضب

 ( پس خسٍ 1ُخای ض عًپاضضمتط خه زضضضی ؾخَ مكخىل ضؾاؾخیم      ُن يیو ضلنخاه 

زض مخٌضز تخطضو  ىاپخص ط     2قٌىسگی حدنی( پس سٍ لفل2م 1قٌىسگی تطقی لفل
تاقخيسز تخس و   ُای ضخخعضء محخسًز مخی   ( ىنا ف مٌز ضىطغی نفط زض تحییل3ً

ُخام ضظ ضًـ  وطزه ض و مكىلات ً تِثٌز ػنیىطز ض و ضلناهميظٌض تطضی مطتفغ 

ُای خاتدا ی ىاؾاظگاض ضؾتفازٍ قخسٍ  گیطی ضىتراتی ً ضضااَ وطزه مٌزضىتگطضل

ٌض خیخٌگیطی ضظ  ُخای خاتدخا ی ىاؾخاظگاض تخَ ميظخ     ضؾتز ضضخااَ وخطزه مخٌز   
ُای ض عًپاضضمتط ه تٌؾخ  ً یؿخٌه ً ُنىخاضضه    قٌىسگی تطقی زض ضلناه لفل

زض ؾخال   [4]زض ضًض ل زَُ ُفتاز میلازی ضضضئخَ قخسز تخاظلی ً ُنىخاضضه      [3]

متفخاًت ضض تخا   ضاتاض ذنكی نفحَ تا قطض   مطظی ُيسؾی ً ىیطً خی   1965

ضی مثیثی ىاؾاظگاض مٌضز تطضؾی لخطضض زضزىخسز آىِخا    ُای نفحَضؾتفازٍ ضظ ضلناه
ُخای  ىتا ح تسؾت آمسٍ ضظ ضلناه مثیثی ىاؾاظگاض ضض تخا ىتخا ح حانخل ضظ ضلنخاه    

ُخا اطوخاىؽ   ؾاظگاض مما ؿَ وطزىسز آىِا ُن يیو  تخا ضؾختفازٍ ضظ ض خو ضلنخاه    

ضزىسز ىتا ح تسؾت آمسٍ حاوی ضظ ض خو  طثیؼی نفحَ  ىؿط گیطزضض ضض تسؾت آً

ُا تا مٌز خاتدخا ی ىاؾخاظگاض مٌخخة وخاُف تؼخسضز      تٌز وَ ضؾتفازٍ ضظ ضلناه
ُخای  ُا ميطثك تا مسل ضلنخاه گطزز ً ض و زض حالی ضؾت وَ خٌضبُا میضلناه

تا ضؾختفازٍ ضظ تیفیخك تىيیخه     1989زض ؾال [5]تاقسز چٌی ًوی  ؾاظگاض می

ی مطتؼی چِخاض گطُخی   ُاگیطی واُف  ااتَ ً مٌز ىاؾاظگاض زض ضلناهضىتگطضل

تگخًٌ    یؿٌه ً ضتطضُی ُای ىاؾاظگاض خس سی ضض ضضضئَ زضزىسز ً ضلناه 3میيسلیو
ُخا ً  ُای ىاؾاظگاض ؾَ تؼسی تطضی محاؾثَ تخيف ضظ ضلناه 1990زض ؾال  [6]

تسؾخت آًضزه  تخطضی   4ُا ضؾتفازٍ وطزىسز آىِا ضظ ضًـ حسضلل مطتؼاتخاتدا ی

ُا تَ نٌضت مؿختمی  ً  آىِا تسؾت آًضزه تيفُا ضؾتفازٍ وطزىسز ُسف تيف

ُای ُا مؿتمل ضظ زلت خاتدا یُا تٌزم تطٌض ىَ زلت تيفمؿتمل ضظ خاتدا ی
ضاتاض ز يخامیىی پيخل تيخائی ضض تخا      [7]ؾط ٌىی ً ُنىاضضه  تسؾت آمسٍ تاقسز

ُای ىاؾاظگاض مٌضز تطضؾی لطضض زضزىسز آىِخا ىكخاه زضزىخس وخَ     ضؾتفازٍ ضظ ضلناه

ذطی ً ًضتؿتَ تَ ظماه ُای غیطُای تا مس ىاؾاظگاض لاتییت ضىدام تحییلضلناه

-تا ضؾختفازٍ ضظ ضًـ مخاتط ؽ وخطىف    1996زض ؾال  [8]و ضض زضضىسز غً ً ؾی
تغییطمىاهم خاتدا ی ىاؾاظگاضی ضض تطضی ضلناه چِاض گطُخی متمخاضه محخٌضی    

زلت ً ظماه ُنگطض ی ضلناه  2001زض ؾال  [9]تسؾت آًضزىسز تا ثت ً واضتط 

زض  تؼسی ضؾتاىسضضز ُكت ً تیؿت گطُی ضض تا ضلناه ىاؾاظگاض ُكت گطُیؾَ

                                                                                                                                           
1
 Shear Locking Phenomena 

2
 Volumetric Locking Phenomena 

3
 Quadratic Mindlin Plate Element 

4
 Least square 

زً حالت تیط  ىؿط گیطزضض تا تاض متنطوخع ً ضؾختٌضىَ وٌتخاٍ تخٌپط تخا  ىخس گط       
 زٍ ضظ ضلنخاه مما ؿَ وطزىسز ىتا ح تسؾت آمخسٍ حخاوی ضظ ض خو تخٌز وخَ ضؾختفا      

ىاؾاظگاض ُكت گطُی مٌخة واُف ظماه ُنگطض ی ُنطضٍ تخا ضاخعض ف زلخت    

مخس خاتدخا ی    2015زض ؾخال   [10]حؿخيی ً تخٌویی    قخٌزز ُخا مخی  خخٌضب 

ضؾتفازٍ قخسٍ   5ُا ضظ تٌضتغ قىل مٌضًثیُا ی وَ زض آهىاؾاظگاضی تطضی ضلناه
ُخای  ضض تسؾت آًضزىسز آىِا ىتا ح تسؾت آمسٍ ضض تا ىتا ح حانل ضظ ضلنخاه  ضؾت

ؾاظگاض ً ىاؾاظگاض تا تٌضتغ قىل زضخَ زًم تطضی حالت تیط  ىؿط گیطزضض ً تیط 

تا ضؾتفازٍ ضظ  2014زض ؾال  [11]ؾٌؾنو ً تَتَ  زضضضی پی ف مما ؿَ وطزىسز

گطُیم ًخٌز مٌز خؼیخی   8تؼسی گطُی ً ؾَ 4ُای ىاؾاظگاض زً تؼسی ضلناه
ُای وٌچخه ضض تطضؾخی وطزىخسز    ذطی ً خاتدا یُای تا  ُيسؾَ غیطزض ضلناه

ُای زض ضلناه آىِا زض ض و تحمیك ىكاه زضزىس ًخٌز مٌز خؼیی خعء خسضىكسىی

قخٌىسگی تطقخیم مخٌز    ی لفخل تاقسم تَ ىحٌی وَ زض غیاب پس سٍىاؾاظگاض می

تاقسز ُن يخیو ضظ  خؼیی ىتیدَ مؿتمی  ىاؾاظگاضی مٌز ىاؾاظگاض خاتدا ی می
تا ؿختی تخا ضحتیخا     ُا تا ُيسؾَ غیطذطی مخی ُای ىاؾاظگاض زض تحییلضلناه

ُخای ىاؾخاظگاضم   زض ظمیيَ ضلنخاه  ضؾتفازٍ قٌزز تا تٌخَ تَ مطالؼات ضىدام قسٍ

پص ط ضىدخام  ُای تطگكتتیكتط تحمیمات زض ترف ضلاؾتیه ً زض ىاحیَ وطىف

ُای مصوٌض زض ىاحیَ ُای مرتهطی زض مٌضز ضاتاض ضلناهگطاتَ ضؾت ً تطضؾی
پلاؾتیه قسٍ ضؾتز لاظم تخَ شوخط ضؾخت وخَ زض حخل مؿخا ل پلاؾتیؿخیتَم        

گطززز ضظ ططای ىیخاظ  سه حل مؿالَ میتط قغیطذطی تٌزه تحییل تاػث ظماه

تَ زلت تالا زض محاؾخثَ ممخاز ط خاتدخا ی ً تخيف زض ض خو مؿخا ل ىیاظميخس        

ضؾتفازٍ ضظ تؼسضز ضلناه تیكتط ً ض عتط می تاقس وَ ض و ذٌز ىیع تاػث ضاخعض ف  
ُخای  گطززز تا تٌخَ تَ مطالؼات پیكیوم ضؾتفازٍ ضظ ضلنخاه ظماه محاؾثاتی می

ٍ ضلاؾتیه تاػث تِثٌز ؾطػت ُنگطض ی حل میىاؾاظگاض زض  گطزز ً لصض محسًز

ُخا تخط ضًی زلخت ً ظمخاه     ُسف ض و ممالَ تطضؾی تاثیط ضؾتفازٍ ضظ ض و ضلنخاه 

تاقخسز  پلاؾختیه مخی  -ُای ضلاؾتیه محاؾثاتی )ؾطػت ُنگطض ی( زض تحییل
سضضز ً ُای ضؾختاى تاقسم تاثیط ضؾتفازٍ ضظ ضلناهزض ض و ممالَ مس ىظط می تياتطض و

ىاؾاظگاض زض ضاتاض ضلاؾتٌپلاؾتیه نفحات ً تیطُا تحت تاضگصضضی محخٌضی ً  

ُخای زً تؼخسی ً ؾخَ    ذنكی مٌضز تطضؾی لطضض گیطزز تس و ميظخٌض ضظ ضلنخاه  

تؼسی ضؾتاىسضضز ً ىاؾاظگاض تطضی مسلؿاظی نفحات ً تیطُای مصوٌض ضؾختفازٍ  
تحخث ً  مخٌضز   ُخا زض ترخف ىتخا ح   قسٍ ضؾت ً ىتا ح ُنگطض ی ً زلت خٌضب

 تطضؾی لطضض گطاتَ قسٍ ضؾتز

 حل اجشاء محدود روش-2

وحًٌ استخراج معادلات ريش اجساء محذيد بر مبىای اصل کاار   -2-1

6مجازی 
[12] 

 قٌز:ىٌقتَ می (1) ضضتطَ ضنل واض مداظی تطضی  ه ضلناه تَ نٌضت 
(1)         

ُخای زضذیخی ً   ًضزـ ضىطغی وطىكی ىاقخی ضظ تخيف       م 1زض ضضتطَ 

تاقخسز ًضزـ  واض مداظی ىیطًُای ذاضخی ًضضز تخط ضلنخاه مخی    ًضزـ    

 ىٌقت:(2) تٌضه تَ اطم ماتط ؿی تهٌضت ضضتطَ ضىطغی وطىكی ضض می

(2)     ∭        

 قٌىس:ىٌقتَ می (3)وطىف تطضی ُط ضلناه تَ نٌضت ضضتطَ -ً ضًضت  تيف

          ضلف(3- )

         ب(3- )

                                                                                                                                           
5
 Hierarchical shape functions 

6
 Principle of virtual work 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
96

.1
7.

2.
13

.5
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

06
 ]

 

                             2 / 10

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1396.17.2.13.5
https://mme.modares.ac.ir/article-15-2520-en.html


  

 مهسا خزاسی و حامد محمود سلطانی بارگذاری تک محوری و خمشی ایشوتزوپیک تحتصفحات تیزها و پلاستیک -های ناساسگار بز روی رفتار الاستیکتاثیز المانمطالعه 

 

 971 2، شماره 97، دوره 9911مهندسی مکانیک مدرس، اردیبهشت 
 

-ماتط ؽ وخطىف    ُام تيف ً وطىف ضلناه    ً   م (3)زض ضضتطَ 

ز تا تاقسماتط ؽ مهالح می   ُای ىما  گطُی ً تغییطمىاه  تغییطمىاهم 
ً  (1)زض ضضتطَ  (3)خاگصضضی ضضتطَ  ُخای ذخاضخی تخَ    ً تا زض ىظط گطاتو ىیخط

 آ س: ( تسؾت می(4قىل ىیطًُای گطُیم ضنل واض مداظی تَ نٌضت ضضتطَ 

(4)    [∑∭           

 

]      ∑  
 

 

 

   (م(4زض ضضتطَ 
ُخای گطُخی متنطوخعم    تَ تطتیة ىیطً    ً       م 

تا ؾازٍ تاقيسز ُا مداظی ىما  گطُی میز فطضىؿیل حدنی ضلناه ً تغییطمىاه

م زض ىِا ت مؼازلخَ  4(  ضظ ططایو ضضتطَ    ؾاظی تطزضض تغییطمىاه مداظی )

 آ س:تسؾت می 5)ىِا ی ضًـ ضخعضء محسًز تَ نٌضت ضضتطَ )

       ضلف( -5)

           ∭∑   ب( -5)

 

 

  ∑   ج( -5)
 

 

 

ب(م  -5ماتط ؽ ؾرتی تخٌزٍ ً تخَ نخٌضت ضضتطخَ )      ضلفم  -5زض ضضتطَ 

مدنٌع ىیطًُای ذخاضخی ضػنخال     تطزضض خاتدا ی گطُی ً   م آ ستسؾت می
ىكاه زضزٍ قسٍ  ج( -5تاقس وَ زض ضضتطَ )قسٍ تَ نٌضت ىیطًُای متنطوع می

 ضؾتز

 َای ایسيپارامتریک ديبعذیالمان -2-2

ُای ىاؾاظگاض ضظ ضلناه زً تؼسی ض عًپاضضمتط خه  تطضی تٌضیح خعئیات ضًـ مس

قٌزز تطضی ضلناه زًتؼسی چِاض گطُی ػنٌمی ىكاه زضزٍ قخسٍ زض  ضؾتفازٍ می

 قٌز:( ىٌقتَ می6) مرتهات محیی ً ویی تَ نٌضت ضضتطَ "1 قىل "

(6)     ∑                               

 

   

 

ً     خا   خاتدا ی ویخی زض ضضؾختای      اتیم تٌضتغ زضًه   م 6زض ضضتطَ 
تاقخيسز تٌضتخغ   مخی مرتهات ىمخا  گطُخی     ضم زض ضضؾتای  خاتدا ی گطٍ    

 قٌىس:تؼط ف می (7)زضًىیاتی تَ نٌضت ضضتطَ 

   
 

 
 (   )(   )     

 

 
 (   )(   ) 

   
 

 
 (   )(   )     

 

 
 (   )(   ) )7( 

 تاقيسزمرتهات محیی می  ً   م 7زض ضضتطَ 

 چُار گرَی واسازگار ديبعذی لمانا -2-3
تط و ضًـ تطضی ضضااَ وطزه مس ىاؾاظگاضم ُناىيس ضضااَ ىنٌزه زضخخَ  ضیپا َ

ُا تخَ  تاقسز تطضی ضلناه مطتؼی چِاض گطُی تمط ة خاتدا یآظضزی تَ ضلناه می

 :[3] آ ستسؾت می (8)اطم ضضتطَ 
 

 
Fig. 1 Two dimensional isoparametric element a) local coordinate b) 

global coordinate 

 ضلناه زً تؼسی ض عًپاضضمتط هم)ضلف( مرتهات محیی )ب( مرتهات ویی 1ضکل 

(8)    ∑       

 

   

 ∑                  

 

   

 

ً  تٌضتغ زضًه     م(8)زض ضضتطَ  خاتدخا ی ىاؾخاظگاضی        خاتی ىاؾخاظگاض 

تا ؿتی نفط تاقيسم ُا زض چِاض گطٍ ضلناه می     تاقسزمی  ضم زض ضضؾتای  مس

 قٌىس:تؼط ف می (9)تهٌضت ضضتطَ ُا     لصض 

(9)                   

 ضىخسم تَ ضلناه ؾاظگاض ضضااَ قخسٍ  (9)ضضتطَ ُای ىاؾاظگاضی وَ مطاتك مس

 زىكاه زضزٍ قسٍ ضىس "2قىل "زض 
 آ س:تسؾت می (10)تا تٌخَ تَ تٌضتغ خاتدا یم وطىف تَ نٌضت ضضتطَ 

(10) {

   

   

   

}  ∑  *       +
  

 

   

∑  *       +
        

 

   

 

 تَ نٌضت ضضتطَ   ً    خاتدا ی -ُای وطىفتاىؿٌض (10)زض ضضتطَ 

 :قٌىستؼط ف می (11)

(11) 
   [

     

     

        

]     [

     

     

        

] 

گطُخی   4مؼازلَ تؼازل تطضی ضلنخاه مطتؼخی    تا ضؾتفازٍ ضظ ضنل واض مداظی

 :آ ستسؾت می (12)ىاؾاظگاض تَ نٌضت ضضتطَ 

(12) [
      

      
] {

  

  
}  {

 
 
} 

تخطزضض    ضلناه ً     ً      مدنٌػَ مماز ط گطُی   ً   م 12زض ضضتطَ 

ُای ؾرتی تا ضؾختفازٍ ضظ ضضتطخَ   تاقيسز ُن يیو ماتط ؽىیطًُای گطُی می

 قٌىس:محاؾثَ می (13)

(13) 

(   )   ∫  
       

(   )   ∫  
       

(   )   ∫  
       

(   )   ∫  
       

تا ضؾتفازٍ ضظ ضًـ  (12)تَ ميظٌض حصف خاتدا ی ىاؾاظگاض ضظ ضضتطَ 

 قٌز:تهٌضت ظ ط محاؾثَ می   م (12)چگالف ضؾتاتیىیم ضتتسض ضظ ضضتطَ 

 
Fig.2 Incompatible displacement mode for quadrilateral element [3] 

 [3]مسُای خاتدا ی ىاؾاظگاض تطضی ضلناه مطتؼی چِاض گطُی  2ضکل 
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(14)        
         

زض مؼازلخَ ضًل تسؾخت آمخسٍ ضظ ضضتطخَ      (14)ؾپؽ تا خاگخصضضی ضضتطخَ   

 آ س:تسؾت می (15)م اطم ىِا ی مؼازلَ تؼازل تَ نٌضت ضضتطَ (12)

(15) (        
          )     

 آ س:تسؾت می (16)زض ىِا ت ماتط ؽ ؾرتی ىِا ی تَ نٌضت ضضتطَ 

(16)           
           

تخٌضه ُناىيخس   ضض مخی  (16)ماتط ؽ ؾرتی ىِا ی تسؾت آمسٍ ضظ ضضتطخَ  

تيسی ىنٌز ً قطض   مطظی ضض ضػنال وخطزٍ ً خاتدخا ی   ضلناه ضؾتاىسضضز ؾطُ 

تخٌضه ضظ ضضتطخَ   ُخای ىاؾخاظگاض ضض مخی   مماز ط گطُی ضض محاؾثَ ىنٌزز خاتدا ی
 محاؾثَ ً زض تسؾت آًضزه میسضه وطىف ضؾتفازٍ وطزز (14)

 َای َطت گرَی واسازگار سٍ بعذیمانال -2-4
ُای ىاؾاظگاض چِاض گطُی زًتؼسیم تخطضی ضلنخاه ُكخت گطُخی     ُناىيس ضلناه

 :[9]قٌىس ضضضئَ می (17) تٌضتغ زضًه  اتی ىاؾاظگاض تَ نٌضت ضضتطَ

(17)                           

تاقيسز ؾیؿت  مرتهخات  مرتهات محیی می  ً   م   م (17)زض ضضتطَ 

تَ  (18)ویی ً محیی ىیع تا ضؾتفازٍ ضظ تٌضتغ زضًىیاتی ضؾتاىسضضز مطاتك ضضتطَ 

 :قٌىسُنس گط مطتث  می

(18)    ∑   

 

   

                     

ضم زض  مرتهخات محیخی گخطٍ        مرتهات ویخی ً     م (18)زض ضضتطَ 
تاقخسز زض ىِا خت ُناىيخس ضلنخاه ىاؾخاظگاض زً تؼخسیم میخسضه        ضم می ضضؾتای

 آ س:تسؾت می (19)خاتدا ی تَ نٌضت ضضتطَ 

(19)    ∑   

 

   

   ∑     

 

   

             

 (19)ُای ىطمال ً تطقی تا زض ىظط گطاتو میسضه خاتدا ی ضضتطخَ  وطىف
 آ يس:تسؾت می (20)تهٌضت ضضتطَ 

(20) 

*                       +
  ∑  

 

   

*           +
  

    ∑  

 

   

(           )
  

تاقخيس  خاتدا ی می -ُای وطىفُا م ماتط ؽ  ُا ً   م (20)زض ضضتطَ 

 قٌىس:تؼط ف می (21)وَ تَ نٌضت ضضتطَ 

(21) 

   

[
 
 
 
 
 
 
      

      

      

         

         

         ]
 
 
 
 
 
 

             

[
 
 
 
 
 
 
      

      

      

         

         

         ]
 
 
 
 
 
 

    

ماتط ؽ ؾرتی ً مؼازلَ تؼازل  (16)ً  (15)ً زض ىِا ت ُناىيس ضًضت  

 آ يسزتا ضؾتفازٍ ضظ ضنل واض مداظی تسؾت می
 

 فرمًلاسیًن پلاستیسیتٍ -2-5

زض ض و ترف تَ تطضؾی مسل پلاؾتیه ً ضًـ حل ػسزی تىاض گطاتَ قسٍ زض 
ض و تحمیك پطزضذتَ قسٍ ضؾتز تطضی ضػنال قخطض   ضلاؾتٌپلاؾختیه ضظ مخسل    

ٌىسگی ض عًتطًپیه ذطخی ضؾختفازٍ قخسٍ    ُنطضٍ تا ؾرت ق 1میعظ-مهالح ًه

ضؾتز ضظ تُؼس پس سضضقياؾیم ؾَ ترخف ػنخسٍ زض مؿخائل پلاؾتیؿخیتَ مخٌضز      
                                                                                                                                           
1
 Von-mises 

ُای ًضضزٍ نخطااً  ( ًخٌز ىاحیَ ضلاؾتیه تطٌض ىَ تيف1گیطزممطالؼَ لطضض می
( تيف تؿیی  پلاؾختیه ً  خا   2ميدط تَ ضاتاض ضلاؾتیه زض مازٍ قسٍ تاقيس؛ 

( گؿتطـ وطىف پلاؾتیه ً ضقخس تخيف   3قسگی ً قطًع خط اه پلاؾتیه

 تاقسزمؼطًف می 2قسگیتؿیی  وَ تَ پس سٍ ؾرت

 میسز-ضذگی ایسيتريپیک مذل ينريش اوتگرالی برای سخت -2-6
متياؾخة تهخٌضتی    3میعظ ً لاػسٍ خط اه-ضی تطضی مسل ًهضتتسض مؼازلات پا َ

 آ سزوَ زض ضزضمَ تٌضیح زضزٍ ذٌضُس قسم تسؾت می

ط تيف مطاتك لاىٌه ضلاؾتیه ذطی )لاىٌه ٌُن( تَ نٌضت ضضتطَ مماز 

 قٌز:محاؾثَ می (22)

(22)         

 تاقسزتاىؿٌض ضلاؾتیه مهالح می   م (22)وَ زض ضضتطَ 

 :[13]قٌز زض ىظط گطاتَ می (23)ُن يیو تاتغ تؿیی  تهٌضت ضضتطَ 

(23)  (    )  √   ( )     

تَ تطتیخة تخيف تؿخیی  ً ىخامتغیط زًم      ( )  ً    م (23)وَ زض ضضتطَ 
تاقيسز ممسضض ىامتغیط زًم تاىؿٌض تخيف ضىحطضاخی تخَ    تاىؿٌض تيف ضىحطضای می

 :[13]قٌز تؼط ف می (24)نٌضت ضضتطَ 

(24)   ( )  
 

 
        

زض ضزضمَ تطضی محاؾثَ ز تاقستاىؿٌض تيف ضىحطضای می    م (24)زض ضضتطَ 

 ((25مطاتك ضضتطخَ   4میعضه گؿتطـ وطىف پلاؾتیه ضظ لاػسٍ خط اه ًضتؿتَ

 :[13]قٌز ضؾتفازٍ می

(25)    ̇   ̇   ̇
  

  
 

تَ تطتیة ىطخ وطىف پلاؾختیهم ضخط ة    ((25زض ضضتطَ   ً  ̇ م ̇   وَ 

تاقسز تطزضض خط خاه تخا تٌخخَ تخَ     ضئٌؼ( می-پلاؾتیه ً تطزضض خط اه )پطضىتل
 :[13]قٌز محاؾثَ می (26)م تَ نٌضت ضضتطَ (23)ضضتطَ 

(26)   
  

  
 √

 

 

 

     
 

5ريش حل ضمىی -2-7
 

ً ضنيی  6ذطی زً ضًـ ػسزی گام تَ گام نط حضؾاؾاً تطضی حل مؿائل غیط

ًخٌز زضضزز زض ضًـ نط ح  ا تاظ ممسضض پاؾد ؾیؿت  زض ُط گام تٌؾ  مماز ط 

تياتطض و خٌضب تحییل ضظ  ه گام تَ  قٌززتسؾت آمسٍ ضظ گام لثیی محاؾثَ می
آ سز زض حالیىَ زض ضًـ ضنيیم پاؾد گام ز گط تَ نٌضت مؿتمی  تسؾت می

تاقخسز تيخاتطض و ممخاز ط    ؾیؿت  ًضتؿتَ تَ گام لثیی ً گام اؼیی مدٌِل مخی 

ُای تىطضضی تهحیح قٌىسز ضىتراب ُط  ه ضظ تا ؿت تٌؾ  ضًـآظما كی می

تَ تاظزٍ ً زلت مٌضز ىظط زض تاظٍ ظماىی زلرخٌضٍ   ػسزی نطااً ًضتؿتَ ُایضًـ
َ می ً   7ُيگخام وخطزه حالخت   تاقسز زض تحییل مؿائل ضلاؾتٌپلاؾتیهم ضًىس تخ

 تاقسزؾاظگاض مٌضز ىیاظ می 8محاؾثَ مسًل تاىػضت
 

 َىگام کردن حالتريوذ بٍ -2-8

گیخطی  زض مٌضز ضلاؾتٌپلاؾتیه ىیاظ تخَ تسؾخت آًضزه اطمٌلاؾخیٌه ضىتگخطضل    

زضذیی  ُا ً متغیطُایُيگام وطزه تيفُای ظماىی تَ ميظٌض تَزی زض ىنٌػس
                                                                                                                                           
2
 Hardening phenomenon 

3
 Flow Rule 

4
 Associated flow rule  

5
 Implicit 

6
 Explicit 

7
The state update procedure 

8
 Tangent modulus 
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ُخا ً متغیطُخای   تطضی تخيف  -       ,ضؾتز تطضی ض و ميظٌض زض تاظٍ ظماىی 

 :[13]قٌز ضؾتفازٍ می ((27زضذیی ضظ ضضتطَ 

(27) 
      ̂(       )

 
      ̂(       )

 

ىكاه زُيسٍ متغیطُای زضذیخی قخامل پاضضمتطُخای       م (27)زض ضضتطَ 
تخيف  ويخسز  گام تاضگصضضی ضض مكخرم مخی    تاقس ً ضىس ؽ قسگی میؾرت

( تطضی تسؾت آًضزه تطزضض ىیطًُخای زضذیخی ضلنخاه مطخاتك      ̂ تسؾت آمسٍ ) 

 گیطز:مٌضز ضؾتفازٍ لطضض می(  (28َضضتط

(28)   
    ∑   

         

   

      
      

  

  م  (28)وَ زض ضضتطَ 
تخَ تطتیخة تخطزضض ىیخطًی زضذیخیم          ً    م     

ضم  گیطی ػسزی زض گام تىطضض ً تٌضتغ ًظىی ضىتگطضل زتطمیياه ماتط ؽ غضوٌتیو

 تاقيسزمی

 محاسبٍ مذيل تاوژات سازگار -2-9

تَ  قٌز ماتط ؽ تاىػضىت ؾاظگاض تا ض و ىاحیَظماىیىَ ىاحیَ پلاؾتیه ض داز می
تاقسز مخاتط ؽ تاىػضىخت ؾخاظگاض    ميظٌض محاؾثَ ماتط ؽ ؾرتی مٌضز ىیاظ می

 :[13]قٌز  می محاؾثَ ((29ضضتطَ مطاتك 

(29)     
  ̂

     
 

تا محاؾثَ ماتط ؽ تاىػضىت ؾاظگاض ً خاگصضضی ماتط ؽ ضلاؾتٌپلاؾختیه  

َ    م ماتط ؽ ؾرتی(29)تسؾت آمسٍ ضظ ضضتطَ  تخَ    (5)تسؾخت آمخسٍ زض ضضتطخ

 تاقس:لاتل محاؾثَ می  (30)نٌضت ضضتطَ

(30)    ∑   

         

   

      
     

     

تاقس وَ تَ نٌضت ماتط ؽ ؾرتی ضلناه می   م (30)ضضتطَ وَ زض 

 قٌززضىتگطضل گیطی ػسزی محاؾثَ می

 [13] 1تصحیح پلاستیک -بیىی الاستیکپیص الگًریتم -2-10
 2آزمایطی الاستیکگام  -2-10-1

م ضط ة پلاؾتیه -       ,قٌز وَ زض گام ظماىی زض ض و گام ضتتسض اطو می
ُخا ً  تاقس ً مازٍ زض ىاحیَ ضلاؾتیه لطضض زضضزز زض ض و حالخت وخطىف  نفط می

 آ يس:تسؾت می (31)متغیطُای زضذیی آظما كی ضظ ضضتطَ 

(31) 
  

   
        

     
    

         

تاقخسز تخا ضؾختفازٍ ضظ    ىنٌ وخطىف ضلاؾختیه مخی      م (31)وَ زض ضضتطَ 

ً خاگصضضی  (31)ُای زضذیی آظما كی تسؾت آمسٍ ضظ ضضتطَ ُا ً متغیطوطىف

آ يسز ؾپؽ تا تىاضگیطی ضضتطخَ  ُای آظما كی تسؾت میتيف (27)زض ضضتطَ 

ٍ وٌچىتط قٌزز ضگط تاتغ تؿیی  تسؾت آمستاتغ تؿیی  محاؾثَ میممسضض  (23)
 َ   ا مؿاًی نفط تاقسم اطضیات گام ضلاؾتیه نحیح ً متغیطُای آظما كی تخ

 (ز32ضضتطَ  )مطاتك قٌىسًضلؼی تثس ل می متغیطُای

(32) ( )    ( )   
      

3گام تصحیح پلاستیک یا الگًریتم وگاضت بازگطتی -2-10-2
 

ممخسضضی مثثخت تاقخس زض     (23)ضضتطخَ  چياى َ تاتغ تؿیی  محاؾخثَ قخسٍ ضظ   
 ُا تهحیح ً ىنٌيفتا ؿت تض يهٌضت اطو ضلاؾتیه تٌزه ضقتثاٍ تٌزٍ ً می

 

                                                                                                                                           
1
 The elastic predictor/Plastic corrector algorithm 

2
 The elastic trial step 

3
 The plastic corrector step or return mapping algorithm 

 قٌز:ضؾتفازٍ می( 33) پلاؾتیه محاؾثَ قٌزز تطضی ض و ميظٌض ضظ ضًضت 

(33) 

    
    

   
           

  
         

            

 (         )   

4رافسًنريش ویًته  -2-11
 

ضضاؿٌهم ضًـ لسضتنيسی تطضی حل مؼازلات تخَ نخٌضت ػخسزی    -ضًـ ىیٌتو

تاقخسز تخا ضؾختفازٍ ضظ ض خو     ی تمط ة ذطی مخی ی ؾازٍضؾتم وَ تطضؾاؼ ض سٍ

ُخای  خه   تٌضه ض كَضًـ ً تا زضقتو چيس تطم ضًل تؿ  ؾطی تییٌض تاتغ می

مٌضز ىظخط   یتاتغ مكتك پص ط حمیمی غیطذطی ضض ترنیو ظزز تؿتَ تَ مؿئیَ
ی تاتغ تاقسم ض و ضًـ ی واای ىعز ه ض كَزض نٌضتیىَ حسؼ ضًلیَ تَ ضىسضظٍ

ی ًضلؼی ُنگطض قٌزز زض  ه تٌضیح ویخی ض خو ضًـ   تٌضىس ؾط ؼا تَ ض كَمی

َ  :ويستس و نٌضت ػنل می ی ًضلؼخی تخاتغ   ضتتسض  ه حسؼ ضًلیَ وَ تَ ض كخ

ىمطخَ مخٌضز ىظخط     قٌزز ؾپؽ ذخ  منخاؼ تخاتغ زض   ىعز ه تاقس ضىتراب می
آ سز ض خو  ُا تسؾت می  قٌز ً محل تماطغ ض و ذ  تا محٌض ترنیو ظزٍ می

َ  ترنیو  ىمطَ تماطغ تا محٌض  ی تخاتغ ضؾخت ً تخطضی تِثخٌز     تِتطی ضظ ض كخ

ىكخاه زضزٍ قخسٍ    "3قخىل  "قٌزز ُناىطٌض وخَ زض  خٌضب ض و ضًىس تىطضض می

 تاقسزی تاتغ میترنیو تِتطی ضظ ض كَ   حسؼ ضًلیَ ً    ضؾتم 
 :[15,14]تاقس می (34)تَ نٌضت ضضتطَ  ( ) تؿ  ؾطی تییٌض تاتغ 

(34) 

 (    )   (  )    (  )  
   (  )

  
     

     
  (  )

  
     (         ) 

َ  تا نطف ىظط وطزه ضظ تطم ی ُای مطتثَ تالا ً تا زض ىظط گخطاتو زً خنیخ

 آ س:تسؾت می (35)ضًلم ضضتطَ 

(35)  (    )   (  )    (  )(       ) 

تَ نخٌضت    (35)ضضتطَ   تطضی محاؾثَ محل تلالی مناؼ تاتغ تا محٌض 

 قٌز:زض ىظط گطاتَ می (36)ضضتطَ 

(36)  (    )                 
 (  )

  (  )
 

قخٌز ً  م حسؼ خس س تطضی ض كَ تاتغ محاؾثَ می(36)تا تٌخَ تَ ضضتطَ 
تخٌضه تخَ تمط خة    ی ض و ضًىس مخی تا ضزضمَ 36)ضضتطَ )تا تٌخَ تَ تىطضض پص طی 

 تاتغ ضؾیسز ض كَ

 مؿالَ ضنیی زض تحییل ضخعضء محسًز  ااتو حالت تؼازل خؿ  متياظط تخا 

 

 
Fig. 3 Newton-Raphson method for obtaining roots of function  

 ُای تاتغضضاؿٌه تطضی تسؾت آًضزه ض كَ-ضًـ ىیٌتو 3ضکل 

                                                                                                                                           
4
 The newton-Raphson method 
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تاقس وخَ تخَ   ضلف( تسؾت آمسٍ ضؾت می -5ُای ًضضزٍ وَ تَ نٌضت ضضتطَ )تاض
 تٌضه تاظىٌ ؿی ىنٌز:( می(37نٌضت ضضتطَ 

       ضلف( -37)

      ب( -37)

ُخای   تطزضض ىیطًُای ىما  گطُی متياظط تا تيف  ضلف(م  -(37زض ضضتطَ 

تاقسز تطضی  ه مؿالَ قامل غیطذطی ُيسؾی ً مهالح ًضتؿتَ تخَ  زضذیی می

تا ؿتی زض طخٌل ظمخاه تاضگخصضضی تطلخطضض     ضلف می -37مؿیط تاضگصضضی ضضتطَ 

تٌضه زض ُط گخام تاضگخصضضی   ضضاؿٌه می-تاقسم زض ىتیدَ تا تحییل ىنٌی ىیٌتو
ضًـ ضؾاؾخی  ( تسؾت آًضزز  پاؾد مؿئیَ ضض تَ قىل تطزضض خاتدا ی گطُی )

زض  ه تحییل غیطذطی گام تَ گام ىنٌیم زضىظط گطاتو ض و اطو ضؾت وخَ  

     تاقس ً خٌضب زض ظماه گؿؿختَ  مؼیٌم می  خٌضب زض ظماه گؿؿتَ 

ضلخف( تهخٌضت    -(37ىنٌ ظماىی ضؾتز زض ىتیدَ ضضتطَ    مٌضز ىیاظ ضؾت وَ 
 آ س:( تسؾت می38ضضتطَ )

(38)               

تٌضه تخطزضض ىیطًُخای   تاقسم میمؼیٌم می  تا اطو ض يىَ خٌضب زض ظماه 

 تدع َ وطز: (39)ضض تَ نٌضت ضضتطَ      زضذیی زض گام تاضگصضضی 

(39)             

ىنٌ زض ىیطًُخای ىمخا  گطُخی متيخاظط تخا ىنخٌ زض          م (39)زض ضضتطَ 

تٌضه تخا  ضض می    تطزضض.  ضؾت     تا   تغییطمىاه ُا ً تيف ُا ضظ ظماه 

 (40)ماىيس ضضتطَ    ضؾتفازٍ ضظ  ه ماتط ؽ ؾرتی مناؾی زض گام تاگصضضی  

 تمط ة ظز:
      ضلف( -40)

  U 

   ب( -40)
  

   

   
 

  ضلف(م  -(40زض ضضتطَ 
تاقس وَ تَ نٌضت ماتط ؽ ؾرتی مناؾی می   

( 39ضلف( زض ضضتطخَ )  -(40آّ سز تا خاگصضضی ضضتطَ ب( تسؾت می -(40ضضتطَ 

 آ س:( تسؾت می(41اطم ىِا ی مؼازلَ تؼازل تهٌضت ضضتطَ 

(41)   
           

ُخای تسؾخت   آ سم خٌضبتَ نٌضت تمط ثی تسؾت می   تا تٌخَ تَ ض يىَ 

 تٌضىيس زضضضی ذطای لاتل تٌخِی تاقيس زض ىتیدخَ ضؾختفازٍ وخطزه ضظ   آمسٍ می

-ُای تسؾت آمسٍ مخی ضضاؿٌه مٌخة تِثٌز زلت خٌضب-ضًـ تىطضضی ىیٌتو

ُخای تاضگخصضضی ً   ضضاؿٌه تطضی گام-ضًـ تىطضضی ىیٌتو (42)قٌزز زض ضضتطَ 
 ضىدام تىطضض تا ضؾیسه تَ خٌضب تا زلت لاتل لثٌل ىكاه زضزٍ قسٍ ضؾت:

(42) 

  (   )
        ( )         (   )

     
 ( )

      (   )
       ( ) 

ضىس ؽ پا یو ىٌ ؽ ىكاه زُيسٍ تؼخسضز تىخطضض ً ضىخس ؽ     (42)زض ضضتطَ 

ایٌچاضت مطتٌ    " 4قىل"تاقسز زض تالاىٌ ؽ ىكاه زُيسٍ گام تاضگصضضی می

-تَ ضًىس تطىامَ ىٌقتَ قسٍ تا ضؾتفازٍ ضظ ضًـ ضخعضء محسًز ً ضلگٌض ت  ىیٌتو

 ضضاؿٌه ىكاه زضزٍ قسٍ ضؾتز

 تعزیف مسئله-3

ميیع   -مؿئیَ مٌضز تطضؾی  ه نفحَ مؿتطییی ضظ خيؽ آلیاغ آلٌميیٌم

آًضزٍ قسٍ ضؾتز ض و نفحَ تحت   1ضؾت وَ ذٌضل مىاىیىی مازٍ زض خسًل

تاقسز تطضی تاضگصضضی  ىيٌضذت ذطی زض ضضؾتای محٌضی ً ػطضی می
ضی ً ؾَ تؼسی ضظ مسلؿاظی نفحَ مٌضز مطالؼَ زض زً حالت تيف نفحَ

ُای ىاؾاظگاض هُای ضؾتاىسضضز مطتثَ پا یوم مطتثَ تالا ً ُن يیو ضلناضلناه

 ضؾتفازٍ قسٍ ضؾتز

 
Fig. 4 Flowchart of numerical procedure 

 ضًىس اطآ يس ػسزی 4ضکل 

 ميیع   -مىاىیىی آلیاغ آلٌمیيیٌمذٌضل  1جذيل 

Table 1 Mechanical properties of AZ91 

 مماز ط   AZ91ذهٌنیات آلیاغ آلٌمیيیٌم ميیع  

  45(GPa) 
  0.33 
  17(GPa) 
   160(MPa) 

 

-تطضی مسلؿاظی مؿئیَ مصوٌض زض حالت ؾَ تؼسی ضظ تیط تخا آلیخاغ آلٌمیيیخٌم   

ً ُن يخیو   mm 60ً ضخرامت   mm × 120 mm 600ميیع   تَ ضتؼاز 
متط وَ مییی mm × 120 mm 120 تطضی حالت زً تؼسی ضظ نفحَ تَ ضتؼاز

ىكاه زضزٍ قسٍ ضىسم ضؾتفازٍ قسٍ ضؾتز قطض   مطظی ُيسؾخی   " 5قىل "زض

 تاقسززً ىنٌىَ تَ نٌضت  ىؿط گیطزضض می
 

 
Fig. 5 a) 2D plate dimension b) 3D beam dimension 

 ُا ضلف( ضتؼاز نفحَ زًتؼسی ب( ضتؼاز تیط ؾَ تؼسیضتؼاز ؾاظٍ 5ضکل 
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 نتبیج و بحث-4

ُای ضؾتاىسضضز مطتثَ پا یوم مطتثَ تالا ضلناهزض ض و ترف ىتا ح تسؾت آمسٍ ضظ 
تؼسی تحت زً ىٌع تاضگصضضی  ىيٌضذت تَ نٌضت تاضگصضضی  3ً  2ً ىاؾاظگاض 

 "5قىل "گاٍ  ىؿط گیطزضض مطاتك محٌضی وككی ً ذنكی ػطضی تا تىیَ

ُای مٌضز ضؾتفازٍ زض مف مما ؿَ ً تطضؾی قسٍ ضؾتز ىٌع ً مكرهَ ضلناه

 آًضزٍ قسٍ ضؾتز 2مٌضز مطالؼَ زض خسًل  تيسی نفحات ً تیطُای
ُای ضؾختاىسضضز ً  ضتتسض تَ ميظٌض نحت ؾيدی ىتا ح تسؾت آمسٍ ضظ ضلناه

ىاؾاظگاض زض وس تٌؾؼَ زضزٍ قسٍم ىتا ح تسؾت آمسٍ تخطضی خاتدخا ی ؾخط آظضز    

زض حالخت  MN/m2 100 تیط  ىؿطگیطزضض تحت تاض گؿتطزٍ خاىثی تَ قخست  

مما ؿَ ً نحت ؾيدی قسٍ ضؾتز تطضی ض و ميظٌض  ضلاؾتیهم تا ىتا ح تحیییی
 خاتدا ی ػطضی تی تؼس قسٍ ىؿثت تَ ضرامت تیط تا ضتؼاز "6قىل "مطاتك 

600 mm × 12 mm × 6 mm ُای ؾَ تطحؿة زضخات آظضزی تطضی ضلناه

 تؼسی تطؾی  قسٍ ضؾتز

ً  C20ُخای  قٌز ميحيی ُنگطض ی تخطضی ضلنخاه  ُناىطٌضوَ مكاُسٍ می
C11 تط ضظ ضلناه تَ مطضتة ؾط غ C8   مخصوٌض   تٌزٍ ً ممخسضض ذطخای زً ضلنخاه

 ضؾتز C8ىؿثت تَ ىتا ح تحیییی ونتط ضظ ضلناه 

خاتدا ی تی تؼس قسٍ زض ضضؾتای تاضگصضضی تحت ىیطًی  "7قىل "زض 

ىؿثت تَ طٌل نفحَ تط حؿة تؼسضز زضخات آظضزی MN/m 200 گؿتطزٍ 
ىكاه زضزٍ  Q6ً ضلناه ىاؾاظگاض  Q4 ًQ8 ُای ضؾتاىسضضز مطتؼی تطضی ضلناه

ُا تطضی تا مما ؿَ ىطخ ُنگطض ی خٌضب " 7قىل  "قسٍ ضؾتز مطاتك 

تٌضه مكاُسٍ وطز وَ ُای مصوٌض زض تاضگصضضی وككی  ىيٌضذت می ضلناه

تطضی ُط ؾَ ضلناه ىطخ ُنگطض ی تمط ثا زض تؼسضز زضخَ آظضزی  ىؿاه ضتفاق 
ُای تسؾت آمسٍ ضظ ؾَ ضلناه آظضزی خاتدا یزضخَ  2000ضاتس )زض حسًز می

 َ ميحيی ُنگطض ی ضلناه چِاض گطُیُنگطض قسٍ ضؾت(ز تا ض و تفاًت و
 

 ُامكرهَ ضلناه 2جذيل 

Table 2 Element attributes 

 ىٌع ضلناه مكرهَ تؼط ف

 گطُی ضؾتاىسضضز 4ضلناه مطتؼی    

 گطُی ضؾتاىسضضز 8ضلناه مطتؼی    

 گطُی ىاؾاظگاض 4ضلناه مطتؼی    

 گطُی ضؾتاىسضضز 8ضلناه آخطی    

 گطُی ضؾتاىسضضز 20ضلناه آخطی     

 گطُی ىاؾاظگاض 8ضلناه آخطی        

 
Fig. 6 Dimensionless lateral displacement of beam due to degrees of 

freedom for C8, C11 and C20 elements   
قسٍ تط حؿة تؼسضز زضخات آظضزی تطضی  تؼس ػطضی تی ىنٌزضض خاتدا ی  6ضکل 

  C11  ًC20م C8ُای ضلناه

ترنیو ؾرتی تیكتط زض مما ؿَ تا زً ضلناه ز گط زض تؼسضز ضؾتاىسضضز تسلیل 

 لطضض گطاتَ ضؾتز Q8  ًQ6ُای ُای ضلناهزضخَ آظضزی ونتطم ظ ط ميحيی
زض میعظ زض لثَ تالا ی -ميحيی ضاتاض پلاؾتیه تيف ًه "8قىل "زض 

ً ضلناه  Q4 ًQ8 ُای ضؾتاىسضضز مطتؼی ضضؾتای طٌل نفحَ تطضی ضلناه

قٌز تطضی ضلناه تطؾی  قسٍ ضؾتز ُناىطٌض وَ مكاُسٍ می Q6ىاؾاظگاض 

تیكتط ضظ زً ضلناه ز گط محاؾثَ قسٍ 40 × 40 تا تؼسضز ضلناه  Q8ضؾتاىسضضز 
گاٍ میعظ ىعز ه تىیَ-ًه ممسضض تيفضؾتز ُن يیو تطضی ضلناه ىاؾاظگاض 

گاٍ ىتا ح ُا ترنیو ظزٍ قسٍ ضؾت ً تا زًض قسه ضظ تیىَونتط ضظ ؾا ط ضلناه

 "ُن يیو تا تٌخَ تَ  حانل ضظ ؾَ ضلناه تا ُنس گط ُنرٌضىی ذٌتی زضضىسز

وطىف مؼازل پلاؾتیه تسؾت آمسٍ ضظ ؾَ ضلناه ضاتاضی مكاتَ تا  " 9قىل 
نٌزضضُای خاتدا یم تيف ً وطىف میعظ زضضزز تا مما ؿَ ى-ضاتاض تيف ًه

ُا تا ضؾتفازٍ ضظ ضلناه ىاؾاظگاض تٌضه ىتیدَ گطات وَ ُنگطض ی خاتدا ی می

ضلناه  ُا تا ضؾتفازٍُا ً وطىفتاقس زض حالیىَ تطضی ترنیو تيفمطیٌب می

 "10قىل " زض قٌزز ُا مكاُسٍ ىنیىاؾاظگاض تفاًتی زض زلت خٌضب
ُنگطض ی تیكیيَ خاتدا ی ؾط آظضز نفحَ زً تؼسی تحت  ُای ميحيی

ىكاه زضزٍ قس ضؾتز  MN/m 100تاضگصضضی ذنكی  ىيٌضذت تَ قست 

ىؿثت تَ  Q6ً ضلناه Q8ىطخ ُنگطض ی ضلناه ضؾتاىسضضز  " 8قىل"مطاتك 

 " 12قىل"ً " 11قىل"تاقسز ُن يیو زض تط میغؾط  Q4ضلناه 
میعظ ً وطىف پلاؾتیه مؼازل تطضی ؾَ -ُای ضاتاض تيف پلاؾتیه ًه ميحيی

ضلناه مصوٌض زض قطض   تاضگصضضی ذنكی  ىيٌضذت ىكاه زضزٍ قسٍ ضؾتز 

 زض ىعز ىی Q6تاضگصضضی وككی  ىيٌضذتم ضلناه ىاؾاظگاض  ُناىيس حالت
 

 
Fig.7 Dimensionless inplane displacement in loading direction due to 

degrees of freedom for Q4, Q6 and Q8 elements   

تؼس قسٍ زض ضضؾتای تاضگصضضی ىؿثت تَ طٌل نفحَ تط ىنٌزضض خاتدا ی تی  7ضکل 

 Q6  ًQ8م Q4ُای حؿة تؼسضز زضخات آظضزی تطضی ضلناه

 
Fig. 8 Von-Mises stress through the plate length for Q4, Q6 and Q8 

elements at y= 120mm and 0 < x < 120 mm     

ً  Q6م Q4ُای میعظ زض ضضؾتای طٌل نفحَ تطضی ضلناه-تغییطضت تيف ًه 8ضکل 

Q8  زض y= 120mm ً 0 < x < 120 mm  
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Fig. 9 Equivalent plastic strain through the plate length for Q4, Q6 and 

Q8 elements at y= 120mm and 0 < x < 120 mm 
م Q4ُای ىنٌزضض وطىف مؼازل پلاؾتیه زض ضضؾتای طٌل نفحَ تطضی ضلناه  9ضکل 

Q6  ًQ8  زض مرتهاتy =120mm  ً 0 < x < 120 mm 

 
Fig.10 Dimensionless displacement in loading direction due to degrees 

of freedom for Q4, Q6 and Q8 elements 
تؼس قسٍ زض ضضؾتای خاتدا ی تط حؿة تؼسضز زضخات ىنٌزضض خاتدا ی تی  10ضکل 

 Q6  ًQ8م Q4ُای آظضزی تطضی ضلناه

 
Fig. 11 Von-Mises stress through the plate length for Q4, Q6 and Q8 

elements at y=120mm and 0 < x < 120 mm         
ً  Q6م Q4ُای میعظ زض ضؾتای طٌل نفحَ تطضی ضلناه-ىنٌزضض تيف ًه  11ضکل 

Q8  زض y= 120mm ً 0 < x < 120 mm   

میعظ ً وطىف -ممسضض تيف ًه Q4  ًQ8ُای گاٍ ىؿثت تَ ضلناهتىیَ

گاٍ ىتا ح پلاؾتیه مؼازل ضض ونتط ترنیو ظزٍ ضؾت وَ تا زًض قسه ضظ تیىَ

 ؾَ ضلناه ُنرٌضىی ذٌتی تا ُنس گط زضضىسزحانل ضظ 
ميحيی ُنگطض ی ضلاؾتٌپلاؾتیه خاتدا ی ؾط آظضز تیط  "13قىل "زض 

تطضی MPa 300   ىؿطگیطزضض تحت تاضگصضضی  ىيٌضذت محٌضی تَ قست

 تٌضهتؼسی ضؾتاىسضضز ً ىاؾاظگاض ىكاه زضزٍ قسٍ ضؾتز میُای ؾَضلناه

 ً C20ُای تغییطمىاه تطضی ضلناهمكاُسٍ وطز وَ ىطخ ُنگطض ی ميحيی 
 

 
Fig. 12 Equivalent plastic strain through the plate length for Q4, Q6 

and Q8 elements at y=120mm and 0 < x < 120 mm  

م Q4ُای ىنٌزضض وطىف مؼازل پلاؾتیه زض ضضؾتای طٌل نفحَ تطضی ضلناه  12ضکل 

Q6  ًQ8  زض y =120mm ً 0 < x < 120 mm   

C11  زض مما ؿَ تا ضلناهC8 تط ً زض تؼسضز زضخَ آظضزی ونتطی حانخل  ؾط غ

تغییطمىاه ؾط آظضز تیط تحت تاضگخصضضی   "14قىل "قسٍ ضؾتز ُن يیو  زض 

تطؾی  قخسٍ ضؾختز ُناىطٌضوخَ زض ض خو      MPa 4ذنكی  ىيٌضذت تَ قست 
قىل ىیع ىكاه زضزٍ قخسٍ ضؾختم ُناىيخس تاضگخصضضی وككخی محخٌضیم ىخطخ        

 ضگخخصضضی ذنكخی تخا ضؾخختفازٍ ضظ  ُنگطض خی تغییطمىخاه ػطضخخی تیخط تحخت تا    
 

 
Fig. 13 Dimensionless in-plane displacement at the beam tip due to 

degrees of freedom for C8, C11 and C20 elements   
تط حؿة  تؼس قسٍ ؾط آظضز تیط زض ضضؾتای محٌض تیطىنٌزضض خاتدا ی تی  13ضکل 

 C11  ًC20م C8ُای تؼسضز زضخات آظضزی تطضی ضلناه

 
Fig. 14 Dimensionless lateral displacement in Y direction due to 

degrees of freedom for C8, C11 and C20 elements   

تط حؿة  Yتؼس قسٍ ؾط آظضز تیط زض ضضؾتای ىنٌزضض خاتدا ی ػطضی تی 14ضکل 

 C11  ًC20م C8ُای تؼسضز زضخات آظضزی تطضی ضلناه
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مما ؿَ ىتا ح تسؾت  تاقسز تامی C8تط ضظ ضلناه ؾط غ C20  ًC11ُای  ضلناه

تٌضه مكاُسٍ وطز وَ ُای زً ً ؾَ تؼسیم میُای مسلآمسٍ تطضی تغییطمىاه
ُخای تاضگخصضضی وككخی ً    ُای زًتؼخسی زض حالخت  ضًىس ُنگطض ی تطضی ضلناه

تاقخسز  مخی  Q4 تط ضظ ضلنخاه ؾط غ Q6  ًQ8ُای ذنكی  ىيٌضذت تطضی ضلناه

ُخای ُنگطض خی   ؼسی ىیع ميحيخی تُای ؾَلاظم تَ تٌضیح ضؾت وَ تطضی ضلناه

تخط ضتفخاق    غؾخط  C8ىؿثت تَ ضلناه  C20  ًC11ُای تغییطمىاه تطضی ضلناه
 ضاتازٍ ضؾتز

مما ؿخخَ ظمخاه محاؾخخثاتی تخخطضی تیخط  ىؿخخطگیطزضض تحخخت    3زض خخسًل  

تؼخسی ضؾختاىسضضز ً ىاؾخاظگاض تخط     ُای ؾَتاضگصضضی ذنكی تا ضؾتفازٍ ضظ ضلناه

 3حؿة تؼسضز ضلناه ً زضخات آظضزی ىكاه زضزٍ قسٍ ضؾتز تا تٌخَ تَ خسًل 
ُای تسؾخت آمخسٍ ىؿخثت تخَ ضلنخاه      تٌضه مكاُسٍ وطز وَ ضذتلاف خٌضبمی

 ُای ىاؾاظگاض ونتطزی تطضی ضلناهزضخَ آظض 62679تیؿت گطُی ضؾتاىسضضز تا 
 

 تؼسی مرتیف ُای ؾَتطضی ضلناهمما ؿَ ظماه محاؾثاتی  3جذيل 

Table 3 Comparison of the run times using different elements 

 ىٌع ً تؼسضز ضلناه
تؼسضز 

زضخات 

 آظضزی

 ظماه محاؾثاتی

(sec) 

 خاتدا ی

(mm) 

ضذتلاف خٌضب تا 

C20ضلناه 
60 × 12 × 6 

   

30 × 6 × 3 
2058   11.87 %6.38 

    

30 × 6 × 3 
2058 t 12.542 %1.083 

    

30 × 6 × 3 
9309 4 t 12.591 %0.7018 

   

60 × 12 × 6 16653 6.4   12.427 %1.995 

    

60 × 12 × 6 
16653 6.8   12.655 %0.1971 

    

60 × 12 × 6 
62679 41   12.68 - 

میعظ ً وطىف پلاؾتیه مؼازل زض ىما  مرتیف -مما ؿَ تيف پلاؾتیه ًه 4جذيل 

 4 × 8 × 40تا تؼسضز ضلناه  C11  ًC20م C8ُای تیط تطضی ضلناه
Table 4 Comparison of Von-Mises plastic stress and equivalent plastic 

strain in various coordinate of beam for C8, C11 and C20 elements 
with 40 × 8 × 4 elements 

 مرتهات ىٌع ضلناه زضخَ آظضزی (   )       

0.0077730 267.70 5535 C8     0.01 
0.0090928 292.50 5535 C11     0.01 
0.0065867 259.44 20283 C20     0.01 
0.0075629 275.72 5535 C8     0.03 
0.0066566 260.61 5535 C11     0.03 
0.0063783 255.94 20283 C20     0.03 
0.0089795 299.99 5535 C8     0.3 
0.0089795 299.99 5535 C11     0.3 
0.0089795 299.99 20283 C20     0.3 

میعظ ً وطىف پلاؾتیه مؼازل زض ىما  مرتیف -مما ؿَ تيف پلاؾتیه ًه 5جذيل 

 5 × 10 × 50تا تؼسضز ضلناه  C11  ًC20م C8ُای تیط تطضی ضلناه
Table 5 Comparison the Von-Mises plastic stress and equivalent plastic 

strain in various coordinate of beam for C8, C11 and C20 elements 
with 50 × 10 × 5 elements 

 مرتهات ىٌع ضلناه زضخَ آظضزی (   )       

0.0086357 281.20 10098 C8     0.01 
0.010740 319.75 10098 C11     0.01 
0.010920 308.09 37593 C20     0.01 

0.0074549 273.89 10098 C8     0.03 
0.0067754 262.59 10098 C11     0.03 
0.0065866 259.44 37593 C20     0.03 
0.0089795 299.99 10098 C8     0.3 
0.0089795 299.99 10098 C11     0.3 
0.0089795 299.99 37593 C20     0.3 

میعظ ً وطىف پلاؾتیه مؼازل زض ىما  مرتیف -مما ؿَ تيف پلاؾتیه ًه 6جذيل 

 10 × 20 × 100تا تؼسضز ضلناه  C11  ًC20م C8ُای تیط تطضی ضلناه
Table 6 Comparison the Von-Mises plastic stress and equivalent plastic 

strain in various coordinate of beam for C8, C11 and C20 elements 
with 100 × 20 × 10 elements 

 مرتهات ىٌع ضلناه زضخَ آظضزی (   )       

0.0098412 305.00 69993 C8     0.01 
0.010015 311.53 69993 C11     0.01 
0.00919 303.42 269583 C20     0.01 

0.0068129 263.28 69993 C8     0.03 
0.0066386 260.36 69993 C11     0.03 
0.0065366 258.60 269583 C20     0.03 
0.089795 299.99 69993 C8     0.3 
0.089795 299.99 69993 C11     0.3 
0.089795 299.99 269583 C20     0.3 

اقخسز ُن يخیو ظمخاه محاؾخثاتی     تُای ضؾتاىسضض ُكخت گطُخی مخی   ضظ ضلناه

تخط  ُخای تیؿخت گطُخی تؿخیاض پخا یو     ُای ىاؾاظگاض زض مما ؿَ تا ضلنخاه  ضلناه

 تاقسز می
میعظ ً وطىف پلاؾتیه مؼخازل  -مماز ط تيف پلاؾتیه ًه 4زض خسًل 

تؼخسی  ُای ؾَتطضی نفحَ تحت تاضگصضضی محٌضی وككی تا ضؾتفازٍ ضظ ضلناه

تطضی ىما  مرتیف نفحَ تا تؼسضز زضخات آظضزی متفخاًت آًضزٍ قخسٍ ضؾختز    

 ًؾخخ  نخخفحَ تخخا مرتهخخات   گخخاٍ ً ىمطخخَ ىعز خخه تىیخخَ   ً    ىمخخا  
ضىسز تا مما ؿَ ىتا ح تسؾت آمسٍ زض ؿاه ضىتراب قسٍ ى     ً       

قٌزم تطٌض ىخَ زض  ىما  مرتیفم تطضی ُط ؾَ ضلناه ضاتاض  ىؿاىی مكاُسٍ می

گاُی مماز ط تيف ً وطىف محاؾثَ گاٍ تسلیل ًخٌز ضثطضت تىیَىعز ىی تىیَ

 گاٍ ض خو تاقسز زض حالیىَ تا زًض قسه ضظ تىیَقسٍ ضظ ُط ؾَ ضلناه متفاًت می
قخٌزز تخا تطضؾخی ىتخا ح     ُا تط ُ  ميطثك میمماز ط ُنگطض قسٍ ً ىتا ح ضلناه

تٌضه مكاُسٍ وخطز وخَ   گاٍ میُای ضؾتاىسضضز ً ىاؾاظگاض زض ىعز ىی تیىَضلناه

زض تؼسضز زضخات آظضزی و م ضاتاض غیط ىيٌضذت تطضی تيف ً وطىف مكخاُسٍ  

ُخا  ىيٌضذخت   طىفُخا ً وخ  تاض تخيف قٌز ًلی تا ضاعض ف زضخات آظضزی ضامی
 گطززز می

ُخای  میخعظ تخا تىخاضگیطی ضلنخاه    -ضاتاض ُنگطض ی تيف ًه "15قىل " 

زُسز تا مما ؿَ ىتخا ح  ضلناه ضض ىكاه می 4×8×40ؾاظگاض ً ىاؾاظگاض تا تؼسضز 

گاٍم گطزض اه تخيف تخطضی   تٌضه مكاُسٍ وطز وَ زض ىعز ىی تىیَؾَ ضلناه می
تاقخسز  تط میً ملا    ىيٌضذت C11 ضلناهزض مما ؿَ تا  C8 ً C20ُای ضلناه

گاٍ تَ ميظٌض مكاُسٍ ضثطضت ُا زض ىعز ىی تىیَُن يیو تا ضاعض ف تؼسضز ضلناه

 تخٌضه ضشػخاه   مخی  "16قىل "ُای تيف ً وطىف مطاتك گاُی ًگطضز اهتىیَ

 

 
Fig. 15 Von-Mises stress behavior for C8, C11 and C20 elements with 

various Degrees of freedom 
تا تؼسضز زضخات  C11  ًC20م C8ُای میعظ تطضی ضلناه-ضاتاض تيف ًه  15ضکل

 مرتیف  آظضزی
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Fig. 16 Von-Mises stress behavior for C8, C11 and C20 elements with 

various elements 
ُای هتا تؼسضز ضلنا C11  ًC20م C8ُای میعظ تطضی ضلناه-ضاتاض تيف ًه 16ضکل 

 مرتیف

تا  C8ضلناه ضاتاض ىعز ه تَ ضاتاض ضلناه 1280  زض C20 زضقت وَ ضلناه
ضاتاض واملاً متفاًتی زض ىعز ىی  C11ضلناه زضضز زض حالیىَ ضلناه  54000

 گاٍ ضض زضضززتىیَ

 گیزیبندی و نتیجهجمع-5

ضاتاض ُای ؾاظگاض ً ىاؾاظگاض زً ً ؾَ تؼسی تط ضًی زض ض و ممالَ تاثیط ضلناه
ضلاؾتیه ً پلاؾتیه تیطُا ً نفحات ض عًتطً په تحت تاضگصضضی وككی ً 

ذنكی  ىيٌضذت مطالؼَ قسٍ ضؾتز مؼازلات تؼازل حاو  تط مؿالَ تا زض ىظط 

میعظ ً ضؾتفازٍ ضظ ضًـ گام تَ گام تىطضضی -گطاتو مسل پلاؾتیؿیتَ ًه

اتو قطض   ضضاؿٌه ً ضلگٌض ت  تهحیح ىگاقت تاظگكتی تا زض ىظط گط-ىیٌتو
ُا ُا ً تيفُام وطىفمطظی  ىؿط گیطزضض حل قسٍ ً زض ىِا ت تغییطمىاه

ضىسز تَ ميظٌض تطضؾی زلت ً نحت ىتا ح تسؾت آمسٍ ضظ  محاؾثَ قسٍ

ُای ؾاظگاض ً ىاؾاظگاضم ضاتاض ُنگطض ی تغییطمىاه تیط  ىؿطگیطزضض تحت  ضلناه

تحیییی مما ؿَ ً تاضگصضضی ذنكی  ىيٌضذت زض محسًزٍ ضلاؾتیه تا خٌضب 
ُای زً نحت ؾيدی قسٍ ضؾتز ىتا ح تسؾت آمسٍ ضظ ض و مطالؼَ تطضی ضلناه

 تٌضه تَ قطح ظ ط تیاه ىنٌز:ً ؾَ تؼسی ؾاظگاض ً ىاؾاظگاض ضض می

ؾخط   تطضی نفحَ مطتؼی مسلؿاظی قسٍم ميحيی ُنگطض ی تغییطمىاه 1-

آظضز نخخفحَ تحخخت تاضگخخصضضی وككخخی ً ذنكخخی  ىيٌضذخخت تخخطضی   
ُای ؾاظگاض چِاض ً ُكت گطُی ً ضلناه ىاؾاظگاض قف گطُخی   ضلناه

قخٌىسز ُن يخیو   مكاتَ ً زض تؼسضز زضخات آظضزی  ىؿاىی ُنگطض مخی 

میخعظ ً وخطىف پلاؾختیه    -ضاتاض مكاتِی تطضی تخيف پلاؾختیه ًه  

 قٌززُای زً تؼسی مكاُسٍ میمؼازل زض ضلناه
ُای ضؾتاىسضضز اهُا تطضی ضلنتطضی مسل ؾَ تؼسیم ُنگطض ی تغییطمىاه 2-

تط ً زض تؼسضز زضخَ آظضزی تیؿت گطُی ً ىاؾاظگاض  اظزٍ گطُی ؾط غ

 ضاتسزُای ُكت گطُی ضتفاق میونتط ىؿثت تَ ضلناه
میعظ ً وطىف پلاؾتیه مؼخازل زض مؿخئیَ   -ضاتاض تيف پلاؾتیه ًه 3-

ُخای  ُای ؾَ تؼسیم تطذلاف ضلناهمسلؿاظی قسٍ تا ضؾتفازٍ ضظ ضلناه

اتخاض غیط ىيٌضذخت ً ىٌؾخاىی زضضزز زض ىمخاطی وخَ ضثخطضت       زً تؼسی ض

ُای قس س تخيف ً وخطىف ًخخٌز زضضزم تفخاًت     گاُی ً گطضز اه تىیَ

میاه ىتا ح ؾَ ضلناه زض تؼسضز زضخات آظضزی و  تَ نٌضت محؿخٌؼ  
 قٌززمكاُسٍ می

ىاؾخاظگاض ؾخَ تؼخسی زض     ُخا تخطضی ضلنخاه   ضاتاض ُنگطض ی تغییط مىاه4- 

ُخای  تخط ً زضضضی تفخاًت  اه ىاؾاظگاض زً تؼسی محؿخٌؼ مما ؿَ تا ضلن

تاقسم زض حالیىَ زض مؿخائل تخا ُيسؾخَ پی یخسٍ ً زضضضی     تاضظتطی می
ُخای ىاؾخاظگاض   ُای تيف ً وطىف قخس س ضؾختفازٍ ضظ ضلنخاه   گطضز اه

 تا ؿتی تا ضحتیا  تیكتطی ضىدام گیطزز می

ای تخيف ً  ُخ ضؾتاىسضضز تیؿت گطُخیم تٌنخیف گطضز خاه    تطضی ضلناه 5-

 تاقسزتط ً تِتط میوطىف زض مما ؿَ تا زً ضلناه ز گط زلیك
ُخای  مطاتك ىتخا ح تسؾخت آمخسٍ تطحؿخة ظمخاه محاؾخثاتی ضلنخاه        6-

 َ تخٌضه مكخاُسٍ وخطز وخَ ظمخاه      تؼخسیم مخی  ضؾتاىسضضز ً ىاؾاظگاض ؾخ

تاقيسم زض حالیىخَ  تمط ثا  ىؿاه می C8 ً C11ُای محاؾثاتی ضلناه

تاقخسز  تیكتط ضظ زً ضلناه مصوٌض می C20محاؾثاتی تطضی ضلناه  ظماه
ُا پاؾخد تسؾخت   مىاهض و زض حالیؿت وَ ضظ ىمطَ ىظط محاؾثَ تغییط

تخط  ىعز خه  C20ُای تَ پاؾد ضلناه C11ُای ىاؾاظگاض آمسٍ ضظ ضلناه
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