
 

 984-974ص  ، ص5، شماره 67، دوره 6996مرداد  ،مهندسی مکانیک مدرس مجله
        

 
 

 پژوهشیماهنامه علمی  

 مدرس  مکانیک مهندسی 

  mme.modares.ac.ir 

 

  

  

  

  
        

 

 

 :Please cite this article using :برای ارجاع به این مقاله از عبارت ذیل استفاده نمایید
 A. Raheli, S. Azizi, Sh. Faroughi, Dynamic analysis of a micro beam based on sub-harmonic parametric excitation, Modares Mechanical Engineering, Vol. 17, No. 5, pp. 374-384, 

2017 (in Persian) 

 خطی میکروتیر تحت تحریک پارامتریک زیرهارمونیکتحلیل دینامیک غیر

 3، شیرکو فاروقی*2، صابر عزیزی1امیر راحلی

 ، داًطگاُ صٌعتی ارٍهیِ، ارٍهیِ، هٌْذسی هکاًیکداًطجَی کارضٌاسی ارضذ -1

 ، داًطگاُ صٌعتی ارٍهیِ، ارٍهیِاستادیار، هٌْذسی هکاًیک -2
 داًطگاُ صٌعتی ارٍهیِ، ارٍهیِداًطیار، هٌْذسی هکاًیک،  -3

  s.azizi@mee.uut.ac.ir، 57155419* ارٍهیِ، صٌذٍق پستی 

 چکیده  اطلاعات مقاله
 هقالِ پضٍّطی کاهل

 1395 بْوي04 دریافت: 
 1395اسفٌذ 12پذیزش: 

 1396اردیبْطت  42ارائِ در سایت: 

ّای پیشٍالکتزیک تحت تحزیک خطی یک هیکزٍتیز دٍسزگیزدار ساًذٍیچ ضذُ با لایِدر ایي هقالِ بِ بزرسی ًاپایذاری دیٌاهیکی ٍ ارتعاضات غیز 
ّویلتًَیي استخزاج ضذُ، سپس با استفادُ پزداختِ ضذُ است. هعادلات حزکت با استفادُ اس رٍش اًزصی ٍ اصل  پاراهتزیک در ًاحیِ سیزّارهًَیک

ّای اعوال ٍلتاص ّارهًَیک بِ لایِ بعذ ًَضتِ ضذُ است.ّای هعادلِ، در فزم بی بعذساسی هٌاسب، جْت هقایسِ بشرگی بیي تزماس پاراهتزّای بی
بذست آهذُ با استفادُ اس رٍش گلزکیي گسستِ بعذ هعادلِ بی ضَد.پیشٍالکتزیک باعث ایجاد ضزیب سختی خطی ٍ هتغیز با سهاى در هیکزٍتیز هی

ای کِ ساسی ٍ ایجاد تغییز هتغیز هٌاسب در فزم هعادلِ هتیَ غیزخطی دهپ ضذُ ًَضتِ ضذُ است. ضزایط اٍلیِساسی ضذُ ٍ در ًْایت با سادُ
گاّی دٍسزگیزدار باعث َد ضزایط تکیِ. ٍجضذُ استای هحاسبِ با استفادُ اس رٍش پزتابِ ،ضًَذ)حزکت پزیَدیک( هی هٌجز بِ حل پزیَدیک

هتزّای هختلف ًظیز هیشاى سختی غیزخطی، ضزیب دهپیٌگ، راضَد. تاثیز پاًتیجِ هعادلات حاکن بز حزکت هی غیزخطیٌگی در ٌّذسِ ٍ در
افشایص ضزیب دهپیٌگ  دّذ کِ باًتایج ًطاى هیفزکاًس ٍ داهٌِ تحزیک ّارهًَیک بز رٍی صفحِ ًاپایذاری هعادلِ هتیَ بزرسی ضذُ است. 

سی کاّص پیذا هی سی تاثیزگذار  کٌذ. ّوچٌیي هطاّذُ ضذ کِ افشایص ضزیب غیزخطیٌگی بزهساحت ًاحیِ رسًٍاً رٍی هساحت ًاحیِ رسًٍاً
-ی هیدٌّذ کِ افشایص غیزخطیٌگی هَجب کاّص داهٌِ پاسخ سهاًًیست ٍ تاثیز آى در داهٌِ پاسخ سهاًی سیستن هطاّذُ ضذ. ًتایج ًطاى هی

 ضَد. 
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 In this research dynamic instability and nonlinear vibration of a clamped-clamped micro-beam 

sandwiched with piezoelectric layers based on parametric excitation in sub-harmonic region is 

investigated. The equation of motion is derived based on Hamiltonian principle, and non-

dimensionalized using appropriate non-dimensional parameters. Applying a harmonic AC voltage to the 

piezoelectric layers results in the time varying of the linear stiffness of the micro-beam. The resultant 

motion equation in non-dimensional form is discretized to single degree of freedom model using 

Galerkin technique. The governing equation is a nonlinear Mathieu type ODE, and the periodic 

attractors are captured based on the shooting technique. The nonlinearity of governing equation is due to 

the geometric nonlinearity which originates from the clamped-clamped boundary conditions. The effect 

of various parameters including magnitude of the nonlinear stiffness, damping coefficient, the frequency 

and the amplitude of the harmonic excitation on the parametric resonance region is investigated. The 

results depict that increased damping coefficient leads to the decreased aria of the parametric resonance 

region. It is concluded that the magnitude of the nonlinear stiffness, does not affect on the area of the 

resonance region, however it considerably influences on the amplitude of the parametric resonance.  
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 مقدمه 1- 

اِٚىشطٚٔىب٘یىیسطیٗ ضاٜ ثطای سؼطیف ؾیؿشٓؾبزٜ 1ٞبی ٔیىط
ضخٛع وطزٖ ثٝ  1

ثٝ ایٗ ٚالؼیز  "ٔیىطٚ"ی ثبقس. وّٕٝٔی MEMSی ٞبی ذٛز وّٕٝؾط٘بْ

2ٔیىطٚ"ٞب سدٟیعاسی زض ٔمیبؼ  اقبضٜ زاضز وٝ آٖ
ثسیٗ ٔؼٙی وٝ  ،ٞؿشٙس "2

3اِىشطٚ"ثبقٙس. ثرف ٞب زض ض٘ح ٔیىطٚٔشط ٔی یه یب چٙس ثؼس اظ آٖ
ٔجیٗ  "3

                                                                                                                                           
1
 Micro Electro Mechanical Systems های میکروالکترومکانیکی()سیستم  

2
 micro 

3
 Electro 

ٞب اظ ا٘طغی اِىشطیىی خٟز سحطیه، قٙبؾبیی، اِىشطٚ٘یه،  ایٗ اؾز وٝ آٖ

وٙٙس. ٞب ٚ یب ثطای اٞساف وٙشطِی ٚ... اؾشفبزٜ ٔیوطزٖ ؾیٍٙبَسمٛیز ٚ فیّشط 

4ٔىب٘یىی"سطْ 
ا٘ٛاع  ثطذی سبثیط سحز سدٟیعار وٝ ایٗ اؾز ٔجیٗ ایٗ "4

 ی ٞؿشٙس. وّٕٝ ٔىب٘یىی ٞبیٔىب٘یؿٓ ٚ ٞباِؼُٕػىؽ ٔىب٘یىی، حطوبر
5ؾیؿشٓ"

 ػٙٛاٖ یه ؾیؿشٓ ٔدشٕغٝ ٞب ث ثٝ ایٗ ٚالؼیز اقبضٜ زاضز وٝ آٖ "5

ٞبی ؾیؿشٓ. ػٙٛاٖ یه ػٙهط سٟٙب ٚ ٔدعاٝ ٘ٝ ث ،قٛ٘سَطاحی ٚ ؾبذشٝ ٔی

                                                                                                                                           
4
 Mechanical 

5
 System 
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ٞبی ٔىب٘یىی، ؾٙؿٛضٞب، سحطیه ٖ باخشٕبػی اظ إِ ٔیىطٚاِىشطٚٔىب٘یىی

ی ٔشساِٚی اظ ؾیّىٖٛ ٞؿشٙس وٝ ثب ٞب ضٚی لایٝٚ اِىشطٚ٘یه 1ٞبوٙٙسٜ

 .[1] قٛ٘سؾبذشٝ ٔی 2اؾشفبزٜ اظ سىٙیه ؾبذز ٔیىطٚ

اِٚىشطٚٔىب٘یىی چٙس ٚیػٌی ٟٔٓ زاض٘س، ؾیؿشٓ ایٗ ٚیػٌی اَٚ ٞبی ٔیىط

اؾبؾب ؾٙؿٛض یب ٔحطن  ٞبی ٔیىطٚاِىشطٚٔىب٘یىیؾیؿشٓاؾز وٝ اوثط 

ػٙٛاٖ ٔبزٜ انّی ایٗ  ٚیػٌی ٟٔٓ زْٚ ایٗ اؾز وٝ ؾیّیىٖٛ ثٝ. [1]ٞؿشٙس

سدٟیعار اؾز. اذیطا ٔٛاز زیٍطی ٕٞچٖٛ دّیٕطٞبی ضؾب٘ب زض حبَ ٌؿشطـ 
. [3 ,2] ٞبی ٔیىطٚاِىشطٚٔىب٘یىی ٞؿشٙسثطای اؾشفبزٜ زض ؾبذز ؾیؿشٓ

زِیُ ذٛال ٔىب٘یىی ٚ زٔبیی ثؿیبض ػبِی، ٝ ؾیّیىٖٛ یه ٔبزٜ اضخح ث

ٕٞچٖٛ ا٘جؿبٌ زٔبیی وٛچه، ٘مُٝ شٚة ثبلا، ؾرشی ثبلا، سطزی ثبلا، ثسٖٚ 

خع ؾیّیىٖٛ ثطذی اظ ٔٛاز زیٍط زض ٝثبقس. ث ضفشبض دلاؾشیه ٚ ٞیؿشطظیؽ ٔی
وٙٙس، وٝ اظ آٖ وٕه ٔی ٔیىطٚاِىشطٚٔىب٘یىیٞبی ی ؾیؿشٓایدبز ؾبظٜ

، ٌبِیْٛ 5، دّی ؾیّیى4ٖٛ، ؾیّیىٖٛ ٘یشطیس3سٛاٖ ثٝ ؾیّیىٖٛ اوؿیسخّٕٝ ٔی

ٞبی ٔیىطٚاِىشطٚٔىب٘یىی . ؾیؿشٓ[4] ، آِٛٔیٙیْٛ، ٚ َلا اقبضٜ وطز6آضؾٙیه

نٛضر ا٘جٜٛ ثب اؾشفبزٜ اظ سىِٙٛٛغی دیكطفشٝ ٚ  أطٚظٜ ثب ٞعیٙٝ وٓ ٚ ثٝ
س. ٚظٖ وٓ، ا٘ساظٜ وٛچه، ٘قٛ ٞبزی سِٛیس ٔی ٞبی نٙؼز ٘یٕٝ ظیطؾبذز

 ٞب ضا ثؿیبض ٔمجَٛ ٚ ٔحجٛة وطزٜ اؾز ٔهطف ا٘طغی وٓ ٚ لبثّیز زٚاْ ثبلا آٖ

[5] . 

ٚ  7ٞبی ٔیىطٚاِىشطٚٔىب٘یىی اظ ِحبِ ؾبذشبضی ثٝ زٚ ٘ٛع دیٛؾشٝؾیؿشٓ
ٞبی خطْ ٔشٕطوع اظ ٘ٛع لبثُ سفىیه ٞؿشٙس. ثطای ٔثبَ غیطٚؾىٛح 8شٌٝؿؿ

ؾطٌیطزاض ٚ ثبقٙس ٚ ٔیىطٚسیطٞبی ٔطسؼف یهٞبی ٌؿؿشٝ ٔیؾیؿشٓ

ثبقٙس. اؾشفبزٜ اظ ٔیىطٚسیطٞبی ٞبی دیٛؾشٝ ٔیزٚؾطٌیطزاض اظ خّٕٝ ؾیؿشٓ

ؾطٌیطزاض اضخحیز زٚؾطٌیطزاض ثٝ چٙس زِیُ ٘ؿجز ثٝ ٔیىطٚسیطٞبی یه
ٞبی ٔیىطٚ ؾبذز ٔیىطٚسیطٞبی زٚؾطٌیطزاض ثب اؾشفبزٜ اظ ضٚـ ٘س.زاض

زض ٔمبیؿٝ ثب زیٍط ٔیىطٚ  ٞب آٖوبضی حدٕی ٚ ؾُحی، آؾبٖ اؾز. ٔبقیٗ

ٞبی ؾیؿشٓٞبی َجیؼی ٘ؿجشب ثبلایی زاض٘س. ایٗ دسیسٜ زض ؾبذشبضٞب، فطوب٘ؽ

َیف زِیُ افعایف حؿبؾیز ٚ ٔحسٚزٜ ػّٕىطز زض   ثٝٔیىطٚاِىشطٚٔىب٘یىی 
ٞبی ٚؾیؼی اظ ایٗ ازٚار، ٔب٘ٙس حؿٍطٞبی سكسیس قسٜ، فیّشطٞب ٚ ؾٛئیچ

فطوب٘ؽ ضازیٛیی، ُّٔٛة اؾز. ٔعیز ٟٔٓ زیٍط ایٗ اؾز وٝ، ثطذلاف سیطٞب 

ٞبی ثعضي ٞبی ثعضي، ٔیىطٚسیطٞبی زٚؾطٌیطزاض ٔشحُٕ سغییط قىُٚ دُ

ٝ یه قٛ٘س، وٝ ایٗ أط، غیطذُی ثٛزٖ ٞٙسؾی وكف نفحٝ ٔیب٘ی ضا ثٔی
 .[6] وٙس ػبُٔ غبِت ٚ ٟٔٓ زض ضفشبض حبوٓ ثط ٔیىطٚسیطٞب، سجسیُ ٔی

ٞبی دٛیبیی ٞؿشٙس وٝ ثطای ٞبی ٔیىطٚاِىشطٚٔىب٘یىی ؾیؿشٓؾیؿشٓ

ٞب  ثطای ایٗ ٘ٛع ؾیؿشٓ سحطیىبر سحطیه زاض٘س. ا٘ٛاع ٔرشّفی اظ ثٝ حطوز ٘یبظ

سحطیه اِىشطٚ ثٝ  سٛأٖی ا٘س، وٝ اظ آٖ خّٕٝوبض ثطزٜ قسٜ دیكٟٙبز ٚ ثٝ
اؾشبسیىی، سحطیه دیعٚ اِىشطیىی، سحطیه ٔغٙبَیؿی، سحطیه ٌطٔبیی، 

 اقبضٜ وطز.سحطیه دبضأشطیه ٚ ا٘ٛاع زیٍط 

ٍٕٞٗ  ٞبی غیطنٛضر ػجبضرٞب ثٝذلاف سحطیه ذبضخی وٝ زض آٖ ٘یطٚ ثط

قٛ٘س، زض سحطیه زض ٔؼبزِٝ زیفطا٘ؿیُ حبوٓ ثط زیٙبٔیه ؾیؿشٓ ظبٞط ٔی
نٛضر يطایت یب دبضأشطٞبی ٔشغیط ثب ظٔبٖ، زض ٔؼبزِٝ دبضأشطیه، ٘یطٚٞب ثٝ

ٞبی ذبضخی زض ٞط سحطیه قٛ٘س. ثٝ ػلاٜٚ زض ٔمبیؿٝ ثبزیفطا٘ؿیُ ظبٞط ٔی

ٍٔط ایٗ وٝ  ،سٛا٘س دبؾد ثعضي ایدبز ٕ٘بیسوساْ یه سحطیه وٛچه ٕ٘ی

                                                                                                                                           
1
 Actuators 

2
 Micro-fabrication technology 

3
 Silicon-oxide 

4
 Silicon-nitride 

5
 Polysilicon 

6
 Gallium arsenide (GaAs) 

7
 Continuous 

8
 Discrete 

)سكسیس  ٞبی َجیؼی ؾیؿشٓ ثبقسفطوب٘ؽ سحطیه ٘عزیه ثٝ یىی اظ فطوب٘ؽ

سٛا٘س دبؾد ثعضي ایدبز وٙس وٝ اِٚیٝ(، سحطیه دبضأشطیه وٛچه ظٔب٘ی ٔی
)سكسیس  َجیؼی ؾیؿشٓ ثبقس ٞبی فطوب٘ؽ سحطیه زٚ ثطاثط یىی اظ فطوب٘ؽ

زض سحطیىبر ذبضخی ثطای  ،ٌٛ٘ٝ وٝ اقبضٜ قسٕٞبٖ. [7] دبضأشطیه انّی(

ثبقس، ایدبز ضظٚ٘ب٘ؽ ٘یبظ ثٝ سُجیك فطوب٘ؽ َجیؼی ثب فطوب٘ؽ سحطیه ٔی

ایٗ زض حبِی اؾز وٝ زض سحطیه دبضأشطیه ٔكىُ سُجیك زازٖ فطوب٘ؽ 
 خبی ثٝ دبضأشطیه، سحطیه زض وٝ سحطیه ثب فطوب٘ؽ َجیؼی ٚخٛز ٘ساضز، چطا

 .زاضز ٚخٛز ٘ب٘ؽضظٚ ثطای فطوب٘ؿی ثبظٜ ضظٚ٘ب٘ؿی، فطوب٘ؽ

ضؾس اِٚیٗ وؿی ثٛز وٝ دسیسٜ سكسیس  ثٝ ٘ظط ٔی 1831فبضازی زض 

ّٔسی اِٚیٗ آظٔبیف خسی ضا ثطای  1859. زض [8] دبضأشطیه ضا ٔكبٞسٜ وطز
اؾشطار یه دبیٝ سئٛضی  1887ُٔبِؼٝ سحطیه دبضأشطیه ا٘دبْ زاز. زض ؾبَ 

٘شبیح اؾشطار ضا  1906. اؾشفٙؿٖٛ زض ؾبَ [9]ثطای ایٗ ٔكبٞسار سٟیٝ وطز 

وبض ثطزٜ ٝسمٛیز وطز ٚ أىبٖ ٚخٛز اضسؼبـ ضا ظٔب٘ی وٝ فطوب٘ؽ ٔحٛضی ث

. [10] ثطضؾی وطز ،٘ؽ انّی اضسؼبـ خب٘جی ثبقسقسٜ ًٔطثی نحیح اظ فطوب
نٛضر ٌؿشطزٜ ٚ ای اضائٝ وطز وٝ ثٝثطضؾی ٌؿشطزٜ 1912ضأبٖ زض ؾبَ 

. [11] ظیجبیی سٛؾٍ سهبٚیطی اظ ٘د زض حبَ اضسؼبـ قطح زازٜ قسٜ اؾز

زٞس. یىی اظ ٞبی فیعیه ٚ ٟٔٙسؾی ضخ ٔیبذٝسكسیس دبضأشطیه زض اوثط ق

ٞبی ٔىب٘یىی ٚ  سطیٗ ٔكىلار، ٘بقی اظ ٘بدبیساضی زیٙبٔیىی دبؾد ؾیؿشٟٓٔٓ
دطیٛزیه اؾز.  ٌصاضی ٔشغیط ثب ظٔبٖ ٔرهٛنب ثبضٌصاضی الاؾشیه ثٝ ثبض

سٛا٘س  ٔٛاضزی ٚخٛز زاضز وٝ ٚاضز وطزٖ یه ثبضٌصاضی اضسؼبقی وٛچه ٔی

اؾشبسیىی ٘بدبیساض اؾز ضا دبیساض وٙس ٚ یب ؾیؿشٕی وٝ نٛضر ؾیؿشٕی وٝ ثٝ

 نٛضر اؾشبسیىی دبیساض اؾز ضا ٘بدساض وٙس. ٝث
ػٙٛاٖ ٔكىُ ٚ ػبُٔ ٔرطة زض  زض ثطذی ٔٛاضز سكسیس دبضأشطیه ثٝ

قٛز ٚ ثبیس اظ ٚلٛع آٖ خٌّٛیطی ٌطزز. ِٚی ٞبی اضسؼبقی قٙبذشٝ ٔیؾیؿشٓ

ػٙٛاٖ ػبُٔ ٔٛثط ٚاِىشطٚٔىب٘یىی ثٝٞبی ٔیىطزض ثطذی ٔٛاضز ٕٞچٖٛ ؾیؿشٓ

قٛز وٝ زض خٟز ثٟجٛز ػّٕىطز ؾیؿشٓ ٌبْ ذٛاؾشٝ قٙبذشٝ ٔی ٚ ذٛز
ٞبی اؾشفبزٜ اظ ضٚـ ثب 2002زض ؾبَ  [12]ضازِٚف ٚ ٕٞىبضاٖ زاضز.  ثطٔی

ذُی زض ٘بحیٝ ظیطٞبضٔٛ٘یه  ثٝ ثطضؾی زیٙبٔیه ٔؼبزِٝ ٔشیٛ غیط  9اغشكبقبر

ٞبی اذیط ٔٛضز سٛخٝ ثؿیبضی اظ ٔحممبٖ سحطیه دبضأشطیه زض ؾبَ دطزاذشٙس.
 اظ ٞبی ٔیىطٚاِىشطٚٔىب٘یىی لطاض ٌطفشٝ اؾز. اؾشفبزٜزض ظٔیٙٝ ؾیؿشٓ

 ٞب،غیطٚؾىٛح زض ضظٚ٘ب٘ؿی سُجیك ػسْ ٔكىُ ضفغ ثطای دبضأشطیه سحطیه

 زض .قس ُٔطح [13]ٕٞىبضاٖ  ٚ ضأٛؼ-اٚضٚدعا سٛؾٍ 2005ؾبَ  زض ثبض اِٚیٗ

 ٕ٘بیف ثٝ ػسزی ؾبظیسٛؾٍ قجیٝ ایسٜ ایٗ ؾبظیدیبزٜ أىبٖ سٟٙب ؾبَ آٖ

، ٔكرهبر [15 ,14]اِصوط زض سحمیمبر ثؼسی قس. ٘ٛیؿٙسٌبٖ فٛق ٌصاقشٝ

 ٌعاضـوطز، ٔی وبض ایسٜ ایٗ اؾبؼ  ثط ػّٕىطزی ٚ آظٔبیكٍبٞی غیطٚؾىٛدی وٝ

دػٚٞكی سحز ػٙٛاٖ  [16] 2016زض ؾبَ ػعیعی ٚ ٕٞىبضاٖ ا٘س. زازٜ

آقىبضؾبظی خطْ ثب اؾشفبزٜ اظ سحطیه دبضأشطیه یه ٔیىطٚسیط سحطیه قسٜ 
اِٚىشطیهثب لایٝ دطزاذشٙس. وٝ َی آٖ ٘ٛاحی ٘بدبیساضی حطوز  ٞبی دیع

ٔیىطٚسیط ثطای ٔمبزیط غیطذُیٍٙی ٚ زٔذیًٙ ٔرشّف زض ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی اَٚ 

فٝ قسٖ خطْ زض ٘عزیىی ٔطظ ٘بدبیساضی ٔٛضز ثطضؾی سطؾیٓ قسٜ ٚ سبثیط ايب

  لطاض ٌطفشٝ اؾز. 

زض سحمیك حبيط سحطیه دبضأشطیه زض ٘بحیٝ ظیطٞبضٔٛ٘یه ثطای 

ثب اؾشفبزٜ اظ  ٞبی دیعٚاِىشطیهٔیىطٚسیط زٚؾطٌیطزاض ؾب٘سٚیچ قسٜ ثب لایٝ

؛ زض زٞسقٛز. سب خبیی وٝ ُٔبِؼبر ٍ٘بض٘سٜ ٘كبٖ ٔیثطضؾی ٔی ایضٚـ دطسبثٝ

ذُی زٔخ قسٜ زض ٘بحیٝ  ٞبی ضظٚ٘ب٘ؿی ثطای ٔؼبزِٝ ٔشیٛ غیطسطؾیٓ ظثبٝ٘

                                                                                                                                           
9
 Perturbation 
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ػٕٛٔب اظ  ای اؾشفبزٜ ٘كسٜ اؾز ٚظیطٞبضٔٛ٘یه، سبوٖٙٛ اظ ضٚـ دطسبثٝ
ٞبی ػسزی ٞبی اغشكبقبر ٚ یب ضٚـسمطیجی ٕٞچٖٛ ضٚـ-ٞبی سحّیّی ضٚـ

زِیُ ٝ ٕٞچٖٛ ضٚـ سفبيُ ٔحسٚز اؾشفبزٜ قسٜ اؾز. ضٚـ سفبيُ ٔحسٚز ث

زِیُ ٔحسٚزیز زض اػٕبَ ٝ ٞبی اغشكبقبر ثٚ ضٚـ دطٚؾٝ حُثط ثٛزٖ ظٔبٖ

ٔؼٕٛلا زض حُ ٔؼبزلار ، دبضأشط اغشكبـ، يطیت غیطذُیٍٙی ٚ زٔذیًٙ
ثبقٙس. ثٙبثطایٗ زض دػٚٞف حبيط اظ ضٚـ غیطذُی ٔمطٖٚ ثٝ نطفٝ ٕ٘ی

زؾز ٝ ثطای ثػٙٛاٖ ضٚقی لسضسٕٙس زض قٙبؾبیی حطوز دطیٛزیه، ای ثٝدطسبثٝ

ٔطظ  ،ٞبی دطیٛزیه اؾشفبزٜ قسٜ اؾز. ثب اؾشفبزٜ اظ ایٗ سىٙیهآٚضزٖ حُ

ثیٗ ٘بحیٝ دبیساضی ٚ ٘بدبیساضی اظ یىسیٍط سفىیه ٚ ثٝ اظای يطیت زٔذیًٙ ٚ 
اؾز. ٚ ضفشبض ٞبی ٘بدبیساضی سطؾیٓ قسٜ ٔمبزیط غیطذُیٍٙی ٔرشّف ظثبٝ٘

ٞبی یٙبدبیساضی ثب سطؾیٓ ٔٙحزیٙبٔیىی ٔیىطٚسیط زض زاذُ ٚ ذبضج ٘ٛاحی ٘

 سبضیرچٝ ظٔب٘ی ٚ فًبی فبظ ٘كبٖ ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾز.

 سازی مدل2- 

ثبقس وٝ اظ ثبلا ٚ دبییٗ سٛؾٍ  ٔسَ دیكٟٙبزی یه ٔیىطٚ سیط زٚؾطٌیطزاض ٔی

ا٘س. زِیُ اؾشفبزٜ اظ ؾبذشبض زٚؾطٌیطزاض ٞبی دیعٚاِىشطیىی ؾب٘سٚیچ قسٜلایٝ

اظ سحطیه  طٞبی حبوٓ ثط ٔؿبِٝ ثب اؾشفبزٜایدبز لبثّیز سغییط دبضأش
ثٝ ایٗ نٛضر اؾز وٝ ثب اػٕبَ  ،دیعٚاِىشطیه اؾز. ٘حٜٛ ػُٕ ایٗ ؾیؿشٓ

اِٚىشطیه زض لایٝ ٞبی دیعٚ ثٝ زِیُ ایدبز وط٘ف زض ََٛ ٔیىطٚسیط ِٚشبغ دیع

وٝ ٘بقی اظ ٚاوٙف ٔبزٜ دیعٚاِىشطیه زض ٔمبثُ زضیبفز ِٚشبغ اؾز، ؾیؿشٓ 

وٙس. ٘ىشٝ ٟٔٓ ثٝ اضسؼبـ ٔی )ضاؾشبی سحطیه( قطٚع z زض ضاؾشبی خب٘جی
-ٚاؾُٝ ِٚشبغ دیعٚ أىبٖٝ ایٙدبؾز وٝ زض حبِز ٚالؼی ایدبز اضسؼبـ سٟٙب ث

ثطای ایٗ وٝ ؾیؿشٓ ثٝ ٘ٛؾبٖ ٚازاقشٝ قٛز اثشسا سحز سبثیط ِٚشبغ  ،٘بدصیط اؾز

قٛز. آیس ٚ ٕٞعٔبٖ ثب آٖ ِٚشبغ دیعٚ اػٕبَ ٔیٔی ثٝ اضسؼبـ زض   دطاٖ 

ٍٞٙبٔی وٝ ٔیىطٚسیط قطٚع ثٝ حطوز وطز زیٍط ثٝ ِٚشبغ دطاٖ ٘یبظی ٘یؿز ٚ 
 ٌطزز. اظ ٔساض ذبضج ٔی

قٛز، ؾیؿشٓ ٔٛضز ثطضؾی یه ٔكبٞسٜ ٔی "1قىُ "ٌٛ٘ٝ وٝ زض  ٕٞبٖ

 .اؾز  ٚ ٔسَٚ یبً٘  𝜌 ، چٍبِی ، ثب ػطو  ٔیىطٚسیط زٚؾطٌیطزاض ثب ََٛ 
یه اِىشطٚز زض ضاؾشبی لبئٓ ثط ََٛ ٔیىطٚسیط خبؾبظی قسٜ اؾز. زض ضاؾشبی 

ٌطزز. فبنّٝ اِٚیٝ ثٝ ؾیؿشٓ اػٕبَ ٔی    سحطیه اِىشطٚاؾشبسیه ثب ِٚشبغ   

 ٔرشهبرؾیؿشٓ  ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾز.   ثیٗ ٔیىطٚسیط ٚ اِىشطٚز وٙبضی ثب 
٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾز ثٝ ٔطوع نفحٝ ا٘شٟبی ٌیطزاض ؾٕز  ٌٛ٘ٝ وٝ زض ٕٞبٖ

ثٝ سطسیت ٕ٘بیبٍ٘ط ضاؾشبٞبی افمی،       چخ ٔیىطٚ سیط ٘هت قسٜ اؾز وٝ 

        ثب   خب٘جی ٚ ػٕٛزی ٞؿشٙس. سغییط قىُ ٔیىطٚسیط زض ََٛ ٔحٛض 

 ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾز.

 معادلات حاکم 3- 

زض ایٗ لؿٕز ٔؼبزلار حطوز ٔیىطٚسیط زٚؾطٌیطزاض ؾب٘سٚیچ قسٜ ثب 

اٛٞس قس.  لایٝ  ٞبی دیعٚاِىشطیه ثب اؾشفبزٜ اظ انُ ٕٞیّشٖٛ اؾشرطاج ذ

 انرشی پتانسیل کرنشی -3-1

وبض ا٘دبْ قسٜ سٛؾٍ ٘یطٚٞبی ؾُحی ٚ حدٕی ثط ضٚی ٔبزٜ خبٔس الاؾشیه 

قٛز. ثطای یه خؿٓ نٛضر ا٘طغی وط٘كی شذیطٜ ٔیزاذُ خؿٓ ثٝزض 

َ، ایٗ ا٘طغی وط٘كی ٍٞٙبٔی وٝ خؿٓ خبٔس ثٝ ٚيؼیز ثسٖٚ آالاؾشیه ایسٜ

اـ ثبظٌطزز، وبٔلا لبثُ ثبظیبفز اؾز. ا٘طغی وط٘كی ضا ثب اؾشفبزٜ وط٘ف اِٚیٝ
لاؾشیه ایدبز قسٜ زض زاذُ خبٔس ا     ٚ وط٘ف      ی سٙف ٞبٖ ااظ ٔیس

 :[17]زؾز آٚضز ٝ ث (1)نٛضر سٛاٖ ثٝٔی  ثب ٔسَٚ یبً٘ 

(1)    ∫
       

 
   

 انرشی کرنشی ناشی از خمش -3-1-1

 (2)نٛضر ضاثُٝ ٝ قٛز، ٚ ث ٘كبٖ زازٜ ٔی   ا٘طغی وط٘كی ٘بقی اظ ذٕف ثب 

 لبثُ ثیبٖ اؾز:

(2)    ∫
       

 
   

 لبثُ ثیبٖ اؾز: (3)نٛضر ضاثُٝ   ثبقس. ٚ ثٝذٕف ٔی ٘بقی اظ وط٘ف   وٝ 

(3)      
   

   
 

-ثسؾز ٔی (4)نٛضر ا٘طغی وط٘كی ٘بقی اظ ذٕف ثٝ (2)زض  (3)ثب خبٌصاضی 

 آیس:

(4)    ∫
 (  

   

   
)
 

 
   

(     )  

 
∫ (

   

   
)

 

  

 

 

 

 :[18] ٌطززٔحبؾجٝ ٔی (5)اظ ضاثُٝ          وٝ 
(5)                       

 

 
      

 ثبقس.ٔی  ٕٔبٖ ایٙطؾی حَٛ ٔحٛض      وٝ زض آٖ 

 انرشی کرنشی ناشی از کشیدگی صفحه میانی -3-1-2

 ، ََٛ ٌؿشطـ یبفش1ٝوكیسٌی نفحٝ ٔیب٘ی ٞبی ثبثز ِٚجٝ ثٝ زِیُ

سط اؾز، وٝ ایٗ أط ٔٙدط ثٝ سِٛیس وط٘ف اظ ََٛ اِٚیٝ آٖ ثیف     ٔیىطٚسیط

نٛضر ا٘طغی وط٘كی زض وٝ ثٝ ٌطزز،ٔی    ٔحٛضی ٚ ٕٞچٙیٗ ٘یطٚی ٔحٛضی

  .قٛزٔیىطٚسیط شذیطٜ ٔی
قٛز ٚ  ٔكرم ٔی   زِیُ وكیسٌی ٔطوع نفحٝ ثب   ا٘طغی وط٘ف ثٝ

 قٛز: ٔحبؾجٝ ٔی (6)نٛضر ٝ ث

 : [19]لبثُ ثیبٖ اؾز  (7)قىُ ََٛ وكیسٜ قسٜ ٔیىطٚسیط ثٝ

 

٘بقی اظ    ثبقس ٚ ٘یطٚی ٔحٛضی ٔی  خبثدبیی زض ضاؾشبی   وٝ زض آٖ 

 یبثس:زؾز ٔیٝ ث (8)قىُ  وكیسٌی نفحٝ ٔیب٘ی ثٝ

 :[20] لبثُ ٔحبؾجٝ اؾز (9)اظ ضاثُٝ        وٝ زض آٖ 

-ٝی وط٘ف ٘بقی اظ وكیسٌی نفحٝ ٔیب٘ی ثا٘طغ (6) زض (8)ٚ  (9)ٍصاضی یثب خب

 آیس:زؾز ٔیٝث (10)نٛضر 

 های پیسوالکتریکانرشی کرنش ناشی از لایه -3-1-3

اِٚىشطیه اظ ضاثُٝ لایٝ اظ ٘بقی وط٘ف ا٘طغی  :[20]آیس زؾز ٔیٝ ث (11)ٞبی دیع

اِٚىشطیه اؾز. ثب فطو ضاؾشبی    وٝ زض آٖ  ٘یطٚی ٘بقی اظ اػٕبَ ِٚشبغ دیع

سٙف ٔحٛضی ٘بقی اظ اػٕبَ ِٚشبغ  ،  نٛضر ٔیساٖ اِىشطیىی اػٕبَ قسٜ ثٝ

 ٌطزز:ٔحبؾجٝ ٔی (12)دیعٚاِىشطیه ثٝ قىُ ضاثُٝ 
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 Mid-plane stretching 
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(7)      
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Fig. 1 Schematic view of the proposed model. a Front view. b side view. Z is excitation direction. 

 .ضاؾشبی سحطیه اؾز  ٕ٘بی وٙبضی. ضاؾشبی  bٕ٘بی خّٛ.  aقٕبسیه وّی ٔیىطٚسیط ٔٛضز ُٔبِؼٝ. 1 شکل 

اِٚىشطیه ٔشٙبظط اؾز. ثب فطو      وٝ زض آٖ  ٔیساٖ ضاؾشبی ثبثز ِٚشبغ دیع

٘یطٚی ٔحٛضی ٘بقی اظ سحطیه          نٛضر اِىشطیىی اػٕبَ قسٜ ثٝ

 :  [20] یبثسوبٞف ٔی (13)نٛضر ضاثُٝ دیعٚاِىشطیه ثٝ

 آیس:زؾز ٔیٝٚ سغیط ََٛ ٔیىطٚ سیط اظ ضاثُٝ ظیط ث

(14)      
 

 
∫ (

  

  
)
 

  
 

 

 

اِٚىشطیه  (11)زض  (14)ٍصاضی ٔؼبزِٝ یثب خب ا٘طغی وط٘ف ٘بقی اظ سحطیه دیع

 قٛز:حبنُ ٔی (15)ثٝ قىُ 

(15)    
 

 
  ∫ (

  

  
)
 

  
 

 

 

 لبثُ ٔحبؾجٝ اؾز: (16)ٟ٘بیز ا٘طغی وط٘ف وُ اظ ضاثُٝ  زض

(16)             

نٛضر ، ثٝ  ، ا٘طغی وط٘ف وُ (16)ٞبی ا٘طغی وط٘كی زض ٍصاضی سطْیثب خب

آیسزؾز ٔیٝث (17)

 

(17) 

   
      

  
(∫ (

  

  
)
 

  
 

 

)

 

 

       
        

 
∫(

   

   
)

 

   
 

 
  ∫ (

  

  
)
 

  
 

 

 

 کار انجام شده توسط نیروی الکترواستاتیک -3-2

ػلاٜٚ ثط ا٘طغی وط٘كی شذیطٜ قسٜ زض ٔیىطٚسیط، ٘یطٚی اِىشطٚاؾشبسیه اػٕبَ 

زٞس. وبض ا٘دبْ قسٜ  قسٜ اظ َطف اِىشطٚز، ثط ضٚی ٔیىطٚسیط وبض ا٘دبْ ٔی

 :[20] لبثُ ٔحبؾجٝ اؾز  (18)سٛؾٍ ٘یطٚی اِىشطٚاؾشبسیه اظ ضاثُٝ 

(18)    ∫(∫
     

    

        

 

 

  )

 

 

   

قىبف اِٚیٝ ثیٗ    ثبقس،  ثبثز زی اِىشطیه قىبف ضؾب٘ب ٔی    وٝ زض آٖ
  يربٔز ٔیىطٚسیط،  اِىشطٚز ٚ ٔیىطٚسیط، 

ِٚشبغ دطاٖ وٝ ثطای سحطیه اِٚیٝ   

 .ثبقسٔی 1دبضأشط وبشة   ،ٌطززضٚز ٚ ثؼس اظ ٔساض ذبضج ٔیوبض ٔیٝ ث

                                                                                                                                           
1
 Dummy parameter 

 انرشی جنبشی -3-3

 دٛیب اؾز، ثٙبثطایٗ ا٘طغی خٙجكی ٘یع اظؾیؿشٓ دیؿٟٙبز قسٜ یه ؾیؿشٓ 

 ثبقس. ٞبی ٔجبزِٝ قسٜ زض ََٛ حطوز ٔیىطٚسیط ٔیخّٕٝ ا٘طغی

 قٛز:نٛضر ظیط ثیبٖ ٔیٝ ا٘طغی خٙجكی ٔیىطٚسیط ث

(19)   
 

 
∫ 𝜌      ̇⃗

 

 

  ̇⃗   

ثطزاض ؾطػز اظ یه ٘مُٝ ٔبزی زِرٛاٜ ثطضٚی ٔیىطٚسیط اؾز. ٚ  ⃗̇ وٝ 
 𝜌       ُٝ[20] بثُ ٔحبؾجٝ اؾزل (20)اظ ضاث: 

(20)  𝜌      𝜌    𝜌     

 (21)نٛضر ٝ سٛاٖ ثزض یه ٘مُٝ زِرٛاٜ اظ ٔیىطٚسیط ضا ٔی ⃗ ثطزاض خبثدبیی 

 ٘ٛقز:

(21)  ⃗    ̂    ̂    ̂ 

نٛضر  ثٝ ⃗̇ ٟ٘بیز  ٚخٛز زاضز، زض zثب فطو ایٗ وٝ خبثدبیی فمٍ زض ضاؾشبی 

 قٛز: ثیبٖ ٔی (22)

(22)  ̇⃗    ̇  ̂ 

ٍصاضی یخب (19)ی زض ٔؼبزِٝ (22)ی ی ا٘طغی خٙجكی ٔؼبزِٝٔحبؾجٝ ثطای

 قٛز: ٔی

(23)   
 𝜌     

 
∫(

  

  
)
 

 

 

   

وٝ اِجشٝ لاظْ ثٝ شوط اؾز وٝ زض ٔحبؾجٝ ا٘طغی خٙجكی، اظ اثط ایٙطؾی 
ٔحٛضی ثٝ زِیُ ٘بچیع ثٛزٖ زض ٔمبثُ ا٘طغی خٙجكی ٘بقی اظ حطوز خب٘جی 

 .[1]٘ظط قسٜ اؾز ٔیىطٚسیط، نطف

 تغییرات انرشی و اصل همیلتون-3-4 

ثطای اؾشرطاج ٔؼبزلار حطوز ٔیىطٚسیط ٚ قطایٍ ٔطظی حبوٓ، اظ انُ 
قٛز ٘ٛقشٝ ٔی (24)نٛضر اؾشفبزٜ ذٛاٞس قس، وٝ ثٝ 2ٛؾؼٝ یبفشٕٝٞیّشٖٛ س

[21]: 

(24) 𝛿∫ 

 

 

   𝛿∫         

 

 

   

، ٔؼبزلار حبوٓ ثب نفط قسٖ سغییطار ا٘شٍطاَ ظٔب٘ی (24)وٝ زض ضاثُٝ 

                                                                                                                                           
2
 Extended Hamilton’s Principle 

 (12)           

(13) 

   ∫   

 

  

     ∫            
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زؾز ٝٞب، ثٕٞیّشٖٛ وٝ ثطاثط اؾز ثب سغییطار آ٘ی ا٘شٍطاَ ظٔب٘ی ٔدٕٛع ا٘طغی
ٚ ثب  (24)زض  (17)ٚ  (18)ٚ  (23)ٍصاضی ٔؼبزلار یآیس. ثٙبثطایٗ ثب خبٔی

 ثب ِحبِ وطزٖ اثطار زٔذیًٙ ٚیؿىٛظؾبظی ٔؼبزلار ٚ ٌیطی ٚ ؾبزٜا٘شٍطاَ

، ٔؼبزِٝ ٔكشمبر خعئی حبوٓ ثط حطوز ٚ قطایٍ ٔطظی ٔشٙبظط ثب آٖ ثٝ [6]

 قٛز:حبنُ ٔی (25)قىُ 

(25) 

        
        

   
  𝜌    (

        

   
) 

     (   
      

  
∫(

       

  
)

 

  

 

 

)  
        

   
 

      
  

  
 

     
    

        
 

 ٚ قطایٍ ٔطظی حبوٓ ٔشٙبظط ثب حطوز ٘یع ثطاثط اؾز ثب:

(26)                  
       

  
 

       

  
   

وبض ضفشٝ اؾز ٝثؼس ثثؼس ظیط ثطای ٘ٛقشٗ ٔؼبزِٝ زض فطْ ثیدبضأشطٞبی ثی

[22]: 

(27)  ̂  
 

  

       ̂  
 

 ̃
        ̂  

 

 
     ̂    ̃  

 وٝ زض آٖ:

(28)  ̃  √
 𝜌     

 

        
 

ٔٙظٛض  ٞب ثٝٚ حصف ولاٞه (25)زض ٔؼبزِٝ  (28)ٚ  (27)ٍصاضی ٔؼبزلار یثب خب
 ذٛاٞس ثٛز: (29)ثؼس ثٝ قىُ ٔؼبزِٝ حبوٓ ثط حطوز زض فطْ ثیؾبظی، ؾبزٜ

(29) 

   

   
 

   

   
 (              )

   

   
   

  

  
 

      
    

 

      
 

 وٝ زض آٖ:

(30) 

       ∫ (
  

  
)
 

  

 

 

 

   
  

        
    

        
 

         
    

   
   

√ 𝜌            

          
    

 

   
         

 

( 31قىُ ٔؼبزِٝ ) ثؼس ثٝزض حبِز ثیٚ قطایٍ ٔطظی حبوٓ ٔشٙبظط ثب حطوز 
 :قٛزثیبٖ ٔی

(31)                  
       

  
 

       

  
   

 حل عددی4- 

 :[23]قٛز زض ٘ظط ٌطفشٝ ٔی (32)ثٝ قىُ  (29)حُ سمطیجی ٔؼبزِٝ 

(32)        ∑          

 

   

 

ثؼس ٔیىطٚسیط زٚؾطٌیطزاض، ٚ أیٗ سبثغ قىُ ٔٛز ذُی ثی       وٝ زض آٖ 
زض  (32)ی ٍصاضی ٔؼبزِٝیثبقس. ثب خبزأٙٝ ٔشٙبظط ثب آٖ قىُ ٔٛز ٔی      

 ثؼس قسٜ زاضیٓ:ٔؼبزِٝ حطوز ثی

(33) 

∑       
       

 

   

 ∑  ̈        

 

   

 

         ∑       
     

 

   

 

       ∑∑∑               (∫  
     

 

 

)  
     

 

   

 

   

 

   

 

       ∑  ̇        

 

   

 
    

 

   ∑           
 
     

 

             
اؾبؼ ضٚـ ٌّطویٗ، ثبیس  ٔب٘سٜ اؾز وٝ ثطسبثغ ثبلی        ، (33)زض ضاثُٝ 

 :(34)زض ٔحسٚزٜ ََٛ سیط ػٕٛز ثط سبثغ قىُ ثبقس، َجك ضاثُٝ 

ٌیطی زض ََٛ ٔیىطٚسیط ٚ ا٘شٍطاَ      زض  (33)ثب يطة َطفیٗ ٔؼبزِٝ 

 ٌطزز:حبنُ ٔی (35)ٔؼبزِٝ حبوٓ ثط حطوز ثٝ قىُ 

ای اؾز وٝ ؾیؿشٓ ٔٛضز ٘ظط ٔٛز اَٚ ضا اظ آ٘دبیی وٝ ٘حٜٛ ثبضٌصاضی ثٝ ٌٛٝ٘

ٔیىطٚسیطٞبیی وٝ وكف سٛخٝ ثٝ وبض آلبی یٛ٘ؽ، ثطای  وٙس؛ ٚ ثبسدطثٝ ٔی

نفحٝ ٔیب٘ی زاض٘س، ٘شبیح ثطای قىُ ٔٛز اَٚ، ٍٕٞطایی لبثُ لجِٛی ثب ٘شبیح 

سط زاضز. اظ َطفی زض حبِز اؾشبسیىی، آٔسٜ ثطای قىُ ٔٛزٞبی ثیفزؾزٝث
 1سط اظ ِٚشبغ دِٛیٗظٔب٘ی وٝ ٘یطٚی اِىشطٚاؾشبسیه ٚخٛز ٘ساضز ٚ یب ِٚشبغ آٖ وٓ

اَٚ ٘ٛؾبٖ ٍٕٞطایی ثؿیبض ذٛثی ثب دبؾد ظٔب٘ی  اؾز، دبؾد ظٔب٘ی قىُ ٔٛز

. ثٙبثطایٗ ٔٛز اَٚ ٘ٛؾبٖ ضا ثٝ قىُ [1] سط زاضزقىُ ٔٛزٞبی ثیف

وٙیٓ وٝ ؾیؿشٓ ثٝ ٌیطیٓ. فطو ٔیزض ٘ظط ٔی                 
  اضسؼبـ زضآٔسٜ ٚ ِٚشبغ دطاٖ 
اظ ٔساض ذبضج قسٜ اؾز، ثٙبثطایٗ زض ٔؼبزِٝ   

طفشٗ ٘ظط ٌ ٌیطیٓ. ثب زض٘ظط ٔی ٔمساض ٘یطٚی اِىشطٚاؾشبسیه ضا نفط زض (35)

 ذٛاٞس ثٛز: (36)نٛضر ٔؼبزِٝ ایٗ فطيیبر ٔؼبزِٝ حطوز ٌؿؿشٝ قسٜ ثٝ

(36)    ̈     ̇               
    

 ثبقٙس:ٔی (37)ثٝ قىُ ضٚاثٍ    سب    وٝ زض آٖ يطایت 

خٟز ایدبز                     نٛضر ِٚشبغ دیعٚاِىشطیه ثٝ ثب اػٕبَ

𝜏يطیت دطیٛزیه ٔشغیط ثب ظٔبٖ، ٚ ٕٞچٙیٗ ثب ایدبز سغییط ٔشغیط       ٚ
ٔؼبزِٝ ٔشیٛ ٔؿشّٟه سٛاٖ ٔؼبزِٝ ٌؿؿشٝ ضا زض فطْ  ٟ٘بیز ٔی ؾبظی، زض ؾبزٜ

 ٘ٛقز: (38)نٛضر قسٜ غیطذُی ثٝ

                                                                                                                                           
1
 Pull-in voltage 

(34) ∫        

 

 

          

∑     

 

   

∫  
              

 

 

 ∑  ̈   

 

   

∫            

 

 

 

         ∑     

 

   

∫  
          

 

 

   

       ∑               (∫  
     

 

 

  )∫  
          

 

 

  

 

   
   
   

 

       ∑  ̇   

 

   

∫            

 

 

 
    

 ∫        
 

 

   ∑           
 
     

 

       
(35) 

(37) 

   ∫            

 

 

 

     ∫            

 

 

 

   ∫  
              

 

 

 

     ∫  
          

 

 

   

     (∫  
     

 

 

  )∫  
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(38) 
   

 𝜏 
  

  

 𝜏
  𝛿          𝜏          

 وٝ زض آٖ:

(39) 

𝛿  
  

   
 
         

  

   
 
 

         

  

   
 
 

   
  

   
 
 

  
  

   
 

زاضز، یىی اظ ٞبی ٔرشّفی ٚخٛز ٞبی دطیٛزیه ضٚـزؾز آٚضزٖ حُٝثطای ث

اؾز، ایطازی وٝ ثط ایٗ ضٚـ  1ٌیطی زض ظٔبٖ َٛلا٘یٞب ا٘شٍطاَایٗ ضٚـ

سٛا٘س ثسضؾشی ظٔب٘ی وٝ زلیمب یه حُ حبِز ایٗ اؾز وٝ ٕ٘ی ،ٚخٛز زاضز
 دبیساض اظ ؾیؿشٓ ٚخٛز زاضز ٚ یب ظٔب٘ی وٝ ؾیؿشٓ ٚاثؿشٝ ثٝ زأٙٝ خصة حُ

ٞبی زیٍطی ٕٞچٖٛ ضٚـ ضٚـ ثیٙی وٙس.ٞبی دطیٛزیه ضا دیفاؾز، حُ

ٞبی دطیٛزیه اؾشفبزٜ ثطای ٔحبؾجٝ حُ ایدطسبثٝٚ ضٚـ  2سفبيُ ٔحسٚز

ٞبی ثطای سحّیُ دبیساضی حُای دطسبثٝ. زض ایٗ ٔمبِٝ اظ ضٚـ [1] قٛزٔی
ضٚقی لسضسٕٙس زض ٔحبؾجٝ ای دطسبثٝضٚـ  دطیٛزیه اؾشفبزٜ قسٜ اؾز.

ٞبی غیطذُی اؾز. ثٝ زض ؾیؿشٓ ٞب آٖ ٞبی دطیٛزیه ٚ آ٘بِیع دبیساضیحطوز

زٚ حُ دبیساض ٚ ٘بدبیساض ضا زاضز.  ثیٙی ٞطسٛا٘بیی دیفایٗ زِیُ وٝ ایٗ ضٚـ 

)قٛر وطزٖ، دطسبة وطزٖ( ثٝ ز٘جبَ  اؾبؼ ٌكشٗ ایٗ ضٚـ ثربَط ایٗ وٝ ثط
-ای اظ قطایٍ اِٚیٝ اؾز وٝ ٔٙدط ثٝ حطوز دطیٛزیه زض ؾیؿشٓ ٔیزؾشٝ

ٞبی اِٚیٝ اظ ٌصاضی قسٜ اؾز. زض ایٗ ضٚـ حسؼ٘بْای دطسبثٝقٛ٘س، ضٚـ 

، ؾذؽ ثب اؾشفبزٜ اظ ضٚـ    ̇   ٚ      قٛز ِٚیٝ زض ثط٘بٔٝ اػٕبَ ٔیقطایٍ ا

افشس وٝ اذشلاف قٛ٘س. ٍٕٞطایی ظٔب٘ی اسفبق ٔیانلاح ٔی 3ضافؿٖٛ-٘یٛسٗ
ٞبی لجُ یه ٔمساض ثؿیبض ٞبی اِٚیٝ خسیس ٔحبؾجٝ قسٜ ثب حسؼثیٗ حسؼ

غ دطاٖ ثٝ ٚؾیّٝ ِٚشبٝثبیس سٛخٝ وطز وٝ زض انُ قطایٍ اِٚیٝ ث وٛچه ثبقس.

 ٌطزز.ٌطزز ٚ ؾذؽ اظ ٔساض ذبضج ٔیٔیىطٚسیط اػٕبَ ٔی
ٞبی ذبضخی ٔٙدط ثٝ ظٟٛض یه سطْ ٔؿشمُ دطیٛزیه ٚاثؿشٝ ثٝ سحطیه

زِیُ ٔؼیٗ  قٛ٘س، وٝ زض ایٗ ٔٛضز ثٝظٔبٖ زض ٔؼبزلار حبوٓ ثط حطوز ٔی
 سٛاٖثٝ ضاحشی ٔی 4ٔؼبزلار ذٛزوٙشطَای دطسبثٝثٛزٖ دطیٛز ؾیؿشٓ اظ ضٚـ 

ثٝ حطوز دطیٛزیه ضا قٙبؾبیی وطز. سحطیه دبضأشطیه   قطایٍ اِٚیٝ ٔٙدط
ثٝ ظٟٛض يطایت دطیٛزیه ٔشغیط ثب ظٔبٖ زض  ثطذلاف سحطیه ذبضخی ٔٙدط

سٛاٖ دطیٛز ؾیؿشٓ ضا ثٝ آؾب٘ی ٕ٘ی قٛز وٝٔؼبزِٝ حبوٓ ثط حطوز ٔی
قٙبؾبیی وطز، ثٙبثطایٗ یه ٔدَٟٛ زیٍط ثٝ سؼساز ٔدٟٛلار حُ ايبفٝ 

ثبیس دطیٛز ؾیؿشٓ ضا ٘یع قٛر وطز. ثسیٗ زِیُ ای دطسبثٌٝطزز ٚ زض ضٚـ  یٔ
 5ٔطثٌٛ ثٝ ٔؼبزلار غیطذٛزوٙشطَای دطسبثٝزض دػٚٞف حبيط اظ ضٚـ 

 .اؾشفبزٜ قسٜ اؾز
 ثیبٖ وطز: (40)سٛاٖ زض فًبی فبظ ثٝ فطْ وّی ٔؼبزِٝ ضا ٔی (38)ٔؼبزِٝ 

(40)  ̇⃗   ⃗  ⃗  ⃗⃗⃗  

ثطزاض دبضأشطٞبی فًبی  ⃗⃗⃗ ثطزاض ٔشغیطٞبی فًبی فبظ ٚ  ⃗  ،(40)وٝ زض ضاثُٝ 

ٚ      ثطزاض ؾٕز ضاؾز ٔؼبزلار فًبی فبظ اؾز. ثب سغییط ٔشغیط ) ⃗ فبظ ٚ 
 قٛز:ثؿٍ زازٜ ٔی (41)نٛضر زض فًبی فبظ ثٝ (38)(  ٔؼبزِٝ ̇    

(41) 

  ̇      ⃗    ⃗⃗⃗⃗    
⃗⃗ ⃗⃗   

  ̇        𝛿         𝜏        
  

       
⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗    

⃗⃗ ⃗⃗   

                                                                                                                                           
1
 Long-time integration technique 

2
 Finite difference method 

3
 Newton–Raphson method 

4
 Autonomous 

5
 Non autonomous 

ٞبی ٔشٙبٚة ثطای یبفشٗ حُ دؽ اظ ایٗ وٝ ٔؼبزلار زض فًبی فبظ ٘ٛقشٝ قس،

ثط ضٚی یىی اظ ٔساضٞبی ٔشٙبٚة زض  (42)نٛضر ، قطایٍ اِٚیٝ ثٝ(41)ٔؼبزلار 
 قٛز:٘ظط ٌطفشٝ ٔی

(42)  ⃗     ⃗ 

وٝ فطو وطزیٓ قطایٍ  ثطزاض قطایٍ اِٚیٝ اؾز. ثب سٛخٝ ثٝ ایٗ ⃗ وٝ زض آٖ 

 ثط ضٚی یىی اظ ٔساضٞبی ٔشٙبٚة لطاض زاض٘س، ثٙبثطایٗ دؽ اظ ٌصقز ظٔبٖ (42)
  زاضیٓ:   

(43)  ⃗    ⃗   ⃗ 
اؾز. ضٚـ  (43)ٚ ثب لیس  (42)ثب قطایٍ اِٚیٝ  (41)حبَ ٞسف، حُ ٔؼبزلار 

وٝ ثب    ٚ دطیٛز اِٚیٝ حسؾی  ⃗⃗⃗⃗⃗  ای ثب قٛر وطزٖ قطٌ اِٚیٝ حسؾی دطسبثٝ

⃗⃗ 𝛿 ⃗⃗⃗⃗⃗  ٚ𝛿سطسیت ثٝ ا٘ساظٜ ثٝ  ٚ دطیٛز انّی  ⃗ قطٌ اِٚیٝ انّی  اذشلاف زاض٘س  ⃗⃗⃗

 سٛاٖ ٘ٛقز:ٔی ضافؿٖٛ-اؾشفبزٜ اظ ضٚـ ٘یٛسٗثٙبثطایٗ ثب  .وٙسقطٚع ٔی

(44) 

 ⃗  𝛿 ⃗   ⃗  

 
 𝛿 
    

 قٛ٘س حبنُ ٔی (45)اظ حُ ٔؼبزِٝ   𝛿   ٚ𝛿وٝ زض آٖ ٔمبزیط ثطزاض سهحیح 
[24]: 

[
 
 
 
 
  

  
                

   

  
                            

]
 
 
 
 

*
𝛿 
𝛿 

+  *
           

 
+ 

(45) 

ثٝ    ٚ    ثطزاض سهحیح دطیٛز،   𝛿ثطزاض سهحیح قطایٍ اِٚیٝ،   𝛿وٝ زض آٖ 

 ⃗ أُیٗ زضایٝ ثطزاض   ،   قطایٍ اِٚیٝ ٚ دطیٛز، ٚ  ٞبی اِٚیٝسطسیت، حسؼ

ثبقس  ( یه ٔدٕٛػٝ ٔؼبزِٝ ثب زٚ ٔؼبزِٝ ٚ ؾٝ ٔدَٟٛ ٔی45ثبقس. ٔؼبزِٝ )ٔی

ٞبی اِٚیٝ حؿبؼ اؾز ثطای اظ ثیٗ ای ثؿیبض ثٝ حسؼٚ اظ َطفی ضٚـ دطسبثٝ
  ⃗ ٞبی ثطزاض  ثطزٖ ایٗ حؿبؾیز ٚ وٓ وطزٖ سؼساز ٔدٟٛلار، یىی اظ زضایٝ

 .[24] قٛزثطاثط ثب نفط زض ٘ظط ٌطفشٝ ٔی

 نتایج و بحث5- 

آٔسٜ اظ حُ دطیٛزیه ثٝ اظای ٔمبزیط ٔرشّف زؾزٝ زض ایٗ ثرف ٘شبیح ث

ٚظیفٝ ِٚشبغ دطاٖ  ،َٛض وٝ اقبضٜ قس ٌطزز. ٕٞبٖيطایت ٔؼبزِٝ ٔشیٛ اضائٝ ٔی

ثبقس. یىی اظ ٔجبحث ٟٔٓ وٝ زض اػٕبَ اػٕبَ سحطیه اِٚیٝ ثٝ ٔیىطٚسیط ٔی

زض  6٘یطٚی اِىشطٚاؾشبسیه ثبیس ثساٖ سٛخٝ وطز ٔٛيٛع ثطٚظ ٘بدبیساضی دِٛیٗ
ِٚشبغ دِٛیٗ  ،ؾٙدی ٔؼبزلار حبوٓ ٔیىطٚسیط ٞؿز. زض ایٗ ثرف خٟز اػشجبض

ٚ  9ٌیطز. زض وبض آلبی ضوٙیٔٛضز ثحث لطاض ٔی 8ٚ زیٙبٔیىی 7اؾشبسیىی

  ٚ         ٚ        ثطای ٔیىطٚسیطی ثب اثؼبز [25] ٕٞىبضاٖ

         ٚ ثسٖٚ لایٝ دیعٚاِىشطیه ِٚشبغ دِٛیٗ اؾشبسیىی ثطاثط ثب      

٘مبٌ سؼبزَ اؾشبسیىی ثطای ِٚشبغٞبی  "2قىُ "ٌعاضـ قسٜ اؾز. زض       

اِىشطٚاؾشبسیه ٔرشّف ثطای ایٗ ٔیىطٚسیط سطؾیٓ قسٜ اؾز. ِٚشبغ ٔؼبزَ ثب 

ثبقس، وٝ ثطاثط  ، ٔجیٗ ِٚشبغ دِٛیٗ اؾشبسیىی ٔی10٘مُٝ چٙسقبذٍی اؾشبسیىی

اؾز. اذشلاف ٔٛخٛز ثیٗ ِٚشبغ ٔحبؾجٝ قسٜ ٚ ٔطخغ                ثب 
سٛخٝ ثٝ وبض آلبی ضيبیی ٚ  وبض ٌطفشٝ قسٜ اؾز. ثبٛز ثٝسؼساز قىُ ٔ اظ ٘بقی

 زیٙبٔیىی  دِٛیٗ  ِٚشبغ   سط اظٔؼٕٛلا ِٚشبغ دِٛیٗ اؾشبسیىی ثیف [26]ٕٞىبضاٖ 

                                                                                                                                           
6
 Pull-in instability 

7
 Static pull-in voltage 

8
 Dynamic pull-in voltage 

9
 Hossein Rokni 

10
 Static bifurcation point 
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Fig. 2 maximum deflection of middle of micro-beam versus 

electrostatic loading 
 ثؼس ٚؾٍ ٔیىطٚسیط ثطحؿت ٔمبزیط ٔرشّف ِٚشبغ اِىشطٚاؾشبسیهذیع ثی 2شکل 

ثبقس. ِٚشبغ دِٛیٗ اِىشطٚاؾشبسیه ثطای ٔیىطٚسیط ثحث قسٜ زض دػٚٞف ٔی

ٚ ٕٞچٙیٗ ِٚشبغ دِٛیٗ زیٙبٔیىی ثطاثط                       حبيط ثطاثط ثب 
٘ؿجز  ،قٛزٔحبؾجٝ قسٜ اؾز وٝ ٔكبٞسٜ ٔی                       ثب 

                                      دِٛیٗ زیٙبٔیىی ثٝ دِٛیٗ اؾشبسیىی 

 اؾز. 

اظ ضٚـ ٞبی دطیٛزیه ٌٛ٘ٝ وٝ لجلا اقبضٜ قس، ثطای ٔحبؾجٝ حُٕٞبٖ
اؾشفبزٜ قسٜ اؾز. زض ٔؼبزِٝ ٔشیٛ غیطذُی زٔخ قسٜ سطْ ای دطسبثٝ

وٙس ٚ زض زاذُ ٘بحیٝ غیطذُی ٔؼبزِٝ ٕٞچٖٛ ٘یطٚی ذبضخی ػُٕ ٔی

قٛز. زض سطؾیٓ ظثب٘ٝ ضظٚ٘ب٘ؿی زض ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ثبػث ٔحسٚز قسٖ حُ ٔی

قٛز، ثب افعایف يطیت ٔكبٞسٜ ٔی "3قىُ "َٛض وٝ زض  ظیطٞبضٔٛ٘یه، ٕٞبٖ
سط یه يطیت غیطذُیٍٙی ثبثز، ٔؿبحز ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی وٓزٔذیًٙ زض 

چطا  ،ثیٙی ثٛزقٛز. وبٞف ٔؿبحز ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی اظ لجُ ٞٓ لبثُ دیفٔی

وٙس. زض سطی ضا سدطثٝ ٔیوٝ ثب افعایف ٔیعاٖ زٔذیًٙ، ؾیؿشٓ دبیساضی ثیف

٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ٚ ٘مبٌ ثیطٖٚ  ٞب ٕ٘بیبٍ٘ط٘مبٌ زاذُ ظثب٘ٝ "4ٚ  3قىُ "
ٞب ٔجیٗ ٘مبٌ دبیساض یب ثٝ ػجبضسی ٘مبَی اؾز وٝ ثؼس اظ ٌصض ظٔبٖ ثٝ ظثب٘ٝ

قٛ٘س. ثبیس خصة ٔی        ٔیىطٚسیط یؼٙی  1٘مُٝ سؼبزَ اؾشبسیىی

ٞب ٘مبٌ دبیساض ٞؿشٙس ٚ ثٝ اظای ٞط قطٌ سٛخٝ وطز وٝ سٕبْ ٘مبٌ ثیطٖٚ ظثبٝ٘
قٛ٘س، ثط ضٚی ٔطظ ٘بحیٝ اؾشبسیىی ٔیىطٚسیط خصة ٔیاِٚیٝ ثٝ ٘مُٝ سؼبزَ 

ٞب( حطوز دطیٛزیه ٚخٛز زاضز وٝ ثب اؾشفبزٜ اظ ضٚـ )ضٚی ظثب٘ٝ ضظٚ٘ب٘ؿی

ای ٚخٛز ای لبثُ ٔحبؾجٝ اؾز. زض زاذُ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی قطایٍ اِٚیٝدطسبثٝ

 ٌطزز. ؾیؿشٓ زچبض ضظٚ٘ب٘ؽ ٔی ٞب آٖزاضز وٝ ثٝ اظای 

اٖ زٚ ٕ٘بیٙسٜ اظ ٘مبٌ زاذُ ٚ ذبضج ٘ٛاحی ضظٚ٘ب٘ؿی ػٙٛثٝ   ٚ     ٘مبٌ

، زض      ای ثط ضٚی ٔطظ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی زض ثٝ ػٙٛاٖ ٘مُٝ  ٚ ٘مُٝ 

ٞبی فًبی فبظ ٔشٙبظط ا٘س. سبضیرچٝ ظٔب٘ی ٚ ٔٙحٙی٘كبٖ زازٜ قسٜ "3قىُ "

قىُ "َٛض وٝ زض  سطؾیٓ قسٜ اؾز. ٕٞبٖ "7سب  5ٞبی قىُ"ثب ایٗ ٘مبٌ زض 
ٞبی ضظٚ٘ب٘ؿی ٚ زض زاذُ سٕبْ ظثبٝ٘   قٛز، ؾیؿشٓ زض ٘مُٝ ٔكبٞسٜ ٔی "5

ٌطزز. ثب زلز زض زچبض ضظٚ٘ب٘ؽ ٔی    ثٝ اظای يطیت غیطذُیٍٙی 

سٛاٖ ثٝ یه ٘ىشٝ لبثُ سٛخٝ دی ثطز، وٝ ٞبی ظٔب٘ی سطؾیٓ قسٜ ٔیسبضیرچٝ

اظ ٞبی ذُی، زأٙٝ ؾیؿشٓ ثؼس زض زاذُ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ثطذلاف ؾیؿشٓ

  2وٙس، ثّىٝ خصة یه چطذٝ حسیٟ٘بیز ٔیُ ٕ٘یاغشكبـ اِٚیٝ ثٝ ؾٕز ثی

                                                                                                                                           
1 Fixed point 
2 Limit cycle 

 
Fig. 3 The resonance tongue obtained by shooting method in 

subharmonic region for diverse damping coefficient in   𝛿 plane for  

   . 
زض ٘بحیٝ ظیطٞبضٔٛ٘یه ثٝ ای دطسبثٝآٔسٜ اظ ضٚـ زؾزٝضظٚ٘ب٘ؿی ثٞبی ظثب٘ٝ 3شکل 

 .   ٚ ثطای  𝛿  ٞبی ٔرشّف زض نفحٝ اظای يطیت زٔذیًٙ

 
Fig. 4 The resonance tongue obtained by shooting method in 

subharmonic region for diverse damping coefficient in         plane 

for     and        . 
زض ٘بحیٝ ظیطٞبضٔٛ٘یه ثٝ ای دطسبثٝآٔسٜ اظ ضٚـ زؾزٝٞبی ضظٚ٘ب٘ؿی ثظثب٘ٝ 4شکل 

 .       ٚ     ثطای ٚ         ٞبی ٔرشّف زض نفحٝ اظای يطیت زٔذیًٙ

زض ٔؼبزلار  قٛ٘س. ایٗ دسیسٜ ٘بقی اظ ٚخٛز وكف نفحٝ ٔیب٘ی اؾز وٝٔی

وٙس ٚ ٕٞب٘ٙس ٘یطٚی ذبضخی ػُٕ حطوز ثٝ قىُ سطْ غیطذُی ظٟٛض ٔی

ٌطزز. یىی اظ وطزٜ ٚ زض ٘شیدٝ ثبػث ٔحسٚز قسٖ حطوز ٔیىطٚسیط ٔی
ٞبی سحطیه دبضأشطیه ایٗ اؾز وٝ ثطای ایدبز ضظٚ٘ب٘ؽ دبضأشطٞبی ٔعیز

 "4ىُ ق"ٌٛ٘ٝ وٝ زض  ظیبزسطی ٘ؿجز ثٝ سحطیه ذبضخی ٚخٛز زاضز. ٕٞبٖ

ثب ثبثز ٍ٘ٝ زاقشٗ فطوب٘ؽ سحطیه دیعٚاِىشطیه ٚ سغییط  ،قٛزٔكبٞسٜ ٔی

 سٛاٖ ؾیؿشٓ ضا ٚازاض ثٝ ضظٚ٘ب٘ؽ وطز.زأٙٝ ِٚشبغٞبی ٔشٙبٚة ٚ ثبثز ٔی

زٞس وٝ ثٝ اظای سٕبْ قطایٍ اِٚیٝ زض ذبضج اظ ٘بحیٝ ٘كبٖ ٔی "6قىُ "

حُ  "7قىُ "قٛز. ضظٚ٘ب٘ؿی، ٔیىطٚسیط خصة ٘مُٝ سؼبزَ اؾشبسیىی ٔی

ضٚی ظثب٘ٝ  ثط  ضا ثطای ٘مُٝ ای دطسبثٝزؾز آٔسٜ اظ ضٚـ ٝ دطیٛزیه ث

زٞس. ایٗ زلیمب اِٚیٗ حُ ٘كبٖ ٔی      ٚ     ضظٚ٘ب٘ؿی ٔشٙبظط ثب 

ثبقس. سٕبْ ٘مبٌ ثط ضٚی ٔطظ دطیٛزیه لجُ اظ ٚضٚز ثٝ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ٔی
 دطیٛزیه ٞؿشٙس.ػجبضر زیٍط زاضای حطوز  زاضای حُ دطیٛزیه یب ثٝ
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c b a 

Fig. 5 The top diagrams are time history and the below side are phase diagram for point    in    . a corresponding tongue with       and b 

corresponding tongue with       and c corresponding tongue with      . 
ٔطثٌٛ ثٝ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی  bٚ       ٔطثٌٛ ثٝ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ٔشٙبظط ثب  a. ٕ٘ٛزاضٞبی    زض    ٕ٘ٛزاضٞبی ثبلا سبضیرچٝ ظٔب٘ی ٚ دبییٗ فًبی فبظ ٔطثٌٛ ثٝ ٘مُٝ  5شکل 

 .     ٔطثٌٛ ثٝ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ٔشٙبظط ثب  cٚ       ٔشٙبظط ثب 

  

Fig. 6 The left side diagrams are time history and the right side are 

phase diagram for point    in     and      . 
ٕ٘ٛزاض ؾٕز چخ سبضیرچٝ ظٔب٘ی ٚ ؾٕز ضاؾز فًبی فبظ ٔطثٌٛ ثٝ ٘مُٝ  6 شکل

 .     ٚ     زض    

  
Fig. 7 The left side diagram is time history and the right side is phase 

diagram obtained by shooting method for point   in corresponding 

tongue with     and       
ٕ٘ٛزاض ؾٕز چخ سبضیرچٝ ظٔب٘ی ٚ ؾٕز ضاؾز فًبی فبظ ٔطثٌٛ ثٝ حُ  7شکل 

زض ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ٔشٙبظط ثب   ثطای ٘مُٝ ای دطسبثٝزؾز آٔسٜ اظ ضٚـ ٝ دطیٛزیه ث

     ٚ     . 

ثطای ُٔبِؼٝ ثٟشط سغییطار زأٙٝ زض ٘مبٌ ٔرشّف نفحٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ٘یبظ ثٝ 

ثسیٗ  ،ثبقسٔی 𝛿  ثطضؾی دبؾد ظٔب٘ی زض ٞط ٘مُٝ اظ ٔرشهبر نفحٝ 

ثبثز ٚ ثب    سطؾیٓ قسٜ اؾز. ثب فطو یه ٔمساض  "10سب  8ٞبی قىُ"ٔٙظٛض 

ضظٚ٘ب٘ؿی حطوز سسضیح اظ ؾٕز چخ ثٝ ؾٕز ٘بحیٝ  ثٝ 𝛿سغییط زض يبثُٝ 

زٞیٓ وٝ خصة حبِز دبیساض قٛز. وٙیٓ ٚ ظٔبٖ وبفی ثٝ ؾیؿشٓ ٔیٔی

قٛز، سب ِحظٝ ٚضٚز ثٝ ٔكبٞسٜ ٔی "10سب  8ٞبی قىُ"َٛض وٝ زض  ٕٞبٖ

ٞب نفط ٞؿشٙس ٚ ایٗ ثسیٗ ٔؼٙی اؾز وٝ ثؼس اظ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی سٕبٔی حُ

قٛز. ثٝ ی ٔیٌصض ظٔبٖ ٘ؿجشب َٛلا٘ی ؾیؿشٓ خصة ٘مُٝ سؼبزَ اؾشبسیى
قٛز.  ٞب ٔكبٞسٜ ٔیثعضي زض زأٙٝ 1ٔحى ٚضٚز ثٝ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی یه دطـ

ایٗ ثسیٗ ٔؼٙی اؾز وٝ ؾیؿشٓ ثؼس اظ ٌصقز ظٔبٖ وبفی خصة خبشة 

قٛز وٝ ایٗ ٘كبٖ اظ ٚضٚز ثٝ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی اؾز. زض حبِی وٝ ٔی 2دطیٛزیه

ٞب سسضیح اظ ٔیعاٖ زأٙٝثٝ  ،ثٝ حطوز زض زاذُ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ازأٝ ثسٞیٓ
-قٛیٓ ثبض زیٍط ثٝ حُوبؾشٝ قسٜ ٚ خبیی وٝ زٚثبضٜ اظ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ذبضج 

ضؾیٓ. ٚ اٌط ثطػىؽ ایٗ حطوز ضا ثب ٕٞبٖ ثبضٌصاضی اظ ؾٕز ٞبی نفط ٔی

ضاؾز ثٝ ؾٛی ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی حطوز وٙیٓ زیٍط دسیسٜ دطـ ضا ٔلالبر 

ٍٞٙبْ ٚضٚز ثٝ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی زأٙٝ  وٙیٓ وٝ ثٝ٘رٛاٞیٓ وطز ٚ ٔكبٞسٜ ٔی
وٙس سب خبیی وٝ زٚثبضٜ اظ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ذبضج ثٝ سسضیح افعایف دیسا ٔی

وٙس ٚ قٛیٓ، ثٝ ٔحى ذطٚج اظ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی زأٙٝ ثٝ قسر افز دیسا ٔی

قٛ٘س وٝ ایٗ ٔكبٞسار ٚخٛز دسیسٜ ٞبی نفط زٚثبضٜ ٔشِٛس ٔیحُ

 .وٙٙسضا سبییس ٔی 3ٞیؿشطظیؽ

ٞبی دیعٚاِىشطیه زض خسَٚ ٔكرهبر فیعیىی ٚ ٞٙسؾی ٔیىطٚسیط ٚ لایٝ

  آٚضزٜ قسٜ اؾز. 1

افعایف زٔذیًٙ زض یه يطیت  ،َٛض وٝ لجلا اقبضٜ قس ٕٞبٖ

ٌطزز. ایٗ زض حبِی غیطذُیٍٙی ثبثز ثبػث وبٞف سؼساز ٘مبٌ ضظٚ٘ب٘ؿی ٔی
ٞیچ اؾز وٝ ثب افعایف يطیت غیطذُیٍٙی زض یه يطیت زٔذیًٙ ثبثز 

وٙس. ِٚی ثب سٛخٝ ثٝ سغییطی زض ٔؿبحز ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ایدبز ٕ٘ی

قٛز وٝ ثب افعایف يطیت سطْ غیطذُی زض ٔكبٞسٜ ٔی "10سب  8ٞبی  قىُ"

ٌطزز یه زٔذیًٙ ثبثز، وبٞف لبثُ سٛخٟی زض زأٙٝ دبؾد ظٔب٘ی ایدبز ٔی
 وٝ ٘بقی اظ ٚخٛز وكف نفحٝ ٔیب٘ی اؾز.

  
 
 

 

 

 
 

                                                                                                                                           
1
 Jump 

2
 Periodic attractors 

3
 Hysteresis 
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a 

 
 

b 

Fig. 8 The left side diagram is maximum non-dimentional amplitude and the right side is time history for 

each loading of 𝛿 and constant value of         after long time elapse in corresponding tongue with 

     . a for     and b for    . 
ٙٝ ثی 8شکل  ٚ  𝛿ثؼس، ثؼس اظ ٌصض ظٔبٖ ٘ؿجشب َٛلا٘ی ثٝ اظای ٞط ثبضٌصاضی اظ ؾٕز ضاؾز دبؾد ظٔب٘ی، ؾٕز چخ ٔبوعیٕٓ زأ

 .   ثطای  bٚ     ثطای  a.      زض ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ٔشٙبظط ثب         ٔمساض ثبثز 

 
 

a 

  

b 

Fig. 9 The left side diagram is maximum non-dimentional amplitude and the right side is time history for 

each loading of 𝛿 and constant value of        after long time elapse in corresponding tongue with 

     . a for     and b for    . 
ٚ  𝛿ثؼس، ثؼس اظ ٌصض ظٔبٖ ٘ؿجشب َٛلا٘ی ثٝ اظای ٞط ثبضٌصاضی اظ ؾٕز ضاؾز دبؾد ظٔب٘ی، ؾٕز چخ ٔبوعیٕٓ زأٙٝ ثی 9شکل 

 .   ثطای  bٚ     ثطای  a.      زض ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ٔشٙبظط ثب         ٔمساض ثبثز 
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a 

  

b 

Fig. 10 The left side diagram is maximum non-dimentional amplitude and the right side is time history 

for each loading of 𝛿 and constant value of        after long time elapse in corresponding tongue 

with      . a for     and b for    . 
ثؼس، ثؼس اظ ٌصض ظٔبٖ ٘ؿجشب َٛلا٘ی ثٝ اظای ٞط ثبضٌصاضی اظ ؾٕز ضاؾز دبؾد ظٔب٘ی، ؾٕز چخ ٔبوعیٕٓ زأٙٝ ثی10 شکل 

𝛿  زض ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ٔشٙبظط ثب        ٚ ٔمساض ثبثز      .a  ثطای     ٚb  ثطای   . 

 

 ٞبی دیعٚاِىشطیهٚ ٞٙسؾی ٔیىطٚسیط ٚ لایٝ ٔكرهبر فیعیىی 1جدول 
Table 1 Geometrical and material properties of the micro-beam and 

piezoelectric layers 

ٞبی لایٝ
 دیعٚاِىشطیه

 ٔكرهبر فیعیىی ٚ ٞٙسؾی ٔیىطٚسیط

            ََٛ    

    ػطو          

    اضسفبع           

     اِٚیٝفبنّٝ      -

    ٔسَٚ یبً٘                    

  𝜌 چٍبِی                      

      ثبثز دیعٚاِىشطیه -      

     اِىشطیهثبثز زی                 -

 گیرینتیجه6-

ذُی یه ٔیىطٚسیط ٘بدبیساضی زیٙبٔیىی ٚ اضسؼبقبر غیطزض ایٗ دػٚٞف 

دیعٚاِىشطیه سحز سحطیه دبضأشطیه زض ٘بحیٝ ٞبی ؾب٘سٚیچ قسٜ ثب لایٝ

ٞبی ضظٚ٘ب٘ؿی ثطای ای ظثب٘ٝظیطٞبضٔٛ٘یه ثطضؾی قس. ثب اؾشفبزٜ اظ ضٚـ دطسبثٝ
ٞبی ٔرشّف سطؾیٓ قس. دبؾد ظٔب٘ی ٚ يطیت زٔذیًٙ ٚ يطیت غیطذُیٍٙی

ی ٌطفشٝ قسٜ اظ زاذُ، ذبضج ٚ ضٚی ٞبی فًبی فبظ ثطای چٙس ٕ٘ٛ٘ٝٔٙحٙی

٘ب٘ؿی سطؾیٓ قس ٚ ٔكبٞسٜ قس وٝ زض ذبضج اظ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ٔطظ ٘بحیٝ ضظٚ

قٛز ٚ ثط ضٚی ٔطظ ثؼس اظ ٌصض ظٔبٖ ؾیؿشٓ خصة ٘مُٝ سؼبزَ اؾشبسیىی ٔی
٘ٛاحی ضظٚ٘ب٘ؿی قبٞس حطوز دطیٛزیه ثٛزیٓ ٚ زض زاذُ ٘ٛاحی دسیسٜ 

ضظٚ٘ب٘ؽ لبثُ ٔكبٞسٜ ثٛز. ٘شبیح ٘كبٖ زاز وٝ ثب افعایف يطیت زٔذیًٙ 

 يطیت  افعایف  ثب  ٕٞچٙیٗ  وٙس. ٔی  دیسا  وبٞف  ضظٚ٘ب٘ؿی  بحیٝ٘  ٔؿبحز

 
Fig. 11 The resonance tongue obtained by shooting method in 

subharmonic region for diverse nonlinearity coefficient in   𝛿 plane 

for      . 
زض ٘بحیٝ ظیطٞبضٔٛ٘یه ای دطسبثٝآٔسٜ اظ ضٚـ زؾزٝضظٚ٘ب٘ؿی ثٞبی ظثب٘ٝ 11شکل 

 .     ٚ ثطای  𝛿  ٞبی ٔرشّف زض نفحٝ ثٝ اظای يطیت غیطذُیٍٙی

قٛز، زضیبفشیٓ وٝ ٔكبٞسٜ ٔی "11قىُ "ٌٛ٘ٝ وٝ زض  ٕٞبٖغیطذُیٍٙی 

ٔب٘س؛ ِٚی زض سطؾیٓ دبؾد ظٔب٘ی ٔكبٞسٜ ٔؿبحز ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ثبثز ٔی

زٞس. زض افعایف يطیت غیطذُیٍٙی زأٙٝ ؾیؿشٓ ضا وبٞف ٔیقس وٝ 

ثبثز، ٔكبٞسٜ   ٚ زض یه يطیت  𝛿سطؾیٓ ٔبوعیٕٓ زأٙٝ زض ٔمبزیط ٔرشّف 

ضٚ قس وٝ ثٝ ٔحى ٚضٚز ثٝ زاذُ ٘بحیٝ ضظٚ٘ب٘ؿی ثب افعایف قسیس زأٙٝ ضٚثٝ
 قٛیٓ وٝ ایٗ اسفبق ٚخٛز دسیسٜ دطـ ضا سهسیك وطز.ٔی
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