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 1396 مرداد 20دریافت: 
 1396 آبان 06پذیرش: 

 1396آذر  10ارائه در سایت: 

که نانولوله ها با آرایش و  بررسی شده است. فرض شده با میرایی داخلی در این پژوهش ارتعاشات آزاد و رزونانس اولیه یک تیر نانوکامپوزیتی 
اصل هامیلتون معادلات  باشد. باهای هندسی و اینرسی میاند. سیستم شامل غیرخطیطول تیر توزیع شدههای مختلف در میانگین کسر حجمی

اند. برای تحلیل و این معادلات توسط روش گلرکین به معادلات دیفرانسیل عادی تقلیل پیدا کرده دیفرانسیل جزیی حرکت سیستم استخراج شده
 دست آورده شدهاست. در تحلیل آزاد، عباراتی تحلیلی برای دامنه و فاز و فرکانس طبیعی غیرخطی بهسیستم از تئوری اغتشاشات استفاده شده 

رسی است واثرات مربوط به پارامترهای سیستم نظیر ضرایب میرایی، نوع آرایش نانولوله ها، میانگین کسر حجمی و ... بر روی این پارامترها بر
ود با افزایش میرایی خارجی دامنه کاهش یافته و با افزایش میانگین کسر حجمی، فرکانس طبیعی شدر تحلیل آزاد مشاهده می .شده است

ی سیستم کاهش خواهد ب میرایی داخلی دامنهیتر خواهد شد. در تحلیل رزونانسی مشاهده شده است که با افزایش ضرغیرخطی سیستم بزرگ
ها بر پاسخ اجباری سیستم و نقاط آنمیانگین کسر حجمی  ها ونوع آرایش نانولوله کند. همچنینیافت و محل نقاط انشعابی سیستم تغییر می

ی سیستم افزایش یافته و انشعابات در ی تحریک خارجی، دامنهشود که با افزایش دامنهگذارند. همچنین مشاهده میتاثیر مهمی می انشعابی
ترین میرایی ترین میرایی داخلی و تیر نانوکامپوزیتی در کمایزوتروپیک در بیشیک تیر  پیوندد.وقوع میتری بهضرایب میرایی داخلی بزرگ

 .داخلی به حالت کاملا پایدار خواهند رسید
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 In this study, free vibrations and resonances analysis of a nanocomposite beam with internal damping is 
investigated. For this purpose the various distributions of carbon nanotubes with arbitrary average 

volume fractions are considered. System includes the geometry and inertia nonlinearities. With the aid 

of Hamilton principle the equations of motion are derived and using the Galerkin method are reduced to 
ordinary ones. To analyze the system the multiple scales method is utilized. In free analysis the 

analytical expressions for amplitude, phase and nonlinear natural frequency are obtained. Also, the 

effect of system parameters such as damping coefficients, kind of the carbon nanotube distribution, 
average volume fraction of nanotubes in them are probed. In free analysis, it is observed that by 

increasing the external damping the amplitude is decreased. Also, by increasing the average volume 

fraction, the nonlinear natural frequency is increased. In resonance analysis, by depicting the frequency 
response curves, it is observed that by increasing internal damping coefficient the amplitude is 

decreased and the loci of the bifurcations is changed. Also carbon nanotube distribution and average 

volume fractions of them on the solution and bifurcations have an important effect. Also, it is seen that 
by decreasing the external force, the amplitude of the system is decreased and bifurcations occur in 

higher internal damping coefficients. An isotropic beam in the highest and a nano-composite beam in 
the lowest values of internal damping coefficients become completely stable. 
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 مقدمه 1-

هندسی مکانیک، هوافضا، ها در مها پرکاربردترین المانتیرها، صفحات، پوسته

های های نانوکامپوزیتی در سالباشند. تیرهای تقویت شده با الیافو ... می

ی تحقیقاتی فراوانی برای پژوهشگران ایجاد کرده است. با توجه به اخیر زمینه

های برتر این تیرها نسبت به تیرهای ایزوتروپیک از جمله نسبت ویژگی

های بسیار بالا، خواص شیمیایی و انگاستحکام به وزن بالا، مدول ی

ی فراوان این تیرها در صنایع گوناگون مغناطیسی مناسب و... باعث استفاده

رانی، عنوان مثال صنعت خودروسازی، صنعت هوافضا، کشتیاست. بهشده 
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در  های میکرو و نانوالکترومکانیکی، صنایع انرژی و ... .صنعت سیمان، سیستم

ها با ی نانوکامپوزیتی که الیافبررسی یک تیر تقویت شده جا المان مورداین

باشد. تیرها در اند، میدرصد حجمی و نوع آرایش دلخواه درون آن پخش شده

جا این دو نوع از ارتعاشات معرض ارتعاشات طولی و عرضی هستند که در این

ها و اینرسی بررسی خواهد شد. در های ناشی از کرنشبا فرض غیرخطی

ارتعاشات غیرخطی آزاد تیرهای  [1]ی تیرها محمودی و همکاران نهزمی

ایزوتروپیک را مطالعه و بررسی کردند. اثر میرایی داخلی را در نظر گرفتند. 

های معادلات را گسسته کردند سپس با روش مقیاس 1نابتدا با روش گلرکی

دست آوردند. حسینی و همکاران های طبیعی سیستم را بهفرکانس 2چندگانه 

به تحلیل پاسخ فرکانسی یک تیر ایزوتروپیک قرار گرفته در بستر  [2]

الاستیک پرداختند. تاثیر ضریب میرایی داخلی بر پاسخ آزاد و اجباری 

ارتعاشات غیرخطی  [3]سیستم مطالعه و بررسی شد. محمودی و همکاران 

سر گیردار را با ساختن مدل واقعی مطالعه و بررسی کردند. یک تیر یک

میرایی داخلی را  نیز درنظر گرفتند. پاسخ فرکانسی سیستم را برای مدل 

دست آمده بود مقایسه و بررسی کردند. یعقوبی و واقعی و آنچه از تحلیل به

ه در بستر تیرهای اویلر برنولی تابعی هدفمند ک 3پساکمانش  [4]ترابی 

های گلرکین و تکرار تغییرات الاستیک قرار داشت را بررسی کردند. با روش

های نانوکامپوزیتی باعث تقویت و بهبود حل مساله مبادرت ورزیدند. الیافبه

 [5]خواص مکانیکی تیرها خواهد شد. در این زمینه، کی و همکاران 

ارتعاشات غیرخطی آزاد تیرهای نانوکامپوزیتی تابعی هدفمند تیموشنکو را 

 معادلات حرکت 5و تکرار مستقیم 4های ریتزتحلیل و بررسی کردند. با روش

و... بر پاسخ سیستم  6را حل کردند. تاثیر درصد کسر حجمی، نسبت لاغری

ارتعاشات تیرهای پلیمری تقویت  [6]مطالعه و بررسی شد. هی و همکاران 

های نانوکامپوزیتی را مطالعه و بررسی کردند. مدل تیر را اویلر شده با الیاف

وش گلرکین متغیرهای زمانی و مکانی حرکت از برنولی در نظر گرفتند. با ر

دیگر جدا و با روش اغتشاشات به استخراج روابطی برای فرکانس یک

ی سیستم مبادرت ورزیدند. اثر نیروی کشیدگی در غیرخطی آزاد و دامنه

را درنظر گرفتند ولی اثر  7ی خنثی موسوم به غیرخطی کشیدگی صفحه

ارتعاشات  [7]نشد. انصاری و همکاران ویسکوالاستیک ماده درنظر گرفته 

صورت یکنواخت توزیع ها بهاجباری تیرهای نانوکامپوزیتی تیموشنکو که الیاف

شده بودند را بررسی کردند. با اصل هامیلتون معادلات حرکت استخراج و با 

رهیافت مربعات دیفرانسیلی گسسته شدند. با روش گلرکین معادلات را به 

لات دافینگ تبدیل کردند. اثر کشیدگی منظور و اثر میرایی داخلی معاد

نظر شد. تاثیر درصد حجمی الیاف، شرایط مرزی و... بر فرکانس طبیعی صرف

به  [8]مهر و همکاران و پاسخ فرکانسی سیستم مطالعه و بررسی شد. محمدی

های تحلیل ارتعاشات مگنتومکانیکی تیر تیموشنکوی ساندویچی که با الیاف

ه بود پرداختند. از تئوری تنش کوپل اصلاح شده نانوکامپوزیتی تقویت شد

برای مدل کردن اثرات نانوکامپوزیتی استفاده کردند و فرض کردند که تیر در 

ارتعاشات و  [9]معرض میدان مغناطیسی خارجی قرار دارد. شن و همکاران 

های نانوکربنی پساکمانش حرارتی تیرهای نانوکامپوزیتی تقویت شده با الیاف

را مطالعه و بررسی کردند. فرض کردند که تیر در بستر الاستیک قرار دارد. دو 

زیع یکنواخت و تابعی هدفمند را در نظر گرفتند. ها یعنی تونوع توزیع از الیاف

منظور استخراج ی اول برشی و تاثیر اختلاف درجه حرارت، بهتئوری تیر مرتبه

                                                                                                                                  
1 Galerkin 
2 Multiple Time Scales Method 
3 Post Buckling 
4 Ritz method 
5 Direct iterative 
6 Slenderness ratio 
7 Stretching 

 -اساس روش موریبر [10]معادلات حرکت استفاده شد. شکریه و همکاران 

های تقویت های ویسکوالاستیکی نانوکامپوزیتسازی ویژگیبه مدل 8تاناکا 

ی پلیمری بدین منظور ها یک سازههای نانو کربنی پرداختند. آنشده با الیاف

های به تحلیل ارتعاشات آزاد پنل [11]یاس و همکاران  درنظر گرفتند.

ها فرض کردند که ای نانوکامپوزیتی تابعی هدفمند پرداختند. آناستوانه

اع استوانه تغییر و خصوصیات فیزیکی از یک قانون ها در راستای شعالیاف

مخلوط پیروی خواهد کرد. مشاهده کردند که درصد حجمی الیاف و نوع 

توزیع آن بر فرکانس طبیعی سیستم تاثیر بسیار مهمی خواهد گذاشت. با 

توان نتیجه گرفت که ارتعاشات آزاد و اجباری یک ی کارهای بالا میمطالعه

های نانوکامپوزیتی با درنظر گرفتن اثر ویسکوالاستیک الیاف تیر تقویت شده با

ها و اینرسی و همچنین عوامل غیرخطی سیستم که عمدتا ناشی از کرنش

شدگی منظور خواهد شد و جا غیرخطی کوتاهاست، انجام نشده است. در این

با روش تئوری اغتشاشات به تحلیل ارتعاشات غیرخطی آزاد و اجباری 

های پاسخ حالت ماندگار( یک تیر ویسکوالاستیک که با الیاف )پایداری و

 قویت شده است، پرداخته خواهد شد.نانوکامپوزیتی ت

 استخراج معادلات حرکت -2

های نانوکامپوزیتی در طول تیر با وجود الیاف یک تیر دو سر ساده "1شکل "

باشند که در سمت چپ محورهای مختصات مرجع می 𝑋𝑌𝑍دهد. را نشان می

 مختصات محلی است که بر تار خنثی قرار گرفته 𝑥𝑦𝑧تیر ثابت شده است و 

است که تیر در راستای طولی و کند. فرض شده است و با جسم حرکت می

جایی عرضی و جابه 𝑢جایی طولی عرضی در معرض ارتعاشات قرار دارد و جابه

𝑤 [12]آید دست میی زیر بهرابطه است. انرژی پتانسیل کرنشی سیستم از: 

(1) 𝑉strain =
1

2
∫ ∫ 𝜎𝑥𝑥 𝜃′

ℓ

0

𝑧 𝑑𝑥𝑑𝐴              

ی زیر ی اویلر مربوط به خمش تیر است و از رابطهزاویه 𝜃که درجایی

 :[13]دست خواهد آمد به

(2) tan 𝜃 =
𝑤′

(1 + 𝑢′) 
       

ی تنش عمودی تیر است که برای یک ماده 𝜎𝑥𝑥 همچنین

، از کندپیروی میکه از قانون کلوین ویت  𝜇𝑖با میرایی داخلی ویسکوالاستیک 

 :[14]آید دست میی زیر بهرابطه
(3) 𝜎𝑥𝑥 = 𝑄𝑥𝑥(𝑧)(휀𝑥𝑥 + 𝜇𝑖휀�̇�𝑥) 

 :[15]آید دست میی زیر بهسفتی سیستم است و از رابطه 𝑄𝑥𝑥(𝑧)که 

(4) 𝑄𝑥𝑥(𝑧) =
𝐸1(𝑧)

1 − 𝜈12(𝑧)𝜈21(𝑧)
 

 9که خواص فیزیکی یک نانوکامپوزیت براساس قانون اختلاط درجایی

 :[15] دست خواهد آمدصورت زیر بهبه

(5) 
𝐸1(𝑧) = 𝜂1(v barCNT)𝑓(𝑧)𝐸1

𝐶𝑁𝑇 + [1
− (v barCNT)𝑓(𝑧)]𝐸𝑚 

 و
(6) 𝜈12(𝑧) = (v barCNT)𝜈12

𝐶𝑁𝑇 + [1 − (v barCNT)𝑓(𝑧)]𝜈𝑚 
𝐸1که درجایی

𝐶𝑁𝑇  و𝜈12
𝐶𝑁𝑇 لاستیسیته و نسبت پوآسن مدول ا

مدول الاستیسیته و نسبت  𝜈𝑚و  𝐸𝑚های کربنی هستند. همچنین نانولوله

 هایکسرهای حجمی نانولوله vmو  vCNTی زمینه هستند. پوآسون ماده

 آیند:دست میی زمینه هستند که از روابط زیر بهکربنی و ماده
(7) vCNT = (v barCNT)𝑓(𝑧), vm = (v barm)𝑓(𝑧) 

 های کربنیکسرهای حجمی نانولوله میانگین v barmو  v barCNTکه 
 

                                                                                                                                  
8 Mori - Tanaka 
9 The rule of mixture 
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های کربنی در درون تیر تابع توزیع نانولوله 𝑓(𝑧)باشند. ی زمینه میو ماده

شکل "دست خواهند آمد و در خاص از روابط زیر بهاست که برای چند حالت 

 .[8]آورده شده است  "2

 (8) 

𝑓(𝑧) =  UD  برای     1

𝑓(𝑧) = 1 −
2𝑧

ℎ 
FG    برای   − A 

𝑓(𝑧) =
4|𝑧|

ℎ
FG       برای     − X 

𝑓(𝑧) = 2 (1 −
2|𝑧|

ℎ
) FG   برای    − O 

휀𝑥𝑥 ی زیر کرنش عمودی هر ذره از تیر تغییرشکل داده است و از رابطه

 :[13]آید دست میبه
(9) 휀𝑥𝑥 = 𝛼 − 𝑦𝑘𝑧 

مشتق  ̇()و  𝑥مشتق نسبت به مکان  ′()باید توجه شود که علامت 

کرنش محوری تار خنثی است و با توجه به فرض  𝛼است.  𝑡نسبت به زمان 

. [16]غلتک برابر با صفر است  -شدگی برای شرایط مرزی مفصلکوتاه

 بنابراین خواهیم داشت:

(10) 𝛼 = 𝑢′ +
1

2
𝑤′2

+ ⋯  ⇒ 𝑢′ = −
1

2
𝑤′2

 

ی است و از رابطه 𝑦شعاع انحنا در راستای محور  𝑘𝑦 (9)ی در رابطه

 آید:دست میزیر به

(11) 𝑘𝑦 = 𝜃′ = 𝑤′′ +
1

2
𝑤′′𝑤′2 

محاسبه  انرژی پتانسیل (1)ی در رابطه (11)و  (3)با جایگذاری روابط 

 دست خواهد آمد:ی زیر بهخواهد شد. انرژی جنبشی سیستم از رابطه

(12) 

𝑉kinetic =
1

2
∫ ∫ 𝜌(𝑧) (�̇�2 + �̇�2)

ℓ

0

 𝑑𝑥𝑑𝐴  

                       + 
1

2
∫ ∫ 𝜌(𝑧) 𝑧2�̇�2

ℓ

0

 𝑑𝑥𝑑𝐴            

که بخش نخست، انرژی جنبشی انتقالی و بخش دوم انرژی درجایی

دست ی زیر بهاز رابطه 𝜌(𝑧)جنبشی ناشی از اینرسی دورانی است. همچنین 

 :[7]آید می
𝜌(𝑧) = (v barCNT)𝑓(𝑧)𝜌𝐶𝑁𝑇 + [1 − (v barCNT)𝑓(𝑧)]𝜌𝑚 

(13)  

ی های کربنی و مادهترتیب چگالی نانولولهبه 𝜌𝑚و  𝜌𝐶𝑁𝑇که در جایی

از  𝜇𝑒تغییرات کار حاصل از میرایی خارجی با ضریب  باشند.زمینه می

 آید:دست میی زیر بهرابطه

(14) 𝛿𝑊nc = ∫ 𝜇e�̇�𝛿𝑤𝑑𝑥
ℓ

0

 

صورت زیر به کمک اصل هامیلتون توسعه یافته، معادلات حرکتبه

 استخراج خواهد شد:
 

 
Fig.1 A schematic of undeformed nanocomposite beam  

 شماتیکی از تیر نانوکامپوزیتی قبل از تغییر شکل 1شکل

 
Fig.2 the several distribution of the carbon nano tubes on the beam [7]  

 های کربنی در درون تیرچندین توزیع از نانولوله 2شکل 

(15) ∫ (𝛿𝑉kinetic − 𝛿𝑉strain

𝑡2

𝑡1

+ 𝛿𝑊nc)𝑑𝑡 = 0 

 با تعریف پارامترهای زیر:

(16) 𝛩 = ∫ 𝜇𝑖𝑄𝑥𝑥(𝑧)𝑧2 𝑑𝐴, 𝐷 = ∫ 𝑄𝑥𝑥(𝑧)𝑧2 𝑑𝐴 

 و پارامترهای بی بعد زیر:

 (17) 

𝛩1 =
∫ 𝜌(𝑧)𝑧2 𝑑𝐴

ℓ2(∫ 𝜌(𝑧) 𝑑𝐴)
 , 𝛩2 =

𝛩

ℓ2√(∫ 𝜌(𝑧) 𝑑𝐴)𝐷
 , 

 𝛩3 =
𝜇𝑒ℓ2

√(∫ 𝜌(𝑧) 𝑑𝐴)𝐷
 , 𝛩4 =

∫ 𝜌(𝑧)𝑧2 𝑑𝐴

√(∫ 𝜌(𝑧) 𝑑𝐴)𝐷
 

�̃� =
𝑥

ℓ
 , �̃� =

𝑤

ℓ
 

�̃� =
𝑡

ℓ2 √
𝐷

∫ 𝜌(𝑧) 𝑑𝐴
, �̃�(𝑥, 𝑡) =

𝐹(𝑥, 𝑡)ℓ3

𝐷
 

 خواهد آمد: دستمعادلات حرکت بی بعد به

 (18) 

�̈� − 𝛩1�̈�′′ + 𝛩2�̇�(4) + 𝑤(4) + 𝛩3�̇� 

     + [𝑤′ ∫ (�̇�′2
+ �̈�′𝑤′)𝑑𝑥

𝑥

0

+ 𝑤′′ ∫ ∫ (�̇�′2
+ �̈�′𝑤′)𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑥

0

𝑥

1

] 

       −𝛩4(�̇�′𝑤′2
)

′
+ 𝛩1(𝑤′�̇�′2

)
′
𝑤(4) 

           +[𝑤′(𝑤′𝑤′′)′]′ + 𝛩2(�̇�′′𝑤′2
+ 𝑤′′𝑤′�̇�′)

′′
 

              −𝛩2(𝑤′𝑤′′�̇�′′)′ = 𝐹(𝑥, 𝑡) 

,𝐹(𝑥 (18)ی در رابطه 𝑡) سیستم ی بعد شدهبی خارجی نیروی تحریک

های سازی ترممنظور گسستهبه حذف شده است. ~است. همچنین علامت 

توان زمانی و مکانی معادله حرکت از یکدیگر با استفاده از روش گلرکین می

 نوشت:
(19) 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑊(𝑡)𝜑(𝑥) 

زی دو سر ساده شکل مود تیر است و برای شرایط مر 𝜑(𝑥)که درجایی

 آید:دست میی زیر بهاز رابطه
(20) 𝜑(𝑥) = 2√2 sin 𝑟π𝑥 

 ی مود است. پس از اعمال روش گلرکین خواهیم داشت:شماره 𝑟و 
𝛯1�̈�(𝑡) − 𝛩1𝛯2�̈�(𝑡) + 𝛩2𝛯3�̇�(𝑡) 
  +𝛯3𝑊(𝑡) + 𝛩3𝛯1�̇�(𝑡) 
    +𝛯4 [𝑊(𝑡) (�̇�(𝑡)2 + 𝑊(𝑡)�̈�(𝑡))] 
      −𝛩4𝛯5𝑊(𝑡)2�̇�(𝑡) + 𝛩1𝛯5𝑊(𝑡)�̇�(𝑡)2 

        +𝛯6𝑊(𝑡)3 + 2𝛩2𝛯7𝑊(𝑡)2�̇�(𝑡) − 𝛩2𝛯8𝑊(𝑡)2�̇�(𝑡) 

UD-CNTRC FGA-CNTRC 

FGO-CNTRC 
FGX-CNTRC 

X 

𝑍 

Y 
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(21)         =
1

2
𝐹Re[𝑒𝑖𝜔𝑡] 

پیوست  در 𝛯8و...  𝛯1 ،𝛯2فرکانس تحریک است و ضرایب  𝜔که درجایی

کمک تئوری اغتشاشات و روش به (21)ی آورده شده است. پاسخ معادله

 :[17]شود صورت زیر نوشته میهای چندگانه بهمقیاس
(22) 𝑊(𝑇0, 𝑇2) = 휀𝑊1(𝑇0, 𝑇2) + 휀3𝑊3(𝑇0, 𝑇2) 

 صورت زیر نوشته خواهد شد:و همچنین مشتقات زمانی به

(23) 𝜕

𝜕𝑡
= 𝐷0 + 휀2𝐷2 ,  

𝜕

𝜕𝑡2
= 𝐷0

2 + 2휀2𝐷0𝐷2 

 که:درجایی

(24) 𝐷0 =
𝜕

𝜕𝑇0
 , 𝐷2 =

𝜕

𝜕𝑇2
 

-باشند که بههای زمانی تند و خیلی کند میمقیاس 𝑇2و  𝑇0همچنین 

 شوند:صورت زیر نوشته می
(25)  𝑇0 = 휀0𝑡, 𝑇2 = 휀2𝑡 

و جداسازی مراتب  (21)ی در رابطه (24)تا  (22)با جایگذاری روابط 

 داریم: 휀مشابه 
(26) 𝑜(휀): ( 𝛯1 − 𝛩1𝛯2)𝐷0

2𝑊1 + 𝛯3𝑊1 = 0 
 و

(27) 

𝑜(휀3):  (𝛯1 − 𝛩1𝛯2)𝐷0
2𝑊3 + 𝛯3𝑊3 

                = (−2𝛯1 + 2𝛩1𝛯2)𝐷2𝐷0𝑊1 − 𝛯4𝑊1
2𝐷0

2𝑊1 
                     −(𝛯4 + 𝛩1𝛯5)𝑊1(𝐷0𝑊1)2 − 𝛯6𝑊1

3 
                      +(𝛩4𝛯5𝑊1

2 − 𝛩3𝛯1 − 𝛩2𝛯3)𝐷0𝑊1

+
1

2
𝐹𝑒𝑖𝜔𝑇0 

 صورت نوشت:بهتوان را می (26)ی پاسخ معادله
(28) 𝑊1(𝑇0, 𝑇2) = 𝐴(𝑇2)𝑒𝑖𝜔𝑟𝑇0 + 𝑐. 𝑐 

.𝑐که در جایی 𝑐 در  (28)ی مزدوج مختلط است. با جایگذاری رابطه

دست ی زیر به، معادلههای سکولارو حذف ترم (27)و  (26)معادلات 

 آید:می

(29) 

(−2𝛯1 + 2𝛩1𝛯2)𝐴′𝑖𝜔𝑟 − (𝛩3𝛯1 + 𝛩2𝛯3)𝐴𝑖𝜔𝑟 
   +(2𝛯4𝜔𝑟

2 + 𝛩4𝛯5𝑖𝜔𝑟 − 𝛩1𝛯5𝜔𝑟
2 − 3𝛯6)𝐴2�̅� 

      +
1

2
𝐹𝑒𝑖𝜎𝑇2 = 0 

 صورت زیر نوشته خواهد شد:سیستم به همچنین فرکانس طبیعی خطی

(30) 𝜔𝑟 = (
𝛯3

𝛯1 − 𝛩1𝛯2
)

0.5

 

 تحلیل ارتعاشات غیرخطی آزاد -3

صورت زیر در نظر گرفته در غیاب نیروی خارجی به (29)ی پاسخ معادله

 شود:می

(31) 𝐴(𝑇2) =
1

2
𝑎(𝑇2)𝑒𝑖𝛽(𝑇2) 

های حقیقی و و جداسازی ترم  (29)ی پس از جایگذاری در رابطه

 موهومی خواهیم داشت:

(32) 

−
1

2
(−2𝛯1 + 2𝛩1𝛯2)𝜔𝑟𝑎𝛽′ 

                 +
1

8
(2𝛯4𝜔𝑟

2 − 𝛩1𝛯5𝜔𝑟
2 − 3𝛯6)𝑎3 = 0 

 و

(33) 

1

2
(−2𝛯1 + 2𝛩1𝛯2)𝜔𝑟𝑎′ +  

1

2
(−𝛩3𝛯1 − 𝛩2𝛯3)𝜔𝑟𝑎 

                                +
1

8
𝛩4𝛯5𝜔𝑟𝑎3 = 0 

 صورت زیر نوشته خواهد شد:سازی بهپس از ساده (33)ی معادله

(34) ∫
𝑑𝑎

𝐾1𝑎 − 𝐾5𝑎3 = ∫ 𝑑𝑇2 

 یدر رابطه 𝑎معلوم خواهد شد. با جایگذاری  𝑇2صورت تابعی از به 𝑎و 
 

 سازی خواهیم داشت:و پس از ساده (32)

(35) ∫ 𝑑𝛽 = ∫(3𝐾2 + 𝐾3𝜔𝑟
2 − 3𝐾4𝜔𝑟

2)
𝑎2

8𝜔𝑟
𝑑𝑇2 

در پیوست  𝐾5و...  𝐾1معلوم خواهد شد.  𝑇2صورت تابعی از نیز به 𝛽و 

 آورده شده است.

 صورت زیر نوشته خواهد شد:در حالت کلی به (29)ی پاسخ آزاد معادله
(36) 𝐴total = 𝐴(𝑇2)𝑒𝑖𝜔𝑟𝑇0 + 𝑐. 𝑐 

صورت به 𝜔nonlinearسازی فرکانس طبیعی غیرخطی که پس از ساده

 زیر نوشته خواهد شد:

(37) 𝜔nonlinear =
𝑑𝜙

𝑑𝑇0
 

 برابر است با: 𝜙که 
(38) 𝜙 = 𝛽 + 𝜔𝑟𝑇0 

نس طبیعی غیرخطی از روابط زیر ، دامنه و فرکاسازیپس از ساده

 دست خواهند آمد:به

(39) 𝑎 = ±(
8𝐾1

8𝛼𝐾1𝑒−2𝜖𝐾1𝑡 + 8𝐾5
)0.5 

 و

(40) 

𝜔nonlinear = 𝜔𝑟 

                       +
𝑑

𝑑𝑡
[
3𝐾2 + 𝐾3𝜔𝑟

2 − 3𝐾4𝜔𝑟
2

16𝐾5𝜔𝑟
ln (−8𝛼𝐾1

− 8𝐾5𝑒−2𝜖𝐾1𝑡)] 

 ی زیر محاسبه خواهد شد:نیز از رابطه 𝛼که 

(41) 4𝜔𝑟
2(𝛼 +

𝐾5

𝐾1
)3 − 𝛼24𝐾1

2 = 0 

 تحلیل پایداری و پاسخ حالت ماندگار سیستم -4

صورت پاسخ معادله به ،در حضور نیروی تحریک اجباری (29)ی در معادله

 تواند نوشته شود:زیر می

(42) 𝐴(𝑇2) =
1

2
𝑏(𝑇2)𝑒𝑖𝛾(𝑇2)𝑒𝑖𝜎𝑇2 

طبیعی معمولا های نزدیک به فرکانس که تیر در فرکانسجاییاز آن

دچار تخریب و شکست خواهد شد، به بررسی رفتار سیستم در اطراف 

صورت زیر به 𝜎پردازیم. بدین منظور پارامتر نامیزانی فرکانس طبیعی می

 تعریف خواهد شد:
(43) 𝜔 = 𝜔𝑟 + 휀2𝜎 
جداکردن  و (29) یرابطه در (43)و  (42)ی جایگذاری رابطه با

 توان نوشت:می های حقیقی و موهومیقسمت

(44) 

2𝛯1𝜔𝑟𝑏𝛾′ + 2𝛯1𝜔𝑟𝑏𝜎 − 2𝛩1𝛯2𝜔𝑟𝑏𝛾′ 

             −2𝛩1𝛯2𝜔𝑟𝑏𝜎 +
1

2
𝛯4𝜔𝑟

2𝑏3 

                  −
1

4
𝛩1𝛯5𝜔𝑟

2𝑏3 −
3

4
𝛯6𝑏3 + 𝐹 cos 𝛾 = 0 

 و

(45) 

−2𝛯1𝜔𝑟𝑏′ + 2𝛩1𝛯2𝜔𝑟𝑏′ +
1

4
𝛩4𝛯5𝜔𝑟𝑏3 − 

                 𝛩3𝛯1𝑏𝜔𝑟 − 𝛩2𝛯3𝑏𝜔𝑟 − 𝐹 sin 𝛾 = 0 
در پاسخ حالت ماندگار، تغییرات نسبت به زمان برابر با صفر است و با 

دست صورت زیر بهپاسخ حالت ماندگار سیستم به ′𝛾و ′𝑏صفر قرار دادن 

 خواهد آمد:

(46) 
−2𝛩1𝛯2𝜔𝑟𝑏𝜎 +

1

2
𝛯4𝜔𝑟

2𝑏3 −
1

4
𝛩1𝛯5𝜔𝑟

2𝑏3 −
3

4
𝛯6𝑏3  

+ 𝐹 cos 𝛾 = 0 
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 و

(47) +
1

4
𝛩4𝛯5𝜔𝑟𝑏3 − 𝛩3𝛯1𝑏𝜔𝑟 − 𝛩2𝛯3𝑏𝜔𝑟  − 𝐹 sin 𝛾 = 0 

 نتایج عددی -5

ℓدر این بخش یک تیر نانوکامپوزیتی با مشخصات  = 1m ،𝑏 = 2cm ،

ℎ = 1cm ،𝜖 = 1 ،𝜔𝑟 = 1  ،𝜇𝑖 = 𝐾1و  0.0000001 = را  0.0005−

 FG-Xفرکانس غیرخطی برای آرایش نمودار  "3شکل "گیریم. در در نظر می

های مختلف از نانولوله کربنی ترسیم شده است.  v barCNTدر مود اول برای 

صورت لگاریتمی شود، فرکانس غیرخطی سیستم بهطور که مشاهده میهمان

یابد و سرانجام به فرکانس خطی خواهد رسید. همچنین با افزایش کاهش می

طور که یابد. همچنین همانهای کربنی فرکانس غیرخطی افزایش مینانولوله

شود فرکانس غیرخطی یک تیر ایزوتروپیک با تیر ه میدید "1شکل "در 

های داده شده اختلاف زیادی دارد و اختلاف بین  v barCNTنانوکامپوزیتی با 

 فرکانس خطی و غیرخطی در آن، برخلاف تیرهای نانوکامپوزیتی، کم است.

های مختلف و نمودار دامنه برحسب زمان برای آرایش "4شکل "در 

v barCNT =  FG-Oدر مود اول ترسیم شده است. برای آرایش  0.12

ترین دامنه مشاهده بیش FG-Xترین دامنه و برای دامنه و برای آرایش کم

 ها ندارد.ها دامنه وابستگی به نوع آرایش نانولولهشود. برای سایر آرایشمی
 

 
Fig.3 the nonlinear frequency curve versus time for the different values 

of  v barCNT for FG-X in the first mode  
های مختلف از نانو  v barCNTنمودار فرکانس غیرخطی برحسب زمان برای  3شکل 

 در مود اول FG-Xلوله کربنی برای آرایش 

 
Fig.4 the amplitude curve versus time for various distributions of 

carbon nanotubes for v barCNT = 0.12 in the first mode 
های کربنی های مختلف از نانولولهنمودار دامنه برحسب زمان برای آرایش 4شکل 

v barCNTبرای  =  در مود اول 0.12

طور که گر میرایی خارجی سیستم است. هماننمایان  𝐾1 "6و  5شکل "در 

یابد. ی سیستم کاهش میشود با افزایش میرایی خارجی دامنهمشاهده می

تر است و تر باشد دامنه بیشبیش v barCNT ازای یک میرایی خاص هرچهبه

FG-O ترین و کمFG-X باشند.ترین دامنه را دارا مییشب 

ℓبرای یک تیر با خواص "7 شکل"در  = 10m ،ℎ = 𝑏 = 5cm ،

𝜇𝑖 = 0.001  ،𝜇𝑒 = 𝐹 و 0.0001 = پارامتر  نمودار دامنه برحسب  3

در مود اول ترسیم  FG-Xهای مختلف و آرایش  v barCNTنامیزانی برای 

های پایدار و شود سیستم دارای پاسخطور که مشاهده میشده است. همان

ی انشعاب در پارامترهای نامیزانی مثبت در سیستم باشد. دو نقطهناپایدار می

شوندگی و استحکام ها باعث تقویت رفتار سفتاتفاق خواهد افتاد. نانولوله

تر شدن ها، باعث نزدیکنانولوله v barCNTشود. همچنین افزایش سیستم می

 شود.ب به فرکانس طبیعی سیستم میی انشعانقطه

دامنه برحسب پارامتر نامیزانی سیستم برای مود اول،  "8شکل "در 

ی ایزوتروپیک و برای ضرایب میرایی داخلی مختلف ترسیم شده است. ماده

ایش ضریب میرایی داخلی، سیستم افز شود باطور که مشاهده میهمان

سمت یک سیستم کاملا پایدار، سوق پیدا خواهد کرد. میرایی داخلی باعث به

 شوند.تر نیز میهای کوچکفرکانسبروز انشعاب در 

نمودار پاسخ فرکانسی سیستم برای تیر نانوکامپوزیتی با  "9شکل "در 

v barCNT = م شده است. برای مود اول ترسی FG-Xدر آرایش  0.17

 یشود ضریب میرایی داخلی باعث کاهش دامنهطور که مشاهده میهمان

 شود. بنابراین در تیر ایزوتروپیک برای ضریب میرایی داخلیسیستم می

 

 
Fig. 5 the amplitude curve versus 𝐾1 for various values v barCNT for 
FG-A in the first mode 

 FG-Aهای مختلف برای آرایش  v barCNTبرای  𝐾1نمودار دامنه برحسب  5شکل 
 در مود اول

 
Fig.6 the amplitude curve versus 𝐾1 for various distributions of carbon 

nano tubes for v barCNT = 0.17 in the first mode 

های کربنی برای نانولولههای مختلف از برای آرایش 𝐾1نمودار دامنه برحسب  6شکل 

v barCNT =  در مود اول 0.17
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𝜇𝑖 = تیر  پاسخ ناپایدار نیز دارد ولی برایهمانند شکل قبل سیستم  0.002

𝜇𝑖ازای ضریب میرایی داخلی نانو کامپوزیت به =  سیستم کاملا پایدار 0.002
 

 
Fig.7 the frequency response curve for various values v barCNT for UD 
in the first mode 

در  FG-Xهای مختلف برای آرایش  v barCNTبرای نمودار پاسخ فرکانسی  7شکل 

 مود اول

 
Fig.8 the frequency response curve for an isotropic beam in the first 
mode for various values of internal damping coefficients 

نمودار پاسخ فرکانسی برای یک تیر ایزوتروپیک در مود اول برای مقادیر  8شکل 

 متفاوتی از ضرایب میرایی داخلی

 
Fig.9 the frequency response curve for v barCNT = 0.17 in the first 

mode for various values of internal damping coefficients 
v barCNTنمودار پاسخ فرکانسی  برای  9شکل  = در مود اول برای مقادیر  0.17

 مختلف از ضریب میرایی داخلی

 گذارند.های کربنی تاثیر بسزایی بر پایداری سیستم مینانولوله پس است.

 نمودار دامنه برحسب ضریب میرایی داخلی برای "10شکل "در 

𝜎 = شود تیر در عدم وجود طور که مشاهده میترسیم شده است. همان 0.7

حالت کاملا پایدار ترین ضریب میرایی داخلی به کربنی، در بیش نانولوله

ترین مقدار از ضریب میرایی ها در کمکه تیر با وجود نانو لولهرسد درحالیمی

تر بیش v barCNTداخلی به حالت کاملا پایدار خواهد رسید. در واقع هرچه 

 خواهد افتاد. تری اتفاقکوچکی انشعاب در ضرایب میرایی داخلیباشد نقطه

نمودار دامنه برحسب میرایی داخلی برای پارامترهای  "11شکل "در 

 با UD نامیزانی مختلف در یک تیر نانوکامپوزیتی با توزیع

v barCNT = تر رچه پارامتر نامیزانی بزرگترسیم شده است. ه 0.17

ی مهم افتد. نکتهتری اتفاق میشود انشعاب در ضرایب میرایی کوچکمی

تر با افزایش پارامتر نامیزانی ی کوچکاین است که پاسخ پایدار با دامنه دیگر

یابند ولی دو پاسخ دیگر )که یکی ناپایدار است( با افزایش این کاهش می

 پارامتر، افزایش خواهند یافت.

نمودار دامنه برحسب ضریب میرایی داخلی برای  "12شکل "در 

𝜎گوناگون در  نیروهای تحریک خارجی =  و UD، توزیع  0.7

v barCNT =  ترسیم شده است. هرچه نیروی تحریک خارجی افزایش 0.17

 رسد.تری به حالت کاملا پایدار مییابد سیستم در ضرایب میرایی بزرگمی
 

 
Fig. 10 the amplitude versus internal damping coefficient for the 

different values of  v barCNT; UD; the first mode 

های مختلف  v barCNTنمودار دامنه برحسب ضریب میرایی داخلی برای  10شکل 

 در مود اول UDبرای آرایش 

 
Fig .11 the amplitude versus internal damping coefficient for the 

different values of detuning parameter 

پارامترهای نامیزانی نمودار دامنه برحسب ضریب میرایی داخلی برای  11شکل 

 مختلف

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7



am
p

li
tu

d
e

 

 

stable

unstable

v bar
CNT

=0.28

v bar
CNT

=0

v bar
CNT

=0.17

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7



am
p

li
tu

d
e

 

 

stable

unstable


i
=0.007


i
=0.001


i
=0.01

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35



am
p

li
tu

d
e

 

 

stable

unstable


i
=0.001


i
=0.002


i
=0.007

0 0.005 0.01 0.015
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45


i

am
p

li
tu

d
e

 

 

stable

unstable

v bar
CNT

=0

v bar
CNT

=0

v bar
CNT

=0.28

v bar
CNT

=0.28

0 0.5 1 1.5 2 2.5

x 10
-3

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7


i

am
p

li
tu

d
e

 

 

stable

unstable
=1.5

=1

=1 =1.5

=0.7

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
96

.1
7.

12
.2

9.
1 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

25
 ]

 

                               6 / 7

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1396.17.12.29.1
https://mme.modares.ac.ir/article-15-2673-fa.html


  

 و همکاران رضا قاضی تحلیل رزونانسی و ارتعاشات غیرخطی آزاد یک تیر نانوکامپوزیتی با میرایی داخلی

 

 12شماره  17، دوره 1396اسفندمهندسی مکانیک مدرس،  011
 

 
Fig. 12 the amplitude versus internal damping coefficient for the 

different values of excitation force 
 نمودار دامنه برحسب ضریب میرایی داخلی برای نیروهای تحریک گوناگون 12شکل 

هر سه پاسخ افزایش خواهند  یهمچنین با افزایش نیروی تحریک دامنه

 یافت.

 گیرینتیجه -6

در این پژوهش به تحلیل ارتعاشات آزاد و اجباری تیرهای نانوکامپوزیتی 

های هندسی و ی کربنی با درنظر گرفتن غیرخطیتقویت شده با نانولوله

ها پرداخته شد. اثر میرایی داخلی نیز های مختلف نانولولهاینرسی برای توزیع

نمودارهای دامنه و فرکانس ویت منظور شده است. -کمک مدل کلوینبه

در مشاهده شد و غیرخطی آزاد برحسب زمان، در ارتعاشات آزاد ترسیم شد 

فرکانس طبیعی غیرخطی افزایش خواهد یافت.  v barCNTمود اول با افزایش 

ترین مقدار دامنه و فرکانس را دارا بیش FG-Xترین و کم FG-Oآرایش 

باعث  v barCNTند. در تحلیل اجباری سیستم مشاهده شد افزایش هست

شود و سیستم رفتار سفت از خود کاهش سطح زیر منحنی دامنه فرکانس می

ی ی تحریک خارجی باعث افزایش دامنهنشان خواهد داد. افزایش دامنه

تری اتفاق خواهند شود و انشعابات در ضرایب میرایی داخلی بزرگسیستم می

شود انشعابات در ضرایب میرایی د. افزایش پارامتر نامیزانی باعث میافتا

ترین مقدار از تری اتفاق افتد. یک تیر ایزوتروپیک در بیشداخلی کوچک

که تیر نانوکامپوزیت رسد درحالیمی کاملا پایدار حالت به داخلی میرایی ضریب

 شود. بنابراین درنظرترین مقدار از ضریب میرایی داخلی کاملا پایدار میدر کم

 گرفتن اثرات میرایی داخلی در رفتار سیستم بسیار تاثیرگذار خواهد بود.

 فهرست علایم -7

𝑏  تیر طول سطح مقطع  

𝐸𝑚 ی زمینهی مادهمدول الاستیسیته 

𝐸1
𝐶𝑁𝑇 کربنی یی نانولولهمدول الاستیسیته 

𝐹 دامنه نیروی تحریک خارجی 

ℎ  تیرسطح مقطع عرض  

𝑄𝑥𝑥(𝑧) سفتی سیستم 

𝑢 طولی جاییبهجا 

w عرضی جاییبهجا 

v barCNT نانولوله میانگین کسر حجمی 

𝛼 کرنش محوری تار خنثی 

 

𝜃 ی اویلر مربوط به خمشزاویه 

𝜔 فرکانس تحریک 

𝜇𝑖 , 𝜇𝑒 ضرایب میرایی داخلی و خارجی 

𝜌𝑚, 𝜌𝐶𝑁𝑇 نانو لولهی زمینه و های مادهچگالی 

𝜈𝑚, 𝜈12
𝐶𝑁𝑇  ی زمینه و نانولولهپوآسون ماده هاینسبت 

 پیوست 8-

𝛯1 = 4 , 𝛯2 = −4𝑟2π2, 𝛯3 = 4𝑟4π4, 𝛯4 = −6𝑟2π2 +
16

3
𝑟4π4 

𝛯5 = −24𝑟4π4, 𝛯6 = 16𝑟6π6, 𝛯7 = 8𝑟6π6, 𝛯8 = −8𝑟6π6 

𝐾1 =
𝛯1𝛩3 + 𝛯3𝛩2

−2𝛯1 + 2𝛯2𝛩1
, 𝐾2 =

−𝛯6

−𝛯1 + 𝛯2𝛩1
 

𝐾3 =
2𝛯4

−𝛯1 + 𝛯2𝛩1
, 𝐾4 =

𝛯5𝛩1

3(−𝛯1 + 𝛯2𝛩1)
 

𝐾5 =
𝛯5𝛩4

8(−𝛯1 + 𝛯2𝛩1)
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