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 1396شهريور  10ارائه در سايت: 

ماده  شده ازساخته شکلجهت تحليل کمانش ترموالاستيک ورق مستطيل ،در اين پژوهش، از تئوری بهبوديافته مرتبه سوم تغيير شکل برشي 
حرارت و افزايش درجه حرارت خطي در تحت دو نوع بارگذاری افزايش يکنواخت درجه مدرج تابعي استفاده شده است. فرض شده که ورق 

کند. دهنده ورق مدرج تابعي مطابق با قانون توزيع تواني ردی در راستای ضخامت تغيير ميقرار دارد و نيز ترکيب مواد تشکيل راستای ضخامت
تئوری بهبوديافته مرتبه سوم در  جابجايي غيرخطي برمبنای -های ساده در نظر گرفته شده است. ابتدا روابط کرنشگاههمچنين، ورق بر تکيه

کمانش با استفاده از معادلات تعادل ها و نيروهای پيشاست. سپس جابجايي نظر گرفته شده و معادلات تعادل و پايداری ورق استخراج گرديده
آيد. مقدار بحراني اختلاف دست ميشود. با حل معادلات پايداری، رابطه اختلاف دمای کمانش بهدست آمده و در معادلات پايداری گذاشته ميبه

دست آمده سنجي نتايج، روابط بهآيد. با هدف صحتدست ميموج بهشده، نسبت به پارامترهای نيمدمای کمانش، با کمينه کردن رابطه استخراج
اني کمانش حاصل از تئوری دهد که مقادير اختلاف دمای بحربرای اختلاف دمای کمانش، با مراجع مقايسه گرديده است. نتايج نشان مي

های کلاسيک، مرتبه اول و مرتبه سوم برشي است. همچنين، مقدار اختلاف دمای دست آمده از تئوریتر از نتايج بهبهبوديافته مرتبه سوم، پايين
ن تفاوت بين اين دو تر باشد ميزاکمانش در حالت افزايش خطي درجه حرارت از حالت افزايش يکنواخت دما بيشتر است و هرچه ورق ضخيم

 .گرددمقدار بيشتر مي
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 مرتبه سوم تغيير شکل برشيه تئوری بهبوديافت
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 In this study, an improved third order shear deformation theory is used to analyze the thermoelastic 

buckling of a functionally graded rectangular plate. The plate is assumed to be under two types of 
thermal loading, namely, uniform temperature rise across the thickness and linear temperature change 

across the thickness of the plate. Moreover, the material properties of the functionally graded plate vary 

linearly through the thickness and simply supported are considered for all edges of the plate. First, the 
nonlinear strain-displacement relations are considered based on improved third order theory and then 

the equilibrium and stability equations are derived. In continue, displacements and the pre-buckling 
forces are calculated using the equilibrium equations. The temperature difference relation of buckling is 

obtained by solving the stability equations. To obtain the critical temperature difference, the recent 

relation is minimized with respect to the number of half wave parameters. Resulting equations are 
compared with the literature. The results show that, the values of buckling temperature difference 

obtained based on improved third order shear deformation theory, are lower compared with the classical 

plate theory, first and third order shear deformation theories. Moreover, the value of critical temperature 
difference under linear temperature change is bigger compared with the uniform temperature rise across 

the thickness, and the difference between the two values will be bigger with increasing the thickness of 

the plate. 
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 مقدمه 1-

 توسط گروهي از دانشمندان ژاپني 1984در سال  1FGMمواد مدرج تابعي يا 

                                                                                                                                  
1 Functionally Graded Materials 

اي متشکل از ماده FGMعنوان موادي با قابليت تحمل دما معرفي شدند. به

صورت پيوسته با مکان دو يا چند جز است و خواص مکانيکي و حرارتي آن به

کند. اين ويژگي به دليل تغيير تدريجي ترکيب و درصد حجمي تغيير مي
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شود. لذا اين مواد جزو اجزاي سازنده ماده در فرآيند ساخت آن، ايجاد مي

ي، از مقاومت مکانيکي و حرارت FGMشوند. محسوب مي 1مواد غيرهمگن

مقاومت در برابر خوردگي، سايش، خزش و خستگي برخوردار است و در 

. [1]گيرد صنايع مختلف از جمله هوافضا و خودروسازي مورد توجه قرار مي

شود. لذا ها محسوب ميهاي نامطلوب و مخرب در ورقکمانش جزو پديده

م از هاي لازبينيبايست با محاسبات دقيق و در نظر گرفتن پيشطراحان مي

دهنده سازه جلوگيري کنند وجود آمدن پديده کمانش در اجزاي تشکيلبه

ها با هاي بسياري در ارتباط با تحليل کمانش ورقتاکنون پژوهش [.2]

هاي کلاسيک، مرتبه اول و مرتبه سوم تغيير شکل برشي استفاده از تئوري

ش و [ حل تحليلي و اجزا محدود کمان3ردي و خدير ] انجام شده است.

هاي مستطيلي مرکب چندلايه را تحت شرايط مرزي ارتعاشات آزاد ورق

هاي کلاسيک، مرتبه اول و مرتبه سوم برشي مورد مختلف با استفاده از تئوري

مطالعه قرار دادند. مطالعات ايشان نشان داد که تئوري کلاسيک بار کمانش و 

که کند درصورتيشده محاسبه ميبينيفرکانس طبيعي را بيش از مقدار پيش

بيني گيرند، پيشهاي مرتبه اول و سوم که اثرات برشي را در نظر ميتئوري

 دهند.تري از رفتار کمانش و ارتعاش چندلايه ارائه ميدقيق

شکل مدرج تابعي را تحت بارهاي [ کمانش ورق مستطيل2جواهري ]

مرتبه سوم هاي کلاسيک و مکانيکي و حرارتي مختلف با استفاده از تئوري

برشي بررسي کرد. وي نتيجه گرفت که استفاده از تئوري برشي مرتبه سوم 

باعث تعيين مقادير بحراني بار يا اختلاف دماي کمانش ورق با دقت بالاتري 

شود و استفاده از تئوري کلاسيک منجر به تقريب بالاتري در محاسبه مي

[ 4جواهري و اسلامي ]شود. مقادير بحراني بار يا اختلاف دماي کمانش مي

را تحت چهار نوع بار  FGMشکل هاي مستطيلحل بسته کمانش ورق

حرارتي، با استفاده از تئوري کلاسيک صفحات مورد بررسي قرار دادند و نتايج 

تحت همان شرايط مقايسه کردند. ايشان نتيجه  2را با ورق همگن ايزوتروپ

از مقادير متناظر  FGMرق گرفتند که مقدار بحراني اختلاف دماي کمانش و

[ با استفاده از 5تر است. همچنين، در تحقيق ديگري ]براي ورق همگن پايين

شکل مدرج تابعي هاي مستطيلتئوري مرتبه سوم برشي، کمانش حرارتي ورق

را بررسي کردند و نتيجه گرفتند که تئوري مرتبه سوم بار بحراني کمانش را 

 کند. ر محاسبه ميدر مقايسه با تئوري کلاسيک کمت

هاي نازک [ به تحليل کمانش ترموالاستيک ورق6مصورعلي و اسلامي ]

تحت سه نوع بارگذاري حرارتي براساس تئوري برشي مرتبه بالا  3ارتوتروپ

پرداختند. ايشان از روش انرژي جهت استخراج معادلات تعادل و از روش 

ه کرده و با حل معادلات دست آوردن معادلات پايداري استفادتغييري براي به

پايداري رابطه اختلاف دماي کمانش را محاسبه کردند. همچنين، ايشان 

هاي ايزوتروپ داراي نقص اوليه را مورد مطالعه قرار دادند. کمانش ورق

را تحت دو نوع  FGM[ کمانش ورق مستطيلي 7زاده ]زاده و يوسفنجفي

اول برشي بررسي کردند. ايشان بارگذاري حرارتي با استفاده از تئوري مرتبه 

نتايج خود را با نتايج حاصل از تئوري کلاسيک صفحه مقايسه کرده و نتيجه 

گرفتند که تئوري کلاسيک منجر به تقريب بالاتري در محاسبه اختلاف دماي 

هاي [ کمانش ورق8زاده و حيدري ]گردد. نجفيبحراني کمانش ورق مي

انواع بارهاي حرارتي با استفاده از تئوري شکل مدرج تابعي را تحت ايدايره

دست مرتبه سوم برشي مورد مطالعه قرار دادند. ايشان نتايج خود را با نتايج به

هاي کلاسيک و مرتبه اول برشي مقايسه کرده و نتيجه گرفتند آمده از تئوري

 ايهاي دايرهز رفتار کمانش ورقتري ابيني دقيقکه تئوري مرتبه سوم، پيش
 

                                                                                                                                  
1 Nonhomogeneous 
2 Isotropic 
3 Orthotropic 

FGM کند.هاي کلاسيک و مرتبه اول مينسبت به تئوري 

هاي مدرج تابعي مستطيلي [ کمانش ورق9شريعت و اسلامي ]صمصام

داراي نقص اوليه را تحت سه نوع بار حرارتي براساس تئوري مرتبه اول برشي 

مورد بررسي قرار دادند. ايشان نتيجه گرفتند که تئوري کلاسيک مقدار 

که ضخامت ورق زياد خصوص زمانيني کمانش ورق را، بهاختلاف دماي بحرا

کند. تئوري بهبوديافته مرتبه شده محاسبه ميبينيباشد، بيشتر از مقدار پيش

[ ارائه شد. وي از اين تئوري جهت 10توسط شي ] 4سوم تغيير شکل برشي

هاي ايزوتروپ و ارتوتروپ استفاده کرد و نتيجه تحليل استاتيکي تيرها و ورق

رفت که تئوري بهبوديافته مرتبه سوم صحت بيشتري نسبت به ديگر گ

هاي ضخيم [ کمانش ورق11هاي مرتبه بالا دارد. بداغي و سعيدي ]تئوري

شکل را با استفاده از تئوري مرتبه بالاي برشي مورد مدرج تابعي مستطيل

جهت حل معادلات پايداري ورق  5مطالعه قرار دادند. ايشان از روش لوي

تفاده نموده و تاثير شرايط مرزي مختلف بر بار بحراني کمانش را بررسي اس

[ به مطالعه رفتار کمانش، ارتعاشات آزاد و 12کردند. ژانگ و همکارانش ]

خمش استاتيکي ميکروتيرهاي مدرج تابعي بر بنيان الاستيک با استفاده از 

ايشان از قانون تئوري بهبوديافته مرتبه سوم تغيير شکل برشي پرداختند. 

جهت تخمين توزيع خواص مواد در جهت ضخامت استفاده  6تانکا-موري

کردند و نشان دادند که نتايج عددي حاصل از تئوري بهبوديافته مرتبه سوم 

صل از تئوري مرتبه سوم ردي تغيير شکل برشي تطابق قابل قبولي با نتايج حا

 دارد.

تواند تغيير شکل برشي، ميکار بردن تئوري بهبوديافته مرتبه سوم به

تري در محاسبه اختلاف دماي بحراني کمانش يک ورق منجر به تقريب پايين

ضخيم مدرج تابعي شود که تاکنون کمتر مورد توجه پژوهشگران قرار گرفته 

است. لذا در اين پژوهش از تئوري بهبوديافته مرتبه سوم، جهت تحليل 

بارگذاري افزايش يکنواخت دما  کمانش ورق ضخيم مدرج تابعي تحت دو نوع

شود. از جمله و افزايش درجه حرارت خطي در راستاي ضخامت استفاده مي

 7کارمن -هاي غيرخطي فون هاي پژوهش حاضر، در نظر گرفتن ترمنوآوري

منظور جابجايي تئوري بهبوديافته مرتبه سوم برشي به -در روابط کرنش

 باشد.محاسبه اختلاف دماي کمانش مي

 FGMپروفيل توزيع فلز و سراميک در  -2

هاي مختلفي براي توزيع فلز و سراميک ارائه شده است. از جمله مدل مدل

خصوصي از تانکا که هرکدام با توزيع به -و مدل موري  9، مدل تانيگاوا8ردي

در اين پژوهش از مدل ردي است.  دست آمدهترکيب نسبي سراميک و فلز به

و سراميک استفاده شده است. با در نظر گرفتن  براي توزيع خواص فلز

که محور مختصات در راستاي ضخامت ، درصورتي10دستگاه مختصات کارتزين

 [:7توان نوشت ]ناميده شود مي 𝑧ورق، 

(1) 𝑃(𝑧) = 𝑃m + 𝑃cm (
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
𝑘

         ;           𝑃cm = 𝑃c − 𝑃m 

تواند يکي از خصوصيات مکانيکي و حرارتي ماده مانند مي 𝑃که صورتيبه

 mو c هاي مدول الاستيسيته و يا ضريب انبساط حرارتي باشد. زيرنويس

معرف ضخامت ورق  ℎترتيب معرف خواص سراميک و فلز است. پارامتر به

(، ثابت قانون تواني بوده و مقادير 1در رابطه ) 𝑘باشد. همچنين، انديس مي

                                                                                                                                  
4 Improved Third Order Shear Deformation Theory 
5 Levy Method 
6 Mori Tanka 
7 Von-Karman 
8 Reddy 
9 Tanigawa 
10 Cartesian coordinate system 
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کند. ترکيب سراميک و فلز وقتي انديس ر يا مساوي صفر را اختيار ميتبزرگ

𝑘 باشد. همچنين، با قرار دادن برابر با يک است خطي مي𝑘  برابر با صفر ورق

[. در اين تحقيق مدول 2شود ]همگن از جنس سراميک حاصل مي

، الاستيسيته و ضريب انبساط حرارتي ورق مطابق با قانون توزيع تواني ردي

ورق ثابت فرض شده است. لذا با  1متغير در نظر گرفته شده و ضريب پواسون

 [: 5توان نوشت ]( مي1توجه به رابطه )

𝐸(𝑧) = 𝐸m + 𝐸cm (
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
𝑘

 الف( - 2) 

𝛼(𝑧) = 𝛼m + 𝛼cm (
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
𝑘

 ب( - 2) 

ʋ(𝑧) = ʋ0 (2 - )ج 

ترتيب معرف مدول الاستيسيته، به ʋو  𝐸 ،𝛼(، پارامترهاي 2در روابط )

 باشد.ضريب انبساط حرارتي و ضريب پواسون ورق مي

 استخراج معادلات تعادل -3

و  𝑏، عرض 𝑎به طول  FGMشکل از جنس در ابتدا يک ورق مستطيل

 دستگاه مختصات کارتزين مستطيليشود. در نظر گرفته مي ℎضخامت 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) شود. همچنين، محور جهت استخراج روابط، فرض مي𝑧 مبدا ،

≥ ℎ⁄2≤ 𝑧-)شود مختصات در راستاي ضخامت ورق در نظر گرفته مي ℎ⁄2) .

 FGM، ضخيم در نظر گرفته شده و خواص FGMمنظور حل مساله، ورق به

شود. مدول مي طور پيوسته و يکنواخت در راستاي ضخامت فرضبه

بساط حرارتي مطابق با قانون توزيع تواني ردي در الاستيسيته و ضريب ان

جهت ضخامت، متغير در نظر گرفته شده و ضريب پواسون ورق ثابت فرض 

شود. ورق تحت دو حالت افزايش يکنواخت دما در راستاي ضخامت و مي

صورت مجزا، در نظر افزايش درجه حرارت خطي در راستاي ضخامت، به

گاه ساده فرض صورت تکيهمرزي مساله بهشود. همچنين، شرايط گرفته مي

صورت رابطه شود. ميدان جابجايي تئوري بهبوديافته مرتبه سوم برشي بهمي

 [:10باشد ]( مي3)

𝑢 = 𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) +
5

4
(𝑧 −

4

3ℎ2
𝑧3) 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡)

+ (
1

4
𝑧 −

5

3ℎ2
𝑧3)

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

 الف( - 3) 

𝑣 = 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑡) +
5

4
(𝑧 −

4

3ℎ2
𝑧3) 𝑣1(𝑥, 𝑦, 𝑡)

+ (
1

4
𝑧 −

5

3ℎ2
𝑧3)

𝜕𝑤0
𝜕𝑦

 ب( - 3) 

𝑤 = 𝑤0(𝑥, 𝑦, 𝑡) (3 - )ج 

 [:5( است ]4جابجايي مطابق با روابط ) -روابط کلي کرنش 

𝜖𝑥 = 𝑢,𝑥 +
1

2
𝑤,𝑥
2  الف( - 4) 

𝜖𝑦 = 𝑣,𝑦 +
1

2
𝑤,𝑦
2  ب( - 4) 

𝛾𝑥𝑦 = 𝑢,𝑦 + 𝑣,𝑥 +𝑤,𝑥𝑤,𝑦 (4 - )ج 

𝛾𝑥𝑧 = 𝑢,𝑧 +𝑤,𝑥 (4 - )د 

𝛾𝑦𝑧 = 𝑣,𝑧 + 𝑤,𝑦 (4 - )ه 

جابجايي با در نظر  -(، روابط کرنش 4( در روابط )3جايگذاري روابط )با 

کارمن، بر پايه تئوري بهبوديافته مرتبه سوم  -هاي غيرخطي فون گرفتن ترم

 گردد.( حاصل مي5صورت روابط )به

{

𝜖𝑥
𝜖𝑦
𝛾𝑥𝑦
} = {𝜖(0)} + 𝑧{𝜖(1)} + 𝑧3{𝜖(3)} 

 الف( - 5)

                                                                                                                                  
1 Poisson's ratio 

{
𝛾𝑦𝑧
𝛾𝑥𝑧
} = {

𝛾𝑦𝑧
(0)

𝛾𝑥𝑧
(0)
} + 𝑧2 {

𝛾𝑦𝑧
(2)

𝛾𝑥𝑧
(2)
} 

 ب( - 5)

 کهطوريبه

(

 
 
𝜖𝑥
(0)

𝜖𝑦
(0)

𝛾𝑥𝑦
(0)
)

 
 
=

(

 
 

𝑢0,𝑥 +
1

2
𝑤0,𝑥
2

𝑣0,𝑦 +
1

2
𝑤0,𝑦
2

𝑢0,𝑦 + 𝑣0,𝑥 + 𝑤0,𝑥𝑤0,𝑦)

 
 

 

 الف( - 6)

(
𝛾𝑥𝑧
(0)

𝛾𝑦𝑧
(0)) = (

5

4
(𝑢1 + 𝑤0,𝑥)

5

4
(𝑣1 + 𝑤0,𝑦)

) 
 ب( - 6)

(

 
 
𝜖𝑥
(1)

𝜖𝑦
(1)

𝛾𝑥𝑦
(1)
)

 
 
=

(

 
 
 

1

4
(5𝑢1,𝑥 + 𝑤0,𝑥𝑥)

1

4
(5𝑣1,𝑦 +𝑤0,𝑦𝑦)

1

4
(5𝑢1,𝑦 + 2𝑤0,𝑥𝑦 + 5𝑣1,𝑥))

 
 
 

 

 ج( - 6)

(
𝛾𝑥𝑧
(2)

𝛾𝑦𝑧
(2)) = (

−
5

ℎ2
(𝑢1 + 𝑤0,𝑥)

−
5

ℎ2
(𝑣1 +𝑤0,𝑦)

) 

 د( - 6)

(

 
 
𝜖𝑥
(3)

𝜖𝑦
(3)

𝛾𝑥𝑦
(3)
)

 
 
=

(

 
 
 

−
5

3ℎ2
(𝑢1,𝑥 + 𝑤0,𝑥𝑥)

−
5

3ℎ2
(𝑣1,𝑦 + 𝑤0,𝑦𝑦)

−
5

3ℎ2
(𝑢1,𝑦 + 2𝑤0,𝑥𝑦 + 𝑣1,𝑥))

 
 
 

 

 ه( - 6)

( 7)صورت روابط کرنش با در نظر گرفتن اثرات حرارتي به -روابط تنش 

 [:5شود ]نوشته مي

𝜎𝑥 =
𝐸

1 − ʋ0
2 [𝜖𝑥 + ʋ0𝜖𝑦 − (1 + ʋ0)𝛼𝑇] (7 - )الف 

𝜎𝑦 =
𝐸

1 − ʋ0
2 [𝜖𝑦 + ʋ0𝜖𝑥 − (1 + ʋ0)𝛼𝑇] (7 - )ب 

𝜏𝑥𝑦 =
𝐸

2(1 + ʋ0)
𝛾𝑥𝑦 (7 - )ج 

𝜏𝑥𝑧 =
𝐸

2(1 + ʋ0)
𝛾𝑥𝑧 (7 - )د 

𝜏𝑦𝑧 =
𝐸

2(1 + ʋ0)
𝛾𝑦𝑧 (7 - )ه 

آيد. دست ميبه (2از روابط ) FGMبراي ورق  ʋ0و  𝐸 ،𝛼که طوريبه

 [:5گردد ]( تعريف مي8صورت روابط )هاي نيرو و گشتاور بهمنتجه

(𝑁𝑖 , 𝑀𝑖) = ∫ 𝜎𝑖(1, 𝑧)𝑑𝑧

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

          ,    𝑖 = 𝑥 , 𝑦 (8 - )الف 

𝑄𝑖 = ∫ 𝜏𝑗𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

          ,   𝑖 = 𝑥 , 𝑦;   𝑗 = 𝑥𝑧, 𝑦𝑧 (8 - )ب 

گيري، ( و انتگرال8)( در روابط 7( و )5(، )2پس از قراردادن روابط )

 آيد. دست مي( به9صورت روابط )به FGMمعادلات ساختاري ورق 

(𝑁𝑥, 𝑀𝑥) =
1

1 − ʋ0
2
[(𝐸1, 𝐸2)(𝜖𝑥

0 + ʋ0𝜖𝑦
0) + (𝐸2, 𝐸3)(𝑘𝑥

0 + ʋ0𝑘𝑦
0)

+ (𝐸4, 𝐸5)(𝑘𝑥
2 + ʋ0𝑘𝑦

2) − (1 + ʋ0)(𝜑1, 𝜑2)] 

 الف( - 9) 

(𝑁𝑦 ,𝑀𝑦) =
1

1 − ʋ0
2
[(𝐸1, 𝐸2)(𝜖𝑦

0 + ʋ0𝜖𝑥
0)

+ (𝐸2, 𝐸3)(𝑘𝑦
0 + ʋ0𝑘𝑥

0)

+ (𝐸4, 𝐸5)(𝑘𝑦
2 + ʋ0𝑘𝑥

2)

− (1 + ʋ0)(𝜑1, 𝜑2)] 
 ب( - 9)

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
96

.1
7.

9.
7.

3 
] 

 [
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ow
nl

oa
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d 
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m
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m
od

ar
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ir
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20

24
-0

5-
20

 ]
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(𝑁𝑥𝑦 ,𝑀𝑥𝑦) =
1

2(1 + ʋ0)
[(𝐸1, 𝐸2)𝛾𝑥𝑦

0 + (𝐸2, 𝐸3)𝑘𝑥𝑦
0

+ (𝐸4, 𝐸5)𝑘𝑥𝑦
2  ج( - 9) [

𝑄𝑥 =
1

2(1 + ʋ0)
[𝐸1𝛾𝑥𝑧

0 + 𝐸3𝑘𝑥𝑧
1  د( - 9) [

𝑄𝑦 =
1

2(1 + ʋ0)
[𝐸1𝛾𝑦𝑧

0 + 𝐸3𝑘𝑦𝑧
1  ه( - 9) [

 کهطوريبه

(𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, 𝐸4, 𝐸5) = ∫ (1, 𝑧, 𝑧2 , 𝑧3, 𝑧4)

ℎ/2

−ℎ/2

𝐸(𝑧)𝑑𝑧 (10 - )الف 

(𝜑1, 𝜑2) = ∫ (1, 𝑧)𝐸(𝑧)𝛼(𝑧)∆𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧)

ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧 (10 - )ب 

 1از روش انرژي FGMمنظور استخراج معادلات تعادل حاکم بر ورق به

دست آوردن پتانسيل استفاده شده است. برمبناي اين روش، جهت به

بايست عبارت زير انتگرال در رابطه انرژي پتانسيل، معادلات تعادل، مي

[. انرژي پتانسيل کل ورق تحت بارهاي حرارتي 7را ارضا کند ] 2معادلات اولر

 [:7باشد ]( قابل محاسبه مي11صورت رابطه )و مکانيکي به

𝑉 = 𝑈 + 𝛺 (11) 

انرژي  Ωانرژي کرنشي کل و  𝑈انرژي پتانسيل کل ورق،  𝑉که طوريبه

باشد. مقدار انرژي کرنشي شده به ورق ميپتانسيل نيروهاي مکانيکي اعمال

شکل رابطه بعدي در دستگاه مختصات کارتزين بهيک محيط ايزوتروپ سه

 [:5گردد ]( بيان مي12)

𝑈 =
1

2
∫ ∫∫[𝜎𝑥(𝜖𝑥 − 𝛼𝑇) + 𝜎𝑦(𝜖𝑦 − 𝛼𝑇) + 𝜏𝑥𝑦𝛾𝑥𝑦

𝑎

0

𝑏

0

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

+ 𝜏𝑥𝑧𝛾𝑥𝑧 + 𝜏𝑦𝑧𝛾𝑦𝑧]𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (12) 

باشد. با توجه به عدم معرف تابع توزيع دما در ورق مي 𝑇(، 12در رابطه )

باشد. پس از جايگذاري برابر با صفر مي Ωاعمال نيروي مکانيکي بر ورق، ترم 

شود. مقدار انرژي کرنشي محاسبه مي( 12( در رابطه )7( و )6(، )5روابط )

آيد. با دست مي( مقدار انرژي پتانسيل کل به11سپس به کمک رابطه )

[، معادلات 7کار بردن معادلات اولر ]( و به9استفاده از معادلات ساختاري )

( 13صورت روابط )براساس تئوري بهبوديافته مرتبه سوم به FGMتعادل ورق 

 آيد.دست ميبه

𝑠1𝑢0,𝑥𝑥 + 𝑠2𝑣0,𝑥𝑦 + 𝑠3𝑢1,𝑥𝑥 + 𝑠4𝑤0,𝑥𝑥𝑥 + 𝑠5𝑣1,𝑥𝑦

+ 𝑠6𝑤0,𝑥𝑦𝑦 −
1

1 − ʋ0
𝜑1,𝑥

+ 𝑠7𝑢0,𝑦𝑦 + 𝑠8𝑢1,𝑦𝑦 =  الف( - 13) 0

𝑠2𝑢0,𝑥𝑦 + 𝑠7𝑣0,𝑥𝑥 + 𝑠5𝑢1,𝑥𝑦 + 𝑠6𝑤0,𝑥𝑥𝑦 + 𝑠8𝑣1,𝑥𝑥
+ 𝑠1𝑣0,𝑦𝑦 + 𝑠3𝑣1,𝑦𝑦

+ 𝑠4𝑤0,𝑦𝑦𝑦 −
1

1 − ʋ0
𝜑1,𝑦 = 0 

 ب( - 13)

𝑠9𝑢1,𝑥 + 𝑠9𝑤0,𝑥𝑥 + 𝑠9𝑣1,𝑦 + 𝑠9𝑤0,𝑦𝑦 + 𝑁𝑥𝑤0,𝑥𝑥
+ 2𝑁𝑥𝑦𝑤0,𝑥𝑦 + 𝑁𝑦𝑤0,𝑦𝑦 =  ج( - 13) 0

𝑠10𝑢0,𝑥𝑥 + 𝑠11𝑣0,𝑥𝑦 + 𝑠12𝑢1,𝑥𝑥 + 𝑠13𝑤0,𝑥𝑥𝑥
+ 𝑠14𝑣1,𝑥𝑦 + 𝑠15𝑤0,𝑥𝑦𝑦

−
1

1 − ʋ0
𝜑2,𝑥 + 𝑠16𝑢0,𝑦𝑦

+ 𝑠17𝑢1,𝑦𝑦 + 𝑠18𝑢1
+ 𝑠18𝑤0,𝑥 =  د( - 13) 0

                                                                                                                                  
1 Energy method 
2 Euler equations 

𝑠11𝑢0,𝑥𝑦 + 𝑠16𝑣0,𝑥𝑥 + 𝑠14𝑢1,𝑥𝑦 + 𝑠15𝑤0,𝑥𝑥𝑦
+ 𝑠17𝑣1,𝑥𝑥 + 𝑠10𝑣0,𝑦𝑦
+ 𝑠12𝑣1,𝑦𝑦 + 𝑠13𝑤0,𝑦𝑦𝑦

−
1

1 − ʋ0
𝜑2,𝑦 + 𝑠18𝑣1

+ 𝑠18𝑤0,𝑦 =  ه( - 13) 0

 

 استخراج معادلات پايداری -4

 3دست آوردن معادلات پايداري ورق از معيار تعادل در مجاورتجهت به

منظور بررسي امکان وجود تعادل در شود. در اين روش بهاستفاده مي

هاي جابجايي، نمو بسيار ( به هر يک از مولفه14همسايگي مطابق روابط )

 [.13شود ]کوچکي داده مي

𝑢0 → 𝑢0
0 + 𝑢0

 )14 - الف( 1

𝑣0 → 𝑣0
0 + 𝑣0

 )14 - ب( 1

𝑤0 → 𝑤0
0 + 𝑤0

 )14 - ج( 1

𝑢1 → 𝑢1
0 + 𝑢1

 )14 - د( 1

𝑣1 → 𝑣1
0 + 𝑣1

 )14 - ه( 1

,𝑢0)(، 14در روابط ) 𝑣0, 𝑤0, 𝑢1, 𝑣1)  و(𝑢0
0, 𝑣0

0, 𝑤0
0, 𝑢1

0, 𝑣1
دو  (0

𝑢0)حالت تعادل در همسايگي هم بوده و 
1, 𝑣0

1, 𝑤0
1 , 𝑢1

1, 𝑣1
نموهاي کوچک  (1

 هاي جابجايي، موجب تغيير در مولفهباشند. تغيير در مولفهجابجايي مي

 [:13شود ]( مي15صورت روابط )نيروهاي داخلي به

𝑁𝑥 → 𝑁𝑥
0 + ∆𝑁𝑥 (15 - )الف 

𝑁𝑦 → 𝑁𝑦
0 + ∆𝑁𝑦 (15 - )ب 

𝑁𝑥𝑦 → 𝑁𝑥𝑦
0 + ∆𝑁𝑥𝑦 (15 - )ج 

دهنده نيروهاي متناظر ( نشان15که بالانويس صفر در روابط )صورتيبه

,𝑢0)با  𝑣0, 𝑤0)  و(∆𝑁𝑥, ∆𝑁𝑦, ∆𝑁𝑥𝑦)  متناظر با نموهاي(𝑢1, 𝑣1, 𝑤1) 

,𝑁𝑥∆)باشد. بخشي از مي ∆𝑁𝑦, ∆𝑁𝑥𝑦)  که نسبت به(𝑢1, 𝑣1, 𝑤1)  خطي

𝑁𝑥)صورت است، به
1, 𝑁𝑦

1, 𝑁𝑥𝑦
1 [. در معادلات 13شود ]نمايش داده مي (

ترتيب به 𝑁𝑥𝑦و  𝑢0 ،𝑣0 ،𝑤0 ،𝑢1 ،𝑣1 ،𝑁𝑥 ،𝑁𝑦هاي جاي ترمتعادل به

𝑢0مقادير 
0 + 𝑢0

1 ،𝑣0
0 + 𝑣0

1 ،𝑤0
0 + 𝑤0

1 ،𝑢1
0 + 𝑢1

1 ،𝑣1
0 + 𝑣1

1 ،𝑁𝑥
0 + 𝑁𝑥

1 ،

𝑁𝑦
0 + 𝑁y

𝑁𝑥𝑦و  1
0 + 𝑁𝑥𝑦

 (0)که بالانويس صورتيشود، بهجايگزين مي 1

باشد. مربوط به حالت پايداري ورق مي (1)مربوط به حالت تعادل و بالانويس 

، (0)کار و حذف عبارات مربوط به حالت تعادل با بالانويس پس از انجام اين

 گردد.( حاصل مي16صورت روابط )معادلات پايداري ورق به

𝑠1𝑢0,𝑥𝑥
1 + 𝑠2𝑣0,𝑥𝑦

1 + 𝑠3𝑢1,𝑥𝑥
1 + 𝑠4𝑤0,𝑥𝑥𝑥

1 + 𝑠5𝑣1,𝑥𝑦
1

+ 𝑠6𝑤0,𝑥𝑦𝑦
1 + 𝑠7𝑢0,𝑦𝑦

1

+ 𝑠8𝑢1,𝑦𝑦
1 =  الف( - 16) 0

𝑠2𝑢0,𝑥𝑦
1 + 𝑠7𝑣0,𝑥𝑥

1 + 𝑠5𝑢1,𝑥𝑦
1 + 𝑠6𝑤0,𝑥𝑥𝑦

1 + 𝑠8𝑣1,𝑥𝑥
1

+ 𝑠1𝑣0,𝑦𝑦
1 + 𝑠3𝑣1,𝑦𝑦

1

+ 𝑠4𝑤0,𝑦𝑦𝑦
1 =  ب( - 16) 0

𝑠9𝑢1,𝑥
1 + 𝑠9𝑤0,𝑥𝑥

1 + 𝑠9𝑣1,𝑦
1 + 𝑠9𝑤0,𝑦𝑦

1 + 𝑁𝑥
0𝑤0,𝑥𝑥

1

+ 2𝑁𝑥𝑦
0 𝑤0,𝑥𝑦

1 + 𝑁𝑦
0𝑤0,𝑦𝑦

1 = 0 
 ج( - 16)

𝑠10𝑢0,𝑥𝑥
1 + 𝑠11𝑣0,𝑥𝑦

1 + 𝑠12𝑢1,𝑥𝑥
1 + 𝑠13𝑤0,𝑥𝑥𝑥

1

+ 𝑠14𝑣1,𝑥𝑦
1 + 𝑠15𝑤0,𝑥𝑦𝑦

1

+ 𝑠16𝑢0,𝑦𝑦
1 + 𝑠17𝑢1,𝑦𝑦

1 + 𝑠18𝑢1
1

+ 𝑠18𝑤0,𝑥
1 =  د( - 16) 0

𝑠11𝑢0,𝑥𝑦
1 + 𝑠16𝑣0,𝑥𝑥

1 + 𝑠14𝑢1,𝑥𝑦
1 + 𝑠15𝑤0,𝑥𝑥𝑦

1

+ 𝑠17𝑣1,𝑥𝑥
1 + 𝑠10𝑣0,𝑦𝑦

1

+ 𝑠12𝑣1,𝑦𝑦
1 + 𝑠13𝑤0,𝑦𝑦𝑦

1

+ 𝑠18𝑣1
1 + 𝑠18𝑤0,𝑦

1 =  ه( - 16) 0

                                                                                                                                  
3 Adjacent equilibrium criterion 
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( پس از انجام عمليات رياضي، به سه معادله 16معادلات پايداري )

𝑣1هاي برحسب مولفه
1 ،𝑢11  و𝑤0

 يابد.کاهش مي 1

 تحليل کمانش حرارتي -5

در نظر گرفته  FGMشکل منظور تحليل کمانش حرارتي، ورق مستطيلبه

شود که از اي فرض ميگونه( به17شود. شرايط مرزي ورق مطابق رابطه )مي

 [.9کند ]انبساط ورق جلوگيري مي

𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 𝑀𝑥 = 0              @      𝑥 = 0, 𝑎 (17 - )الف 

𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 𝑀𝑦 = 0              @      𝑦 = 0, 𝑏   (17 - )ب 

 افزايش يکنواخت درجه حرارت 1-5-

صورت يکنواخت دماي ورق گردد. سپس بهفرض مي 𝑇iدماي اوليه ورق 

مطابق رابطه  𝑇∆رسد. اختلاف دماي مي 𝑇fافزايش يافته و به دماي نهايي 

 [:7( است ]18)

∆𝑇 = 𝑇f − 𝑇i (18) 

از روش پيشنهاد شده  1کمانشدست آوردن نيروهاي پيشمنظور بهبه

کمانش گردد. لذا نيروهاي پيش[ استفاده مي14توسط ميرز و همکارش ]

 شوند.( حاصل مي19صورت روابط )به

𝑁𝑥
0 = −

𝜑1
1 − ʋ0

 الف( - 19) 

𝑁𝑦
0 = −

𝜑1
1 − ʋ0

 ب( - 19) 

𝑁𝑥𝑦
0 =  ج( - 19)   0

𝑁𝑥که طوريبه
0 ،𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦و  0
 باشند.مي کمانشمعرف نيروهاي پيش 0

( در نظر 20هاي تقريبي مطابق روابط )جهت حل معادلات پايداري، پاسخ

 [:15شود ]گرفته مي

𝑢1
1 = 𝑢1𝑚𝑛cos

𝑚π𝑥

𝑎
sin
𝑛π𝑦

𝑏
 الف( - 20) 

𝑣1
1 = 𝑣1𝑚𝑛sin

𝑚π𝑥

𝑎
cos

𝑛π𝑦

𝑏
 ب( - 20) 

𝑤0
1 = 𝑤1𝑚𝑛sin

𝑚π𝑥

𝑎
sin
𝑛π𝑦

𝑏
        𝑚, 𝑛 =  ج( - 20) …,1,2

و  𝑥موج کمانش در جهت محورهاي معرف تعداد نيم 𝑛 و  𝑚پارامترهاي

𝑦 هاي تقريبي در معادلات پايداري و استفاده باشد. بعد از جايگذاري پاسخمي

آيد. دست ميبه 𝜑1و سپس حل معادلات، ترم حرارتي  2از روش گالرکين

ب( مقدار اختلاف دماي کمانش ورق تحت -10سپس به کمک رابطه )

 آيد.دست ميدر راستاي ضخامت به ه حرارتافزايش يکنواخت درج

 افزايش درجه حرارت خطي در راستای ضخامت 2-5-

گردد که ورق تحت افزايش درجه حرارت خطي در راستاي ضخامت فرض مي

 [:5که ]طوريقرار دارد به

𝑇(𝑧) =
∆𝑇

ℎ
(𝑧 +

ℎ

2
) + 𝑇m        ;        −

ℎ

2
≤  𝑧 ≤

ℎ

2
 (21) 

∆𝑇 = 𝑇c − 𝑇m (22) 

دماي سطح فلزي  𝑇mدماي سطح سراميکي و  𝑇c(، 22در رابطه )

کمانش با استفاده از روش ميرز و باشد. مشابه با حالت قبل، نيروهاي پيشمي

آيد. شرايط مرزي مطابق با دست مي( به19صورت روابط )[ به14همکارش ]

شود. ( در نظر گرفته مي20هاي تقريبي مشابه با روابط )( و پاسخ17رابطه )

هاي تقريبي در معادلات پايداري و حل معادلات، ترم بعد از جايگذاري پاسخ

                                                                                                                                  
1 Pre-buckling forces 
2 Galerkin method 

 ( مقدار21ب( و ) - 10آيد. سپس به کمک روابط )دست ميبه 𝜑1حرارتي 
 

 آيد.دست مياختلاف دماي کمانش ورق تحت افزايش درجه حرارت خطي به

 نتايج عددی -6

 3سراميک که فلز آن از جنس آلومينيوم -فلز  FGMشکل يک ورق مستطيل

شود. مشخصات باشد، در نظر گرفته ميمي 4و سراميک آن از جنس آلومينا

 [.15است ] 1ورق مطابق جدول 

متر در نظر گرفته شده است. با  0.005همچنين، ضخامت ورق برابر با 

و  هاي افزايش يکنواخت دمانمونه تحت بارگذاري FGMاين فرض که ورق 

نيز افزايش درجه حرارت خطي در راستاي ضخامت قرار گرفته است با 

دست آمده، مقدار اختلاف دماي بحراني کمانش ورق استفاده از روابط به
(∆𝑇cr)  ارائه  "5الي  1هاي شکل"و  2محاسبه شده است. نتايج در جدول

گراد برحسب درجه سانتي دست آمدهشده است. مقدار اختلاف دماهاي به

 باشد.مي

هاي کلاسيک، برمبناي تئوري FGMورق  𝑇cr∆مقادير  "1شکل "در 

مرتبه اول، مرتبه سوم و بهبوديافته مرتبه سوم برشي برحسب نسبت عرض به 

𝑏)ضخامت ورق  ℎ⁄ است. مقادير بحراني اختلاف دماي کمانش  رسم شده (

شده است. در اين حالت مقدار  شده درجهاي بيانبراي تئوري 2در جدول 

𝑘)انديس قانون تواني برابر با مقدار ثابت  = فرض شده است. همچنين،  (1

𝑎)نسبت طول به عرض ورق ثابت در نظر گرفته شده است  𝑏⁄ = 0.25) .

شود مقادير اختلاف دماي بحراني کمانش با افزايش گونه که مشاهده ميهمان

𝑏نسبت  ℎ⁄ .همچنين، مشاهده  يعني نازک شدن ورق، کاهش يافته است

 دست آمده از تئوريگردد که نتايج اختلاف دماي بحراني کمانش بهمي

 
 [15خواص ورق مدرج تابعي ] 1جدول 

Table 1 Properties of functionally graded plate [15] 
𝐸(GPa) 𝛼(1 ماده °C⁄ ) ʋ0 

23 70 آلومينيوم × 10−6 0.3 
7.4 380 آلومينا × 10−6 0.3 

 

 
Fig. 1 Critical buckling temperature difference of FGM plate under 

uniform temperature rise, versus b/h, based on CPT [15], FSDT [15], 

TSDT [15] and Improved TSDT (a/b=0.25, k=1) 

تحت افزايش يکنواخت دما  FGMاختلاف دماي بحراني کمانش ورق  1شکل 

[ و 15[، مرتبه سوم ]15[، مرتبه اول ]15هاي کلاسيک ]، برمبناي تئوريb/hبرحسب 

 (a/b=0.25, k=1)بهبوديافته مرتبه سوم برشي 

                                                                                                                                  
3 Aluminum 
4 Alumina 
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هاي کلاسيک و مرتبه بهبوديافته مرتبه سوم برشي از مقادير حاصل از تئوري

قادير بحراني اختلاف اول کمتر است. نکته قابل توجه ديگر اين است که م

دست آمده از تئوري بهبوديافته مرتبه سوم برشي براي ورق دماي کمانش به

𝑏نازک يعني از  ℎ⁄ = 𝑏تا  100 ℎ⁄ = با مقادير حاصل از تئوري مرتبه  60

 سوم ردي برابر است. اما با کاهش نسبت عرض به ضخامت ورق از

𝑏 ℎ⁄ = 𝑏تا  40 ℎ⁄ = يعني ضخيم شدن ورق، مقادير اختلاف دماي  10

تر از مقادير حاصل دست آمده از تئوري بهبوديافته مرتبه سوم پايينبحراني به

 از تئوري مرتبه سوم است.

تحليل کمانش برمبناي تئوري بهبوديافته مرتبه سوم  "2شکل "در 

تغيير شکل برشي بوده و نسبت عرض به ضخامت ورق ثابت در نظر گرفته 

𝑏)شده است  ℎ⁄ = شود مقادير بحراني گونه که مشاهده مي. همان(100

اختلاف دماي کمانش با افزايش نسبت عرض به طول يعني کاهش طول ورق، 

افزايش يافته است. همچنين، ميزان افزايش اختلاف دماي بحراني کمانش در 

𝑘)ورق همگن  = FGM (𝑘بيشتر از ورق  (0 > است. با افزايش مقدار  (0

قانون تواني، مقادير بحراني اختلاف دماي کمانش ورق کاهش يافته ثابت 

است. ميزان تفاوت بين مقادير بحراني اختلاف دماي کمانش ورق همگن با 

𝑘)ها با ترکيب خطي مولفه FGMورق  = که اين زياد است درصورتي (1

با مقادير مختلف ثابت تواني کمتر است. همچنين،  FGMتفاوت در ورق 

گردد ميزان تفاوت بين مقادير بحراني اختلاف دماي کمانش ورق مشاهده مي

FGM ها با ترکيب غيرخطي مولفه(𝑘 > ناچيز است. با افزايش نسبت  (1

عرض به طول، تفاوت بين مقادير بحراني اختلاف دماي کمانش ورق همگن با 

ها افزايش رخطي مولفهبا ترکيب خطي و غي FGMورق  و انواع FGMورق 

 يافته است.

براي دو حالت افزايش درجه حرارت خطي و  𝑇cr∆مقادير  "3 شکل"در 

افزايش يکنواخت درجه حرارت براساس تئوري بهبوديافته مرتبه سوم ترسيم 

شده است. در اين حالت نسبت عرض به ضخامت ورق ثابت در نظر گرفته 

𝑏)شده است  ℎ⁄ = شود، در هر دو حالت با طور که مشاهده مي. همان(100

𝑏افزايش نسبت  𝑎⁄  يعني کاهش طول ورق، مقادير∆𝑇cr  .افزايش يافته است

در حالت افزايش خطي دما در راستاي ضخامت از  𝑇cr∆همچنين، مقادير 

مقادير متناظر در حالت افزايش يکنواخت دما بالاتر است. همچنين، هرچه 

ق کمتر شود، ميزان تفاوت بين مقدار بحراني اختلاف دماي کمانش طول ور

 شود.يش درجه حرارت خطي بيشتر ميدر حالت افزايش يکنواخت دما و افزا

براي دو حالت افزايش درجه حرارت خطي و  𝑇cr∆مقادير  "4 شکل"در 

افزايش يکنواخت درجه حرارت براساس تئوري بهبوديافته مرتبه سوم براي 

𝑎)طول به عرض ثابت ترسيم شده است نسبت  𝑏⁄ = شود . مشاهده مي(1

𝑏در هر دو حالت بارگذاري با افزايش نسبت  ℎ⁄  ،يعني نازک شدن ورق

 مقادير بحراني اختلاف دماي کمانش کاهش يافته است. همچنين، مشاهده
 

 
Fig. 2 Critical buckling temperature difference of FGM plate under 

uniform temperature rise, versus b/a, for various power law index, k, 
based on Improved TSDT (b/h=100)  

تحت افزايش يکنواخت دما  FGMاختلاف دماي بحراني کمانش ورق  2 شکل

، براساس تئوري بهبوديافته مرتبه سوم kهاي تواني مختلف، ، براي ثابتb/aبرحسب 

 (b/h=100)برشي 

 
Fig. 3 Critical buckling temperature difference of FGM plate under 

uniform temperature rise and linear temperature change across the 
thickness, versus b/a, based on Improved TSDT (b/h=100, k=1) 

هاي افزايش يکنواخت براي حالت FGMاختلاف دماي بحراني کمانش ورق  3شکل 

، بر پايه تئوري b/aدما و افزايش درجه حرارت خطي در جهت ضخامت برحسب 

 (b/h=100, k=1)بهبوديافته مرتبه سوم برشي 

 
[ و بهبوديافته 15[، مرتبه سوم ]15[، مرتبه اول ]15هاي کلاسيک ]نمونه تحت افزايش يکنواخت درجه حرارت برمبناي تئوري FGMاختلاف دماي بحراني کمانش ورق  2جدول 

𝑘)مرتبه سوم برشي  = 1)  
Table 2 Critical buckling temperature difference of the sample FGM plate under uniform temperature rise based on CPT [15], FSDT [15], TSDT [15] 

and Improved TSDT (𝑘 = 1) 
𝑎/𝑏 تئوري 𝑏/ℎ=10 𝑏/ℎ=20 𝑏/ℎ=40 𝑏/ℎ=60 𝑏/ℎ=80 𝑏/ℎ=100 

0.5 

CPT [15] 

FSDT [15] 
TSDT [15] 

 پژوهش حاضر

1985.9 

1807.2 

1775.6 
1775.2 

496.49 

484.51 

482.18 
482.17 

124.12 

123.36 

123.21 
123.20 

55.17 

55.01 

54.98 
54.98 

31.03 

30.98 

30.97 
30.97 

19.85 

19.84 

19.84 
19.83 

0.25 

CPT [15] 

FSDT [15] 

TSDT [15] 

 پژوهش حاضر

6752.2 
5053.0 

4818.7 

4810.8 

1688.1 
1557.1 

1533.6 

1533.4 

422.01 
413.33 

411.63 

411.63 

187.56 
185.83 

185.48 

185.48 

105.50 
104.95 

104.84 

104.84 

67.52 
67.30 

67.25 

67.25 
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Fig. 4 Critical buckling temperature difference of FGM plate under 
uniform temperature rise and linear temperature change across the 

thickness, versus b/h, based on Improved TSDT (a/b=1, k=1)   

هاي افزايش يکنواخت براي حالت FGMاختلاف دماي بحراني کمانش ورق  4شکل 

، بر پايه تئوري b/hدما و افزايش درجه حرارت خطي در جهت ضخامت برحسب 

 (a/b=1, k=1)بهبوديافته مرتبه سوم برشي 

گردد مقادير بحراني اختلاف دماي کمانش در حالت افزايش خطي دما از مي

مقادير متناظر در حالت افزايش يکنواخت دما بالاتر است. همچنين، با افزايش 

ميزان تفاوت بين مقدار اختلاف دماي بحراني کمانش در حالت ضخامت ورق، 

 شود.افزايش يکنواخت دما و افزايش درجه حرارت خطي، بيشتر مي

در حالت  FGMاختلاف دماي بحراني کمانش ورق  "5شکل "در 

هاي تواني مختلف افزايش درجه حرارت خطي در راستاي ضخامت، براي ثابت

برمبناي تئوري بهبوديافته مرتبه سوم بررسي شده است. در اين منحني 

𝑏)نسبت عرض به ضخامت ورق ثابت در نظر گرفته شده است  ℎ⁄ = 100) .

با کاهش طول ورق، افزايش يافته است.  𝑇cr∆شود مقادير مشاهده مي

بيشتر  FGMدر ورق همگن نسبت به ورق  𝑇cr∆همچنين، ميزان افزايش 

دماي کمانش  است. با افزايش مقدار ثابت قانون تواني، مقدار بحراني اختلاف

 ورق کاهش يافته است.
 

 
Fig. 5 Critical buckling temperature difference of FGM plate under 
linear temperature change across the thickness, versus b/a, for various 

power law index, k, based on Improved TSDT (b/h=100) 

تحت افزايش درجه حرارت خطي  FGMاختلاف دماي بحراني کمانش ورق  5شکل 

، بر پايه تئوري kهاي تواني مختلف، ، براي ثابتb/aدر راستاي ضخامت، بر حسب 

 (b/h=100)بهبوديافته مرتبه سوم برشي 

 گيرینتيجه -7

قرارگرفته بر  FGMشکل در اين پژوهش، کمانش ترموالاستيک ورق مستطيل

هاي ساده با استفاده از تئوري بهبوديافته مرتبه سوم تغيير شکل گاهتکيه

يکنواخت ورق تحت دو نوع بارگذاري حرارتي افزايش  برشي، بررسي گرديد.

دما و افزايش درجه حرارت خطي در راستاي ضخامت در نظر گرفته شد. 

معادلات تعادل به کمک روش انرژي و معادلات پايداري توسط معيار تعادل 

در مجاورت استخراج گرديد. پس از حل معادلات پايداري، مقدار اختلاف 

ليل کمانش دست آمد. نتايج تحدماي کمانش ورق براي هر حالت بارگذاري به

 هاي مختلف نسبت عرض به طول و عرض به ضخامت ارائه گرديد.براي حالت
هاي مورد بررسي، مقدار بحراني اختلاف دماي کمانش با در تمام حالت

موج در جهت محور استفاده از تئوري بهبوديافته مرتبه سوم، به ازاي يک نيم

𝑥 موج در جهت محور و يک نيم𝑦 گرديد مقادير  دست آمد. مشاهدهبه

اختلاف دماي بحراني کمانش حاصل از تئوري بهبوديافته در حالت افزايش 

خطي دما در راستاي ضخامت از مقادير متناظر در حالت افزايش يکنواخت 

درجه حرارت بالاتر است. با کاهش طول ورق، ميزان تفاوت بين مقدار بحراني 

و افزايش درجه حرارت  اختلاف دماي کمانش در حالت افزايش يکنواخت دما

شود. همچنين، با افزايش ميزان ضخامت ورق، ميزان تفاوت خطي، بيشتر مي

شود. با مقايسه اختلاف دماي بحراني کمانش بين اين دو مقدار، بيشتر مي

هاي دست آمده از تئوريحاصل از تئوري بهبوديافته مرتبه سوم با مقادير به

اهده گرديد که مقادير اختلاف دماي کلاسيک، مرتبه اول و مرتبه سوم مش

تر از بحراني کمانش حاصل از تئوري بهبوديافته مرتبه سوم برشي، پايين

باشد. هاي کلاسيک و مرتبه اول برشي ميدست آمده از تئوريمقادير به

که ضخامت ورق زياد باشد، تئوري بهبوديافته مرتبه سوم همچنين، زماني

ي در محاسبه اختلاف دماي بحراني کمانش تربرشي منجر به تقريب پايين

 شود.مرتبه سوم برشي مي نسبت به تئوري

 فهرست علايم -8

𝑎 طول ورق 

𝑏 عرض ورق 

𝐸c مدول الاستيسيته سراميک 

𝐸m مدول الاستيسيته فلز 

𝐸(𝑧) مدول الاستيسيته ورق مدرج تابعي 

ℎ ضخامت ورق 

𝑘 انديس قانون تواني ردي 

𝑚 موج کمانش در جهت محور تعداد نيم𝑥 

𝑀𝑥, 𝑀𝑦, 𝑀𝑥𝑦 گشتاورها بر واحد طول 

𝑛 موج کمانش در جهت محور تعداد نيم𝑦 

𝑁𝑥, 𝑁𝑦 , 𝑁𝑥𝑦 نيروها بر واحد طول 

𝑁𝑥
0, 𝑁𝑦

0, 𝑁𝑥𝑦
0  کمانشنيروهاي پيش 

𝑄𝑥, 𝑄𝑦 نيروهاي برشي 

𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) تابع توزيع دما 

𝑇c دماي سطح سراميکي 

𝑇m دماي سطح فلزي 

𝑢  جابجايي هر نقطه از ورق در جهت محور𝑥 

𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡)  چرخش عمودهاي عرضي حول محور𝑦 

𝑈 انرژي کرنشي 
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𝑣  جابجايي هر نقطه از ورق در جهت محور𝑦 

𝑣1(𝑥, 𝑦, 𝑡)  چرخش عمودهاي عرضي حول محور𝑥 

𝑤  جابجايي هر نقطه از ورق در جهت محور𝑧 

 علايم يوناني

𝛼c ضريب انبساط حرارتي سراميک 

𝛼m ضريب انبساط حرارتي فلز 

𝛼(𝑧) ضريب انبساط حرارتي ورق مدرج تابعي 
𝛾𝑥𝑦 , 𝛾𝑥𝑧 , 𝛾𝑦𝑧 هاي هاي برشي در صفحهکرنش𝑥 − 𝑦 ،𝑥 − 𝑧  و

𝑦 − 𝑧 
𝛾𝑥𝑦
0 , 𝛾𝑥𝑧

0 , 𝛾𝑦𝑧
0 هاي هاي برشي صفحه مياني ورق در صفحهکرنش 

𝑥 − 𝑦 ،𝑥 − 𝑧  و𝑦 − 𝑧 

∆𝑇  اختلاف دماي کمانش 

∆𝑇cr  اختلاف دماي بحراني کمانش 

𝜖 عمودي کرنش 

𝜖𝑥, 𝜖𝑦 هاي هاي عمودي ورق در جهتکرنش𝑥  و𝑦 

𝜖𝑥
0, 𝜖𝑦

0 
هاي هاي عمودي صفحه مياني ورق در جهتکرنش

𝑥  و𝑦 

ʋ0 پواسون ورق ضريب 

𝜎 عمودي تنش 

𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 هاي هاي عمودي ورق در جهتتنش𝑥  و𝑦 
𝜏𝑥𝑦 , 𝜏𝑥𝑧, 𝜏𝑦𝑧 هاي هاي برشي در صفحهتنش𝑥 − 𝑦 ،𝑥 − 𝑧  و

𝑦 − 𝑧 
𝜑 ترم حرارتي 

𝛺 انرژي پتانسيل نيروهاي مکانيکي اعمالي بر ورق 

 هابالانويس

 حالت تعادل ورق (0)

 پايداري ورقحالت  (1)

 هازيرنويس

c معرف خواص سراميک 

m معرف خواص فلز 

 اختصارها
CPT Classical Plate Theory 

FSDT First Order Shear Deformation Theory 
Improved TSDT Improved Third Order Shear Deformation 

Theory 
TSDT Third Order Shear Deformation Theory 
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