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صفحه حلقوي با ميرايي ترموالاستيك تحت بار الكترواستاتيكي جهت بدست آوردن ضريب كيفيت 

لاو كه با معادله هدايت حرارتي يك بعدي كوپل شده، براي مدل كردن اين ميكروصفحه بكار 

همچنين وابستگي اين . معادله فركانس ارائه شده است

نتايج نشان . آزاد بررسي شده است-گيردار و گيردار

اين ميرايي به نوع شرايط مرزي نيز بستگي دارد، 

.باشدميگيردار - آزاد بيشتر از گيردار
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Abstract- In this paper, a linear model for 

thermoelastic damping is considered for calculating the quality factor of this damping.

is used to model the microplate which is coupled with thermal conduction equation

the Q-factors in each mode, two methods are compared with respect to linearization of frequency equation. Also the 

dependency of thermoelastic damping to electrostatic load and geometry of annular microplate is investiga

clamped-clamped and clamped-free boundaries. 
show that, there are a critical radius and thickness which make the thermoelastic damping to be maximal. Also the 

results show that the effect of electrostatic load on thermoelastic damping depends on the type of boundary conditions. 

The effect of electrostatic load on thermoelastic damping 

clamped boundaries.
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صفحه حلقوي با ميرايي ترموالاستيك تحت بار الكترواستاتيكي جهت بدست آوردن ضريب كيفيت ، مدل خطي يك ميكرو

لاو كه با معادله هدايت حرارتي يك بعدي كوپل شده، براي مدل كردن اين ميكروصفحه بكار - تئوري صفحه كيرشهف

معادله فركانس ارائه شده استسازيخطيي دو روش بر اساس براي محاسبه ضريب كيفيت در هر مود ارتعاش

گيردار و گيردار- ميرايي به بار الكترواستاتيكي و هندسه ميكروصفحه حلقوي در دو حالت شرايط مرزي، گيردار

اين ميرايي به نوع شرايط مرزي نيز بستگي دارد، . رسدايي ترموالاستيك به حداكثر ميدهد كه شعاع و ضخامت بحراني وجود دارد كه در آن مير

آزاد بيشتر از گيردار-به طوري كه در حضور بار الكترواستاتيكي، ميرايي ترموالاستيك در شرايط مرزي گيردار

.، ضريب كيفيتلاو-كيرشهفصفحهتئوريميرايي ترموالاستيك، 

Thermoelastic damping in electrostatically actuated 

annular microplate
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In this paper, a linear model for symmetrical vibrations of electrostatically actuated annular microplate with 

thermoelastic damping is considered for calculating the quality factor of this damping. The Kirchhoff

is used to model the microplate which is coupled with thermal conduction equation one dimensionally. For calculating 

factors in each mode, two methods are compared with respect to linearization of frequency equation. Also the 

dependency of thermoelastic damping to electrostatic load and geometry of annular microplate is investiga

free boundaries. A silicon annular microplate is considered as an example. T
critical radius and thickness which make the thermoelastic damping to be maximal. Also the 

the effect of electrostatic load on thermoelastic damping depends on the type of boundary conditions. 

thermoelastic damping for clamped-free boundaries is more than 

Microplate, Thermoelastic Damping, Kirchhoff–Love Plate Theory, Quality Factor.

ميرايي ترموالاستيك در ميكروصفح

، مدل خطي يك ميكرودر اين مقاله- چكيده

تئوري صفحه كيرشهف. اين ميرايي ارائه شده است

براي محاسبه ضريب كيفيت در هر مود ارتعاش. ه استرفت

ميرايي به بار الكترواستاتيكي و هندسه ميكروصفحه حلقوي در دو حالت شرايط مرزي، گيردار

دهد كه شعاع و ضخامت بحراني وجود دارد كه در آن ميرمي

به طوري كه در حضور بار الكترواستاتيكي، ميرايي ترموالاستيك در شرايط مرزي گيردار

ميرايي ترموالاستيك، ،ميكروصفحه:واژگانكليد

Thermoelastic damping in electrostatically actuated 

, Iran *

, Iran

of electrostatically actuated annular microplate with 

Kirchhoff–Love plate theory 

one dimensionally. For calculating 

factors in each mode, two methods are compared with respect to linearization of frequency equation. Also the 

dependency of thermoelastic damping to electrostatic load and geometry of annular microplate is investigated with 

A silicon annular microplate is considered as an example. The results
critical radius and thickness which make the thermoelastic damping to be maximal. Also the 

the effect of electrostatic load on thermoelastic damping depends on the type of boundary conditions. 

free boundaries is more than for clamped-
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مقدمه-1

ها ي ميكرو الكترومكانيكي، انواع مختلفي از ميراييهاسيستمدر 

ها به دو اين ميرايي. گذارندميوجود دارند كه بر كارايي آنها اثر 

هاي بروني را ميرايي. بروني و دروني: شوندمينوع عمده تقسيم 

مناسب، استفاده از روشهاي ساخت يا ايجاد توان با طراحي مي

براي مثال ميرايي . برداري مناسب به حداقل رساندشرايط بهره

توان با ايجاد خلأ ميفيلم فشاري نوعي ميرايي بروني است كه 

].1،2[ادوات مورد نظر آن را به حداقل رساند براي ميكرو

باشد كه اثر آن ميميرايي ترموالاستيك نوعي ميرايي دروني 

اين ميرايي ]. 2[يابد ميبا كوچك شدن اندازه ادوات افزايش 

ناپذيري است كه حين ارتعاش ناشي از شار حرارتي بازگشت

شود كه ميبه اين ترتيب كه ارتعاش سبب . شودميسازه ايجاد 

بخشي از سازه فشرده و گرم و بخشي از آن كشيده و سرد شده 

ز قسمت فشرده شده به قسمت كشيده و بنابراين شار حرارتي ا

تا از اين طريق تعادل حرارتي در سازه برقرار ،شده ايجاد شود

شود توانايي ميانرژيي كه براي ايجاد اين تعادل صرف . شود

شود كه ذخيره شدن ندارد بنابراين افزايش آنتروپي را سبب مي

ي اين پديده باعث اتلاف انرژي شده كه آن را تحت عنوان ميراي

].3[شناسيم ترموالاستيك مي

اولين كسي بود كه ميرايي ترموالاستيك را ] 4،5[زنر 

اي براي ضريب كيفيت ميرايي بيني كرد او رابطهپيش

نيز موضوع تبديل ] 6[البلاس . ترموالاستيك در تيرها ارائه داد

انرژي مكانيكي به گرمايي در تير الاستيك را مورد بررسي قرار 

او همچنين پي . اي براي اين تبديل انرژي پيدا كردداد و رابطه

. ي بزرگ مقدار ناچيزي داردهابرد كه اين ميرايي براي سازه

ميرايي ترموالاستيك يك تير را محاسبه ] 7[ليفشيتز و روكاس 

ي در حد هاكرده و نشان دادند كه اين ميرايي براي سازه

.كندميكرومتر و نانومتر اهميت پيدا مي

آزمايشگاهي متعددي نيز بر روي اين ميرايي صورت كارهاي 

، مچكالف ]10[، ياسومورا ]9[، روسژارد ]8[بري . گرفته است

در اين زمينه انجام دادند و هاييآزمايش] 12[و اكاموتو ] 11[

همچنين دول . اهميت اين ميرايي را در ميكروتيرها نشان دادند

بر ژيرسكوپهاي نيز اثر ميرايي ترموالاستيك] 14[و زو ] 13[

.ميكرو الكترو ميكانيكي بررسي كردند

براي محاسبه ضريب كيفيت ميرايي ترموالاستيك دو روش 

در روش انرژي، انرژي . روش انرژي و روش فركانسي: وجود دارد

تلف شده توسط ميرايي و انرژي ماكزيمم ذخيره شده، محاسبه 

روش و در ) شودرجوع ] 18-15[براي مثال به (شوند مي

. شوندفركانس محاسبه ميميفركانسي، قسمت حقيقي و موهو

هر كدام از اين روشها ) شودرجوع ] 2،3،19،20[براي مثال به (

.توان به شيوه عددي يا تحليلي يا تركيبي از آنها انجام دادميرا 

ميكرو صفحات در بسياري از ادوات ميكرو الكترومكانيكي 

ها، ميكرو توربو ، ميكرو آينهنظير تشديدگرها، حسگرها، شيرها

گيرند كه و ميكروپمپها مورد استفاده قرار مي] 21[ژنراتورها 

برخي از آنها مثل ميكروپمپها تحت بار الكترواستاتيكي نيز 

از طرفي در تشديدگرها حساسيت و وضوح بالا ]. 2[هستند 

بطور كلي . مورد نياز است بنابراين ميرايي آنها بايد كم باشد

بدانيم بايدبراي اينكه عملكرد اين ادوات را به درستي بشناسيم 

حت تأثير چه پارامترهايي افزايش يا كه اين ميرايي چگونه و ت

.يابدميكاهش 

در اين مقاله، ميكروصفحه حلقوي تحت بار الكترواستاتيكي 

براي . با استفاده از تئوري خطي ترموالاستيك مدل شده است

-گيردار و گيردار-اين ميكروصفحه دو نوع شرايط مرزي گيردار

ضرايب فركانسها، . آزاد در نظر گرفته و مقايسه شده است

ها براي هريك از شرايط مرزي در هر مود كيفيت و شكل مود

براي اين منظور معادله . محاسبه و نشان داده شده است

فركانسي، هم به شكل خطي و هم به شكل غيرخطي در نظر 

گرفته شد و معلوم شد كه سيليكون با توجه به خواص خود، در 

عادله فركانسي بنابراين در ادامه از م. محدود خطي قرار دارد

شعاع و ضخامت بحراني براي . خطي شده استفاده شد

، حاضرةدر مقال.بررسي شده است] 3[اي در ميكروصفحه دايره

نيز مورد اثر بار الكترواستاتيكي و تأثير نوع شرايط مرزي 

.ه استقرار گرفتبررسي 

معادلات اصلي- 2

و شعاع خارجي a، شعاع داخلي hاي به ضخامت ميكروصفحه

b مبدأ سيستم مختصات ). 1شكل (در نظر گرفته شده است

)اي در مركز ميكروصفحه و محورهاي استوانه , )r ϕ را در

محور عمود بر اين صفحه zصفحه خنثي تعريف كرده و 

),,(. باشدمي trw ϕ و),,,( tzrT ϕعنوان ترتيب بهرا به

. كنيمجايي جانبي صفحه و توزيع دما تعريف ميجاب

ميكروصفحه تحت بار الكتريكي متشكل از ولتاژ ثابت، 
p

V و

)ولتاژ متناوب،  )v tقرار دارد .
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اياي، در مختصات استوانهميكروصفحه تاج دايره1شكل 

هاي كوچك و استفاده از تئوري صفحه با فرض جابجايي

لاو، معادله ارتعاشي ميكروصفحه را تحت بار - كيرشهف

].2،22[توان نوشت اثر ترموالاستيك ميالكترواستاتيكي به همراه 

( )

( )

2

2

4 2
(1 )

( )

2

p

T
D w D M hw

ttT

V v t

d w

ν α ρ

ε

∇ + + ∇ +

+

=

−

(1)

ερναكه در آن  ,,,,
T

tوdترتيب ثابت دي الكتريك به

بين دو صفحه، چگالي، ضريب پواسن، ضريب انبساط گرمايي، 

.باشندميزمان و فاصله عرضي اوليه بين دو صفحه 

ن 12)1(همچني
23

ν−= EhD،مدول صلبيتE مدول

2ويانگ،
در . اي استاپراتور لاپلاس در مختصات استوانه∇

تعريف اينجا نيز با توجه 
0

TT −=θ كه در آن ،
0
T دماي

باشد، گشتاور گرمايي به صورت آزاد در حالت تعادل مي- تنش

:شودزير تعريف مي
/ 2

/ 2

12

3

h

h

T
M zdz

h
θ

−

= ∫ )2(

معادله هدايت گرمايي را كه شامل جمله كوپل شده 

.نوشت)3(رابطة توان به شكل باشد، ميميترموالاستيكي 

2
2 2

( )
02

c T z wv
t tz

θ θ
κ θ κ ρ β

∂ ∂ ∂
∇ + = − ∇

∂ ∂∂

)3(

كه در آن 
v
c وκ به ترتيب ثابت گرمايي ويژه حجم ثابت

1)و ضريب هدايت گرمايي بوده و  2 )
T

Eβ α υ= مدول −

در اين مدل از فرض ليفشيتز و روكاس . باشدميگرمايي 

استفاده شده است طبق اين فرض گراديان گرمايي در راستاي 

شعاعي نسبت به گراديان گرمايي در راستاي ضخامت ناديده 

2بنابراين جمله ،]7[شود ميگرفته 
κ θ∇ حذف ) 3(در معادله

.شودساده مي)4(به شكل ) 3(شده و در نهايت معادله 

)4(
2

2

02
( )

v
c T z w

t tz

θ θ
κ ρ β
∂ ∂ ∂

= − ∇
∂ ∂∂

سازيخطيتوان ميرا ) 1(بار الكتريكي طرف راست معادله 

:كرد

)5(
( )

( )

2
2

2 2 3

( ) ( )

2

p p p
V v t V v t V

w
d dd w

ε ε ε+

= +

−

:داريم) 1(در ) 5(با جايگذاري رابطه 

)6(

4 2

2

2 3

(1 )

( )

T
T tt

p p

D w D M hw

V v t V
w

d d

ν α ρ

ε ε

∇ + + ∇ +

= +

معادلات اصلي ارتعاش خطي ) 6(و ) 4(بنابراين معادلات 

.باشندميكروصفحه ترموالاستيكي مي

خصوصيات الاستيكي و گرمايي سليكون بستگي به دما دارد، 

از طرفي تغييرات دما هنگام ارتعاش ترموالاستيكي بسيار كم 

شود ميبنابراين فرض ]. 3) [كمتر از يك درجه كلوين(باشد مي

شود كه اين دما معمولاًميكه ارتعاشات در دماي ثابتي انجام 

0
Tشوددر نظر گرفته مي.

حل كلي معادلات اصلي- 3

را با فرض هارمونيك بودن ارتعاشات ) 6(و ) 4(معادلات اصلي 

),,(بنابراين . توان حل كردمي trw ϕ و),,,( tzr ϕθ را به شكل

:نويسيممي)7(
( )

1 0
( , , ) ( ) mn

i t m

mnn m
w r t R r e

ω ϕ
ϕ

∞ ∞ +

= =
=∑ ∑

( )

1 0
( , , , ) ( , ) mn

i t m

mnn m
r z t r z e

ω ϕθ ϕ
∞ ∞ +

= =
= Θ∑ ∑ )7(

كه در آن 
mn

ω فركانس و( ) im

mn
R r e

ϕ و( ) im

mn
r e

ϕ
Θ

ام مختلط ارتعاشي صفحه و دما mترتيب شكل مدهاي به

,0,1در اين نمادگذاري . باشندمي 2,...m و =

1,2,3,...n اي به ترتيب بيانگر عدد گره شعاعي و دايره=

. باشندمي
mn

ω كميتي مختلط است كه قسمت حقيقي آن به

آن به ميرايي مياثر كوپلينگ ترموالاستيكي و قسمت موهو

.شودميارتعاشات مرتبط 

:داريم) 6(و ) 4(در ) 7(با جايگذاري 

2

*4 *2 2

3
(1 )

pT
mn T mn mn mn

V
D R D M h R

d

ε
ν α ρ ω∇ + + ∇ − =

)8(

2

*2

02

mn

mn v mn mn mn
i c i T z R

z

κ ω ρ ω β
∂ Θ

= Θ − ∇
∂

)9(

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
91

.1
2.

3.
9.

8 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
e.

m
od

ar
es

.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-0

5-
05

 ]
 

                             3 / 14

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1391.12.3.9.8
https://mme.modares.ac.ir/article-15-3498-fa.html


همكارواردشير كرمي محمدي . . . ميرايي ترموالاستيك در ميكروصفحة حلقوي تحت 

1391، شهريور 3شمارة 12دورة مهندسي مكانيك مدرس84

:كه در آن

)10(
2 2

*2

2 2

1 m

r rr r

∂ ∂
∇ = + −

∂∂

)11(
3

12 2

2

( , )

h

T

mn mnhh
M r z zdz

−

= Θ∫

∂Θ∂=0عبارتند از ) 9(شرايط مرزي براي حل معادله  z
mn

2zدر  h= هاي بالا و پايين ميكروصفحه ايزوله در رويهزيرا، ±

،كندعبور نميهانظر گرفته شده و هيچ شار حرارتي از اين رويه

:آيدبه شكل زير بدست مي) 9(بنابراين حل 

0 *2
sin( )

( , )
cos( 2)v

T mnz

mn mnc

mn mn

N
r z R z

N N h

β

ρ

 
Θ = ∇ − 

 
)12(

:كه در آن

)13((1 )
2

mn v

mn

c
N i

ω ρ

κ
= −

i باشدمي- 1جذر.
T

mn
M آيدميبدست ) 11(در ) 12(با به كار بردن:

)14(*2T T

mn mn mn
M C R= ∇

:كه در آن

)15(( )0 1 ( )T

mn mn

v

T
C f

c

β
ω

ρ
= +

)16(( )23 3

24
( ) tan

2

mn
N hmn

mn

mn

N h
f

N h
ω

 
= − 

 
T

mn
C كميتي مختلط است كه داراي دو قسمت حقيقي و

.باشدميميموهو

متغير 
mn

ξ استبه صورت زير تعريف شدهبراي سهولت:

)17(
2

mn v

mn

c
h

ω ρ
ξ

κ
=

:را به شكل زير جدا كردميتوان قسمت حقيقي و موهوميو 

{ }

0

3

Re

sin sinh6
1

cos cosh

TR T

mn mn

mn mn

v mn mnmn

C C

T

c

β ξ ξ

ρ ξ ξξ

= =

   −
+    +   

(18)

{ } 0

3

6
Im

sin sinh

cos cosh

TI T

mn mn

v mn

mn mn

mn

mn mn

T
C C

c

β

ρ ξ

ξ ξ
ξ

ξ ξ

 
= =   

 

 +
− 

+ 
(19)

:داريم) 8(در ) 14(ال با جايگذاري ح

)20(2 2 4
0

mn mn mn
R Rγ∇ ∇ − =

:كه در آن

)21(

2

2

3
4

p

mn

mn

mn

V
h

d

D
ω

ε
ρ ω

γ

+

=

)22(( )( )1 1 ( )
mn D mn

D D fω

ω= + ∆ +

)23(0
(1 )

T

D

v

T

c

ν α β

ρ

+
∆ =

براي صفحه حلقوي به شكل زير خواهد ) 20(حل معادله 

:بود

( ) ( ) ( )
1 2

( ) ( )
3 4

R r C J r C Y rmn m mn m mn

C I r C K rm mn m mn

γ γ

γ γ

= + +

+ (24)

)كه در آن ضرايب  1, 2,3, 4)jC j اعمال شرايط مرزي با =

همچنين فركانس ارتعاشي صفحه حلقوي . آيندبه دست مي

:توان به شكل زير بيان كردميكوپل شده با اثر ترموالاستيك را 

)25([ ]
2

2

0 3
1 (1 ( ))

p

mn mn D mn

V
f

hd

ε
ω ω ω

ρ

= + ∆ + −

كه در آن 
mn0

ω باشدميفركانس بدون اثر ترموالاستيك.

)26(4

0mn mn

D

h
ω γ

ρ
=

. استفاده شده است) 25(دو روش براي حل معادله فركانسي 

راه حلها بستگي به مقدار 
D

چنانچه اين مقدار كوچك ،دارد∆

توان آن را نسبت به ميباشد 
mn

ω خطي كرد در غير اين

صورت بايد با نگه داشتن ترمهاي اصلي از روشهاي حل عددي 

.استفاده كرد

سازيحل معادله فركانس بدون خطي- 1- 3

را بر حسب ) 25(توان معادله حال مي
mn

ξبراي اين ،نوشت

:جايگزين كرد) 25(را در ) 17(و ) 16(، )13(كار بايد روابط 

4 3

1 2 3

sin sinh

cos cosh

sin sinh

cos cosh

mn mn

mn

mn mnmn

mn mn

mn

mn mn

B
B B

i

ξ ξ
ξ

ξ ξξ

ξ ξ
ξ

ξ ξ

 −
= + +

+

 +
−  

+  
(27)

:كه در آن

)28(
2

1 2

2

v

B
h c

κ

ρ

 
=   
 

)29(
2

2 2

2 0 0 3

p

mn mn D

V
B

hd

ε
ω ω

ρ

= + ∆ −

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
91

.1
2.

3.
9.

8 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
e.

m
od

ar
es

.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-0

5-
05

 ]
 

                             4 / 14

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1391.12.3.9.8
https://mme.modares.ac.ir/article-15-3498-fa.html


همكارواردشير كرمي محمدي . . . ميرايي ترموالاستيك در ميكروصفحة حلقوي تحت 

139185، شهريور 3شمارة 12دورة مهندسي مكانيك مدرس

)30(2

3 0
6

mn D
B ω= ∆

mn
ξ توان نوشتعدد مختلط است، بنابراين مييك:

)31      (R I

mn mn mn
iξ ξ ξ= +

و جدا كردن قسمت حقيقي ) 27(در ) 31(با قراردادن از سپس 

:آيدو موهومي،  دو معادله بدست مي

)32(
1 1 2 2 3 2 1 6

R I

mn mn
FT F T T T T Tξ ξ− = − − +

)33(
1 2 2 1 4 1 2 5

R I

mn mn
FT F T T T T Tξ ξ+ = + − +

كه 
1
F و

2
F 2,1,...,6(و( =iT

i
با . انددر ضميمه آورده شده

حل شده و ) 33(و ) 32(معادلات ) 17(استفاده از رابطه 
mn

ω

.آيندو سپس ضريب كيفيت ميرايي ترموالاستيك بدست مي

)34(1 Im( )
2
Re( )

mnQ
mn

ω

ω

−

=

سازيحل معادله فركانس از روش خطي- 2- 3

اگر 
D

سازيخطيتوان با ميرا ) 25(كوچك شود، معادله ∆

با استفاده از بسط تيلور و نگه داشتن ترمهاي اول و . ساده كرد

.شودميدوم معادله از شكل راديكالي به خطي تبديل 

( )2 2

0 02

0 3
2

2

0 3

1 ( )

2

p mn D mn

mn mn

p

mn

V f

hd V

hd

ε ω ω
ω ω

ρ ε
ω

ρ

∆ +
= − +

−

)35(

مياينجا قسمتهاي حقيقي و موهودر 
mn

ω شوندميجدا.

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

0 3

2

0

32

2

0 3

Re

sin sinh6
1

cos cosh

2

p

mn mn

mn mnmn D

mn mnmnp

mn

V

hd

V

hd

ε
ω ω

ρ

γ γω

γ γγε
ω

ρ

= − +

 Ξ − Ξ∆
 +
 Ξ + ΞΞ 

−

)36 (
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2

0

32

2

0 3

Im

sin sinh3

cos cosh

mn

mn mnmn D
mn

mn mnmnp

mn

V

hd

ω

γ γω
γ

γ γγε
ω

ρ

=

 Ξ + Ξ∆
Ξ −  Ξ + ΞΞ  

−

)37(

:كه در آن

)38(4

2

v
c D

h
h

ρ

κ ρ
Ξ =

توان به شكل ميبنابراين ضريب كيفيت ميرايي ترموالاستيك را 

:نوشت)39(رابطه 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

4

3

1

2

4 4

3 3

sin sinh3

cos cosh2

sin sinh6
1

2 cos cosh

mn mnD
mn mn

mn mnmn

p mn mnD
mn mn

mn mnmn

D

h
Q

V DD

h hhd

γ γ
γ γ

γ γρ γ

ε γ γ
γ γ

ρ ρ γ γρ γ

−

  Ξ + Ξ∆
Ξ −   Ξ + ΞΞ    

=
 Ξ − Ξ∆
 − + +
 Ξ + ΞΞ 

)39(

تغييرات ميرايي ترموالاستيك نسبت به 2شكل 
D

و ∆

اين شكل براساس مود اول . دهدميبدون بار الكتريكي را نشان 

بر اساس اين . گيردار رسم شده است- مرزي گيرداردر شرايط 

سيليكون مقدار اين كه براي شكل و با توجه به 
D

بسيار كوچك ∆

4102760.4(است
−

×=∆
D

K293در دماي 
0
=T(توان، مي

سازي براي سيليكون منطقي نتيجه گرفت كه استفاده از خطي

.خواهد بود

مورديةمطالع-4

دو مورد شرايط مرزي بررسي شده كه در هر دو آنها لبه داخلي 

باشد كه آن را ميدر اولي لبه بيروني نيز گيردار . گيردار است

باشد كه ميلبه بيروني آزاد ميناميم و در دوميگيردار - گيردار

.گوييمميآزاد - به آن گيردار

گيردار-شرايط مرزي گيردار- 1- 4

هاي بيروني و دروني گيردار هستند بنابراين شرايط مرزي لبه

.گيريمزير را براي آنها در نظر مي

)40(0, 0,
,

w
w

r a b
r r a b

∂
= =

=
∂ =

:داريم) 40(در ) 7(با جايگزين كردن 

)41(0, 0
,

,

dRmn
Rmn r a b

dr r a b

= =
=

=

مقايسه حل خطي و غيرخطي ميرايي ترموالاستيك2شكل 

غير خطي

خطي

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
91

.1
2.

3.
9.

8 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
e.

m
od

ar
es

.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-0

5-
05

 ]
 

                             5 / 14

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1391.12.3.9.8
https://mme.modares.ac.ir/article-15-3498-fa.html


همكارواردشير كرمي محمدي . . . ميرايي ترموالاستيك در ميكروصفحة حلقوي تحت 

1391، شهريور 3شمارة 12دورة مهندسي مكانيك مدرس86

) 42(در شرايط فوق و با تعريف پارامترهاي ) 24(با جايگزيني 

براي شرايط ) 47- 44(زير آورده شده اند معادلات ، در )43(و 

.آيندگيردار بدست مي-مرزي گيردار

)42(a
mn mn

γΓ =

)43(
b

s
a

=

1 2 3

4

( ) ( ) ( )

( ) 0
m mn m mn m mn

m mn

C J C Y C I

C K

Γ + Γ + Γ +

Γ = (44)

1 1

2 1

3 1

4 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 0

mn

mn

mn

mn

m

m mn m mn mn

m

m mn m mn mn

m

m mn m mn mn

m

m mn m mn mn

C J J

C Y Y

C I I

C K K

γ

γ

γ

γ

+ Γ

+ Γ

+ Γ

+ Γ

 − Γ + Γ +
 

 − Γ + Γ +
 

 Γ + Γ +
 

 − Γ + Γ =
 

(45)

1 2 3

4

( ) ( ) ( )

( ) 0
m mn m mn m mn

m mn

C J s C Y s C I s

C K s

Γ + Γ + Γ +

Γ = (46)

1 1

2 1

3 1

4 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 0

mn

mn

mn

mn

m

m mn m mn mns

m

m mn m mn mns

m

m mn m mn mns

m

m mn m mn mns

C J s J s

C Y s Y s

C I s I s

C K s K s

γ

γ

γ

γ

+ Γ

+ Γ

+ Γ

+ Γ

 − Γ + Γ +
 

 − Γ + Γ +
 

 Γ + Γ +
 

 − Γ + Γ =
 

)47(

:براي محاسبه جواب غير صفر، داريم

)48(

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

0

A A A A

A A A A

A A A A

A A A A

=

.كه ضرايب آن در پيوست آورده شده است

2sحال با فرض  = ،
mn

Γ محاسبه شده است كه ) 48(از

و شكل مدهاي مرتبط بااندشدهدرج1در جدول اين مقادير 

.اندآورده شده3آنها نيز در شكل 

آزاد-شرط مرزي گيردار- 2- 4

:شوددر اين حالت شرط مرزي به شكل زير نوشته مي

)49(0w(a, ,t) =ϕ

)50          (
( , , )

0
r a

w r t

r

ϕ

=

∂
=

∂

مقادير 1جدول 
mn

Γ2گيردار و - براي شرط مرزي گيردارs =

m
1m

Γ
2m

Γ

07236/48477/7

17495/48699/7

)0,1( )0,2(

)1,1( )1,2(

2sگيردار و - در شرايط گيردار(m,n)شكل مدهاي3شكل  =

( )

2 2

2 2 2

1 1
0

1

T

r b

w w w M

r r Dr r

υ
υϕ

=

  ∂ ∂ ∂
+ + + =  

∂ −∂ ∂   
51(

( )
( )

( )

2

2

2

1 1 1

1
0

1

T

r b

w w
w

r r r r r

M

D r

υ

ϕ ϕ ϕ

υ
=

 −  ∂ ∂ ∂ ∂
∇ + −  

∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

∂
=

− ∂ 
(52)

دست بهمعادلات زير ،در معادلات فوق) 14(و ) 7(جايگذاري با 

:آيندمي

)53 (( ) 0
mn

R a =

)54 (
( )

0mn

r a

dR r

dr
=

=

2

2

2

2

1
1

(1 ) (1 )

0
(1 )

TR TR

mn mn mn mn

TR

mn

mn

r b

C d R C dR

D D r drdr

C m
R

D r

ν

ν ν

ν

ν
=

   
+ + + −   

− −   

 
+ = 

−   
(55)

3 2

3 2

2 2

2

2 2

3

1
1 1

(1 ) (1 )

1
1 (2 ) ( 1)

(1 )

(3 ) 2 0
(1 )

TR TR

mn mn mn mn

TR

mn mn

TR

mn mn

r b

C d R C d R

D D rdr dr

C dR
m m

D drr

C R
m m

D r

ν ν

ν

ν

ν

ν
=

   
+ + + −   

− −   

 
+ − + + + 

− 

 
− + = 

−   
(56)

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
91

.1
2.

3.
9.

8 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
e.

m
od

ar
es

.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-0

5-
05

 ]
 

                             6 / 14

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1391.12.3.9.8
https://mme.modares.ac.ir/article-15-3498-fa.html


همكارواردشير كرمي محمدي . . . ميرايي ترموالاستيك در ميكروصفحة حلقوي تحت 

139187، شهريور 3شمارة 12دورة مهندسي مكانيك مدرس

بايست در معادلات فوق جايگزين شود، كه مي) 24(رابطه 

بايست حل غير صفر داشته ميدر اين صورت معادلات حاصل 

باشند و براي اين كار، دترمينان زير كه ضرايب آن در ضميمه 

.شودآورده شده است، برابر صفر مي

)57(

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

0

B B B B

B B B B

B B B B

B B B B

=

2sحال براي  0,1mو براي = 1,2nو = ، مقادير =

mn
γليست 2اند كه اين مقادير در جدول محاسبه شده

آورده 4آنها نيز در شكل اند و شكل مدهاي مرتبط باشده

TRآزاد، چون -در شرط مرزي گيردار.اندشده

mn
C خود تابع

ضخامت است، 
mn

γ5شكل . نيز تابع ضخامت خواهد شد

وابستگي 
mn

γبر اساس اين شكل . دهدبه ضخامت را نشان مي

توان از اين باشد بنابراين مياين وابستگي بسيار كم مي

محاسبات مربوطه وابستگي چشم پوشي كرد و در تمامي

ضخامتي كه در اينجا در نظر گرفته . ضخامت را ثابت گرفت

20hشده است،  mµ=باشدمي.

شرط مرزي گيردار ساده - 3- 4

:شوددر اين حالت شرط مرزي به شكل زير نوشته مي

)58 (0,t)=w(a,ϕ

)59 (0
),,(

=
∂

∂

=ar
r

trw ϕ

)60 (0,t)=w(b,ϕ

)61(

- 62(در معادلات فوق، معادلات ) 14(و ) 7(با جايگذاري 

:آينددست ميبه)65

)62          (0)( =aR
mn

مقادير 2جدول 
mn

γ2،آزاد- براي شرط مرزي گيردارs = ،

500µma 20µmhو = =

m
1m

γ2m
γ

042/376593/9373

188/370421/9431

)0,1( )0,2(

)1,1( )1,2(

2sبراي ، آزاد- گيردار(m,n)شكل مدهاي 4شكل  = ،

500mma 20µmhو = =

×10
-4

h(m) ×10
-5

 

�
�
�

n=1)  الف(

×10
-4
 

h(m) ×10
-5

n=2) ب(

وابستگي 5شكل 
mn

γ به ضخامت

)63       (0
)(

=

=ar

mn

dr

rdR

)64          (0)( =bR
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2

2

2

2

1
1

(1 ) (1 )

0
(1 )

TR TR

mn mn mn mn

TR

mn

mn

r b

C d R C dR

D D r drdr

C m
R

D r

ν

ν ν

ν

ν
=

   
+ + + −   

− −   

 
+ = 

−   
(65)

بايست در معادلات فوق جايگزين شود، كه در مي) 24(رابطه 

بايست حل غير صفر داشته اين صورت معادلات حاصل مي

ضميمه باشند و براي اين كار، دترمينان زير كه ضرايب آن در

.شودآورده شده است، برابر صفر مي

)66(

0

44434241

34333231

24232221

14131211

=

CCCC

CCCC

CCCC

CCCC

، مقادير n=2,1و m=1,0و براي s=2حال براي 
mn

γ

اند و ليست شده3اند كه اين مقادير در جدول محاسبه شده

.اندآورده شده6مرتبط با آنها نيز در شكل شكل مدهاي

نتايج- 5

در اين قسمت، تأثير برخي پارامترهاي هندسي نظير ضخامت، 

شعاع، نوع شرط مرزي و بار الكتريكي روي ميرايي 

در اينجا اثر ميرايي . ترموالاستيك بررسي شده است

ترموالاستيك براي سيليكون بررسي شده، كه خواص آن در 

همچنين مقدار ثابت دي الكتريك و . آورده شده است4جدول 

گرفته شده است ] 2[فاصله بين صفحات از مرجع 

)
Nm

C12

2

2

1085.8,µm2.1
−

×== εd .( خواص مكانيكي و گرمايي

باشد به همين دليل اين محاسبات در سيليكون تابع دما مي

.انجام شده استK293=Tدماي ثابت 

)0,1( )0,2(

)1,1( )1,2(

2sساده براي - گيردار(m,n)شكل مدهاي 6شكل  = ،500a mµ=

20hو  mµ=

مقادير 3جدول 
mn

γآزاد-براي شرط مرزي گيردار

m
1m

γ2m
γ

018/783508/14124

165/790745/14176

]3[و گرمايي سيليكون در دماهاي مختلف مكانيكيخواص 4جدول 

0
( )T K400293200160

( )E GPa1/1639/1659/1665/168

3( )Kgmρ
−2327233023302330

υ
22/022/022/022/0

1 1( )Wm Kκ
− −105156266375

1 1( )
v
c JKg K

− −785713557456

6 1(10 )
T

Kα
− −253/359/2406/1689/0

در µm500=aميرايي ترموالاستيك بر حسب ضخامت، براي 

7سه نوع شرايط مرزي محاسبه شده كه نتايج آن در شكل 

مطابق اين شكل ميرايي اول افزايش و . نمايش داده شده است

كند بنابراين در اينجا يك ميرايي ميبعد از آن كاهش پيدا 

. دهدميماكزيمم وجود دارد كه در ضخامت بحراني رخ 

بسيار كوچك است اما با mتغييرات ضخامت بحراني بر حسب 

كند و دليل آن به مقدار نيز افزايش پيدا ميnافزايش 
mn

γ

nكند بلكه بيشتر تابع مقدار تغيير نميmبستگي دارد كه با 

همچنين ضخامت بحراني به شرايط مرزي نيز بستگي . باشدمي

فاوت را توان اين تج مي-6ب و -6الف، -6با مقايسه . دارد

.آزاد اين ميرايي بيشتر است- ديد كه در شرط مرزي گيردار

با در aدر اينجا نيز ميرايي ترموالاستيك را برحسب شعاع 

10µmhنظر گرفتن  = ،2s = ،5v
p

V براي سه نوع =

ساده در -آزاد و گيردار- گيردار، گيردار- شرايط مرزي گيردار

طور كه در اين شكل ديده همان. رسم شده است8شكل 

شود در اينجا نيز يك شعاع بحراني داريم كه سبب شده مي

.ميرايي ماكزيمم شود

اثر تغييرات بار الكترواستاتيكي 9شكل 
p

V بر ميرايي

بر اساس اين شكل، . دهدترموالاستيك را در مد اول نمايش مي

با افزايش بار الكتريكي ميرايي ترموالاستيك نيز افزايش پيدا 

آزاد - همچنين اين افزايش براي شرايط مرزي گيردار. كندمي

. باشدساده مي- گيردار و گيردار-بيشتر از دو حالت گيردار

ي اهميت زيادي براي ميكروصفحاتي بنابراين نوع شرايط مرز

.كه تحت بار الكتريكي هستند دارد
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×10
-4

h(m) ×10
-5

گيردار-گيردار) الف(

×10
-4

h(m) ×10
-5

آزاد- گيردار) ب(

×10
-4

h(m) ×10
-5

ساده-گيردار) ج(

500µmaميرايي ترموالاستيك با 7شكل  5vو =
p

V =

گيرينتيجه-6

در اين مقاله، مدلي خطي از ميرايي ترموالاستيك در 

در نتايج بدست . ميكروصفحات تحت بار الكتريكي ارائه شد

آمده، شعاع و ضخامت بحراني بدست آمد كه در آنها ميرايي 

بنابراين بررسي اين ابعاد به دليل تأثيري كه . شودماكزيمم مي

. كندگذارد اهميت پيدا ميميرايي روي كارايي ميكروادوات مي

×10
-4

a(m) ×10
-4

)الف(

×10
-4

a(m) ×10
-4

)ب(

×10
-4

a(m) ×10
-4

)ج(

ميرايي ترموالاستيك بر حسب شعاع 8شكل 
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×10
-4

(v)pV

گيردار-گيردار) الف(

×10
-4

(v)pV

آزاد-گيردار)ب(

×10
-4

(v)pV

ساده-گيردار) ج(

ميرايي ترموالاستيك برحسب بار الكتريكي با در نظر گرفتن 9شكل 

500µma 20µmhو = =

شعاع بحراني و ضخامت بحراني ميكروصفحه حلقوي به نوع 

بار . ماده، ابعاد ميكروصفحه و شرايط مرزي بستگي دارد

گذارد به طوري كه تغييرات الكتريكي نيز بر اين ميرايي اثر مي

. باشدآزاد بيشتر از دو حالت ديگر مي- ميرايي در حالت گيردار

هاپيوست-7

،اندآورده شده) 33(و ) 32(در معادلات كه را در اين جا توابعي 

:كنيمميمعرفي 

( )

( )

7 5 2 4 3 61

1

3

3 22

3

21 35 7

3

R R I R I R I

mn mn mn mn mn mn mn

R R I

mn mn mn

B
F

B

B

B

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

= − + −

− − (67)

( )

( )

6 4 3 2 5 71

2

3

2 32

3

7 35 21

3

R I R I R I I

mn mn mn mn mn mn mn

R I I

mn mn mn

B
F

B

B

B

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

= − + −

− − (68)

( ) ( ) ( ) ( )1
cos cosh cosh cos

R I R I

mn mn mn mn
T ξ ξ ξ ξ= + )69(

( ) ( ) ( ) ( )2
sin sinh sinh sin

R I R I

mn mn mn mn
T ξ ξ ξ ξ= + )70(

( ) ( ) ( ) ( )3
sin cosh sinh cos

R I R I

mn mn mn mn
T ξ ξ ξ ξ= − )71(
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cos sinh cosh sin
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:انددر زير آورده شده) 48(ضرايب دترمينان 

)75(( )11 m mn
A J= Γ
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A Y= Γ
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A I= Γ

)78(( )14 m mn
A K= Γ

)79(( ) ( )21 1m mn m mn

mn

m
A J J

+
= − Γ + Γ

Γ

)80(( ) ( )22 1m mn m mn

mn

m
A Y Y

+
= − Γ + Γ

Γ

)81(( ) ( )23 1m mn m mn

mn

m
A I I

+
= Γ + Γ

Γ

)82(( ) ( )24 1m mn m mn

mn

m
A K K

+
= − Γ + Γ

Γ

)83(( )11 m mn
A J s= Γ

)84(( )12 m mn
A Y s= Γ

)85(( )13 m mn
A I s= Γ

)86(( )14 m mn
A K s= Γ
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m
A J s J s

s
+
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Γ
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)88(( ) ( )22 1m mn m mn

mn

m
A Y s Y s

s
+

= − Γ + Γ
Γ

)89(( ) ( )23 1m mn m mn

mn

m
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s
+

= Γ + Γ
Γ

)90(( ) ( )24 1m mn m mn

mn

m
A K s K s

s
+

= − Γ + Γ
Γ

:كنيمميرا در اينجا معرفي ) 57(حال ضرايب معادله 

( )11 m mn
B J aγ= )91(

( )12 m mn
B Y aγ= )92(

( )13 m mn
B I aγ= )93(

( )14 m mn
B K aγ= )94(

( ) ( )21 1m mn m mn

mn

m
B J a J a

a
γ γ

γ
+

= − + )95(
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m
B Y a Y a

a
γ γ
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γ γ
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( ) ( )aK
a

m
aKB

mnm

mn

mnm
γ

γ
γ +−=

+124
)98(
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− − 

   = +    −   + 
 

 
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 
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 
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 
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 
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(102)
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1
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mn mn
mn mn

m mn
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m mn
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P
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mJ as mP
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mJ as
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γ
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υ

γ

γ

γ
γ

γ
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γ

γ γ

υ

 + 
+   

  = + −     − +  −  
 


+ − 


  + − − +  
 

− −
 

+ +  − 

( )
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2
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1
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as
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P P
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γγ

 
 
 
 
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