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Abstract- The main goal of this paper is to present a mathematical model for inverse dynamic equation of elastic

robotic manipulator with revolute-prismatic joints. Due to the fact that there is no limitation on the number of

mechanical arms, the proposed model must be extracted based on a systematic and automotive algorithm. Also

according to the high computational complexity, the equations should be formed by a recursive formulation. Hence, a

recursive and systematic methodology for deriving the equation of motion of n elastic robotic arm with revolute-

prismatic joints is presented. The inverse dynamic equations for this robotic system are obtained based on Gibbs-Applle
formulation. All dynamic expressions of a link are expressed in the same link local coordinate system. Finally, in order

to show the ability of this formulation in deriving and solving the equation of motion of such systems, a computational

simulation for a flexible single robotic arm with revolute-prismatic joint is presented.

Keywords: Gibbs-Applle, Recursive, Revolute-Prismatic, Elastic.
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مقدمه-1

تحقيقاتسازه در مهمي زمينه رباتيكي پذير انعطاف هاي

مي ربات.باشندمهندسي به نياز افزايش وبا مدرن هاي

ويژه توجه طراحان رباتپيشرفته، به انعطافاي باهاي پذير

به بسيارتوجه خودآنهامزاياي صلب نمونه با قياس در

گستردهفعاليت.اندداشته تحقيقي وسازمدلبرايايهاي ي

ربات از دسته اين ديناميكي رفتار استآناليز گرفته صورت .ها

يك وجود حقيقت ديناميكيدر كنترلمدل منظور به دقيق

ديناميكي ازرفتار اجتنابهاسيستماينگونه استامري .ناپذير

برايهايالگوريتمامروزه بسياري يسازمدلسيستماتيك

مني ديناميكي داردرفتار وجود الگوريتم.پولاتورها بهاين فرمها

از استفاده با و بازگشتي يا بيانهايشكلبسته گوناگون

فيزيكيمتغير و(هاي ماتريسي تانسوري، برداري، سيمبوليك،

گرفته)عددي روي.اندشكل بر تمركز مقاله اين يسازمدلدر

ربات معكوس ديناميك معادلات وسيستماتيكبصورترياضي

مي .باشدبازگشتي

والگوريتم بهبود براي گذشته سال چهل در بسياري هاي

ديناميك معادلات حل منظور به محاسبات كارايي افزايش

ارائه الگوريتم.استشدهمعكوس براين گوناگونها اصول پايه

مي كه است استوار لاگرانژديناميكي معادلات به اويلر،-توان

و–نيوتون اشارهاويلر كاملي]1[فيتراستون.كردكين مطالعه

مدل اين روي الگوريتمبر و دادهها انجام شده استخراج هاي

پيچيدگي كاهش جهت در فرمولاسيوني وجود لزوم بر و است

لينك و مفاصل افزايش با تمحاسبات استأها كرده اين.كيد از

كه كردند استخراج را معادلاتي جداگانه اپل و گيبس بهرو

سادهةگفت جامعآنها و حركتترين معادلات بيان فرم ترين

مورد.باشدمي مدرن ديناميك در كمتر كه معادلات اين

گرفته قرار گيبساستفاده فرمولاسيون به بعدها معروف-اند، اپل

در.ندشد بار اولين براي پوپوف را فرمولاسيون يسازمدلاين

ربات قراديناميك استفاده مورد دادها ]2[پوتكنجاك.ر

دادبدستفرمولاسيون گسترش را لاگنر.آمده و از]3[دزوير

برايبدستفرمولاسيون معكوسسازمدلآمده ديناميك ي

استفاده جاكوبين ماتريس از استفاده بازگشتي.كردندبا فرم

بالاسيستمدرفرمولاسيوناين محاسباتي پيچيدگي با ها

.شداستفاده

زمين الگوريتمدر بازگشته همكارانشهاي و لو ]4[پذير

پايه ازجزء دسته اين منظورالگوريتمگذاران به بالا بازده با ها

رباتمسألهحل حركت بودديناميك بازويي چند اين.اندههاي

نيوتن فرمولاسيون اساس بر صورت-الگوريتم به و اويلر

بود گرفته شكل ادامه.ماتريسي ديگدر بدنبالمحققان نيز ري

الگوريتم واستخراج ديناميكي اصول ساير پايه بر بازگشتي هاي

روي بر آن رباتمسألهانطباق حركت بودندديناميك به.ها

هولرباخ مثال لاگرانژ]5[عنوان فرمولاسيون از استفاده اويلر،-با

لوينسون و آنجلس]6[كين فرمولاسيون]7[و از استفاده با

و پاتل اويلر]8[بلافوتيسكين، نيوتون بازگشتي فرمولاسيون

ارائه تانسوري صورت به چانگ.دندكررا و اين]9[لي

نهايت در و دادند گسترش برداري صورت به را فرمولاسيون

از استفاده با شافعي و كورايم نژاد گيبسحبيب -فرمولاسيون

ومسأله]13-10[اپل مستقيم ديناميك معادلات استخراج

منيپولاتورهامعك ب1وس الگوريتمرا از استفاده بازگشتيهايا

حال.كردندارائه تمامي ربات،فوقتهايدر قابليتمفاصل تنها

د دوراني حركت.اشتندحركت بر علاوه تحقيق اين در لذا

نظر در نيز كشويي حركت مفصل هر در شدهدوراني گرفته

زمينه.است در گرفته صورت تحقيقات مرور يسازدلمبا

ربات كشوييديناميكي مفاصل با تحقيقاتيتوانميها كار به

كرد]14[تبرك متغيرباتيريكيسازمدلبهكهاشاره طول

به دوم]15[كين.پرداختزماننسبت قانون از استفاده با

را كشويي مفصل با ربات يك سپسو.كرديسازمدلنيوتن ي

ازبا گاستفاده براروش به برلركين حاكم ارتعاشات اينرسي

پرداخت يانگ.تير ادامه ب]16[در را دوراني همراههحركت

بررسي انتقالي براي]17[بدرر.كردحركت را ديناميكي مدل

دوراني مفاصل و الاستيك لينك با روش–ربات به كشويي

دادياجزا گسترش ربات]18[باشر.محدود ديناميكي مدل

كشويي مفصل با آنالاستيك در بيكه مودنهايتاز شكل

بود شده استفاده تير رفتار توصيف ارائهبراي و.كردرا فريد

پيشنهاد]19[سليمي را معكوسي ديناميك بهكردندروش كه

آن حركتوسيله براي نياز مورد گشتاور و نيرو درپنجهميزان

مفاصليكبرايمشخصيمسير و الاستيك بازوهاي با ربات

بودكشويي–دوراني شده پيرمحمدي.محاسبه و خادم

رياضييك]20،21[ دورانيبرايمدل مفاصل با كشويي–ربات

1. Manipulator
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رالينككه داشتند فضايي حركت قابليت و الاستيك آن هاي

دادند قرار ديناميكي تحليل مدليك]22[كليونكو.مورد

مفاصل و الاستيك بازوهاي با ربات حركت توصيف براي رياضي

ارائه-دوراني دركردكشويي برايكه متفاوتي مرزي شرايط آن

بود شده گرفته نظر در .بازو

ازبا هدف شده بيان مطالب به ارائهتوجه مقاله، يكاين

برايسيستماتيكروش بازگشتي حركتمعادلاتاستخراجو

همزمانحركتدارايكهپذيرانعطافبازوهاياززنجيرهيك

ايندرگرفتهصورتتحقيقات.استشند،باميكشويي-دوراني

شدهمحدودلينكيكتنهاباهاييسيستمبهمنحصراًزمينه

هابازوتعداددرمحدوديتيهيچمقالهايندرولي.است

روشتحقيقايندرشدهگرفتهبكارروشهمچنين.باشدنمي

بهنسبتآنبسيارمزايايبهتوجهباكهباشدمياپل-گيبس

واويلر-نيوتنهمچونحركتمعادلاتاستخراجهايوشرديگر

حركتمعادلاتاستخراجزمينهدركمترخيليلاگرانژ-اويلريا

ابتدا.استگرفتهقراراستفادهموردهاربات در ترتيب بدين

ميمسألهسينماتيك بيان دوم بخش سوم.شوددر وبخش

به گيبسبهترتيبچهارم تابع مشتقاتوپتانسيلواستخراج

به.پردازدميآن معكوس ديناميك ومعادلات بسته فرم

بخشبازگشتي اردر ششم و پنجم ميهاي بخش.شوندائه

نتايج شدهشبيههفتم انجام هشتموسازي بخش در پايان در

روشنتيجه اين مزاياي و .شودميارائهگيري

ربات-2 دورانيالاستيكسينماتيك مفاصل -با

كشويي

سيستم-2-1 مشخصات

از متشكل كه ربات يك سينماتيك بخش اين بازويnدر

دوراني مفاصل داراي كه مي–الاستيك بررسيكشويي باشد،

مي1شكل.شودمي نشان را نظر مورد سيستم از دهدقسمتي

الاستيك بازو يك و صلب غلاف يك از متشكل آن عضو هر كه

هركدام طول كه
i

Lباشدمي.

پذير انعطاف بازوهاي ربات، ديناميكي حركت بررسي در

تحت است ممكن ارتعاشتأثيرربات نوع و(سه پيچشي طولي،

بگيرند)خمشي ارتعاشات.قرار اين طبيعيدر فركانس

طبيعي فركانس و مقدار بيشترين داراي طولي ارتعاشات

كم داراي خمشي ميارتعاشات مقدار واحد.باشدترين جرم

به بازو طول در مقطع سطح و بازو الاستيك خواص طول،

يكنواخت ميصورت غلاف.شودفرض از متشكل كشويي مفصل

مي تحتصلبي الاستيك بازوي كه محوريتأثيرباشد نيروي

i
Fحركت داراي غلاف درون برگشتيدر و بدونرفت

مي گشتاور.اشدباصطكاك همچنين
i
τمفصل به شده وارد

مي الاستيك بازوي دوراني حركت باعث .شوددوراني

دوراني1شكل مفاصل و الاستيك لينك با كشويي-منيپولاتور
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گرفتهبازوي نظر در صلب صورت به غلاف درون در الاستيك

تنهمي و دارد،شود قرار غلاف از خارج در كه بازو از قسمتي ا

آزادانه ارتعاش طولراقابليت بازو، طول افزايش با و دارد

مي ارتعاش آزادانه كه بازو از طولقسمتي و يافته افزايش كند،

مي كاهش دارد قرار غلاف داخل در كه طول.يابدقسمتي

بازو الاستيك باقسمت
i
lاستن شده داده بازوي.شان

صورت به دارد قرار غلاف از خارج كه هنگامي ربات مكانيكي

يك اويلرتير آن بر حاكم تئوري كه گيرداري برنولي-سر

ميمي گرفته نظر در كهباشد، آنشود ودر دوراني اينرسي از

صرف برشي شكل استنظرتغيير .شده

سيستم-2-2 سينماتيك معادلات

شكلطورهمان در بازو1كه هر براي است، شده داده دونشان

به متصل مختصات دستگاه يك همچنين و مختصات دستگاه

ب ربات شدههپايه گرفته نظر در مرجع مختصات دستگاه عنوان

.است
000

ZYXربات پايه به متصل چارچوب(چارچوب

.است)مرجع
iii
zyxمخت لينكدستگاه به متصل امiصات

غلاف روي بر چسبيده آن مبدأ دورانيiكه مفصل –امين

محور كشويي،
i
xغلاف طول امتداد مبدأiدر سمت به ام

مختصات
1i

O
+

محور و
i
zبه دورانآن محور امينiعنوان

دوراني مي-مفصل گرفته نظر در بازو.شودكشويي صلب حركت

جهت بيانو مختصات دستگاه اين وسيله به غلاف گيري

.شودمي
iii
ẑŷx̂لينك به متصل مختصات كهiدستگاه ام

چسبي آن بازويمبدأ انتهاي روي بر محورiده ام،
i
x̂نيز

محور همانند
i
xتغيير طول امتداد در كه تفاوت اين با بوده

يافت ميiبازويةفرم وسيله.باشدام به بازو الاستيك حركت

بيان مختصات دستگاه بازو؛شودمياين در الاستيك فرم ،تغيير

اختلاف ايجاد مختصاتباعث دستگاه راستاي دو بين
iii
zyxو

iii
ẑŷx̂شودمي.

ديفرانسيلي رويQالمان بر درiرا الاستيك بازوي امين

بگيريد1شكل نظر .در
i

/OQ
i
r
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شبيه مختلفنتايج، حلگرهاي از استفاده با مذكور سازي

متنرم مانندافزار odeلب 23،ode مثال.شدانجام45 عنوان به

ode سخ23 با مسائل با مواجهه ابزاردر يك عنوان به بالا تي

مي شناخته نشد.شودمناسب ديده نتايج در تفاوتي هيچ .ولي

سيستم، پايداري روي بر گام اندازه بررسي منظور به همچنين

اينگاماندازه در كه گرفت قرار استفاده مورد متفاوت هاي

ن مشاهده نتايج در تغييري نيز .شدحالت

گيرينتيجه-8

مقاله اين معادلاتدر حل جهت خودكار و سيستماتيك روشي

با رباتيكي هاي سيستم معكوس وnديناميك الاستيك لينك

دوراني گيبس–مفاصل فرمولاسيون پايه بر ارائه-كشويي اپل

مي.استشده فرمولاسيون اين از استفاده مزاياي جمله تواناز

اشاره زير موارد .كردبه

ن- محاسبات پيچيدگي و حجم سايركاهش به سبت

پيشنهاديالگوريتم كين(هاي و لاگرانژ اويلر، ).نيوتون

محاسباتي- هاي عمليات تعداد جزئي(كاهش )مشتقات

فرمولاسيو به لاگرانژنسبت .ن

برداري- نوتاسيون همراه به تانسوري نوتاسيون از .استفاده

ماتريس- از از3×1و3×3هاياستفاده استفاده جاي به

.4×1و4×4هايماتريس

كار به زمينه در تحقيقات ادامه منظور فرمولاسيونبه گيري

مي-گيبس بهاپل رباتسازمدلتوان مستقيم، ديناميك هايي

سيستم و غيرهولونوميكمتحرك قيود با كرد1هايي .اشاره
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