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ثستز  تأثیزحبِت یه حُ الاستیسیتٝ ثزای ثزرسی ارتؼبضبت آساد ٚ ی ٞبی دیفزا٘سیُ وٛادریچز ٚ رٚش فؿبدر ایٗ ٔمبِٝ ثب تزویت رٚش -چکیدٌ

پیشٚاِىتزیه، ارائٝ ضذٜ است. ثٝ ایٗ غٛرت وٝ در راستبی قِٛی تیز اس رٚش دیفزا٘سیُ  ٞبیٔمیذ در لایٝالاستیه در یه تیز ٞذفٕٙذ دٚجٟتٝ 

 وٝثبضذ ٔی پستز٘بن-ثستز الاستیه تیز ٔذَ دٚ پبرأتزی یب ٚیٙىّزحبِت استفبدٜ ضذٜ است. ی وٛادریچز ٚ در راستبی ؾخبٔت تیز اس تىٙیه فؿب

ٌیزدار ٔٛرد ثزرسی لزار ٌزفتٝ ٚ فزؼ ضذٜ است وٝ خٛاظ تیز در راستبی ؾخبٔت ٚ قِٛی آٖ ثٝ -سبدٜ ٚ ٌیزدار-دٚ ٘ٛع ضزایف ٔزسی سبدٜ

ٞبی ٌزادیبٖ خٛاظ ٔٛاد ٚ ػذد ٔٛج ثز رٚی ارتؼبضبت آساد ات تغییز ضبخعتأثیزوٙذ. ٚ ؾزیت پٛاسٖٛ ثبثت فزؼ ضذٜ وٝ غٛرت ٕ٘بیی تغییز ٔی

٘تبیجی ثزای  ٕٞچٙیٗاست. ٘تبیج ثٝ دست آٔذٜ ٘طبٖ داد وٝ ایٗ رٚش اس دلت ػبِی ٚ سزػت ٍٕٞزایی ثبلایی ثزخٛردار است.  ضذٜایٗ تیز ثزرسی 

 ٘طبٖ دادٖ رفتبر ٔىب٘یىی ایٗ تیزٞب ارائٝ ضذٜ است.

 .ثستز الاستیه ،پیشٚاِىتزیه، دیفزا٘سیُ وٛادریچزٞذفٕٙذ تیز ، ارتؼبضبت آساد :ياشگان کلید
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Abstract- In this paper a two dimensional elasticity for free vibrations and the effect of elastic foundantion on a two-

direction functionally graded beams with integrated surface piezoelectric layers with combination of differential 

quadrature method and space-state method is presented here. Differential quadrature method in axial direction and 

space-state method in transverse direction is used. It’s considered that two parameters model or winkler-pasternak for 

elastic foundation which has been considered two kinds of boundary conditions include simply support and clamped-

clamped. Also, It is assumed that beam properties in thickness and axial direction varying exponentially and poison 

factor is constant which has been considered the effects of materials properties gradient index and number waves on 
free vibrations beams. The obtained results show that this method has good accuracy and high speed of convergence. 
keywords: Differential Quadrature, Functionally Graded Beam, Piezoelectric Layers, Free Vibrations, Elastic Foundation. 
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 دمٍ مق -1
ثٙذی ثٝ غٛرت تبثؼی،  یب ٔٛاد ثب خػٛغیبت درجٝ FGMٔٛاد 

تزیٗ خػٛغیت ثبضٙذ. ٟٔٓایشٚتزٚح ٚ غیز ٍٕٞٗ ٔی ٔٛاد غیز
تٛا٘ٙذ ثب  ٔیست وٝ اجشای تطىیُ دٞٙذٜ آٟ٘ب ا ایٗ ٔٛاد ایٗ

خػٛغیبت ٔتفبٚت ا٘تخبة ضٛ٘ذ، ثٝ قٛری وٝ خٛاظ در آٟ٘ب 
 ٜوٙذ ٚ ٘حٛ ٔیتغییز  ٕیثٝ غٛرت پیٛستٝ ٚ ثز اسبس وسز حج

ایٗ تغییز ، لبثُ ا٘تخبة ٚ ٔكّٛة ثزای وبرثزدٞبی ٌٛ٘بٌٖٛ 
ٕٞیٗ خػٛغیت ایٗ ٔٛاد ثبػث وبرثزدٞبی سیبد آٟ٘ب  .ثبضذ ٔی

ٞبی تٛاٖ ثٝ سٔیٙٝ ٔیاس جّٕٝ ایٗ وبرثزدٞب  .استضذٜ 
ای، خٛدرٚ ٚ ٔبضیٗ آلات غٙؼتی ٚ پشضىی ٞستٝ ٞٛافؿبیی،

ایذٜ اغّی سبخت ٔٛاد  .>1= ضبرٜ وزدغٙبیغ ٚاثستٝ ثٝ آٖ ا
ٞب اِٚیٗ افزادی ٌزدد. صاپٙیثبس ٔی 1984ٞذفٕٙذ ثٝ سبَ 

آٟ٘ب سٔب٘ی وٝ ٔطغَٛ سبختٗ  ،ثٛد٘ذ وٝ ایٗ ٔٛاد را سبختٙذ
ای پیذا وزد٘ذ وٝ ثتٛا٘ذ در سفیٙٝ فؿبیی ثٛد٘ذ ٘یبس ثٝ ٔبدٜ

ثزاثز دٔبٞبی ثبلا ػبیك خٛثی ثٛدٜ ٚ ٕٞچٙیٗ ایٗ ٔبدٜ 
وبری ثب فّش ٚ استحىبْ ثبلا را ٘یش داضتٝ  بیست لبثّیت جٛشث ٔی

ٔٛادی ٞستٙذ وٝ سٔب٘ی وٝ در  ٔٛاد پیشٚ اِىتزیه>. 2= ثبضذ
تِٛیذ  ٔیذاٖ اِىتزیىیٌیز٘ذ،  ٔیٚ فطبر لزار  تٙصضزایف 

، اِمبی دارد پذیزیثزٌطت حبِتوٙٙذ. اس آ٘جب وٝ ایٗ اثز  ٔی
 ایجبد سبسٜرا در قَٛ  تٙصدر ایٗ ٔٛاد،  ٔیذاٖ اِىتزیىی

خٛاٞذ وزد. ثٙبثزایٗ سبختبرٞبیی ثب قزاحی ٔٙبست ٚ ثب استفبدٜ 
، خٓ، ٔیذاٖ اِىتزیىیتٛا٘ٙذ در غٛرت ایجبد یه  ٔیاس ایٗ ٔٛاد 

ٔٛاد پیشٚاِىتزیه ثٝ قٛر ٌستزدٜ  .٘ذضٛٔٙجسف ٚ یب ٔٙمجؽ 
ٞبی اِىتزیىی ٚ ٔىب٘یىی ٚ سبختبرٞبی ٞٛضٕٙذ ثٝ در سیستٓ
  .]3[ ضٛ٘ذٞب ثٝ وبر ثزدٜ ٔیسٛرٞب ٚ ٔحزنػٙٛاٖ سٙ

یه تحّیُ اِىتزٚالاستیه دلیك ثزای  1996در سبَ     
حبِت ارائٝ ٌبٜ سبدٜ ثب رٚش فؿبٞبی پیشٚاِىتزیه ثب تىیٝ ٚرق
اس رٚش دیفزا٘سیُ  1997. ثزت ٚ ٔبِیه در سبَ ]4[ ضذ

وٛادریچز ثٝ ػٙٛاٖ یه تىٙیه لذرتٕٙذ ثزای آ٘بِیش 
آ٘بِیش  2009در سبَ  .]5[ای استفبدٜ وزد٘ذ ٞبی لایٝ وبٔپٛسیت

رٚی ثستز ٔىب٘یىی تیز سب٘ذٚیچی ٞذفٕٙذ -ارتؼبضبت تزٔٛ
ٛادریچز اغلاح ضذٜ ثب استفبدٜ اس رٚش دیفزا٘سیُ و الاستیه
ٞبی ٞذفٕٙذ ثب ثؼذی ٚرقآ٘بِیش ارتؼبضبت سٝ>. 6= ثیبٖ ضذ

رٚش سزی ٚ ٌبٜ سبدٜ رٚی ثستز الاستیه ثب استفبدٜ اس تىیٝ
 س تئٛری الاستیسیتٝ را ارائٝ ضذدیفزا٘سیُ وٛادریچز ثزاسب

 ثز اسبس تئٛری دٚ ثؼذی الاستیسیتٝ تیز ٕٞچٙیٗ >.7=

حبِت ثب استفبدٜ اس رٚش فؿبی  ٞذفٕٙذ رٚی ثستز الاستیه
ٞبی تیز ٞذفٕٙذ ثب لایٝ >.8= تحّیُ ارتؼبضی ٚ خٕطی ارائٝ ضذ

بحبِت آ٘بِیش ریٝ ٚ فؿپیشٚاِىتزیه ثب استفبدٜ اس سزی فٛ
در ایٗ ٔمبِٝ ثب رٚش دیفزا٘سیُ >. 9= تزٔٛالاستیسیتٝ ارائٝ ضذ
حبِت ثٝ تحّیُ ارتؼبضبت آساد ٚ ٘یش وٛادریچز ثز ٔجٙبی فؿب

ؾزایت ٚیٙىّز ٚ لایٝ ثزضی ثستز الاستیه در یه تیز  تأثیز
پیشٚاِىتزیه ثب دٚ ضزایف ٔزسی  ٞبی ثب لایٝ دٚجٟتٝ ٞذفٕٙذ

ٌیزدار پزداختٝ ضذٜ است. ثزای استفبدٜ -سبدٜ ٚ ٌیزدار-سبدٜ
٘مكٝ  Nاس تىٙیه دیفزا٘سیُ وٛادریچز راستبی قِٛی تیز را ثٝ 

 تمسیٓ وزدٜ ٚ ثزای ٞز ٘مكٝ تیز چٟبر ٔتغیز حبِت ضبُٔ

( ) (، تٙص,wuجبثجبیی  xzzٞب   ٞبی (، ٚ ثزای لایٝ,
ٚ  ()پیشٚاِىتزیه ػلاٜٚ ثز آٟ٘ب دٚ ٔتغیز پتب٘سیُ اِىتزیىی 

Dzجبثجبیی اِىتزیىی )
ثب در ٘ظز  (، اختػبظ یبفتٝ است.

اس  چز،یوٛادر ُیفزا٘سیٚ استفبدٜ اس رٚش د یٔزس فیٌزفتٗ ضزا
ضذٜ  یسبسحبِت ٌسستٝٔؼبدلات فؿب ٝیٔؼبدلات حبوٓ اِٚ

در  فیٔؼبدلات حبِت ٚ اػٕبَ ضزا ٗیا استخزاج ضذ ٚ ثب حُ
 ضذٜرفتبر ٔىب٘یىی ایٗ تیزٞب ثزرسی ، تیز ٗییثبلا ٚ پب سكح
 .است

 

 معادلات حاکم -2

 برای تیر َدفمىد -2-1

 پیشٚاِىتزیه ثزٞبی ٔمیذ در لایٝ دٚجٟتٝ ٞذفٕٙذ زیت هی
)یثؼذدٚ یدستٍبٜ دوبرت هیدر  هیالاست ثستز یرٚ , )x z ،

در  زیوٝ خٛاظ ت ضٛدیفزؼ ٔ ،٘طبٖ دادٜ ضذٜ 1 در ضىُ
  (1) قجك راثكٝ ٝ غٛرت ٕ٘بییٚ قِٛی ثؾخبٔت  یراستب

  وٙذ.یٔ زییتغ

1 2

z x

h lp pe
 

 (1        )                                           

ثهٝ تزتیهت در   ٌزادیبٖ خٛاظ ٔٛاد  ضبخع 1  ٚ2 وٝ      

 ذ.ٙثبضٔیراستبی ؾخبٔت ٚ قِٛی 
 

 

 تحزیه وٙٙذٜ

 سٙسٛر سٙسٛر سٙسٛر ٔٙذ تیز ٞذف
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پیشٚاِىتزیه ثز  ٞبیٔمیذ درلایٝ ٕٙذٞٙذسٝ یه تیز ٞذف 1 شکل
  الاستیهرٚی ثستز

را  زوتٔؼبدلات ح  ٕیٞبی حجثذٖٚ در ٘ظز ٌزفتٗ ٘یزٚ    

 ( ٘ٛضت.2ی )راثكٝ غٛرت ثٝتٛاٖ ٔی
2

2

x xz u

x z t

 


  
 

  
, 

2

2

xz z w

x z t

 


  
 

  
      (2)  

x,وٝ در آٖ      z  ٞهبی ٔحهٛری،   تٙصxz    ،تهٙص ثزضهی

,u w ٝثٝ تزتیت در راسهتبی ػزؾهی ٚ    ٞبی ٔىب٘یىیجبییجبث

 ثبضٙذ.سٔبٖ ٔی tبِی ٔٛاد ٚ چٍ ،ٔحٛری

راثكٝ غٛرت  ثٝتٛاٖ را ٔی جبیی ٔىب٘یىیارتجبـ وز٘ص ثب جبث    

 ( ثیبٖ ٕ٘ٛد.3)

x

u

x






, z

w

z






, xz

w u

x z


 
 
 

,               (3)  

,وٝ در آٖ  ,x z xz   ٔثبضٙذ.ٔیوز٘ص ٞبی ِفٝؤ 

-سهبدٜ ٚ ٌیهزدار   -در ایٗ ٔمبِٝ دٚ ٘ٛع ضزـ ٔهزسی سهبدٜ  

cٌیزدار  c  ٜی ٔىهب٘یىی ٚ  ضهزایف ٔهزس   اسهت. ، ٔكزح ضهذ

 فزؼ ضذٜ است: (5( ٚ )4اِىتزیىی ثٝ غٛرت رٚاثف )

S S :  0, 0, 0xw     x,0   در    l         (4)  

c c :   0, 0, 0u w    x,0   در    l            (5)  

ثزای تفىیه ٔتغیز ثبضذ. ٚ پتب٘سیُ اِىتزیىی ٔی وٝ 

tٖدر ٘ظز ٌزفتٝ ضذٜ است. (6اس راثكٝ ) ، اس ٔتغیزٞبی ٔىب   

,u w ثزای ˆ( , , ) ( , ) i tf x z t f x z e  

, ,x z xz   ثزای 
1 2ˆ( , , ) ( , )

z x

i t h lf x z t f x z e e
 




 
(6) 

1iوٝ در آٟ٘ب     ، ثبضذ.فزوب٘س قجیؼی تیز ٔی 

 

 دیفراوسیل کًادریچر -2-1-1

 x ثزای اس ثیٗ ثزدٖ ثستٍی ٔؼبدلات ثٝ ٔتغیز ٔستمُ

سبسی ٔؼبدلات ثٝ وٕه رٚش دیفزا٘سیُ وٛادریچز ٌسستٝ

یه تبثغ  nدر ایٗ رٚش ٔطتمبت جشئی ٔزتجٝ  ضذٜ است.

پیٛستٝ  ,f x z  ٝ٘سجت ثx  ٝدر ٘مكix  ثٝ غٛرت

ٕٞٝ ٘مبـ ثبسٜ ثٝ غٛرت  ٔجٕٛع خكی ٔمبدیز تبثغ ٚسٖ در

 ضٛد:( ثیبٖ ٔی7راثكٝ )

( )

1

( , )
( , )

n N
ni

ij jn
j

f x z
g f x z

x 







 1,..., , 1,..., 1i N n N                (7)  

)ٌیزی ٚ تؼذاد ٘مبـ ٕ٘ٛ٘ٝ Nوٝ در آٖ     )n

ijg   ؾزایت ٚس٘هی

ٝ  (8ٙذ. وٝ ٔمبدیز آٖ اس راثكهٝ ) ثبضٔی ixٚاثستٝ ثٝ   دسهت  ثه

 . ]10[ آیذٔی

(1) ( )
, , 1,..., ( )

( )

i
ij

i j

M x
g i j N i j

x x
  


 

(8) (1) (1)

1,,

( ) ( ),
N N

i i j ii ij

j i jj i i j

M x x x g g
  

     

 ٔؼبدِٝٚ  وز٘ص تیز دٚثؼذی-تٙص ثب تزویت وزدٖ ٔؼبدِٝ    

اِف( ٔؼبدلات ثخص  پیٛستثؼذ ) استفبدٜ اس رٚاثف ثیثب  ٚ( 3)

 .آیذٔی دست ثٝ (11( ٚ )10(، )9)غٛرت  ثٝ

 

(9) 
11 33

f
x

h u w
c c

L x z


 
 

 
 

(10) 
13 33

f
z

h u w
c c

L x z


 
 

 
 

(11) f
xz

hu w

z L x


 
 
 

 

( 2ٔؼبدلات حزوت ) وزدٖثؼذ ٕٞیٗ تزتیت ثب ثیثٝ        

 آیذ.ٔی دست ثٝ( 13( ٚ )12رٚاثف )

(12) 2

2 1
f x xz f

x xz

h h
u

L x z L

 
    

 
    

 
 

(13) 2

2 1
f xz z f

xz z

h h
w

L x z L

 
    

 
    

 
 

غٛرت  ثٝ٘سیُ وٛادریچز وٝ رٚاثف ثؼذ اس اػٕبَ رٚش دیفزا

 خٛاٞذ ضذ. (16( ٚ )15(، )14)

(14) (1)

11 13

1

, 1,...,
i

N
f i

x ik k

k

h dw
c g u c i N

L dz




   

(15) (1)

13 33

1

, 1,...,
i

N
f i

z ik k

k

h dw
c g u c i N

L dz




   

(16) (1)

.

1

, 1,...,
N

fi
xz i ik k

k

hdu
g w i N

dz L




   

 

 فضاحالت تیر َدفمىدمعادلات  -2-1-2

رٚی  DQٚ اػٕبَ رٚش ( 16-14ثب استفبدٜ اس ٔؼبدلات )

( ٔؼبدلات فؿبحبِت ثٝ 13( ٚ )12ثؼذ ضذٜ )ٔؼبدلات حزوت ثی

 آیذ:ٔی دست ثٝ (17غٛرت راثكٝ )

(17) ( ) ( )f

d
z G z

dz
   

 وٝ در آٖ:      
T

zi i i xziz u w      

    fG ثزای ٞز حبِت ثبضذ، وٝ ٔبتزیس ؾزایت ثبثت ٔی
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 (.ثخص ة پیٛست) آیذ.ٌبٞی ثٝ دست ٔیتىیٝ

ٔزتجٝ اَٚ ثٛدٜ ٚ حُ یه ٔؼبدِٝ دیفزا٘سیُ ( 17ٔؼبدِٝ )    

 .ثبضذٔی (18)غٛرت  ثٝآٖ 
0( )

0( ) ( )fG z z
z e z 


 (18                                    )  

وٝ اس آ٘جب     
o pz h ،دٚجٟتٝ در  پس ثزای تیز ٞذفٕٙذ

 ( ٘ٛضتٝ ضذٜ است.19راثكٝ ) راستبی ؾخبٔت

( ) ( )f f pG z G h

f f p p p fz e e h h z h h 


    (19  )  

 

 پیسيالکتریک لایٍ -2-2

ٝ ٔؼبدلات تطىیُ دٞٙذٜ ثزای ایٗ لایٝ پیشٚاِىتزیهه   غهٛرت   ثه

 ( در ٘ظز ٌزفتٝ ضذٜ است.20راثكٝ )
T ,C e E D e kE                              (20)  

  وٝ در آٖ:

 
T

, ,x z xz    ,  
T

,x zE E E  

 
T

, ,x z xz    ,  
T

,x zD D D  

11 13

13 33

55

0

0

0 0

C C

C C C

C

 
 

  
 
 

, 5

1 3

0 0

0

e
e

e e

 
  
 

 

1

3

0

0

k
k

k

 
  
  

 

    Te  ٜتزاٟ٘بدe  ٚijC  ،ٜؾزایت سفتی الاستیه ٔبد

ie  ٚ ؾزایت سفتی پیشٚاِىتزیهiK اِىتزیهؾزایت دی iE 

ثؼؿی اس خٛاظ  1در جذَٚ   ثبضٙذ.ٔیثزدار ٔیذاٖ اِىتزیىی 

 آٚردٜ ضذٜ است.
 

 خٛاظ ٔٛاد پیشٚاِىتزیه 1جديل 

 
BaTiO3

 
PZT-4 

 

 
1660 139 (GPa)  

C13 780 74 
 

C33 1620 115 
 

C55 430 6/25  
 

e1 4/4-  2/5-  (C/m2) 

C11 e3 6/18  1/15  
 

e5 6/11  7/12  
 

K1 112 5/6  (nF/m)  

K3 126 6/5  
 

 
5700 7500 2(kg/m )  

 

حبَ ثب تزویت ٔؼبدلات اسبسی ٔزثٛـ ثٝ لایٝ پیشٚاِىتزیه 

 -( ٚ ٔیذاٖ اِىتزیىی3جبثجبیی ) -( ٚ رٚاثف وز٘ص20)

ثؼذ وزدٖ ٚ ثی ذف سٔبٖ ثب استفبدٜ اس ٔؼبدلاتٚ ح پتب٘سیُ

(، 22(، )21ُ وٛادریچز رٚاثف )اػٕبَ رٚش دیفزا٘سیٔؼبدلات ٚ 

 آٔذٜ است. دست ثٝ( 25( ٚ )24(، )23)

(1)

11 13 1

1
i

N
i i

x ik k

k

dw dh
c g u c e

L dz dz






             (21)  

(1)

13 33 3

1
i

N
i i

z ik k

k

dw dh
c g u c e

L dz dz






            (22)  

(1) (1)

. 5

1 1

N N
i

xz i ik k ik k

k k

du h h
g w e g

dz L L
 

 

                (23)  

(1) (1)

. 5

1 1

N N
i

x i ik k ik k

k k

du h h
D e g w g

dz L L


 

               (24)  

(1)

. 1 3 3

1

N
i i

z i ik k

k

dw dh
D e g u e k

L dz dz





                   (25)  

ثز رٚی  ( DQ) حبَ ثب اػٕبَ رٚش دیفزا٘سیُ وٛادریچز
حبِت را  یثؼذ ضذٜ ٔؼبدلات فؿبٚس ثیبٔؼبدلات حزوت ٚ ٌ

 آٚردٜ ضذٜ است. دست ثٝ( 26راثكٝ )غٛرت  ثٝ

( ) ( )p p p

d
z G z

dz
  (26                                      )  

 :وٝ در آٖ

        
T

zi i i xzi zi iz u w D        
 

   
T

1....zi z zN   ,    
T

1....i Nu u u  

    pG  وٝ ثزای ٔٛاد پیشٚاِىتزیه  استٔبتزیس ؾزایت ثبثت

 (.ثخص ة پیٛستتٛا٘ذ ٔتفبٚت ثبضذ )ٚ پبییٗ ٔی سكح ثبلا
 ثبضذ.ٔی (27)غٛرت راثكٝ  ثٝٔؼبدِٝ ثبلا  ٔیحُ ػٕٛ    

(27)                     ( ) (0) 0sG z

pz e at Z h    

( )
( ) a p fa

G h hG z

p fz e e at h h Z h
     

 
(28 )  

وٙٙذٜ، حبَ ارتجبـ ثیٗ سكٛح وٝ ثٝ تزتیت اس ثبلا تحزیه     
 ثبضذ.ٔی (29) راثكٝ تیز ٞذفٕٙذ ٚ سٙسٛر ثٝ غٛرت

( ) ( )a

p fh M h h   (29                                    )  

( ) ( )f

p f ph h M h   (30                                  )  

( ) ( )s

p f ph h M h             (31                          )  

( ) (0)a

ph M                  (32                            )  

( ٔمبدیز دادٜ ضذٜ است.32( ٚ )31(، )30رٚاثف ) وٝ در     

 expa

a pM G h  
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 expf

f fM G h  

 exps

s pM G h  

 ي شرایط مرزی میماتریس تبدیل عمً -3
) ( ٚ ضزـ30) اس ٔؼبدِٝ ) ( ) 0p fh h h     سكز اس

 ذ.آی ٔی دست ثٝ( 33ٔمذار )ضطٓ 

(33)

 6

65

1
( ) ( )

1,..., 4, 1,...,6

a m

z p f j p fa
D h h m h h

m

j k

      

 

 

در سكٛح تحزیه تٛاٖ ارتجبـ ٔتغیزٞبی حبِت پس ٔی     

 ( ٘ٛضت.34)غٛرت  ثٝوٙٙذٜ را 
( ) ( )m a m

p fh Z h h    

 5 6

65

1
, , 1,...,4a a a a

ij i ja
Z m m m i j

m

 
         
 

 

      
Tm

zi i i xziz u w      (34                           )  

ح ثبلا ٚ ارتجبـ سكٛتٛاٖ ( ٔی32) ثب استفبدٜ اس ٔؼبدِٝ     

 .٘ٛضت (35پبییٗ سٙسٛر ثٝ غٛرت )

( ) (0)m s m

sh Z  

 5 6

66

1
, , 1,...,4s s s s

ij i js
Z m m m i j

m

 
         
 

(35      )  

اس آ٘جب وٝ ٔتغیزٞبی حبِت ثزای تحزیه وٙٙذٜ، تیز     

تٛاٖ ثب استفبدٜ اس ٔی ،ٞذفٕٙذ ٚ سٙسٛر یىسبٖ ٚ پیٛستٝ ضذ

ٔؼبدِٝ غٛرت  ثٝٛح ثبلا ٚ پبییٗ تیز را رٚاثف ثبلا ارتجبـ سك

 .٘ٛضت (36)

( ) (0)h S     ,   a f sS Z M Z                       (36)  

 

 تیر ريی بستر الاستیک  -4
در  ٚیٙىّز -پبرأتزی یب پستز٘بن الاستیه ٔذَ دٚ ثزای ثستز

در سكح سیزیٗ تیز ثب لزاردادٖ ثستز  .]8[ ٘ظز ٌزفتٝ ضذ

0z  ضٛد.( حبغُ ٔی37)غٛرت راثكٝ  ثٝٔمذار تٙص را  

(37                )                         
2

2z w g

w
k w k

x



 


 

ٔؼبدِٝ  DQٚ اػٕبَ رٚش  (37) ثؼذ وزدٖ راثكٝحبَ ثب ثی    

 آیذ.ٔی دست ثٝ( 38)

(38)(2)

. 2

55 55

, 1,...,
gw

z i i N ij

k hk h
Kw K I g i j N

c c L
      

ت الاستیه لایٝ ثزضی ؾزی gKؾزیت ٚیٙىّز ٚ  wKوٝ      

ثؼذ فزوب٘س ثؼذ ایٗ ؾزایت ٚ پبرأتز ثیثی ثبضذ. ضىُٔی

 در ٘ظز ٌزفتٝ ضذٜ است. (39قجیؼی ثٝ غٛرت )
24

, , /
gw

w g

L kL k
k k L h D

D D
     

(39            )                                      
3

55

212(1 )

c h
D





 

الاستیه در پبییٗ تیز،  ضزایف تٙص در ثبلا ٚ ثستزثب اػٕبَ      

 د.ضٛ ( حبغُ ٔی40ٔؼبدِٝ )( 18ثز رٚی ٔؼبدِٝ )

 

 

 

(40) 

 
 
 
 

 
 
 
 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44 0

0

0 0
z h z

s s s s kw

u s s s s u

w s s s s w

s s s s
 

    
    
       

    
        

 

 دست ثٝ( 41( ٔؼبدِٝ )40دستٍبٜ ) اس سكزٞبی اَٚ ٚ چٟبرْ

 آیذ.ٔی

 

(41) 
12 11 13

42 41 43

0

0

s ks s u

s ks s w

     
    

     
 

ٔسبٚی غفز لزار دادٖ دتزٔیٙبٖ ٔبتزیس ؾزایت ثب حبَ     

 آیذ.  ٔی دست ثٝ  ثؼذثی فزوب٘س قجیؼیپبرأتزٞبی  ،راثكٝ ثبلا

 

 َاوتایج عددی ي مقایسٍ -5
اس  xآٚردٖ ٘تبیج ػذدی، ٘مبـ ٕ٘ٛ٘ٝ در جٟت  دست ثٝثزای 

 >.5=ضٛد  ٔیاستفبدٜ رٚش چپیطف 

(42)
 

( 1)
1 cos

2 1
i

L i
x

N

 
   

 

آٚردٖ  دست ثٝاثتذا ٍٕٞزایی ٚ دلت رٚش ارائٝ ضذٜ ثب      

ثؼذ اِٚیٗ دٜ فزوب٘س ثی
55/h c    یه تیز ٞذفٕٙذ

11ثب خٛاظ  در حبِت ثذٖٚ ثستز الاستیه 139GPaoc  ،

13 14GPaoc  ،33 336.4GPaoc  ،55 162.5GPaoc  ،

7500o   ٜٚ1 ضبخع ٌزادیبٖ ٔبد 0.5  ٚ 2 0  

سبدٜ  ٔزسی در حبِت ضزایف 1fh= ،15=L ٚ 7=L اثؼبد

> ٚ 8= جی یبً٘ایٗ ٘تبیج، ثب ٘تبیج  ٔمبیسٝاػتجبردٞی ضذٜ، ٚ 

دٞذ وٝ ایٗ  ٘طبٖ ٔی=N 14ثزای  2جذَٚ در > 11= ِٛ ٚ چٗ

  ٚ دلت خٛثی ثزخٛردار است. رٚش اس سزػت ٍٕٞزایی
ثؼذ تیز ٞبی قجیؼی ثیفزوب٘س 4ٚ  3ٞبی در جذَٚ    

1ٞذفٕٙذ دٚ جٟتٝ ثٝ اسای  0.5   ٔمبدیز ٔختّف ثزای ٚ

2 ٜ٘سجت ؾخبٔت ثٝ قَٛ ثٝ تزتیت ثزای ضزایف سبد ٚ-

 ٌیزدار آٚردٜ ضذٜ است.-سبدٜ ٚ ٌیزدار

 [
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 (=14N) سبدٜ-جذَٚ اػتجبرسٙجی ثزای ضزایف سبدٜ 2 جديل

l/h=7   

 

 l/h=15   

  

 ضٕبرٜ

>8= یبً٘ >11= ِٛ ٚ چٗ   

 

>8= یبً٘ >11= ِٛ ٚ چٗ   ٔذ حبؾز 

052247/0  052471/0  

 

01157/0  011573/0  0116/0  1 

20073/0  200728/0  

 

0458/0  045802/0  0458/0  2 

4142/0  414204/0  

 

10132/0  10132/0  1013/0  3 

42382/0  42381/0  

 

17613/0  176131/0  1761/0  4 

70002/0  70002/0  

 

1933/0  193292/0  1933/0  5 

82837/0  82837/0  

 

26792/0  267917/0  2678/0  6 

01246/1  012418/1  

 

37431/0  374299/0  3734/0  7 

242446/1  242455/1  

 

38659/0  386591/0  3867/0  8 

34946/1  34937/1  

 

49308/0  493424/0  5009/0  9 

6564/1  656398/1    57988/0  579877/0  5800/0  10 

 

h/ٚ ٘سجت  2ٚ ٔمبدیز ٔختّف ثزای  1; 5/0تغییزات فزوب٘س قجیؼی تیز ثٝ اسای  3جديل  l ٜسبدٜ -ثزای ضزایف سبد 

5  4  3  2  1  2  hf/l 

244/0  2304/0  2201/0  1014/0  026/0  5/0  1/0  

251/0  2436/0  2204/0  1017/0  0262/0  1 

 265/0  2543/0  2215/0  1028/0  027/0  2 

 363/0  2806/0  2294/0  1101/0  0313/0  5 

 394/0  3096/0  2542/0  1304/0  0409/0  10 

 660/0  5493/0  4818/0  3744/0  1016/0  5/0  2/0  

663/0  5603/0  5073/0  3754/0  1023/0  1 

 668/0  5842/0  5286/0  3794/0  1052/0  2 

 14/1  7908/0  5712/0  4053/0  1218/0  5 

 32/1  869/0  6534/0  4764/0  1571/0  10   

 

h/ٚ ٘سجت  2ٚ ٔمبدیز ٔختّف ثزای  1;5/0تغییزات فزوب٘س قجیؼی تیز ثٝ اسای  4جديل  l ثزای ضزایف ٌیزدار 

5  4  3  2  1  2  hf/l 

2762/0  2623/0  2577/0  1374/0  0507/0  5/0  1/0  

2838/0  2626/0  2581/0  1377/0  0509/0  1 

 2962/0  264/0  2679/0  1388/0  052/0  2 

 4267/0  3185/0  2738/0  1461/0  0587/0  5 

 443/0  3295/0  3091/0  1663/0  0761/0  10 

 8362/0  5524/0  5154/0  4886/0  1716/0  5/0  2/0  

8369/0  5675/0  5426/0  4901/0  1725/0  1 

 8396/0  5923/0  5659/0  5256/0  176/0  2 

 364/1  8579/0  6369/0  5344/0  1977/0  5 

 425/1  9137/0  6586/0  6494/0  2541/0  10   

 

یبثذ وٝ دلاِت ثز سخت ثؼذ افشایص ٔیقَٛ فزوب٘س قجیؼی ثیٚ ٘سجت ؾخبٔت ثٝ  2ضٛد وٝ ثب افشایص ٔمذار ٔطبٞذٜ ٔی
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ٞب در ضزایف ٕٞچٙیٗ ثیطتز ثٛدٖ فزوب٘س ثبضذ.ضذٖ ٔبدٜ ٔی

تٛاٖ سبدٜ را ٔی-ٌیزدار ٘سجت ثٝ سبدٜ-ٌیزدار ٌبٞیتىیٝ

 ٔلاحظٝ ٕ٘ٛد.

ٞبی حبَ در ادأٝ ٕٞبٖ تیز ٞذفٕٙذ دٚ جٟتٝ در ثیٗ لایٝ      

 1/0پیشٚاِىتزیه ثب ؾخبٔت 
ph  ٝ1خٛاظ آٖ در جذَٚ  و 

 5ٚ  4وٝ ٘تبیج ایٗ حبِت در جذاَٚ  ضٛد ٔیٔمیذ  ،آٚردٜ ضذٜ

ٌبٞی ٌیزدار ٚ سبدٜ آٚردٜ ضذٜ ثٝ تزتیت ثزای ضزایف تىیٝ

 ،لایٝ پیشٚاِىتزیه ثٝ تیزاست. در ایٗ حبِت ثب اؾبفٝ ضذٖ 

 یبثذ.فزوب٘س قجیؼی افشایص ٔی

پیشٚاِىتزیه رٚی ثستز  ةدر ادأٝ تیز ٞذفٕٙذ دٚ جٟت     

وٝ ٘تبیج ضزایف  ضٛد دادٜ ٔیالاستیه دٚ پبرأتزی لزار 

ٚ ٔمبدیز ٔختّف  ثبثت 1ٌیزدار ثٝ اسای -ٌبٞی ٌیزدار تىیٝ

2قَٛ در ، ؾزایت ثستز الاستیه ٚ ٘سجت ؾخبٔت ث ٝ

 2 ،2;2  ٚ5;2;1ثٝ تزتیت ثزای   8ٚ  7، 6ٞبی جذَٚ

ضٛد ٔمذار پبرأتزٞبی فزوب٘س ثیبٖ ضذٜ است وٝ ٔطبٞذٜ ٔی

 یبثذ. ٚ افشایص ؾزایت ثستز الاستیه افشایص ٔی 2ثب افشایص 

 

h/ٚ ٘سجت  2ٚ ٔمبدیز ٔختّف ثزای  1;5/0ٞبی پیشٚاِىتزیه ثٝ اسای تغییزات فزوب٘س قجیؼی تیز دٚجٟتٝ ٔمیذ در لایٝ 5جديل  l  ثزای

 (N;14) سبدٜ-سبدٜضزایف 

5  4  3  2  1  2  hf/l 

275/0  1792/0  1674/0  098/0  0374/0  5/0  1/0  

275/0  1793/0  169/0  0982/0  0376/0  1 

 276/0  1797/0  1755/0  0988/0  038/0  2 

 280/0  2222/0  1832/0  1032/0  0415/0  5 

 610/0  294/0  193/0  1214/0  0561/0  10 

 567/0  5245/0  3291/0  318/0  1326/0  5/0  2/0  

566/0  5245/0  3331/0  3189/0  1329/0  1 

 562/0  525/0  3503/0  3216/0  134/0  2 

 939/0  7547/0  5363/0  3384/0  1423/0  5 

 952/0  7993/0  5042/0  4381/0  1707/0  10   

 
2ٞبی پیشٚاِىتزیه رٚی ثستز الاستیه ثٝ اسای ثب لایٝ ثزای تیز دٚجٟتٝ فزوب٘س پبرأتزٞبی 6جديل  1 حبِت ٌیزدار 

  kg =1000       kg =100       kg =0       

 
wk  h/l 

 ٔذ اَٚ ٔذ دْٚ ٔذ سْٛ
 

 ٔذ اَٚ ٔذ دْٚ ٔذ سْٛ
 

 ٔذ اَٚ ٔذ دْٚ ٔذ سْٛ
 48/158  193/100  981/47  

 

762/103  499/57  528/23  

 

567/95  361/50  637/18  

 

0 05/0  

61/158  193/100  246/48  

 

762/103  631/57  924/23  

 

567/95  493/50  166/19  

 

100 

 01/159  986/100  832/49  

 

555/104  085/59  097/27  

 

492/96  08/52  999/22  

 

1000 

 13/92  396/88  966/45  

 

264/88  244/52  008/22  

 

573/79  975/44  084/17  

 

0 1/0  

22/92  397/88  164/46  

 

363/88  410/52  404/22  

 

672/79  173/45  580/17  

 

100 

 22/92  429/88  816/47    222/89  864/53  775/25    597/80  858/46  710/21    1000   

 

2ٞبی پیشٚاِىتزیه رٚی ثستز الاستیه ثٝ اسای ثب لایٝپبرأتزٞبی فزوب٘س ثزای تیز دٚجٟتٝ  7جديل  2  رحبِت ٌیزدا 

  kg =1000       kg =100       kg =0   

 
wk  h/l 

 ٔذ اَٚ ٔذ دْٚ ٔذ سْٛ
 

 ٔذ اَٚ ٔذ دْٚ ٔذ سْٛ
 

 ٔذ اَٚ ٔذ دْٚ ٔذ سْٛ
 485/158  193/100  991/47  

 

027/104  763/57  528/23  

 

963/95  758/50  034/19  

 

0 05/0  

618/158  193/100  246/48  

 

159/104  895/57  924/23  

 

963/95  89/50  430/19  

 

100 

 014/159  986/100  832/49  

 

820/104  217/59  229/27  

 

889/96  476/52  263/23  

 

1000 

 130/92  396/88  966/45  

 

363/88  575/52  008/22  

 

738/79  504/45  282/17  

 

0 1/0  

229/92  397/88  164/46  

 

429/88  740/52  404/22  

 

837/79  702/45  778/17  

 

100 
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923/92  429/88  816/47    255/89  161/54  742/25    729/80  354/47  876/21    1000   

2ٞبی پیشٚاِىتزیه رٚی ثستز الاستیه ثٝ اسای ثب لایٝ دٚجٟتٝ تیز ثزای فزوب٘س پبرأتزٞبی 8 جديل 5  حبِت ٌیزدار 

  kg =1000       kg  100;        kg=0   

 
wk  h/l 

 ٔذ اَٚ ٔذ دْٚ ٔذ سْٛ
 

 ٔذ اَٚ ٔذ دْٚ ٔذ سْٛ
 

 ٔذ اَٚ ٔذ دْٚ ٔذ سْٛ
 485/158  193/100  998/47  

 

274/106  613/59  321/24  

 

739/98  665/53  413/21  

 

0 05/0  

618/158  193/100  246/48  

 

406/106  746/59  717/24  

 

871/98  797/53  809/21  

 

100 

 014/159  986/100  832/49  

 

067/107  067/61  890/27  

 

665/99  384/55  378/25  

 

1000 

 130/92  396/88  966/45  

 

561/88  119/55  074/22  

 

903/79  700/49  736/18  

 

0 1/0  

229/92  397/88  164/46  

 

660/88  284/55  470/22  

 

003/80  865/49  199/19  

 

100 

 923/92  429/88  816/47    454/89  639/56  808/25    895/80  385/51  999/22    1000   
 

 ٕٞچٙیٗ ثب افشایص ٘سجت ؾخبٔت ثٝ قَٛ ٔمذار    

تٛاٖ ٔطبٞذٜ وزد وٝ یبثذ. ٔیپبرأتزٞبی فزوب٘س وبٞص ٔی

ثبضذ. ؾزیت لایة ثزضی ٔٛثزتز اس ؾزیت لایٝ ٚیٙىّز ٔی

ضٛد وٝ ثٝ اسای ٔمبدیز ثشري ؾزایت ٕٞچٙیٗ ٔطبٞذٜ ٔی

ضٛ٘ذ، ثٝ ػجبرت دیٍز ثٝ پبرأتزٞبی فزوب٘س تمزیجب ثبثت ٔی

 وٙٙذ.سٕت ٔمذار ٔطخػی ٔیُ ٔی

ٛدار تغییزات اِٚیٗ فزوب٘س قجیؼی ثز حست ٕ٘ 2در ضىُ     

ؾزیت لایٝ ثزضی ثزای ٔمبدیز ٔختّف ؾزیت ٚیٙىّز ٔطبٞذٜ 

ثزای  10000. در ایٗ ٕ٘ٛدار ثٝ اسای ٔمذار وٕتز اس ضٛد ٔی

وٙذ ؾزیت لایٝ ثزضی فزوب٘س ثٝ سٕت ٔمذار ٔؼیٙی ٔیُ ٔی

ٕ٘ٛدار  3وٝ دیٍز ثٝ ؾزیت لایٝ ٚیٙىّز ثستٍی ٘ذارد. در ضىُ 

قجیؼی ثزحست ؾزیت لایٝ ٚیٙىز ثٝ اسای  ِٚیٗ فزوب٘سا

وٝ دیذٜ  ضٛد ٔیٔمبدیز ٔختّف ؾزیت لایٝ ثزضی ٔطبٞذٜ 

یبثذ. در ضٛد ثب افشایص ؾزایت لایٝ ثستز فزوب٘س افشایص ٔی ٔی

ثبثت  فزوب٘س تمزیجبً 10000ایٗ ٕ٘ٛدار ثٝ اسای ٔمذار ثیطتز 

ثب ٔمبیسٝ  .ضذٜ ٚ دیٍز ثٝ ؾزیت لایٝ ثزضی ثستٍی ٘ذارد

ثز ثٛدٖ ؾزیت لایٝ ثزضی ؤتٛاٖ ثٝ ٔٔی 3ٚ  2 ٕ٘ٛدارٞبی

 ٘سجت ثٝ ؾزیت لایٝ ٚیٙىّز پی ثزد. 

 

 
gK  

 

اِٚیٗ فزوب٘س قجیؼی ثزحست  اتتغییز 2شکل 
gK 

تغییزات اِٚیٗ فزوب٘س قجیؼی تیز ثٝ  5ٚ  4ٞبی ضىُ     
ثٝ اسای ٔمبدیز ٔختّف ؾزایت ثستز  2  ٚ1تزتیت ثزحست 

 2ضٛد ثب افشایص دٞٙذ. ٔطبٞذٜ ٔیالاستیه را ٘طبٖ ٔی
 یبثذ.وبٞص ٔی 1اِٚیٗ فزوب٘س قجیؼی افشایص ٚ ثب افشایص 

 

 
wK  

 

wk اِٚیٗ فزوب٘س قجیؼی ثزحست اتتغییز 3شکل 
 

 

 
2  

 

 2 ثزحست قجیؼی اِٚیٗ فزوب٘سات تغییز 4 شکل
 

 گیریوتیجٍ -6

Kg=0, Kw=0 
 

Kg=10, Kw=0 
 

Kg=0, Kw=10 
 

Kg=10, Kw=10 

Kw=1000 
 

Kw=100 
 

Kw=0 

Kg=1000 
 

Kg=100 
 

Kg=0 
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ٞبی دیفزا٘سیُ وٛادریچز ٚ ایٗ ٔمبِٝ ثب استفبدٜ اس تزویت رٚش
حبِت یه حُ الاستیسیتٝ ثزای ثزرسی ارتؼبضبت آساد ٚ فؿب

ٞذفٕٙذ دٚ جٟتٝ ٔمیذ ثب تأثیز ثستز الاستیه در یه تیز 
 ٞبی پیشٚاِىتزیه ارائٝ ضذٜ است. لایٝ

 

 
1  

 1 تغییز اِٚیٗ فزوب٘س ثزحست 5شکل 
 

ٚ  ٜپستز٘بن استفبدٜ ضذ-ثزای ثستز الاستیه اس ٔذَ ٚیٙىّز

ثٝ غٛرت  ٚ قِٛی وٝ خٛاظ تیز در راستبی ؾخبٔت ٜفزؼ ضذ

وٙذ. استفبدٜ اس رٚش دیفزا٘سیُ وٛادریچز ٕ٘بیی تغییز ٔی

ِٝ را ثزای ضزایف ٔزسی ٔختّف را فزاٞٓ أأىبٖ حُ ایٗ ٔس

وزد. ٘تبیج ثٝ دست آٔذٜ درستی ٚ دلت ایٗ رٚش را تػذیك 

است.  ٕ٘ٛد ٚ ٘طبٖ داد وٝ ٍٕٞزایی در ایٗ رٚش سزیغ

 1ثؼذ تیز ثب افشایص ٔمذار ضذ وٝ فزوب٘س قجیؼی ثی ٔطبٞذٜ

)ضبخع ٌزادیبٖ خٛاظ ٔٛاد در راستبی ؾخبٔت( وبٞص 

یبثذ وٝ دلاِت ثز وبٞص سختی تیز ٚ ٕٞچٙیٗ ٔطبٞذٜ  ٔی

)ضبخع ٌزادیبٖ خٛاظ ٔٛاد در  2ضٛد وٝ ثب افشایص ٔی

وٝ دلاِت ثز  یبثذراستبی قِٛی( فزوب٘س قجیؼی افشایص ٔی

دیذٜ ٕٞچٙیٗ ثبضذ. افشایص سفتی ٔبدٜ در ایٗ جٟت ٔی

ضٛد ٚجٛد لایٝ پیشٚاِىتزیه رٚی تیز ثبػث افشایص فزوب٘س  ٔی

د. در حبِت تیز رٚی ثستز الاستیه ثب افشایص  ٘سجت ضٛتیز ٔی

ٌبٞی اس سبدٜ ثٝ وبٞص ٚ ثب تغییز ضزایف تىیٝؾخبٔت ثٝ قَٛ 

ضٛد وٝ ؾزیت الاستیه ٌیزدار افشایص، ٕٞچٙیٗ ٔطبٞذٜ ٔی

لایٝ ثزضی ٘سجت ثٝ ؾزیت ٚیٙىّز، ثز رٚی رفتبر ٔىب٘یىی تیز 

ٞبی ٌزادیبٖ ضبخع ثٝ اسای ٔمبدیز ثشري ٕٞچٙیٗثزتز است. ؤٔ

، تغییز ؾزایت پبرٔتزٞبی ثستز خٛاظ ٔبدٜ
g wk ,k  ثز رٚی

 ثبضذ.  ٔی تأثیزات تمزیجب ثیتأثیزثؼذ فزوب٘س قجیؼی پبرأتز ثی
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