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 1396 دی 14دریافت: 
 1396 بهمن 23پذیرش: 

 1396اسفند  11ارائه در سایت: 

پذیر پیشنهاد شده است. مدل سازی شکست مواد شکلدر این مقاله با ترکیب مدل رفتار پلاستیک و روش میدان فاز مدلی جهت شبیه 
ها، خاک، بتن و دیگر مواد وابسته به فشار قابل استفاده است، با روش میدان پراگر که هم برای فلزات و هم برای پلیمرها، فوم-دراکرپلاستیسیته 

پذیر را دارد. چگونگی فاز ترکیب شده است. به عبارت دیگر مدل توانایی در نظر گرفتن اثرات فشار در فرآیند تسلیم و شکست مواد شکل
سازی و دیگر جزئیات حل تشریح شده است. سازی اجزای محدود مدل، گسستهسازی انرژی کل، پیادهدلات حاکم از کمینهاستخراج معا

گیری ارائه شده و چگونگی ترکیب رفتار ماده با متغیر میدان فاز جهت در نظر گرفتن اثرات ترک شرح داده شده است. های انتگرالالگوریتم
سازی عددی، چگونگی غیری جهت کنترل نیروی محرکه میدان فاز، معرفی شده است. در انتها با کمک شبیهجهت کنترل فرآیند شکست، مت

هایی با هندسه و بارگذاری دست آمده است. نمونهمحدوده ثابت طول برای تقریب دقیق ترک به تقریب ترک به روش میدان فاز بررسی شده و
ها با اطلاعات تجربی موجود تأیید شده گیری پیشنهادی با مقایسه با مقایسه آنریتم انتگرالصحت و دقت مدل و الگو مختلفی انتخاب شده که

 .نشان داده شده است با استفاده از نمونه آرکان بینی مسیر ترک در مدهای مختلف شکستاست. در نهایت توانایی مدل در پیش
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 In this paper, a coupled plasticity-phase field model for ductile fracture is proposed. The Drucker-Prager 

plasticity model, which have been applied to metals, concrete, polymers, foams, and other pressure-
dependent materials, is coupled with the phase field method. The governing equations are determined 

by a minimization principle that results in balance laws for the coupled displacement-fracture phase 

field problem. Furthermore, the finite element implementation, discretization and integration algorithms 
for the proposed model are presented for three-dimensional, plane strain and plane stress states. In 

addition, to control the influence of the plastic work and its effect on the crack propagation process, a 

threshold variable is introduced. Using a numerical example, it is demonstrated that a specific length 
scale and a certain minimum element size is necessary such that the regularized crack surface converges 

to the sharp crack. The accuracy of the proposed model and integration algorithm is verified by 

comparing the obtained results with existing experimental data. In addition, the Arcan sample, by means 

of a special test setup, allows to load a sample at different direction, and thus performing mixed mode 

fracture investigation using the model. 

Keywords: 

Ductile fracture 

Phase field method 

Finite element 

Drucker-Prager 

Integration algorithm 

 

 

 مقدمه 1-

طور عمده ناشی از تغییر شکل پلاستیک است. پذیر بهشکست مواد شکل

رو نبینی شکست مواد، در طراحی مهندسی اهمیت زیادی دارد از ایپیش

های مختلف سازی پدیدهتحقیقات زیادی در این زمینه انجام شده است. مدل

پذیری، های تنش، شکلپذیر از جمله اثر حالتدر فرآیند شکست مواد شکل

های موجود در گلویی شدن، الگوی شکست، رشد ترک و ظرفیت ماده چالش

ی ترک سازسازی عددی هستند. در حل اجزای محدود، فرآیند شبیهشبیه

های صورت یک گسستگی با تغییر دادن هندسه اولیه دشوار است. روشبه

 های چسبنده، ایجادتوان به المانمختلفی در این زمینه پیشنهاد شده که می
 

 

 2مجدد هندسه جدید و روش اجزای محدود توسعه یافته 1بندیترک و المان

سازی انحنای ترک و شبیهها اساس این روش. با این حال بر[1-4]اشاره کرد 

بعدی با دشواری همراه است. همچنین ای شدن ترک در حالت سهچند شاخه

سازی حل اجزای محدود با در نظر گرفتن تغییر هندسه با رشد ترک پیاده

ها بسیار دشوار است. علت اصلی دارای انحنا و احتمال به هم پیوستن ترک

ه و تغییرات هندسه اولیه با ها وابستگی ترک به هندسدشواری این روش

روش میدان  7]-[5 تغییر ترک است. برای رفع این مشکل بوردین و همکاران

                                                                                                                                  
1 Remeshing 
2 Extended finite element method 
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اند. در صورت تقریبی را پیشنهاد کردهبا در نظر گرفتن ترک به 1فاز

شود. سازی نمیصورت گسسته شبیهسازی به روش میدان فاز ترک بهمدل

ردن ترک تیز و گسسته با یک تابع ایده اصلی در روش میدان فاز جایگزین ک

های گرادیانی در مدل شده که شباهت هموار است که منجر به ایجاد مؤلفه

. در روش آسیب گرادیانی، استفاده از [8]زیادی به مدل آسیب گرادیانی دارد 

اندازه های گرادیانی برای از بین بردن حساسیت حل اجزای محدود به مؤلفه

که روش میدان فاز هدف ندگی بوده، درحالیالمان در حضور نرم شو

سازی ترک در بخش کوچک و محدودی است که گرادیانی بزرگی دارد مدل

[11-9]. 

از روش میدان فاز جهت  [13,12]های اخیراً میه و همکاران در سال

ها با ایده گرفتن از اند. آنسازی ترک در مواد شکننده استفاده کردهمدل

دهنده استحکام و متغیر تاریخچه بارگذاری را مکانیک آسیب، تابع کاهش

دهنده ترک است، که متغیر میدان فاز، که نشاناند. با توجه به آنمعرفی کرده

عبارتی ها در حل اجزای محدود است، یا بهمستقل از هندسه، المان و گره

سازی سازی روش میدان فاز در مدلکند، پیادههندسه اصلی تغییر نمی

رو این روش توانایی های ذکر شده را ندارد. از اینفرآیند شکست، دشواری

زنی، گسترش ترک، سازی فرآیندهای پیچیده از جمله جوانهبینی و شبیهپیش

 ها را دارد.به هم پیوستن ترک ای شدن وچند شاخه

کاربرد روش میدان فاز در  [15] و بوردن و همکاران   [14]هافکارد و میه

 [16]اند. عبدالرزاق و همکاران شکست دینامیکی مواد شکننده را نشان داده

اند. با اساس روش میدان فاز شکست مواد مرکب شکننده را بررسی کردهبر

تواند از نیاز برای رشد ترک میش انرژی موردکه در این روتوجه به این

های مختلفی ایجاد شود، امکان در نظر گرفتن اثرات فیزیکی مختلف  روش

ازجمله اثر دما، میدان مغناطیسی و رفتار پلاستیک وجود دارد. بادنوا و 

با ترکیب میدان جابجایی، میدان فاز و معادله انرژی، چگونگی  [17]همکاران 

اند. همچنین سازی کردهرشد ترک در اثر تغییرات دمایی را مدل زنی وجوانه

های فاز و جابجایی، با ترکیب میدان مغناطیسی با میدان [18]میه و همکاران 

سازی کرده و متغیر میدان اثرات رشد ترک را در مواد پیزوالکتریک را شبیه

اند. کردهفاز را برای کاهش رسانایی و ایجاد عایق در محل ترک استفاده 

پذیر که با تغییر شکل پلاستیک همراه سازی شکست در مواد شکلمدل

برای رفتار ماده بر پایه مدل میزز، معرفی  [19]هستند، توسط میه و همکاران 

کننده تاریخچه در ها اثرات کار پلاستیک را در متغیر کنترلشده است. آن

سازی ر رشد ترک را مدلنظر گرفته و از این طریق تأثیر رفتار پلاستیک د

دهنده استحکام و در با تغییر تابع کاهش  [21,20]اند. آمباتی و همکارانکرده

نظر گرفتن کرنش پلاستیک معادل در تعریف آن، اثرات رفتار پلاستیک را در 

ها تعریف نیروی اند. به عبارتی در مدل پیشنهادی آنسازی کردهشکست مدل

ت تغییر شکل پلاستیک تنها از طریق تابع محرکه تغییر نداشته و اثرا

با  [22]شده است. بادنوا و همکاران  دهنده استحکام در نظر گرفتهکاهش

پذیر با سازی شکست مواد شکلاستفاده از روش میدان فاز، مدلی برای شبیه

ها از اند. در مدل پیشنهادی آندر نظر گرفتن اثرات نرخ بارگذاری ارائه کرده

ویسکو پلاستیک بر پایه مدل پلاستیک میزز با روش میدان فاز ترکیب مدل 

 شده است. بهره گرفته

شده  سازیهای ذکر شده رفتار پلاستیک بر پایه مدل میزز شبیهدر مدل

م، چگونگی دهنده استحکااست. همچنین بیشتر تحقیقات بر تابع کاهش

پلاستیک میزز و چگونگی تعریف انرژی لازم جهت  ترکیب میدان فاز و مدل

دیگر استفاده از روش عبارت پذیر متمرکز بوده و بهرشد ترک در مواد شکل
                                                                                                                                  
1 Phase field method 

کلمب و -های رفتار پلاستیک از جمله مورمیدان فاز در کنار دیگر مدل

مطالعه نشده است. همچنین تحقیقاتی که جزئیات  پراگر تاکنون -دراکر

ار پلاستیک همراه با شکست را بیان کنند، بسیار اندک گیری رفتانتگرال

پراگر و ترکیب  -اساس مدل پیوسته دراکراست. از این رو در این تحقیق بر

پذیر با قابلیت در نظر گرفتن آن با روش میدان فاز، مدل شکست مواد شکل

اثرات فشار در تسلیم ماده، ارائه شده است. در این مدل نیروی محرکه میدان 

اساس انرژی الاستیک و کار کند، براز، که رشد ترک نرم را کنترل میف

شوند. جهت کنترل شروع فرآیند پلاستیک از معادلات ساختاری محاسبه می

شکست، متغیر کنترل کار پلاستیک در محاسبه نیروی محرکه میدان فاز 

گر با پرا -گیری مدل پیوسته دراکرتعریف شده است. در ادامه فرآیند انتگرال

های فاز و جابجایی با میدان فاز ارائه شده و چگونگی حل معادلات میدان

روش اجزای محدود تشریح شده است. درنهایت توانایی مدل پیشنهادی در 

 پذیر و نیز توانایی روش حل عددیسازی فرآیند شکست مواد شکلشبیه

 های مختلف سنجیده شده است.نمونهپیشنهادی با بررسی 

 حاکم بر مدل روابط -2

 سازی ترک با روش میدان فازمدل -2-1

سازی ترک به روش میدان فاز محاسبه تقریبی ناپیوستگی پایه و اساس مدل

شود که در بیان می 𝛤𝑙 صورت تقریببه 𝛤ترک است. در این روش ناپیوستگی 

ای کند ترک در چه محدودهثابت مقیاس طول بوده که مشخص می 𝑙آن 

𝑙به عبارتی در حالتی که  گسترده شود. → شود. نزدیک می 𝛤𝑙به  𝛤باشد،  0

 بعدی توزیع ترک گسسته و تقریب آن نشان دادهدر حالت یک "1شکل "در 

 بعدی از تابع نمایی جهت تقریب زدن حالت گسستهشده است. در حالت یک

 شود.ترک به شکل زیر استفاده می

(1) 𝑑(𝑥) = 𝑒−|𝑥|/𝑙 
دهد. تابع نمایی فوق دارای میدان فاز را نشان می dمتغیر  (1)در رابطه 

𝑑(0)شرایط  = (±)𝑑و  0 = 𝑑است. در حالتی که  0 = است ماده  0

𝑑بدون آسیب بوده و  = طورکلی دچار آسیب دهد که ماده بهنشان می 1

 معادله دیفرانسیلی همگن زیر است:حل  (1)شده است. رابطه 

(2) 𝑑 − 𝑙2𝑑,𝑥𝑥 = 0 
 (2)کننده مشتق است. به کمک رابطه که در آن علامت کاما بیان

 تقریب زد: 𝛤𝑙را با تابع  𝛤توان می

(3) 𝛤𝑙 = ∫𝛾𝑙

 

Ω

𝑑𝑉 = ∫
1

2𝑙
(𝑑2 + 𝑙2𝑑,𝑥

2 )

 

Ω

𝑑𝑉 = 0 

ا ر 𝛾𝑙تابع چگالی سطح ترک است. در حالت چند بعدی  𝛾𝑙که در آن 

 توان به شکل زیر تعریف کرد.می

(4) 𝛾𝑙 =
1

2𝑙
(𝑑2 + 𝑙2𝑑,𝑖

 𝑑,𝑖
 ) 

شده باشد،  عنوان متغیر غیرمحلی انتخابدر حالتی که متغیر آسیب به

. [11,8]شباهت زیادی با مدل غیرمحلی گرادیانی ضمنی دارد  (4)رابطه 

مدل غیرمحلی گرادیانی ضمنی اغلب جهت از بین بردن حساسیت به تراکم 

شود. رند استفاده میهایی که ناپایداری داشبکه در حل اجزای محدود مدل

سازی آسیب و پلاستیسیته همراه با کرنش نرمی، از مدل برای نمونه در مدل

عنوان محدودکننده محلی شدن و روش گرادیانی در راستای غیرمحلی به

. [10,9]شود ها استفاده میناستقلال نتایج حل اجزای محدود از اندازه الما

نی برای تقریب زدن ترک مناسب سازی غیرمحلی گرادیانی ضمالبته مدل

𝑙. در مدل غیرمحلی اگر ثابت طول کوچک شود [11]نیست  → مدل  0

 و اثر آن در جلوگیری از محلی شدنغیرمحلی به مدل محلی نزدیک شده 
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Fig. 1 Sharp (top) and diffusive crack (bottom)  

 ترک تیز )بالا( و تقریب ترک )پایین( 1شکل 

تغییر شکل و جلوگیری از ایجاد رفتار غیر فیزیکی ناشی از آن، کاهش 

 یابد.می

صورت تابعی پذیر، انرژی کل بهسازی رشد ترک در مواد شکلجهت مدل

 :شودصورت زیر بیان میبه dو میدان فاز  uجایی از میدان جابه

(5) 

𝐸(𝑢, 𝑑) = ∫𝑔𝑐𝛾𝑙𝑑𝑉

 

Ω

+ ∫𝑔(𝑑){𝛽𝑒𝜓0
𝑒𝑙(𝜀 − 𝜀𝑝)

 

Ω

+ 𝛽𝑝〈𝜓
𝑝(𝛼) −𝑊0〉}𝑑𝑉 

که در آن اولین بخش از سمت راست معادله، انرژی شکست بوده که با 

پلاستیک است. -شود و بخش دوم انرژی الاستیکرشد ترک تولید می

های کنترل شکست شکننده ناشی از به ترتیب متغیر 𝛽𝑝و  𝛽𝑒همچنین 

بخش الاستیک و شکست نرم ناشی از بخش پلاستیک رفتار ماده هستند. در 

 𝜓𝑝انرژی مورد نیاز برای تولید سطح واحدی از ترک و  𝑔𝑐 متغیر (5)رابطه 

 شوداساس رابطه زیر تعریف میبر کار معادل پلاستیک است که
(6) 𝜓̇𝑝 = 𝛾̇‖𝒔‖ 

نرم تانسور است.  ‖∙‖تانسور تنش انحرافی و علامت  𝑠که در آن 

حد بحرانی شروع شکست نرم است. این متغیر جهت کنترل  𝑊0همچنین، 

صورت به 〈∙〉علامت  (5)شده است. در رابطه  شروع فرآیند شکست نرم تعریف

 شود:زیر تعریف می

(7) 

〈𝑥〉 = {
𝑥       اگر     𝑥 ≥ 0 

𝑥     اگر       0 < 0
 

شود که کار پلاستیک معادل به به عبارتی رشد ترک نرم زمانی شروع می

تابع کاهش دهنده  𝑔(𝑑)حد بحرانی کار پلاستیک رسیده باشد. در نهایت 

به شکل زیر بهره گرفته  استحکام ماده است. در این تحقیق از تابع مرتبه دوم

 شده است:
(8) 𝑔(𝑑) = (1 − 𝑑)2 

,𝐸(𝑢زم است که انرژی کل برای رسیدن به حالت تعادل، لا 𝑑)  کمینه

 شود:

(9) 

𝛿𝐸(𝑢, 𝑑) =
𝜕𝐸(𝑢, 𝑑)

𝜕𝜀
𝛿𝜀 +

𝜕𝐸(𝑢, 𝑑)

𝜕𝑑
𝛿𝑑 +

𝜕𝐸(𝑢, 𝑑)

𝜕𝑑̇
𝛿𝑑̇

= 0 
شرط لازم برای کمینه شدن انرژی این است که تغییرات انرژی کل برای 

صفر شود. بر همین اساس، شکل قوی معادلات حاکم  𝛿𝑑و  𝛿𝜀تمامی مقادیر 

 آیند:جایی و فاز به دست میهای جابهمیدانبر 

(10) 𝛻 ∙ 𝜎 = 0 

(11) 

𝑔𝑐
𝑙
(𝑑 − 𝑙2∆𝑑) = 2(1 − 𝑑)[𝛽𝑒𝜓0

𝑒𝑙(𝜀 − 𝜀𝑝)

+ 𝛽𝑝〈𝜓
𝑝(𝛼) −𝑊0〉] 

تانسور تنش کوشی است. نیروی محرکه میدان فاز در سمت  𝜎که در آن 

شده است. بخشی از نیروی محرکه ناشی از کار تعریف  (11)راست رابطه 

پلاستیک بوده که قابل بازگشت نیست. اما بخش دیگر انرژی الاستیک ماده 

رو ممکن است که بخشی از پذیری دارد. ازاینبدون آسیب است که بازگشت

قبول نیست.  ترک پس از باربرداری از بین رود که از نظر فیزیکی قابل

فی برای جلوگیری از این فرآیند پیشنهاد شده است. در این های مختلروش

شده که از متغیر استفاده  [13]تحقیق از روش پیشنهادی میه و همکاران 

تاریخچه بارگذاری در مکانیک آسیب ایده گرفته است. در این روش متغیر 

 شود:صورت زیر تعریف میتاریخچه نیروی محرکه به

(12) ℋ = 𝛽𝑒max
[0,𝑡]

(𝜓0
𝑒𝑙(𝜺 − 𝜺𝑝)) + 𝛽𝑝〈𝜓

𝑝(𝛼) −𝑊0〉 

قید  (12)با توجه به دائمی بودن بخش پلاستیک، در رابطه 

شده است. براساس این ناپذیری فقط روی انرژی الاستیک تعریف بازگشت

 شود:تعریف، معادله ساختاری میدان فاز به شکل زیر بازنویسی می

(13) 
𝑔𝑐
𝑙
(𝑑 − 𝑙2∆𝑑) = 2(1 − 𝑑)ℋ 

 تاریخچه بارگذاری است، قید بازگشتروش دیگری که برای حفظ 

کند صورت مستقیم اعمال میناپذیری را روی درجات آزادی میدان فاز به

های مختلف حفظ بازگشت . برای مطالعه بیشتر اثرات استفاده از روش[23]

 شود.پیشنهاد می [24]ناپذیری میدان فاز، مقاله لینس و همکاران 

 با میدان فازپراگر پیوسته -مدل دراکر -2-2

افتد که پراگر فرض بر این است که تسلیم زمانی اتفاق می–در مدل دراکر

به مقدار بحرانی  Pتنش انحرافی و ضریبی از تنش هیدرواستاتیک   2Jنامتغیر 

 برسد:

(14) 𝑓(𝜎) = √𝐽2(𝑠(𝜎)) + 𝜂𝑃(𝜎) − 𝑔(𝑑)𝜉𝑐 
که مدل ثابت چسبندگی است. همچنین با توجه به این cکه در آن 

 𝜂و  𝜉کلمب است، دو ثابت ماده –پراگر حالت هموار تابع تسلیم مور–دراکر

 شوند. سطح تسلیمکلمب استفاده می–جهت تقریب زدن مدل مور

𝜂های اصلی مخروطی شکل است. اگر پراگر در فضای تنش–دراکر = شود،  0

اثر فشار هیدرواستاتیک در تسلیم از بین رفته و مدل تبدیل به مدل ون میزز 

کاهش  𝑔(𝑑)با استفاده از تابع  cشود. همچنین در رابطه فوق چسبندگی می

شده تا فرآیند شکست و نرم شوندگی ناشی از آن در مدل ایجاد گردد.  داده

در این تعریف،  𝑃ری و تنش فشا 𝑠لازم به ذکر است که تنش انحرافی 

ها اثر کاهش دیده هستند. به عبارتی در محاسبه آنهای ماده آسیبتنش

 شود.استحکام براثر رشد ترک در نظر گرفته می

شده و بر همین های کوچک در نظر گرفته در این تحقیق فرض کرنش

 شود:تقسیم می 𝜀𝑝و پلاستیک  𝜀𝑒به دو بخش الاستیک  𝜀اساس کرنش 
(15) 𝜀 = 𝜀𝑒 + 𝜀𝑝 

همچنین فرض شده است که رفتار الاستیک، خطی و همسانگرد باشد 

 محاسبه است:صورت زیر قابلاساس آن تنش کوشی بهکه بر
(16) 𝜎 = 𝑔(𝑑)De: 𝜀𝑒 = 2𝑔(𝑑)𝐺𝜀𝑑

𝑒 + 𝑔(𝑑)𝐾𝜀𝑣
𝑒𝐼 

𝜎صورت به 𝜎که در آن علامت ):( برای تانسوری مانند  = 𝜎𝑖𝑗𝜎𝑖𝑗 

به ترتیب مدول  Kو  Gتانسور الاستیک همسانگرد و  Deشود، تعریف می

𝜀𝑑همچنین تانسور  .برشی و حجمی است
𝑒  بخش انحرافی تانسور کرنش

𝜀𝑣الاستیک و 
𝑒 = 𝑡𝑟(𝜀𝑒)  کرنش حجمی الاستیک است. واضح است که

 دهد.تنش را کاهش می 𝑔(𝑑)تدریج با افزایش متغیر میدان فاز، تابع به

𝑑(𝑥) 

𝑥 

1 

 

𝑑(𝑥) 

𝑥 

1 

2𝑙 
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 الله بادنواحجت پراگر و روش میدان فاز-پذیر براساس مدل دراکرسازی شکست مواد شکلمدل

 

 03شماره  18، دوره 1397 خردادمهندسی مکانیک مدرس،  253
 

رو در رأس این پراگر یک مخروط است. از این–کرسطح تسلیم مدل درا

 مخروط تابع تسلیم نقطه تکین دارد. به همین دلیل لازم است که دو حالت 

مختلف در محاسبه قانون پلاستیک در نظر گرفته شود. در سطح مخروط تابع 

صورت زیر جریان پلاستیک به پذیر است و بردارپراگر مشتق–تسلیم دراکر

 است:

(17) 𝑁 =
𝜕𝑓

𝜕𝜎
=

1

𝐽2(𝑠)
𝑠 +

𝜂

3
𝐼 

 قانون جریان پلاستیک بر اساس بردار جریان پلاستیک به شکل زیر:
(18) 𝜀̇𝑝 = 𝛾̇𝑁 

ضریب پلاستیک است. واضح است که در بردار  𝛾است که در آن  برقرار

پراگر علاوه بر تنش انحرافی، بخش حجمی نیز -جریان پلاستیک مدل دراکر

 صورت زیر است:جریان پلاستیک  بهوجود دارد. اما در رأس مخروط بردار 

(19) 𝑁 ∈
𝜕𝑓

𝜕𝜎
 

به عبارتی بردار جریان پلاستیک در رأس مخروط در درون مخروطی که 

گیرد. برای تکمیل رفتار پلاستیک قرار می ،پراگر عمود است-وط دراکربر مخر

شوندگی ماده پس از تسلیم تعریف گردد. در مدل لازم است که سخت

 شده است: شوندگی همسانگرد استفادهپیشنهادی از سخت
(20) 𝑐 = 𝑐(𝜀̅𝑝) 

 .کرنش پلاستیک معادل است 𝜀̅𝑝که در آن 

 گیریالگوریتم انتگرال -2-3

شود. این گیری مدل پیشنهادی ارائه میدر این بخش چگونگی انتگرال

بینی الاستیک و تصحیح اساس روش نگاشت برگشتی با پیشالگوریتم بر

که بردار جریان پلاستیک روی سطح تسلیم پلاستیک است. با توجه به آن

پراگر متفاوت از بردار جریان پلاستیک در رأس  -مخروطی شکل مدل دراکر

گیری ایجاد شود. وط است، ممکن است دو حالت در الگوریتم انتگرالمخر

الت دوم برگشت به حالت اول برگشت پلاستیک روی سطح صاف مخروط و ح

 رأس مخروط است.

بینی الاستیک فرض بر آن است که رفتار ماده در بازه در مرحله پیش

,𝑡𝑛]زمانی  𝑡𝑛+1] :الاستیک است که در این وضعیت 
(21) 𝜀𝑒 trial = 𝜀𝑛

𝑒 + ∆𝜀 
(22) 𝜀𝑝 trial = 𝜀𝑛

𝑝 
(23) 𝜀̅𝑝 trial = 𝜀𝑛̅

𝑝 
(24) 𝜎trial = 𝑔(𝑑)De: 𝜀𝑒 trial 

از  n+1تر شدن روابط، اندیس لازم به ذکر است در این مقاله برای ساده

 (24)شده است. در رابطه متغیر به روز شده در انتهای گام حل حذف 

استحکام ماده را کاهش داده و پس از شروع  𝑔(𝑑)مشخص است که تابع 

افتد. تنش محاسبه در رابطه ترک، نرم شوندگی در محدوده ترک اتفاق می

جهت  (14)شود، در معادله سطح تسلیم که تنش آزمایشی نامیده می (24)

گیرد. چنانچه ماده تسلیم نشده باشد، تنش آزمایشی بررسی تسلیم قرار می

ار الاستیک دارد. در غیر این صورت لازم است که صحیح بوده و ماده رفت

شود که بازگشت به سطح تصحیح پلاستیک صورت گیرد. در ابتدا فرض می

 پراگر باشد که در این صورت: –صاف مخروط دراکر

(25) ∆𝜀𝑝 = ∆𝛾𝑁 = ∆𝛾 (
1

2√𝐽2(𝑠)
𝑠 +

𝜂

3
𝐼) 

 روزرسانی شده در انتهای گام حل با رابطه زیر بهاساس آن تنش بهکه بر

 آید:یدست م

(26) 𝜎 =  𝜎trial − 𝑔(𝑑)∆𝛾 (
𝐺

√𝐽2(𝑠)
𝑠 +

𝐾𝜂

3
𝐼) 

روز شده ، تنش انحرافی آزمایشی و تنش انحرافی به𝐽2با توجه به تعریف 

 دارای شرایط زیر هستند:

(27) 
𝑠

𝐽2(𝑠)
=

 𝑠trial

𝐽2( 𝑠
trial)

 

 شود،مجدداً بازنویسی می (26)، رابطه (27)با استفاده از رابطه 

(28) 𝜎 =  𝜎trial − 𝑔(𝑑)∆𝛾 (
𝐺

√𝐽2( 𝑠
trial)

 𝑠trial +
𝐾𝜂

3
𝐼) 

روزرسانی تنش را به دو بخش انحرافی و هیدرواستاتیک توان بهمی

 تقسیم کرد:

(29) 𝑠 = (1 −
𝑔(𝑑)∆𝛾𝐺

√𝐽2( 𝑠
trial)

)  𝑠trial 

(30) 𝑃 =  𝑃trial − 𝑔(𝑑)∆𝛾𝐾𝜂 
 (29)اساس روابط به دست آید، تنش آزمایشی بر 𝛾∆واضح است که اگر 

از شرط سازگاری استفاده  𝛾∆شود. جهت محاسبه تصحیح می (30)و 

 شود:می

(31) 𝑓 = √𝐽2(𝑠) + 𝜂𝑃 − 𝑔(𝑑)𝑐(𝜀 ̅
𝑝) = 0 
محاسبه صورت زیر قابلده بهروز شکه در آن کرنش پلاستیک معادل به

 است:
(32) 𝜀̅𝑝 = 𝜀𝑛̅

𝑝
+ ∆𝜀̅𝑝 

(33) ∆𝜀̅𝑝 = 𝜉∆𝛾 
 داریم: (31)در رابطه  (33)و  (32)،  (30)، (29)های با جایگذاری رابطه

(34) 

𝑓(∆𝛾) = √𝐽2( 𝑠
trial) + 𝜂( 𝑃trial − 𝑔(𝑑)∆𝛾𝐾𝜂)

− 𝑔(𝑑)𝑐(𝜀𝑛̅
𝑝
+ 𝜉∆𝛾) 

به کمک روش  (34)شوندگی غیرخطی باشد، رابطه غیرخطی اگر سخت

شود. اگر سخت محاسبه می 𝛾∆نیوتن و فرآیند حل تکراری حل شده و 

̅ 𝑐(𝜀شوندگی خطی به صورت 
𝑝) = 𝑐0 + 𝐻𝜀 ̅

𝑝  در نظر گرفته شود،  که در

صورت مستقیم و بدون تکرار به 𝛾∆شوندگی است، مقدار شیب سخت Hآن 

لازم است که صحت فرض اولیه یعنی  𝛾∆محاسبه است. پس از محاسبه  قابل

 ی شود. در این راستا که اگر شرط،بازگشت به سطح صاف مخروط، بررس

(35) √𝐽2(𝒔
trial) − 𝑔(𝑑)𝐺∆𝛾 ≥ 0 

باشد، فرض بازگشت به سطح صاف مخروط صحیح بوده و در غیر برقرار 

این صورت لازم است که مرحله بازگشت به رأس مخروط در نظر گرفته شود. 

 صورت زیر است:در مرحله بازگشت به رأس مخروط شرط سازگاری به

(36) 𝑔(𝑑)𝑐(𝜀𝑛̅
𝑝
+ ∆𝜀̅𝑝)

𝜉

𝜂
−  𝑃trial + 𝑔(𝑑)𝐾∆𝜀𝑣

𝑝
= 0 

𝜀̅𝑝∆که در آن  = ∆𝜀𝑣
𝑝
𝜉/𝜂  و با حل معادله فوق برحسب∆𝜀𝑣

𝑝 

 شود،روزرسانی متغیرها انجام میبه

(37) 𝜀̅𝑝 = 𝜀𝑛̅
𝑝
+
𝜉

𝜂
∆𝜀̅𝑝 

(38) 𝜎 = ( 𝑃trial − 𝑔(𝑑)𝐾∆𝜀𝑣
𝑝
)𝐼 

های سه بعدی، کرنش گیری در حالتروابط ارائه شده برای انتگرال

ای و متقارن محوری برقرار است. این امکان وجود دارد که با استفاده از صفحه

ای نیز محاسبه گیری ارائه شده، رفتار ماده در حالت تنش صفحهروش انتگرال

سون در هر نقطه راف-ها، استفاده از یک حلقه تکرار نیوتنشود. یکی از روش

𝜎33)ای گیری برای مقید کردن حالت تنش به قید تنش صفحهانتگرال = 0) 

ای، سه مؤلفه کرنش )یا کرنش الاستیک( به های کرنش صفحهاست. در حالت

گیری ارسال شده و مؤلفه خارج از صفحه صفر عنوان ورودی به نقطه انتگرال

ای، مؤلفه خارج از صفحه کرنش )یا کرنش است. اما در حالت تنش صفحه

 ده ازی کرنش خارج از صفحه، استفاالاستیک( صفر نیست. اولین فرض برا
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 آمده در انتهای گام قبل است:دست کرنش به
(39) 𝜀33

𝑒 trial = (𝜀33
𝑒 )𝑛 

بنابراین کرنش )یا کرنش الاستیک( مرحله قبل در کنار سه مؤلفه دیگر 

شوند. به عبارت گیری فرستاده میهای نقطه انتگرالکرنش، به عنوان ورودی

 دیگر بردار کرنش به صورت زیر است:

(40) [(𝜀𝑒 trial)
T

𝜀33
𝑒 trial]

T
 

گیری پیشنهادی و کرنش داده شده در با استفاده از الگوریتم انتگرال

 آید:دست میهای تنش به صورت زیر به، مؤلفه(40)رابطه 
(41) [𝜎T 𝜎33]

T 
𝜎33)به اندازه کافی کوچک باشد  𝜎33اگر تنش  < 𝜖tol) در آن صورت ،

باید تکرار نیوتن رافسون  حل به دست آمده صحیح است. در غیر این صورت

گیری ادامه یابد که در آن فرض جدید کرنش خارج از صفحه در نقطه انتگرال

 به صورت زیر خواهد بود:

(42) 𝜀33
𝑒 trial = 𝜀33

𝑒 trial −
𝜎33
𝐷22

 

 ماتریس مماسی سازگار است. 𝐷که در آن 

 فرآیند حل به روش اجزای محدود -2-4

در فرآیند حل به روش اجزای محدود لازم است که معادلات حاکم به شکل 

به ترتیب شکل قوی میدان  (13)و  (10)ضعیف نوشته شوند. معادلات 

جابجایی و میدان فاز هستند. شکل ضعیف میدان جابجایی، معادله تعادل، به 

 شک زیر است:

(43) ∫(𝛻s𝛿𝑢)T: 𝜎 𝑑𝑉

 

Ω

= ∫(𝛿𝑢)T𝑡𝑁  𝑑𝑆

 

𝜕Ω

 

توان بخش متقارن گرادیان جابجایی است. همچنین می 𝛻s𝛿𝑢که در آن 

گیری از آن و سپس استفاده از شرط ، انتگرال(13)در رابطه  𝛿𝑑با ضرب 

𝑑∇مرزی  ∙ 𝑛 = 0 on 𝜕𝛺  به شکل ضعیف معادله حاکم بر میدان فاز

 .رسید

(44) ∫𝛿𝑑 {
𝑔𝑐
𝑙
(𝑑 − 𝑙2∆𝑑) − 2(1 − 𝑑)ℋ}  𝑑𝑉 = 0

 

Ω

 

به روش اجزای محدود لازم است که از  (44)و  (43)برای حل معادلات 

شکل گسسته این معادلات استفاده کرد. گسسته سازی براساس تعاریف زیر 

 :پذیردصورت می
(45) 𝑢 = 𝑁𝑢𝑢

𝑒, 𝛿𝑢 = 𝑁𝑢𝑢
𝑒, 𝜀 = 𝐵𝑢𝑢

𝑒 
(46) 𝑑 = 𝑁𝑑𝑑

𝑒, 𝛿𝑑 = 𝑁𝑑𝑑
𝑒, 𝛻𝑑 = 𝐵𝑑𝑑

𝑒 
به ترتیب توابع شکل میدان جابجایی و میدان فاز  𝑁𝑑و  𝑁𝑢ها که در آن

های دربرگیرنده مشتقات توابع شکل میدان ماتریس 𝐵𝑑و  𝐵𝑢بوده و 

در  (46)و  (45)سازی جابجایی و میدان فاز هستند. با جایگذاری گسسته

 آیند:معادلات زیر به دست می (44)و  (43)روابط 

(47) 
(𝛿𝑢)T∫𝐵𝑢

T

 

Ω

𝜎 𝑑𝑉

⏟      
𝑓int
𝑢

− (𝛿𝑢)T ∫𝑁𝑢
T𝑡𝑁  𝑑𝑆

 

𝜕Ω⏟        
𝑓ext
𝑢

= 0 

(48) 

(𝛿𝑑)T∫{
𝑔𝑐
𝑙
(𝑁𝑑

T 𝑁𝑑 + 𝐵𝑑
T 𝑙2𝐵𝑑)𝑑

 

Ω

− 2 𝑁𝑑
T(1 − 𝑑)ℋ}  𝑑𝑉 = 0 

کاملاً غیرخطی هستند که پس از خطی سازی به  (48)و  (47)معادلات 

اند. دو روش جهت حل معادلات فوق شدهرافسون حل –روش تکرار نیوتن

زمان  دو میدان جابجایی و فاز است. وجود دارد. روش اول حل پیوسته و هم

روش دوم حل جداگانه هر میدان است که همگرایی در آن سهولت دارد و این 

مکان وجود دارد که میدان جابجایی به روش ضمنی یا صریح حل شود. در 

، فرآیند گسترش ترک در حل به روش تفکیک شده کمی مرحله رشد ترک

شود. برای رفع این مشکل لازم تر از حالت حل با روش کاملًا پیوسته میکند

تر باشد. اگر در است که گام زمانی حل در مرحله گسترش ترک، کوچک

تمامی مراحل، گام کوچک در نظر گرفته شود، هزینه محاسبات افزایش 

های حل تطبیقی است. در این روش با آن، استفاده از گامیابد که راه حل می

توان تشخیص داد که دنبال کردن انرژی اتلافی ناشی از گسترش ترک، می

ای بوده و گام زمانی حل را تنها در مواقع لازم، چه مرحله رشد ترک در

شده که  کوچک در نظر گرفت. در این تحقیق از روش حل جداگانه استفاده

شده و سپس میدان  میدان فاز با فرض ثابت بودن جابجایی حلدر ابتدا 

شود. الگوریتم روش استفاده روز شده، حل میاساس میدان فاز بهجابجایی بر

های فاز و جابجایی در کد اجزای محدود شده برای حل معادلات میدان

 ارائه شده است. "2شکل "غیرخطی گسترش داده شده در 

 نتایج عددی -3

های قبل تشریح گردید و کارایی و دقت مدل پیشنهادی که در بخش

همچنین روش حل عددی پیشنهاد شده، در این بخش با استفاده از 

شود. جهت محک زدن حل عددی، در هر های حل عددی سنجیده مینمونه

شده است. در اولین بخش، همگرایی  مورد از نتایج تجربی موجود استفاده

شده است. جهت این امر معادله حاکم بر میدان فاز، رسی سطح ترک گاما بر

از آن شده است. پس  سازیسازی ترکی با طول مشخص شبیهبرای مدل

ای ای و تنش صفحهسازی کرنش صفحهکارایی مدل پیشنهادی در شبیه

گیری سازی صحت و دقت روش انتگرالبررسی شده است. این دو شبیه

دهد. در انتها نیز رشد ترک در مدهای ش قرار میپیشنهادی را نیز مورد سنج

 شده است. بارگذاری پیچیده بررسیمختلف و در 

 تقریب ناپیوستگی ترک -3-1

های قبل اشاره شد که در روش مبتنی بر میدان فاز، ناپیوستگی در بخش

رو همگرایی گاما، به عبارتی شود. از اینمیسازی صورت تقریبی مدلترک به

سطح ترک تقریبی به سطح ترک گسسته و تیز، در روش میدان فاز همگرایی 

اهمیت فراوانی دارد. در این مثال همگرایی گاما بررسی شده است. در حل 

 محدوده رشد ترک، در hالمان،  اجزای محدود، تقریب ترک تابعی از اندازه

ه سازی به روش میدان فاز، اندازدیگر لازم است که در مدلعبارت است. به

در نظر  زنی و گسترش ترک کوچکالمان به میزان کافی در محدوده جوانه

کننده ، اندازه ثابت بوده کنترل"1شکل "تر از آن مطابق گرفته شود. مهم

محدوده تقریب ترک است و به عبارتی میزان خطای تقریب ترک به این 

ول در متغیر وابسته است. جهت بررسی دقت فرآیند تقریب ترک و اثر ثابت ط

ای شکل بررسی ای دایرهآن، در این بخش ترک با طول مشخص در محدوده

 نشان داده "2شکل "شده است. محدوده موردبررسی، مکان و اندازه ترک در 

نشان داده شده که دارای مرز  Ωمحدوده با علامت  "3شکل "شده است. در 

Ω∂ صورت کاملاً ناپیوسته با شرط دریشله است. ترک بهd = 1  بر روی𝛤 

با حل معادله  Ωایجاد شده است. در این صورت تقریب ترک در محدوده 

 آید.به دست می (40)

ای مربع های چهار گرهدر فرآیند حل اجزای محدود این نمونه از المان

شده است. به منظور بررسی همگرایی تقریب ترک، در شرایطی شکل استفاده 

کوچک باشد، لازم است که اثر ثابت طول ها به قدر کافی که اندازه المان

ℎبررسی شود. در این راستا، در کل محدوده اندازه المان  = 0.008 mm در 
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Fig.2 Computational flow for staggered algorithm in the developed 

non-linear finite element code 
 مسیر محاسبات برای روش جداگانه در کد اجزای محدود غیرخطی 2شکل 

شده که به اندازه کافی کوچک بوده و از ثابت طول مختلف نظر گرفته 

نتایج حل عددی با ثابت طول متغیر را نشان  "4شکل "استفاده شده است. 

دهد. واضح است که با کاهش ثابت طول، تقریب ترک به ترک گسسته می

𝛤با مقدار دقیق  𝛤𝑙شود. مقایسه کمی ترک تقریبی نزدیک می = در  1

صورت کمی دقت حل عددی شده است. از این شکل بهنشان داده  "5شکل "

شده است. با افزایش خوبی نشان داده در تقریب ترک با کاهش ثابت طول به

تر شده و ترک از حالت فیزیکی مقدار ثابت طول، محدوده تقریب ترک بزرگ

شود. از تر میگیرد و اختلاف تقریب ترک با مقدار دقیق، بیشخود فاصله می

دهد که اگر ثابت طول از دو برابر اندازه متوسط المان طرفی نتایج نشان می

یابی به یابد. بنابراین برای دستتر شود، مجدداً خطا افزایش میکوچک

تر از دو برابر اندازه همگرایی ترک هموار به ترک تیز، ثابت طول باید بزرگ

دازه کافی کوچک انتخاب شود. این المان در محدوده ترک بوده ولی به ان

سازی ترک را با مدل آسیب نتیجه به وضوح تفاوت مدل میدان فاز برای مدل

دهد. در مدل گرادیانی برخلاف مدل میدان فاز، اندازه ثابت گرادیانی نشان می

های فضایی در نظر طول باید به مقدار کافی بزرگ باشد تا اثر برهمکنش

. به عبارتی در [10,9]حالت غیرمحلی داشته باشد سازی گرفته شده و مدل

سازی غیرمحلی رفتار ماده در یک نقطه تابعی از رفتار در نقاط اطراف آن مدل

شود. بنابراین در مدل گرادیانی با کاهش ثابت طول، حالت محاسبه می

رود و مدل دیگر قادر به کاهش حساسیت به اندازه المان غیرمحلی از بین می

 .[11]زای محدود در حضور رفتارهای ناپایدار نخواهد بود در حل اج

 نمونه شیاردار تحت برش -3-2

 ای تحت نیروی کششیدر این قسمت شکست نرم نمونه شیاردار تنش صفحه
 

 
Fig. 3 Circular domain Ω with a crack surface Γ = 1.0 

 Γ = 1.0با سطح ترک  Ωای محدوده دایره 3شکل 

 

Fig. 4 Regularized crack surfaces governed by the crack phase field 

variable for different length scales 
 تقریب سطح ترک با متغیر میدان فاز برای ثابت طول مختلف 4شکل 
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Fig. 5 Convergence study for the crack topology approximation for 

different length scales 
 های مختلفهمگرایی سطح ترک برای ثابت طول 5شکل 

سازی شده است. با بررسی این نمونه علاوه بر محک زدن نتایج بر اساس مدل

ای و درمجموع گیری در حالت تنش صفحهنتایج تجربی، دقت روش انتگرال

شود. این نمونه جهت دقت روش حل اجزای محدود پیشنهادی، سنجیده می

پذیر که تحت تغییر شکل پلاستیک و شکست مطالعه شکست مواد شکل

. بارگذاری نمونه کششی [25]شده است  از برش قرار دارند، طراحی ناشی

بین دو  45بوده ولی هندسه آن به نحوی طراحی شده که در راستایی با زاویه 

نشان  "6شکل "شیار، ترک گسترش یابد. ابعاد و مشخصات هندسی نمونه در 

 شده است.داده 

 از این نمونه به طور ویژه برای بررسی شکست نرم [25]لی و همکاران 
 

 
Fig. 6 The geometry and associated dimensions of the notched shear 

samples 
 مشخصات هندسی و ابعاد نمونه برش شیاردار 6شکل 

اند. با توجه به مشخصات تحت برش استفاده کرده 6061آلیاژ آلومینیوم 

هندسی نمونه که در آن ضخامت صفحه نسبت به دیگر ابعاد آن کوچک 

هایی ای با المانسازی اجزای محدود از فرض تنش صفحهاست، در شبیه

شده که در محدوده گسترش ترک دارای  ای استفادهمربعی شکل چهار گره

ℎاندازه  = 0.02 mm شخصات رفتار ماده مورد استفاده در جدول هستند. م

 [25]طور مستقیم براساس نتایج تجربی لی و همکاران شده که به ارائه 1

صورت جابجایی کنترل و با اعمال جابجایی شده است. بارگذاری بهاستخراج 

شده است، صورت گرفته که مرز پایین آن ثابت در مرز بالای نمونه درحالی

دهد. احل مختلف فرآیند رشد ترک در نمونه را نشان میمر "7شکل "است. 

درجه بین دو شیار را طی  45بینی اولیه، مسیر ترک خط براساس پیش

کند که همخوانی مناسبی با مسیر دیده شده در نتایج تجربی لی و می

دست منحنی نیرو و جابجایی به "8شکل "دارد. همچنین در  [25]همکاران 

دهد در ا نتیجه تجربی مقایسه شده است که نشان میآمده از حل عددی ب

ابتدا حالت الاستیک، سپس تا قبل از شروع گسترش ترک، به عبارتی تا قبل 

از آن که انرژی ناشی از تغییر شکل پلاستیک به حد بحرانی مشخص شده 

شوندگی ماده است. پس از آن نیرو به برشد، افزاینده بوده که ناشی از سخت

آمده از نظر کمی نیز با دست یابد. واضح است که نتایج بهمیسرعت کاهش 

کند که مدل پیشنهادی سازی بیان مینتایج تجربی همخوانی دارد. این شبیه

پذیر مناسب بوده و صحت و دقت سازی فرآیند شکست مواد شکلبرای شبیه

 شده را، به ویژه در گیری پیشنهادی و حل عددی انجامالگوریتم انتگرال

برانگیز است، ای که معمولاً در حل اجزای محدود چالشحالت تنش صفحه

 کند.تأیید می

 اینمونه شیاردار کرنش صفحه -3-3

ای تحت نیروی کششی در این قسمت شکست نرم نمونه شیاردار تنش صفحه

ای که نتایج تجربی آن توسط شیاردار کرنش صفحه سازی شده است.مدل

شده است، در این بخش جهت سنجش توانایی مدل  ارائه [26]گائو و ژانگ 

 شکل"شده است. ابعاد کلی نمونه که در  ای استفادهدر حالت کرنش صفحه
نمونه از شده است. شده که براساس نمونه تجربی انتخاب نشان داده  "9

شده بیان  2بوده و مشخصات رفتار ماده آن در جدول  DH36جنس فولاد 

ℎسازی این نمونه اندازه المان است. در شبیه = 0.4 mm شده در نظر گرفته

 است.

آمده با نتایج تجربی دست جابجایی به –منحنی نیرو  "9شکل "در 

 شده و متناظر آن مقایسه شده که همخوانی نتایج، صحت و دقت حل انجام
 

 ثوابت مدل برای نمونه شیاردار تحت نیروی کششی 1جدول 

Table 1 Model parameters for the shear-induced notched sample 
 ثابت رفتار ماده مقدار

68.9 (GPa) مدول یانگ 

 نسبت پواسون 0.33

580 (MPa)  چسبندگی اولیه(𝑐0) 

561 (MPa) شوندگی مدول سخت(H) 

 ηثابت  1.33

 ξثابت  0.742

18 (N/mm)  انرژی شکست(𝑔𝑐) 

0.28 (mm)  ثابت طول(l) 

580.0 (MPa)  حد بحرانی شروع شکست(𝑊𝑐) 

 𝛽𝑒 ثابت  0.0

 𝛽𝑝بتاث 1.0

14 mm 

40 mm 

4 mm 
2 mm 

4 mm 
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Fig. 7 Contours of the phase field variable on shear-induced notched 

sample at different loading stages 
توزیع متغیر میدان فاز در نمونه شیاردار تحت نیروی کششی در مراحل  7شکل 

 مختلف بارگذاری

 
Fig. 8 Load–displacement response for the shear-induced notched 
sample 

 جابجایی برای نمونه شیاردار تحت نیروی کششی-منحنی نیرو 8شکل 

 ایثوابت مدل برای نمونه شیاردار کرنش صفحه 2جدول 
Table 2 Model parameters for the plane strain notched sample 

 ثابت رفتار ماده مقدار

210 (GPa) مدول یانگ 

 نسبت پواسون 0.3

480 (MPa)   چسبندگی اولیه(𝑐0) 

1.25 (GPa) شوندگی مدول سخت(H) 

 ηثابت  0.34

 ξثابت  0.92

32 (N/mm)  انرژی شکست(𝑔𝑐)  

 0.8 (mm)  ثابت طول(l) 

720 (MPa)  حد بحرانی شروع شکست(𝑊𝑐) 

 𝛽𝑒 و   𝛽𝑝ثوابت 1.0

پذیر را نشان سازی رشد ترک در مواد شکلمدل پیشنهادی را در شبیه

 یرو افزایش یافته که پس از تسلیمجابجایی ابتدا ن –دهد. در منحنی نیرو می
 

شوندگی ماده است. پس از آن و با رشد متغیر میدان فاز و به علت سختبه

صورت یافته و در انتها بهتدریج کاهش عبارتی با گسترش ترک، نیرو به 

آمده از حل  دستجابجایی به-کند. روند کلی منحنی نیروناگهانی افت می

همخوانی دارد. جایی نتایج تجربی جابه –عددی نیز با شکل کلی منحنی نیرو 

توزیع متغیر میدان فاز که مشخص کنند ترک است، در  "10شکل "در 

 شود.انتهای بارگذاری دیده می

 نمونه آرکان -3-4

آمده براساس مدل پیشنهادی با نتایج دست در این بخش با مقایسه نتایج به

بینی مسیر رشد ترک در مدهای توانایی مدل در پیش [27]تجربی آمستانز 

تغییراتی را در  [27]شده است. آمستانز و همکاران  لف شکست بررسیمخت

های که با ایجاد گیرهنحوی اند، بهایجاد کرده [28]نمونه پیشنهادی آرکان 

شده است.  های مختلف انجاممخصوص، بارگذاری روی نمونه در جهت

ه شدنشان داده  "11شکل "شده است در های طراحی هندسه نمونه و گیره

مسیر بارگذاری بوده و ابعاد نمونه مورد بررسی  𝛽زاویه  "11شکل "است. در 

است. در  H= 38.1 ،w = 38.1 ،r = 15.34 ،l = 6.3متر برحسب میلی

اند، دارنده متصل شدهها با استفاده از پیچ به صفحات نگهتحقیق تجربی، نمونه

های سازی فرض شده است که این اتصال کامل بوده و حفرهاما در شبیه

دارنده ها در نظر گرفته نشده است. همچنین اتصال نمونه به صفحات نگهپیچ

شده و  ش زیرین نمونه ثابتشده است. مرز بیرونی بخ کامل در نظر گرفته

 بارگذاری شده است.  𝛽نوار بیرونی بخش فوقانی آن در جهت 

 

 ثوابت مدل برای نمونه آرکان 3جدول 
Table 3 Model parameters for Arcan sample 

 ثابت رفتار ماده مقدار

70 (GPa) مدول یانگ 

 نسبت پواسون 0.3

345 (MPa)  چسبندگی اولیه(𝑐0) 

130 (MPa) شوندگی مدول سخت(H) 

 ηثابت  0.34

 ξثابت  0.92

32 (N/mm)  انرژی شکست(𝑔𝑐) 

0.5 (mm)  ثابت طول(l) 

120 (MPa)  حد بحرانی شروع شکست(𝑊𝑐) 

 𝛽𝑒 و   𝛽𝑝ثوابت 1.0

 

 
Fig. 9 Load–displacement response for the plane strain notched sample 

 ایجابجایی برای نمونه شیاردار کرنش صفحه-منحنی نیرو 9شکل 
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Fig. 10 The geometry and associated dimensions (in mm) of the plane 
strain notched shear samples (top), contours of the phase field variable 

on the sample (middle) and close-up view on the center (bottom) 
ای )بالا( برحسب مشخصات هندسی و ابعاد نمونه شیاردار کرنش صفحه 10شکل 

 متر، توزیع متغیر فاز در نمونه )وسط( و نمای نزدیک بخش میانی نمونه )پایین(میلی

ها و های استفاده شده در فرآیند حل اجزای محدود به دو بخش گیرهالمان

خش میانی نمونه که نمونه تقسیم شده تا هزینه زمانی حل کمتر شود. در ب

ℎها منطقه گسترش ترک است، اندازه المان = 0.25 mm  برای تقریب ترک

ها فقط در بخشی که امکان گسترش ترک عبارتی المانشده است. به استفاده

شده است. تمامی اندازه کافی کوچک در نظر گرفته  ها وجود دارد بهدر آن

ای حل شده ای بوده و مسئله با فرض کرنش صفحهها از نوع چهار گرهالمان

توزیع  "12شکل "ارائه شده است. در  3است. ثوابت رفتار ماده نیز در جدول 

دهنده مسیر گسترش ترک است، برای بارگذاری با متغیر میدان فاز که نشان

های شود. مشخص است که هنگامی که زاویهزوایای مختلف دیده می

𝛽بارگذاری که در محدوده  = 30° − قرار دارند، گسترش ترک از نوع  90°

𝛽 مد اول و وقتی که بارگذاری در محدوده = 0° − مد  نوعباشد، از  15°

 مسیر نهایی رشد ترک "13شکل "دوم است. برای مقایسه با نتایج تجربی، 

 

 
Fig. 11 Sketch of Arcan setup 

 نما و مشخصات نمونه آرکان 11شکل 

آمده است را با نتایج دست در زوایای مختلف را که از نتایج حل عددی به

کند. واضح است که نتایج عددی با نتایج تجربی همخوانی تجربی مقایسه می

 مناسبی دارند.

 گیرینتیجه -4

شد.  پذیر ارائهسازی فرآیند شکست مواد شکلدر این مقاله مدلی برای شبیه

پراگر با روش میدان فاز، -در این راستا با ترکیب مدل رفتار پلاستیک دراکر

 صورت مجموع انرژی الاستیک وهانرژی کل ب .مدل موردنظر استخراج شد
 

 
Fig. 12 Contours of the phase field variable on Arcan sample at 

different loading directions 
 توزیع متغیر میدان فاز در نمونه آرکان برای زاویه بارگذاری مختلف 12شکل 

 

 
Fig. 13 Crack paths on Arcan sample at different loading angles: 

experiments (top) and simulations (bottom) 
مسیر ترک در نمونه آرکان برای زاویه بارگذاری مختلف: نتایج تجربی )بالا(  13شکل 

 سازی )پایین(نتایج شبیه

Clamp plates 

Specimen 

H 

W 

l 

β 

β 

r 
45˚ 

100 

3.2 

5 

Experiment 

Simulation 
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تعریف های اتلاف شده براثر تغییر شکل پلاستیک و فرآیند شکست انرژی

سازی انرژی، روابط حاکم بر میدان جابجایی و میدان فاز شد. براساس کمینه

استخراج گردید. جهت حل عددی مدل پیشنهادی جزئیات حل اجزای 

بعدی، کرنش های سهگیری رفتار ماده در حالتمحدود و فرآیند انتگرال

ای ارائه شد. به کمک مدل پیشنهادی و حل اجزای ای و تنش صفحهحهصف

محدود، اثر اندازه المان و ثابت طول در تقریب ترک به روش میدان فاز 

بررسی شد و لزوم در نظر گرفتن اندازه المان کوچک در محدوده رشد ترک و 

نتایج اندازه ثابت طول برای رسیدن به همگرایی گاما بررسی شد. همچنین از 

تجربی موجود جهت نشان دادن صحت و دقت نتایج حل عددی مدل 

سازی فرآیند شکست نرم استفاده گردید. پیشنهادی و توانایی آن در شبیه

گیری ارائه شده توانایی نتایج نشان دان که مدل پیشنهادی و روش انتگرال

ی سازپذیر را دارد. همچنین مدلسازی فرآیند شکست در مواد شکلشبیه

نمونه پیشنهادی آرکان با استفاده از مدل کنونی، توانایی و دقت مدل در 

پذیر تحت بارگذاری پیچیده و مدهای سازی رشد ترک در مواد شکلشبیه

 ترکیبی را نشان داد.
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