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 In this paper, the elastoplastic buckling of rectangular plates over the Pasternak foundation has been 

analyzed with the fixed and simply supported boundary conditions. Associated with the uniform loading 

conditions on the plate by the in-plane compression and tension, the influence of the elastic foundation 

is investigated in terms of two stiffness parameters, including the Winkler spring and the Pasternak 

shear coefficients. In order to extract governing equations, two theories are used from the plasticity: 

deformation theory (DT) with the Hencky constitutive relations and the incremental theory (IT) based 

on the Prandtl-Reuss constitutive relations. By implementing the generalized differential quadrature 

method to discrete the differential equations, influences of loading ratio, length to width ratio, plate 

thickness, and the elastic foundation characters are studied. By comparing the obtained results with the 

data reported in references, the accuracy of the model is verified. Consideration of results shows that 

applying the elastic foundation causes critical buckling load to increase. In addition, enhancing the 

elastic foundation parameters leads to amplifying the difference between buckling loads obtained from 

two theories, especially in the larger thicknesses. Moreover, according to increasing the plate thickness 

in the tensile state of the loading, application of the elastic foundation causes plate stress to reach a 

value higher than the ultimate stress of the specimen. 
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 مقدمه1-  

-ٞبی ٟٔٙسؾی: ٔب٘ٙس فضبپیٕبٞب، وكتیای زض ؾبظٌٜؿتطزٜٞب ثٝ قىُ نفحٝ

ٞبی ٚضق  قٛ٘س. ثیكتط ؾبظٜٞب اؾتفبزٜ ٔیٞب ٚ ؾبذتٕبٖٞب، پُ ٞب، ٔبقیٗ

ٞبی وككی، فكبضی،  ٞبی ٔتفبٚت ٔب٘ٙس ثبضٌصاضیلبثّیت تحُٕ ثبضٌصاضی
ٞب ضا زاض٘س. ثٝ زِیُ ضربٔت وٓ پیچكی، ذٕكی ٚ یب تطویجی اظ ایٗ ثبضٌصاضی

ٞب ٔؼٕٛلا ثط  ٞب عطاحی ٔمبٚٔتی ایٗ ؾبظٜٞب ٘ؿجت ثٝ اثؼبز زیٍط آٖ فحٝن

٘ف اخعای قٛز. وٕب اؾبؼ ٔیعاٖ ٔؿتؼس ثٛزٖ ؾبظٜ ثطای وٕب٘ف ا٘دبْ ٔی

ٞب ٕٔىٗ اؾت ضٚی ٔمبٚٔت ٚ یب ؾفتی تٕبْ ؾبظٜ تبثیط ثٍصاضز. ثطای ؾبظٜ

ه ضخ زٞس. ی پلاؾتیٔمبزیط ثبلای ثبضٌصاضی، وٕب٘ف ٕٔىٗ اؾت زض ٔحسٜٚ

ثٙبثطایٗ ٟٔٓ اؾت وٝ ٔیعاٖ ظطفیت وٕب٘ف یه ؾبظٜ ثٝ ٔٙظٛض خٌّٛیطی اظ 

ثب تٛخٝ ثٝ ٔمساض ثبضٌصاضی اػٕبَ قسٜ، ٍٞٙبْ آٖ، تؼییٗ ٌطزز. ثٝقىؿت ٘ب
ٞبی قىُؾبظٜ ٕٔىٗ اؾت تحت یىی اظ ٔٛزٞبی ٘بپبیساضی، زچبض تغییط

ب٘ؿٛض تٙف زض ٞط ٘ف، ٚضؼیت تچٝ زض ِحظٝ ٚلٛع وٕبثعضٌی قٛز. چٙبٖ

ای ثبقس وٝ تٙف ٔؼبزَ زض آٖ ٘مغٝ وٕتط اظ تٙف ٘مغٝ اظ خؿٓ ثٝ ٌٛ٘ٝ
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٘ف ٘ف الاؾتیه ٚ زض غیط ایٗ نٛضت، وٕبتؿّیٓ اِٚیٝ خؿٓ ثبقس، وٕب
ی ٞبی پلاؾتیه، زٚ ٘ظطیٝپلاؾتیه ضخ ذٛاٞس زاز. زض ٔٛضز تحّیُ-الاؾتیه

ٞب ػجبضتٙس اظ: ٘ظطیٝ یٗ ٘ظطیٝا٘س. أتساَٚ زض پلاؾتیؿیتٝ ثٝ وبض ٌطفتٝ قسٜ

-ضا ٔی [3]ٚ اِغعاِی  [2]،  اؾتَٛ [1]. ایّیٛقیٗ 2ٚ ٘ظطیٝ ٕ٘ٛی 1قىُتغییط

 [4]٘ؿت. پطاٌط ٚ ٞٙسِٕٗ قىُ زازٞٙسٌبٖ ٘ظطیٝ تغییطتٛاٖ اظ خّٕٝ تٛؾؼٝ
پلاؾتیه -ٞبی الاؾتیه٘یع ثٝ تٛؾؼٝ ٘ظطیٝ ٕ٘ٛی زض تحّیُ [5]ٚ پیطؾٖٛ 

زض تحمیمبتی وٝ ا٘دبْ زاز زضیبفت وٝ تئٛضی ٕ٘ٛی  [6] پطزاذتٙس. زٚضثبٖ

وٙس ٚ ٘تبیح  ٌٛیی ٔیقىُ ثبض وٕب٘كی ثیكتطی ضا پیف٘ؿجت ثٝ تئٛضی تغییط

ی زاض٘س. اٚ ٕٞچٙیٗ ثب قىُ ٕٞرٛا٘ی ثیكتطآظٔبیكٍبٞی ثب تئٛضی تغییط
ٞبی ؾیّٙسضی قىُ تحت ثبض پلاؾتیه پٛؾتٝ-ثطضؾی وٕب٘ف الاؾتیه

ٔحٛضی فكبضی ٘كبٖ زاز زض ٔٛاضزی ثبض ثحطا٘ی ثٝ زؾت آٔسٜ اظ ٞط زٚ تئٛضی 

تحّیُ [8]  ٍطیز یزض پػٚٞك ٗیٕٞچٙ. زٚضثبٖ [7] وبٔلا ٔكبثٝ ٞٓ ٞؿتٙس

فكبضی ٔحٛضی ضا ثطای وككی ٚ پلاؾتیه نفحبت ٔؿتغیّی تحت ثبضالاؾتٛ
ٞب ا٘دبْ زاز ٚ اِٚیٗ  ٌبٞی ثٝ ضٚـ خساؾبظی ٔتغیطچٙسیٗ حبِت ٔرتّف تىیٝ

 پلاؾتیه نفحبت ٔؿتغیّی ضا ٌعاضـ زاز. ثتٗ ٚ٘تبیح ٔؿبِٝ وٕب٘ف الاؾتٛ

-ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ حُ ٘یٕٝ تحّیّی ثٝ ثطضؾی وٕب٘ف الاؾتیه [9]قیٗ 

ٌبٞی ؾبزٜ زض چٟبض عطف  پلاؾتیه نفحٝ ٘بظن ٔؿتغیّی تحت قطایظ تىیٝ
ٞب زض ٔغبِؼٝ ذٛز ثٝ ثطضؾی تأثیط ٚ ثبضٌصاضی فكبضی زٚ ٔحٛضٜ پطزاذتٙس. آٖ

٘ف پطزاذتٙس. طیت ثبضٌصاضی ٚ ضطیت وبض ؾرتی ثط ثبض وٕب٘ؿجت اثؼبز، ض

قىُ ٚ ٕ٘ٛی ضا ثطضؾی وطزٜ ٚ ٔؼبزِٝ وٕب٘ف ضا ثب آٟ٘ب ٞط زٚ ٘ظطیٝ تغییط

وٕب٘ف       [10]اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ِٛی حُ وطز٘س. ٚاً٘ ٚ ٕٞىبضاٖ 
-پلاؾتیه نفحٝ ٘بظن ضا ثب اؾتفبزٜ اظ ٞط زٚ تئٛضی ٕ٘ٛی ٚ تغییط-الاؾتیه

قىُ ٚ ضٚـ حُ ػسزی یه چٟبضْ تفبضّی تحّیُ وطز٘س ٚ ٘كبٖ زاز٘س وٝ 

اٛل ٔىب٘یىی، ٘ؿجت ضربٔت ٚ ضطیت ثبض ٚ قطایظ ٔطظی  ثبض وٕب٘كی ثٝ ذ

ٜ اظ ضٚـ یه ٘یع ثب اؾتفبز [11] ثؿتٍی زاضز. وسذسایبٖ ٚ ٔؼبضف زٚؾت
چٟبضْ تفبضّی تؼٕیٓ یبفتٝ ٚ ثب وبضٌیطی ٞط زٚ تئٛضی پلاؾتیؿیتٝ ثٝ 

ٞب ٘كبٖ اؾترطاج ثبض ثحطا٘ی وٕب٘ف ثطای قطایظ ٔطظی ٔرتّف پطزاذتٙس. آٖ

ٌبٜ نفحٝ، ثٝ زِیُ افعایف ؾغح تٙف، وٕب٘ف زاز٘س وٝ ثب ٌیطزاض قسٖ تىیٝ

زٞس وٝ اذتلاف زٚ ٘كبٖ ٔی ٞبزٞس. ٘تبیح آٖتط ضخ ٔیپلاؾتیه زض آٖ ؾطیغ
یبثس. قىُ ٚ ٕ٘ٛی زض حبِت تٙف ته ٔحٛضٜ افعایف ٔیی تغییط٘ظطیٝ

ٞب تبثیط ٘ؿجت اثؼبزی، ثبض ذغی ٚ قطایظ ٔطظی آظاز ضا ثط ثبض ٕٞچٙیٗ، آٖ

پلاؾتیه نفحٝ -وٕب٘ف، ٔٛضز ٔغبِؼٝ لطاض زاز٘س. ٔؿبِٝ وٕب٘ف الاؾتیه

. اٚ زض ٘تبیح [12]ز ثطضؾی وطز ضریٓ ضا ٘رؿت قطیٛاؾتبٚ زض پػٚٞف ذٛ
ذٛز ٘كبٖ زاز وٝ ثبض وٕب٘ف ثٝ زؾت آٔسٜ اظ ٘ظطیٝ ٕ٘ٛی ٘ؿجت ثٝ ٘ظطیٝ 

اًٚ٘ ٚ ٕٞىبضاٖ تغییط -ثٝ تحّیُ وٕب٘ف الاؾتیه [13]قىُ ثعضٌتط اؾت. 

ای ثط اؾبؼ ٘ظطیٝ ثطقی ٔیٙسِیٗ پلاؾتیه نفحٝ ضریٓ ٔؿتغیّی ٚ زایطٜ

ٌبٞی ٔرتّف ایظ تىیٝتحت ثبضٌصاضی فكبضی ته ٔحٛضٜ ٚ زٚ ٔحٛضٜ ثب قط
ٞب زض وبض ذٛز ثٝ ٔمبیؿٝ ٞط زٚ ٘ظطیٝ ٕ٘ٛی ٌیطزاض، ؾبزٜ ٚ آظاز پطزاذتٙس. آٖ

ٚ تغییط قىُ پطزاذتٝ ٚ ٘كبٖ زاز٘س وٝ ثبض وٕب٘ف ثٝ زؾت آٔسٜ اظ ٘ظطیٝ 

زض  [14]قىُ ثیكتط اؾت. ٚاً٘ ٚ ٕٞىبضاٖ ٕ٘ٛی ٘ؿجت ثٝ ٘ظطیٝ تغییط

پلاؾتیه نفحٝ ضریٓ ثب اؾتفبزٜ -پػٚٞكی زیٍط ثٝ تحّیُ وٕب٘ف الاؾتیه
قىُ ضا ثطضؾی وطزٜ، ٞب ٞط زٚ ٘ظطیٝ ٕ٘ٛی ٚ تغییطاظ ضٚـ ضیتع پطزاذتٙس. آٖ

ٞبی یٗ خٟت اؾترطاج ٔؼبزلات اؾتفبزٜ ٚ ٞٙسؾٝاظ ٘ظطیٝ ثطقی ٔیٙسِ

ٔتفبٚتی ٔب٘ٙس زایطٜ، ثیضی، ٔثّث ٚ ٔؿتغیُ ضا زض ٔغبِؼٝ ذٛز ثطضؾی 

ٞبی وٓ وٝ زٞس وٝ زض ٘ؿجت ضربٔت ٞب ٘كبٖ ٔیوطز٘س. ٘تبیح ٔغبِؼٝ آٖ

                                                                                                                                           
1 Deformation Theory 
2 Incremental Theory 

قىُ ٘تبیح ثٝ تٛاٖ اظ فطو نفحٝ ٘بظن اؾتفبزٜ وطز ٘ظطیٝ ٕ٘ٛی ٚ تغییطٔی
٘س، ِٚی ثب افعایف ٘ؿجت ضربٔت اذتلاف زٚ ٘ظطیٝ افعایف ٘ؿجت یىؿب٘ی زاض

ای پلاؾتیه نفحٝ زایطٜ -وٕب٘ف الاؾتیه [15]یبثس. ضضبیی ٚ تٟطا٘ی ٔی

قىُ ٚ ثب ضا ثط اؾبؼ ٞط زٚ ٘ظطیٝ ٕ٘ٛی ٚ تغییط ٘بظن ثب ضربٔت ٔتغیط

زضنس تغییط  10ٞب ٘كبٖ زاز٘س اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ضیّی ضیتع ٔغبِؼٝ وطز٘س. آٖ
ثیٙی تٙف زضنس اذتلاف زض پیف 40تٛا٘س تب حسٚز ضربٔت نفحٝ ٔی

وٕب٘ف  [16]٘ػاز ٚ ٕٞىبضاٖ ثحطا٘ی وٕب٘ف ثٝ ٕٞطاٜ زاقتٝ ثبقس. ضٔضبٖ

ٌیطزاض پلاؾتیه ضا ثب قطایظ ٔطظی ؾبزٜ ٚؿتغیّی الاؾتٛزیٙبٔیىی ٚضق ٔ

قىُ ٞب ٘كبٖ زاز وٝ ٔمبٚٔت زض ٔمبثُ تغییطٔٛضز ثطضؾی لطاض زاز٘س. ٘تبیح آٖ
ٌبٜ ؾبزٜ ثیكتط ثٛزٜ، ثٝ ٕٞیٗ زِیُ ٌبٜ ٌیطزاض ٘ؿجت ثٝ تىیٝٚضق زض تىیٝ

وٕتطی خبیی ٌبٜ زاضای ٔیساٖ ؾطػت ٚ خبثٝ٘مبط ٘عزیه ثٝ ایٗ ٘ٛع تىیٝ

ثبقس. ثط اؾبؼ ثطضؾی ٔغبِؼبت ا٘دبْ ٌبٜ ؾبزٜ ٔی٘ؿجت ثٝ ٘مبط ٘عزیه تىیٝ

ی ثطضؾی قٛز وٝ تبوٖٙٛ پػٚٞكی زض ظٔیٙٝ قسٜ زض ایٗ ظٔیٙٝ ٔكبٞسٜ ٔی
پلاؾتیه نفحٝ ٘بظن -اثط ثؿتط الاؾتیه ثط ضٚی ثبض وٕب٘ف الاؾتیه

ی ٔب٘ٙس: ٞبیٔؿتغیّی ٔٙتكط ٘كسٜ اؾت. تحّیُ ثؿتط الاؾتیه زض تحّیُ

-ٞب ٚ ثؿیبضی اظ ؾبذتبضٞب، فٛ٘ساؾیٖٛ ؾبذتٕبٖٞب، ٔربظٖ، ثب٘س فطٚزٌبٜاؾىّٝ

ٞب ٔٛضز ٘یبظ اؾت. زضایٗ ٔمبِٝ ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ تطثیغ )یه چٟبضْ( تفبضّی 
تبثیط ثؿتط الاؾتیه پبؾتط٘بن ضا زض ضٚی وٕب٘ف  (GDQ)تؼٕیٓ یبفتٝ 

ٕچٙیٗ تبثیط آٖ ثط ضٚی ٔیعاٖ پلاؾتیه ٚ ٞ-الاؾتیه، پلاؾتیه ٚ الاؾتیه

 .زٞساذتلاف زٚ تئٛضی ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٔی

 معبدلات و روابط پلاستیسیته -2
ثٝ نٛضت عطح ٚاضٜ ٞٙسؾٝ ٚ ثبضٌصاضی ٔؿبِٝ ٔٛضز ثطضؾی زض ایٗ  1قىُ 

ٚ  b، ػطو aنفحٝ ٔؿتغیّی ثٝ عَٛ  1زٞس. زض قىُ ٔمبِٝ ضا ٘كبٖ ٔی

تحت ثبضٌصاضی زٚٔحٛضٜ لطاض زاضز. ثٝ ٔٙظٛض اؾترطاج ضٚاثظ ٘طخ  hضربٔت 
ٚ تئٛضی  (DT)قىُ پلاؾتیؿیتٝ ٘طخ وط٘ف زض ازأٝ اظ زٚ تئٛضی تغییط-تٙف

 قٛ٘س.زٞٙس اؾتفبزٜ ٔیوٝ ضٚاثظ ؾبذتبضی ضا اضائٝ ٔی (IT)ٕ٘ٛی پلاؾتیؿیتٝ 

 تئوری تغییر شکل پلاستیسیته بر اسبس معبدلات هنکی -1-2

ثبقس. تئٛضی تغییط ی ٔؼبزلات ؾبذتبضی ٞٙىی ٔیقىُ ثط پبیٝ٘ظطیٝ تغییط
ٞبی پلاؾتیه وُ ضا ثٝ ٚضؼیت وٙٛ٘ی قىُ زض پلاؾتیؿیتٝ، وط٘ف

ٞبی پلاؾتیه ٔؿتمُ اظ ی آٖ وط٘فزٞس وٝ زض ٘تیدٝثبضٌصاضی اضتجبط ٔی

تٛاٖ ثٝ ی ثبضٌصاضی ٞؿتٙس. ٔؼبزِٝ وط٘ف پلاؾتیه ٞٙىی ضا ٔیپیكیٙٝ

 .[13] ٘ٛقت (1)ٛضت ضاثغٝ ن

 
Fig.1 geometric schematic rectangular plate Subjected to axial loads 

embedded in elastic medium modeled as Pasternak foundation model 

 ثؿتط ٔحٛضی ضٚی ثبضٞبی ٚضق ٔؿتغیّی زض ٔؼطو ٞٙسؾی قٕبتیه 1شکل 

 پبؾتط٘بن الاؾتیه
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(1)    
 
 
  ̅ 

   
    

ثٝ تطتیت تٙف ٔٛثط، وط٘ف پلاؾتیه ٔٛثط ٚ تٙف      ٚ  ̅ ،    وٝ

ثبقس. ثب اػٕبَ ٔكتك ٘ؿجت ثٝ ظٔبٖ، ٔؼبزِٝ ٘طخ وط٘ف پلاؾتیه ا٘حطافی ٔی

 اؾترطاج ٔی قٛز (2)ٞٙىی زض فطٔت ٕ٘ٛی ثٝ نٛضت ٔؼبزِٝ 

(2)     
 
 
    

   
(
  ̅ 

   
 
 ̅ 

  
)     

   ̅ 

   
     

وط٘ف زض فطٔت ٕ٘ٛی ثٝ نٛضت -ٞٛن ٘یع ضٚاثظ تٙفثط اؾبؼ لبٖ٘ٛ 
 لبثُ اؾترطاج اؾت. (3)ضاثغٝ 

(3)     
  

   

 
     

    

  
        

ضاثغٝ وبُٔ  (3)ٚ  (2)ثبقس. ثب تطویت ٔؼبزلات  زِتبی وطٚ٘یىط ٔی    وٝ 

 ثٝ زؾت ٔی آیس. (4)ی الاؾتٛپلاؾتیه زض ضاثغٝ تٙف ٚ وط٘ف زض ٔحسٚزٜ

(4) 

   ̇  (
  

   
 
    

 
)  ̇   (

    

 
)  ̇     

 
  ̇ 

   
(
 

  
 
 

  
)    

ٔسَٚ ٕٔبؾی ٚ ٔسَٚ  ⁄̅      ٚ  ⁄̅          (4) زض ٔؼبزِٝ
آیٙس. وط٘ف ثٝ زؾت ٔی-ثبقٙس وٝ ثب اؾتفبزٜ اظ ٔٙحٙی تٙفؾىب٘تی ٔی

 ٘ٛقت: (5)تٛاٖ ثٝ نٛضت ضاثغٝ تٙف ٔٛثط ضا ٔی

(5)    √  
         

  

   ٞبی انّی ثٝ نٛضتٌیطی ٔؿتمیٓ ٚ لطاض زازٖ تٙفثب اػٕبَ ٔكتك

 .قٛزاؾترطاج ٔی (6)ی  ضاثغٝ       ٚ     

(6) 
 ̇ 

  
  

(      ) ̇  (      ) ̇ 

   
 

 

زض ٔرتهبت  ٚ ثؿظ آٖ (4)ی زض ٔؼبزِٝ (6)ی ثب لطاض زازٖ ٔؼبزِٝ
ی ٘طخ وط٘ف ثط حؿت ٘طخ تٙف ثطای یه ٔبزٜ ایعٚتطٚپیه وبضتعیٗ، ضاثغٝ

 آیس.ثٝ زؾت ٔی (7)ثٝ فطْ ضاثغٝ 

(7) 

    ̇  *  
 

 
(  

  

  
)
  
 

  
 
+  ̇  [  

 

 
(  

  

  
)
    

  
 
]  ̇  

    ̇  *  
 

 
(  

  

  
)
  
 

  
 
+  ̇  [  

 

 
(  

  

  
)
    

  
 
]  ̇  

⁄  )  وٝ   ) ثبقس. ثب ٔؼىٛؼ ٘ؿجت ا٘مجبو ٔی  ⁄   (    ) 
تٛاٖ ضاثغٝ ٘طخ تٙف ثط حؿت ٘طخ وط٘ف ثطای نفحٝ  ٔی (7)وطزٖ ضاثغٝ 

 ثٝ زؾت آٚضز. (8)نفحٝ ٔؿتغیّی ضا ثٝ نٛضت ضاثغٝ 

(8) 

 ̇   [   ̇     ̇ ] 

 ̇   [   ̇     ̇ ] 

 ̇       ̇  
لبثُ اؾترطاج  (9)ثٝ نٛضت ضٚاثظ  (8)وٝ ضطایت ٔٛخٛز زض ٔؼبزلات 

 اؾت.

(9) 

 ́  
 

 
*   (  

  

  
)
  
 

  
 
+ 

  
 

 
[   (    )

  

 
  (  

  

  
)
    

  
 
] 

  
 

 
*   (  

  

  
)
  
 

  
 
+ 

   
 

  
 (    ) [  (    )

  

 
  (  

  

  
)
    

  
 
] 

 روس -تئوری نموی پلاستیسیته بر اسبس معبدلات پرانتل -2-2

ثبقس. تئٛضی ٕ٘ٛی پطا٘تُ ضٚؼ ٔی٘ظطیٝ ٕ٘ٛی ثط اؾبؼ ٔؼبزلات ؾبذتبضی 

زٞس وٝ زض ٘تیدٝ  زض پلاؾتیؿیتٝ ٕ٘ٛ وط٘ف پلاؾتیه ضا ثٝ تٙف اضتجبط ٔی
اٛٞس ثٛز. ٔؼبزِٝ وط٘ف ٞبی پلاؾتیه ثٝ پیكیٙٝوط٘ف ی ثبضٌصاضی ٚاثؿتٝ ذ

٘ٛقتٝ  (10)پلاؾتیه ثط اؾبؼ ضٚاثظ ؾبذتبضی پطا٘تُ ضٚؼ ثٝ نٛضت ضاثغٝ 

 .[13] قٛزٔی

(10)    
 
 
  ̇ 

    
    

⁄  وٝ      ⁄ ثبقس. ثب اؾتفبزٜ اظ ضاثغٝ ٔسَٚ پلاؾتیؿیتٝ ٔی ⁄   

ثٝ  (11)ی ٘طخ وط٘ف ثط حؿت ٘طخ تٙف ثٝ نٛضت ضاثغٝ فطْ وّی ضاثغٝ (3)

 زؾت ٔی آیس.

(11)    ̇  (   ) ̇   (
    

 
)  ̇      

  ̇ 

   
(
 

  
  )     

وٝ ٔكبثٝ ػّٕیبت ا٘دبْ قسٜ زض ٔطحّٝ لجُ، ضطایت پلاؾتیؿیتٝ ٔطثٛط 

 آیس.ثٝ زؾت ٔی( 12)ثٝ تئٛضی ٕ٘ٛی ثٝ نٛضت ضٚاثظ 

ی الاؾتیه ثبقس،  ثبیس تٛخٝ زاقت وٝ چٙب٘چٝ ضفتبض نفحٝ زض ٔحسٚزٜ
ٚ  (9)ی ٔسَٚ ٕٔبؾی ٚ ؾىب٘تی ثطاثط ثب ٔسَٚ الاؾتیؿیتٝ ٔی ثبقٙس ٚ ضاثغٝ

 یبثٙسوبٞف ٔی(13)ثٝ نٛضت ضاثغٝ  (12)

(13)  ́    
 

    
    

 

    
 

 معبدلات دیفرانسیل حبکم -3
 قٛز٘ٛقتٝ ٔی (14) ٔؼبزلات ؾطػت ثطای نفحبت ٘بظن ثٝ نٛضت ضاثغٝ

[17]. 

(14)       
  

  
        

  

  
       

 (15)ی زض ٘تیدٝ ٘طخ وط٘ف ثب تٛخٝ ثٝ ٔیساٖ ؾطػت ثٝ نٛضت ضاثغٝ
 ثطلطاض اؾت.

(15) 

  ̇  
  

  
  

   

   
 

  ̇  
  

  
  

   

   
 

  ̇   
  

  
 
  

  
   

   

    
 

تبثؼه  ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت، 1ثطای ٔؿبِٝ ٔٛضز ثطضؾی وٝ زض قىُ 

ٔحبؾجٝ ٔی( 16) ثٝ نٛضت ضاثغٝ 1ا٘تٍطاَ ا٘طغی وُ ثط پبیٝ ٘ظطیٝ یىتبیی

 .قٛز

(16) 

Π  
 

 
∫{ ̇   ̇    ̇ (

  

  
)
 

  ̇ (
  

  
)
 

                 }    

                 ٚ   ٚ   فكبض یىٙٛاذت ذبضخی زض أتساز    ٚ     وٝ
 ثبقس وٝ ثطاثط اؾت ثب: ثؿتط الاؾتیه پبؾتط٘بن ٔی

(17)                        (
   

   
 
   

   
) 

 ثبثت ثطقی پبؾتط٘بن ٔی ثبقس.     ٚ ثبثت فٙطی ٚیٙىّط   وٝ 

ٚ وٕیٙٝ وطزٖ تبثؼه ا٘تٍطاِی فٛق ٚ ایٙىٝ  انُ اوؿتطٔٓثب ثٝ وبضٌیطی 
ٔؼبزِٝ زیفطا٘ؿیُ حبوٓ ثط ضفتبض وٕب٘ف ٚضق ٔؿتغیّی  ،⁄(   )    

 قٛزاؾترطاج ٔی (18) ثٝ نٛضت ضاثغٝ

                                                                                                                                           
1 Uniqueness theorem 

(12) 
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(18) 

  

  
 , ́

   

   
  (  

 

(   )
)
   

      
  

   

   
-

    
   

   
    

   

   
    

   (
   

   
 
   

   
)    

ثؼس ضاثغٝ قىُ ثی (19)ثؼس ثٝ نٛضت ضاثغٝ  ٞبی ثیحبَ ثب ٔؼطفی پبضأتط

 .قٛزاؾترطاج ٔی

(19) 

  
 

 
    

 

 
    

 

 
     

 

 
     

   
 

 
    

 
   

 

 
                

    ثبقس. ثٝ عٛضی وٝ ثٝ اظای ٘ٛع ٚ ٔیعاٖ ثبضٌصاضی ٔی   وٝ 

فكبض زٚ ٔحٛضٜ ٚ ثٝ       ثبضٌصاضی ثٝ نٛضت فكبض ته ٔحٛضٜ، ثٝ اظای 

ثب اؾتفبزٜ اظ  ثبقس.وكف یىٙٛاذت ٔی-ثبضٌصاضی ٔتٙبظط ثب فكبض    اظای 

ثٝ نٛضت  (18)ی ضاثغٝ ثؼس قسٜقىُ ثی (19)ثؼس زض ضاثغٝ ٞبی ثیوٕیت

 قٛزثیبٖ ٔی (20) یضاثغٝ

(20) 

 ́
   

   
  (  

 

   
)   

   

      
    

   

   
 

  

    
 

 
  

    
(
   

   
   

   

   
)

  ( 
  

   

   

   
 
  

   
  
   

   
) 

اٚثظ ٔطثٛط ثٝ ضٚـ اؾتفبزٜ ٔی GDQثطای حُ ٔؼبزِٝ اظ ضٚـ  قٛز وٝ ض
ثؼس ثٝ اوٖٙٛ ضطیت وٕب٘ف ثیزض لؿٕت پیٛؾت آٚضزٜ قسٜ اؾت.  حُ

 قٛز:تؼطیف ٔی (21)نٛضت ضاثغٝ 

(21) 

  
    

   
 
 (    )

  
 

 

  
    

    
 

٘ؿجت ضربٔت ٔی ثبقس   نّجیت ذٕكی ٚ  ⁄(    )       وٝ 

 [10]ثبقس ٔی 0.0001,0.001,0.002قبُٔ ؾٝ ٔمساض   وٝ زض پػٚٞف حبضط 

⁄  وٝ ثٝ تطتیت ثطاثط٘س ثب ٔمبزیط                      . 

 نتبیج و بحث 4-

زض ایٗ ٔمبِٝ ثطای ثٝ زؾت آٚضزٖ ٘ؿجت ٔسَٚ ٕٔبؾی ٚ ؾىب٘تی ثٝ ٔسَٚ 

آظٌٛز اؾتفبزٜ قسٜ اؾت وٝ ضاثغٝ ٟ٘بیی ثٝ -الاؾتیؿیتٝ اظ ٔسَ ضأجطي

 .[8]آیٙس  نٛضت ظیط ثٝ زؾت ٔی

(22) 

  

 
 

 

    (
  

 
)
  

  

 
 

 

   (
  

 
)
  

ثبقٙس. ثبیس تٛخٝ زاقت اظ آ٘دبیی وٝ ضاثغٝ ثٝ ذٛال ٔبزٜ ٔی    وٝ 

قٛز وٝ ٔؼبزِٝ غیط ذغی قٛز ثطای یه ثبض ٘بٔكرم ٚاثؿتٝ اؾت، ثبػث ٔی

زض ٘ظط      قٛز، یؼٙی اثتسا ٔیحُ ایٗ ٔكىُ اظ ضٚـ تىطاض اؾتفبزٜ 
قىُ پلاؾتیه ٘كٛز. ای ثبقس وٝ ثبػث تغییطثبیس ثٝ ا٘ساظٜ   قٛز. ٌطفتٝ ٔی

آظٌٛز ضا ٔحبؾجٝ وطزٜ ٚ اظ زٚ تئٛضی ٕ٘ٛی ٚ -ٞبی ضأجطيؾپؽ پبضأتط

قٛز ٚ زض ٟ٘بیت ثب قىُ زض ٔحبؾجٝ ضطایت پلاؾتیؿیتٝ اؾتفبزٜ ٔیتغییط

قٛز. چٙب٘چٝ ثٝ زؾت آٚضزٜ ٔی   وٛچىتطیٗ ٔمساض ٚیػٜ اؾتفبزٜ اظ ٔؼبزِٝ، 
|(     )   ⁄ | ثبقس، خٛاة ثٝ زؾت آٔسٜ خٛاة ٔٛضز ٘ظط اؾت. زض      

ضطیت   وٝ   [        (   )]   غیط ایٗ نٛضت ثب لطاض زازٖ 

-ٔؿبِٝ ضا اظ اثتسا ٔٛضز تحّیُ لطاض ٔی  (       )ثبقس تهحیح ٔی

ایٗ ثبقس. ٔبزٜ ٔٛضز اؾتفبزٜ زضٔی           زٞیٓ. زض پػٚٞف حبضط 
ٞبی ٔىب٘یىی آٖ ثٝ نٛضت ثبقس وٝ پبضأتطٔی          تحمیك 

       آظٌٛز ثٝ نٛضت -ٚ ضطایت ضأجطي                  

. زض ایٗ ثرف پیف اظ ثطضؾی اثط پبضأتطٞبی [8]ثبقٙس  ٔی             

ٔرتّف ثط ضطیت وٕب٘ف، ٘رؿت ٘تبیح تحّیُ ایٗ ٔمبِٝ ثب ثطاثط نفط 
قٛ٘س؛ ثطای ایٗ لطاضزازٖ اثطات ثؿتط الاؾتیه، اضظیبثی ٚ اػتجبضؾٙدی ٔی

قٛ٘س، ؾپؽ اػتجبض ضٚ٘س ٍٕٞطایی ٘تبیح تحّیُ ٚ ثطضؾی ٔیٔٙظٛض ٘رؿت 

ضٚ٘س ٍٕٞطایی ضطیت  1قٛز. زض خسَٚ ٘تبیح تحّیُ ایٗ ٔمبِٝ ٘كبٖ زازٜ ٔی

وٕب٘ف ثط حؿت افعایف ٘مبط قجىٝ تحت ثبض زٚ ٔحٛضٜ فكبضی ٘كبٖ زازٜ 
قٛ٘س ثٝ قٛز وٝ ثب افعایف ٘مبط قجىٝ پبؾد ٍٕٞطا ٔیقسٜ اؾت. ٔكبٞسٜ ٔی

ا٘س. ثط ایٗ اؾبؼ ٘تبیح ایٗ ٞب یىؿبٖ قسٜ پبؾد    ای وٝ زض  ٌٛٝ٘

ا٘س. پؽ اظ ثطضؾی ثٝ زؾت آٔسٜ         پػٚٞف ثب ٘مبط قجىٝ 

ضطیت وٕب٘ف  2ٞب، ثٝ ٔٙظٛض اػتجبضؾٙدی ٘تبیح، زض خسَٚ ٍٕٞطایی تحّیُ
 ٞبی پیكیٗثحطا٘ی ثٝ زؾت آٔسٜ اظ تحّیُ ایٗ ٔمبِٝ، ثب ٘تبیح ٔكبثٝ اظ ٔطخغ

 قٛز ٔمبزیط ثٝ زؾت آٔسٜ اظ ضٚـٔمبیؿٝ قسٜ اؾت. ٕٞب٘غٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔی

GDQ ٞب زاضز. تغبثك ثؿیبض ذٛثی ثب ؾبیط ضٚـ 

زض ٔمبیؿٝ ثب  GDQضطیت وٕب٘ف ثٝ زؾت آٔسٜ اظ ضٚـ حُ  3خسَٚ 
ٞبی حُ اظ خّٕٝ: ضٚـ حُ ٌطیٗ فب٘ىكٗ ٚ ضٚـ حُ زلیك، ؾبیط ضٚـ

ؿتط الاؾتیه پبؾتط٘بن، ثبضٌصاضی ته ثطای نفحٝ ٔطثؼی ٘بظن تحت اثط ث

-ٌبٞی ؾبزٜ ٚ ٌیطزاض ضا ٘كبٖ ٔیٔحٛضٜ ٚ زٚ ٔحٛضٜ فكبضی ٚ قطایظ تىیٝ

ا٘غجبق   GDQ٘تبیح ثٝ  زؾت  آٔسٜ  اظ  ضٚـ  حُ ، 3زٞس. ثب تٛخٝ ثٝ خسَٚ 
ٞبی حُ زاضز ٚ ثطای تٕبْ قطایظ ٔطظی ؾبزٜ ثؿیبض ذٛثی ثب ٘تبیح ؾبیط ضٚـ

ثؼس پبؾتط٘بن ثؿیبض ثیكتط اظ ٘ف تحت اثط ثبثت ثطقی ثیٚ ٌیطزاض، ضطیت وٕب

 ثؼس ٚیٙىّط اؾت ٚ زض حضٛض ثبثت ثطقیضطیت وٕب٘ف ٘بقی اظ ثبثت فٙطی ثی

ٌبٞی ؾبزٜ تحت ثبضٌصاضی قطایظ تىیٝٔحبؾجٝ ضٚ٘س ٍٕٞطایی ثطای پّیت زض 1جدول 

 زٚ ٔحٛضٜ فكبضی
Table 1 The computational convergence rate for SSSS square plates 

under equibiaxial loading 

  
      

5 7 9 11 13 
0.0001 1.9900 2.0105 2.0000 2.0000 2.0000 

0.002 1.8927 1.8656 1.8649 1.8649 1.8649 

 
ٚ زٚ  ٔمبیؿٝ ضطیت وٕب٘ف ثطای نفحبت ٔطثؼی تحت ثبض ته ٔحٛضی 2جدول 

قىُ ٚ تئٛضی تغییط (IT)اؾبؼ زٚ تئٛضی ٕ٘ٛی ثط ٌبٞی ؾبزٜٔحٛضی ثب قطایظ تىیٝ
(DT) 

Table 2 Comparison studies of buckling coefficient for SSSS square 

plates under uniaxial and equibiaxial loadings with Incremental Theory 

(IT) and Deformation Theory (DT) predictions 

                   ٘ٛع ثبضٌصاضی

  DT IT DT IT 

 1.8713 1.8649 2 2 [8]ٔطخغ     

 1.8713 1.8649 2 2 [14]ٔطخغ

 1.8713 1.8649 2 2 [17]ٔطخغ

 1.8713 1.8649 2 2 ٘تبیح خسیس

 3.4955 2.7954 4 4 [14]ٔطخغ    

 3.4955 2.7954 4 4 [17]ٔطخغ

 3.5278 2.8058 4 4 [12]ٔطخغ

 3.4955 2.7954 4 4 ٘تبیح  خسیس
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⁄  )ٔمبیؿٝ ضطیت وٕب٘ف نفحٝ ٔطثؼی ٘بظن   3جدول   زاضای ثؿتط الاؾتیه پبؾتط٘بن تحت اثط ثبضٞبی ته ٔحٛضٜ ٚ زٚٔحٛضٜ (      

Table 3 Comparison of buckling coefficient for a thin square plate (  ⁄       ) subjected to uniaxial and equibiaxial loadings resting on 

Pasternak elastic foundation  

Present 
GDQ 

 

Green’s 
Functions 

[18] 

Exact 
solution 

[19] 

   
 

   
 

 قطایظ ٔطظی

                              

2 

12.132 
2.5133 

12.6454 

4 

18.9151 
5.0266 
19.1717 

2 

12.13 
2.513 
12.65 

4 

18.92 
5.027 
19.17 

- 

- 
- 
- 

3.99998 

18.9151 
5.02658 
19.1717 

0 

100 
0 

100 

0 

0 
100 
100 

SSSS 

2.662 
12.798 
3.132 
13.264 

5.740 
19.720 
6.7670 
19.9776 

2.663 
12.80 
3.132 
13.26 

5.740 
19.720 
6.767 
19.98 

- 
- 
- 
- 

5.74015 
19.7209 
6.76675 
19.9776 

0 
100 
0 

100 

0 
0 

100 
100 

SSSC 

3.830 

13.962 
4.279 
14.411 

7.691 

20.734 
7.948 

20.991 

3.83 

13.96 
4.28 
14.41 

7.691 

20.74 
7.948 
20.99 

- 

- 
- 
- 

7.69112 

20.7344 
7.9477 
20.9911 

0 

100 
0 

100 

0 

0 
100 
100 

SCSC 

 

 

تحت  یٙىّطثبثت ٚثبقس. ثؼس ٚیٙىّط ٘بچیع ٔیثؼس پبؾتط٘بن، تبثیط ثبثت ثیثی

اؾت أب ثبثت پبؾتط٘بن تحت  z یٚضق زض ضاؾتب یب٘یؾطػت ؾغح ٔ یطتبث

ی ٔ یبزضا ظ یطتبث یبٖؾطػت ؾغح ٚضق اؾت ٚ اظ ا٘دب وٝ ٌطاز یبٌٖطاز یطتبث
 ی ثبقس. ٔ یكتطثبثت پبؾتط٘بن ث یطتبث وٙس،

ٔحٛضٜ ٔمبزیط ٔحٛضٜ اظ زٚثؼس تهثسیٟی اؾت وٝ ثبض وٕب٘ف ثیچٙیٗ ٞٓ

ضطیت وٕب٘ف ثط حؿت ضطیت تغییطات  2ثیكتطی زاضز. ٕ٘ٛزاضٞبی قىُ 

ثطای نفحٝ ٔطثؼی ثب ؾٝ ٘ؿجت  ،[8]ثبضٌصاضی، ٘ؿجت ثٝ ٘تبیح تحّیّی ٔطخغ 
قٛز ا٘غجبق ثؿیبض ٞس. ٕٞب٘غٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔیزضربٔت ٔرتّف ضا ٘كبٖ ٔی

 ٚخٛز زاضز. [8]ذٛثی ثیٗ ٘تبیح ایٗ تحّیُ ثب ٘تبیح ٔطخغ 

( ثٝ اظای تٕبْ ٔمبزیط ضطیت ثبض ٚ زض         ثطای نفحبت ٘بظن )

، ٘تبیح ثٝ زؾت آٔسٜ ثب ٘تبیح       ی زض ٔحسٚزٜ 0.001٘ؿجت ضربٔت 
-2حبنُ اظ حُ الاؾتیه ٔٙغجك اؾت أب ثب افعایف زأٙٝ ثبضٌصاضی زض قىُ 

b ُقى( 2 ٚ افعایف ضربٔت-c ٘تبیح حبنُ ثب ٘تبیح حُ الاؾتیه ا٘غجبلی ،)

ی ایٗ اؾت وٝ وٕب٘ف زیٍط الاؾتیه ٘یؿت ٚ ٖ زٞٙسٜ٘ساضز، وٝ ٘كب
ٞبی ثبلا ترٕیٗ ثبلایی اظ ثبض وٕب٘ف  اؾتفبزٜ اظ تئٛضی الاؾتیه زض ضربٔت

قٛز وٝ ی ٔغّٛثی ٘یؿت. ٕٞچٙیٗ ٔكبٞسٜ ٔیزٞس وٝ زض ػُٕ ٘تیدٝٔی

قىُ ثط ٞٓ ٔٙغجك ٞؿتٙس أب ٘تبیح ٞط زٚ تئٛضی ٕ٘ٛی ٚ تغییط a-2زضقىُ 

ثطای     ی ی ثبضٌصاضی ثبلا )ثبظٜتط تحت زأٙٝضریٓ ثطای نفحبت

( تفبٚت لبثُ        ثطای         یٚ ثبظٜ        

ٞبی ثبلا وٝ قٛز ظیطا زض ضربٔتای ثیٗ زٚ تئٛضی ٔكبٞسٜ ٔیٔلاحظٝ
وٕب٘ف ثٝ نٛضت پلاؾتیه اؾت افعایف ضطیت ثبض، ثبػث افعایف ؾغح تٙف 

قٛز وٝ قٛز ٚ ایٗ أط ثبػث ٔیپلاؾتیه ٔیی زض نفحٝ ٚ ٌؿتطـ ٔٙغمٝ

ٔٙحٙی  3. قىُ [6,17]ٞبی حبنُ اظ زٚ تئٛضی اظ ٞٓ زٚض قٛ٘س خٛاة

ٞبی ٔرتّف ثب زض ٘ظط ٌطفتٗ  ضطیت وٕب٘ف زض ٘ؿجت ضربٔت -ضطیت ثبض
 زٞس.ثبثت فٙطی ٚیٙىّط ٚ قطط ٔطظی ؾبزٜ ضا ٘كبٖ ٔی

قٛز افعایف ٔمبزیط ثبثت ٚیٙىّط  ٔكبٞسٜ ٔی a-3ٕٞب٘غٛض وٝ زض قىُ 

قٛز ٚ ثٝ اظای ٔمبزیط ٔرتّف ثبثت فٙطی ثبػث افعایف ضطیت وٕب٘ف ٔی

( ٘تبیح حبنُ اظ زٚ تئٛضی وبٔلا ثط ٞٓ ٔٙغجك            ٚیٙىّط )
قٛز قٛ٘س. ٕٞب٘غٛض وٝ لجلا اقبضٜ قس افعایف ضربٔت نفحٝ ثبػث ٔیٔی

ٞبی حبنُ اظ زٚ تئٛضی پلاؾتیؿیتٝ اظ یىسیٍط فبنّٝ ثٍیط٘س وٝ اػٕبَ خٛاة

 زٚ  اظ  حبنُ ٘تبیح   ثیٗ  قٛز اذتلافثؿتط الاؾتیه ٚ افعایف آٖ ثبػث ٔی

 

 

 

 
Fig. 2 comparison of buckling coefficient for SSSS square plates with 

analytical solution [8] under Elastic Theory, Incremental Theory (IT) 

and Deformation Theory (DT) predictions 
-ثطای حبِت تىیٝ [8]ٔمبیؿٝ ضطیت وٕب٘ف ثب ٘تبیح تحّیّی ٔكبثٝ اظ ٔطخغ  2شکل 

 (DT)قىُ ٚ تغییط (IT)ٞبی الاؾتیه، ٕ٘ٛی ٌبٞی ؾبزٜ ثط اؾبؼ تئٛضی
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Fig. 3 Variations of buckling coefficient with loading,thickness to 

length ratios and winkler modulus for SSSS square plates under  

Incremental Theory (IT) and Deformation Theory (DT) predictions 
تغییطات ضطیت وٕب٘ف ثط حؿت ضطیت ثبض، ٘ؿجت ضربٔت ٚ ثبثت ٚیٙىّط  3شکل 

   (DT)قىُ ٚ تغییط (IT)ثط اؾبؼ زٚ تئٛضی ٕ٘ٛی  SSSSثطای نفحٝ ٔطثؼی زض حبِت 

ٔكبٞسٜ  b  ٚ3-c-3(. ٕٞچٙیٗ زض قىُ b  ٚ3-c-3تئٛضی افعایف یبثس )قىُ 

ثبضٌصاضی ثبلا ی قٛز وٝ ضطایت وٕب٘ف حبنُ اظ تئٛضی ٕ٘ٛی زض زأٙٝٔی

ٞبی ٔٛضز ٘ظط لجَٛ ٞؿتٙس. زِیُ ایٗ أط آٖ اؾت وٝ زض ٔحسٚزٜلبثُغیط
-ثیٙی قسٜ تٛؾظ تئٛضی ٕ٘ٛی ثیف اظ حس تحُٕ ٔبزٜ ٚ غیطٞبی پیفتٙف

 :(23) یثبقس وٝ ثب تٛخٝ ثٝ ضاثغٝلجَٛ ٔیلبثُ

(23)   
  (   

 )

(      )     
 

ی لبثُ لجَٛ قٛ٘س. ٘ىتٝلبثُٞٓ غیطثؼس وٕب٘ف قٛز ضطایت ثیثبػث ٔی

افعایف ثبثت ٚیٙىّط ثبػث           ایٗ اؾت وٝ زض  c-3تٛخٝ زض قىُ 

ی غیط لبثُ لجِٛی قٛز وٝ ثب قىُ ٞٓ ٚاضز ٔحسٚزٜقٛز وٝ تئٛضی تغییطٔی
قىُ ثب ٘تبیح ٔجٙی ثط تغبثك تئٛضی تغییط [10]تٛخٝ ثٝ ٘تبیح ٚاً٘ 

ضؾس وٝ ایٗ ٘تبیح لبثُ اػتٕبز ثبقس ٚ ثب افعٚزٖ ثبثت آظٔبیكٍبٞی ثٝ ٘ظط ٔی

فٙطی ٚیٙىّط زض ایٗ ٘ؿجت ضربٔت، ؾفتی نفحٝ ثیف اظ حس ثبلا ضفتٝ ٚ 

 .ٙف نفحٝ ثٝ ٔمساضی ثیف اظ تٙف ٟ٘بیی ٚ تحُٕ خؿٓ ثطؾسثبػث قٛز ت

ٞبی ٔرتّف ثب ضطیت وٕب٘ف زض ٘ؿجت ضربٔت -ٔٙحٙی ضطیت ثبض 4قىُ 
زٞس. زض ٘ظط ٌطفتٗ ثبثت ثطقی پبؾتط٘بن ٚ قطط ٔطظی ؾبزٜ ضا ٘كبٖ ٔی

ثؼس پبؾتط٘بن زض افعایف ضطیت قٛز تبثیط ثبثت ثیٕٞب٘غٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔی

ثب          ثبقس. زض حبِت ثؼس ٚیٙىّط ٔییكتط اظ ثبثت ثیوٕب٘ف ثؿیبض ث
ی ثبضٌصاضی ثبلا تغبثك زٚ تئٛضی اظ ثیٗ افعایف ٔمبزیط ثبثت ثطقی، زض زأٙٝ

      ی زض ٔحسٚزٜ،      ثٝ اظای          ضٚز ٚ زض حبِت ٔی
قٛز. ٕٞچٙیٗ لجَٛ ٔیلبثُقىُ غیطضطایت وٕب٘ف حبنُ اظ تئٛضی تغییط

قٛز وٝ ثب افعایف ثبثت ثطقی پبؾتط٘بن، ٔكبٞسٜ ٔی        زض حبِت 

-لجَٛ ٔیلبثُی ضطیت ثبض وٕتطی غیطقىُ، زض ٔحسٚزٜ٘تبیح تئٛضی تغییط

ٞبی حس تحُٕ خؿٓ، زض حبِت      ای وٝ ثٝ اظای قٛ٘س. ثٝ ٌٛٝ٘

-ی غیطز ٔحسٚزٜی فكبضی وبٞف ٚ ٘تبیح ٚاضٔحٛضٜٔحٛضٜ ٚ زٚثبضٌصاضی ته

ٔٙحٙی تغییطات  6ٚ  5قىُ قٛز. ثطای زضن ثٟتط ایٗ ٔٛضٛع لجَٛ ٔیلبثُ

 ثطای  پبؾتط٘بن،  تٙف ٔٛثط، ثط حؿت ٘ؿجت ضربٔت ثبثت ثطقی  -ضطیت ثبض

 

 

 
Fig. 4 Variations of buckling coefficient with loading, thickness to 

length ratios and pasternak shear modulus for SSSS square plates under 

Incremental Theory (IT) and Deformation Theory (DT) predictions 
تغییطات ضطیت وٕب٘ف ثط حؿت ضطیت ثبض، ٘ؿجت ضربٔت ٚ ثبثت ثطقی   4شکل 

-ٚ تغییط (IT)ثط اؾبؼ زٚ تئٛضی ٕ٘ٛی  SSSSپبؾتط٘بن ثطای نفحٝ ٔطثؼی زض حبِت 

   (DT)قىُ 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
96

.1
7.

3.
34

.8
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

04
 ]

 

                             6 / 11

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1396.17.3.34.8
https://mme.modares.ac.ir/article-15-4871-en.html


  

 همکبران و اصغر زاجکبنی در بستر پبسترنبک بر پبیه تئوری هبی نموی و تنبسبی تحلیل کمبنش الاستوپلاستیک صفحبت مستطیلی

 

 122 9، شماره 23، دوره 2952مهندسی مکانیک مدرس، خرداد 
 

 

 

 
Fig. 5 Variations of effective stress with loading, thickness to length 

ratios and pasternak shear modulus for SSSS square plates under 

Deformation Theory (DT) prediction 

تغییطات تٙف ٔٛثط ثط حؿت ضطیت ثبض، ٘ؿجت ضربٔت ٚ ثبثت ثطقی  5شکل 

 (DT)ثط اؾبؼ تئٛضی تغییط قىُ  SSSSپبؾتط٘بن ثطای نفحٝ ٔطثؼی زض حبِت 

زٞس. زض ٌبٞی ؾبزٜ ضا ٘كبٖ ٔیقىُ ٚ ٕ٘ٛی، زض حبِت تىیٝزٚ تئٛضی تغییط

ٞط              قٛز ثطای ٔمبزیط ٔكبٞسٜ ٔی 0.0001٘ؿجت ضربٔت 

وٙٙس. زض ٘ؿجت وط٘ف حطوت ٔی-زٚ تئٛضی وبٔلا ثط ضٚی ٔٙحٙی تٙف

ٚ زض       زض غیبة ثؿتط الاؾتیه ثطای ضطیت ثبضٞبی  0.001ضربٔت 

ٞبیی تئٛضی ٕ٘ٛی، تٙف    ثطای ضطیت ثبضٞبی  0.002٘ؿجت ضربٔت 
زٞس وٝ اػٕبَ ثؿتط الاؾتیه ٚ افعایف ثبلاتط اظ حس تحُٕ خؿٓ ضا ٘كبٖ ٔی

ی ضطیت ثبض وٕتطی ضخ زٞس. قٛز ٔیعاٖ ذغب زض ٔحسٚزٜزیط آٖ ثبػث ٔیٔمب

-قىُ وٝ زض غیبة ثؿتط الاؾتیه زض ٘ؿجت ضربٔتٕٞچٙیٗ تئٛضی تغییط

وٙس ثب افعٚزٖ ثؿتط وط٘ف حطوت ٔی-ی تٙفٞبی ٔرتّف زض ٔحسٚزٜ
ٞبی نفحٝ ثٝ الاؾتیه ٚ افعایف آٖ، ثٝ ذهٛل ثبثت ثطقی پبؾتط٘بن، تٙف

تٙف ٟ٘بیی  [10]ثط اؾبؼ پػٚٞف ٚاً٘  ضؾس.یف اظ تٙف ٟ٘بیی ٔیٔمساضی ث

َ ٍٔبپبؾٍب 608ٔمساض  %10.2ثط اؾبؼ وط٘ف  T6-7075 ٚضق آِٛٔیٙیٛٔی

  ،0.002ضربٔت  ٘ؿجت   قٛز زضٕٞب٘غٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔی 5ثبقس. زض قىُ ٔی

 

 

 
Fig. 6 Variations of effective stress with loading, thickness to length 

ratios and pasternak shear modulus for SSSS square plates under 

Incremental Theory (IT) prediction 

تغییطات تٙف ٔٛثط ثط حؿت ضطیت ثبض، ٘ؿجت ضربٔت ٚ ثبثت ثطقی   6شکل 

 (IT)ثط اؾبؼ تئٛضی ٕ٘ٛی  SSSSپبؾتط٘بن ثطای نفحٝ ٔطثؼی زض حبِت 

ٚ زض       زض  ، نفحٝ       ، زض      نفحٝ زض     زض 

 608، ثب ثبلا ضفتٗ تٙف ثٝ ٔیعا٘ی ثیكتط اظ        نفحٝ زض      
قٛز وٝ ثبلا ضفتٗ ثیف اظ حس ؾفتی نفحٝ زض ٍٔبپبؾٍبَ زچبض فطٚضیعـ ٔی

تٛاٖ اظ زلایُ ثبلا ضفتٗ ایٗ ضربٔت ٚ ثٝ تجغ وبٞف ا٘ؼغبف پصیطی ضا ٔی

تٛاٖ ٌفت زض نفحبتی ثب تٙف نفحٝ یبز وطز. ثٙبثطایٗ ثب تٛخٝ ثٝ قىُ ٔی
تحت  وٝ 0.002ثٝ ذهٛل ٘ؿجت ضربٔت  0.0001٘ؿجت ضربٔت ثبلاتط اظ 

ٔحٛضٜ ٞبی تهاثط ثبض زٚٔحٛضی وككی ٚ فكبضی لطاض زاض٘س )حتی ثبض

، اؾتفبزٜ اظ ثؿتط الاؾتیه پبؾتط٘بن ثٝ ٔٙظٛض افعایف ثبض وٕب٘ف فكبضی(

 ثبقس.ٔٙبؾت ٕ٘ی
قىُ ثطای ضطیت ثبض تئٛضی تغییط -ٔٙحٙی ٔسَٚ تب٘ػا٘ت 8ٚ  7قىُ 

فٙطی ٚ ثطقی ضا ٘كبٖ ٔطثؼی ثٝ اظای ٘ؿجت ضربٔت ٚ ٔمبزیط ثبثت  نفحٝ

وٕب٘ف  0.0001قٛز زض٘ؿجت ضربٔت زٞس. ٕٞب٘غٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔیٔی

 حضٛض   زض أب  ٔب٘س ٔی نفحٝ زض حضٛض ثبثت ٚیٙىّط ٕٞچٙبٖ الاؾتیه ثبلی 
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Fig. 7 Tangent modulus versus loading ratio by Deformation Theory 

(DT) in various thicknesses parameters and winkler modulus for SSSS 

square plate. 
ثط حؿت  (DT)ٔسَٚ تب٘ػا٘ت ثطای تئٛضی تغییط قىُ  -ٔٙحٙی ضطیت ثبض 7شکل 

 ٘ؿجت ضربٔت ٚ ثبثت ٚیٙىّط

 
Fig. 8 Tangent modulus versus loading ratio by Deformation Theory 

(DT) in various thicknesses parameters and shear modulus for SSSS 

square plate 

ثط حؿت  (DT)ٔسَٚ تب٘ػا٘ت ثطای تئٛضی تغییط قىُ  -ٔٙحٙی ضطیت ثبض  8شکل 

 ٘ؿجت ضربٔت ٚ ثبثت ثطقی پبؾتط٘بن

پلاؾتیه -ضفتبض نفحٝ ثٝ نٛضت الاؾتیه      ثبثت ثطقی ثطای ٔمبزیط 

پلاؾتیه اؾت ثب -وٝ وٕب٘ف الاؾتیه 0.001ذٛاٞس ثٛز. زض ٘ؿجت ضربٔت 

 0.002زٞس ٚ زض ٘ؿجت ضربٔت افعایف ٔیعاٖ ثؿتط، وٕب٘ف پلاؾتیه ضخ ٔی

ثسٖٚ حضٛض ثؿتط، وٕب٘ف پلاؾتیه اؾت وٝ اؾتفبزٜ اظ ثؿتط الاؾتیه ثبػث 
ٚ ثبض ثحطا٘ی وٕب٘ف افعایف پیسا وٙس. ی پلاؾتیه ٌؿتطـ، قٛز ٔٙغمٝٔی

تٛاٖ زضیبفت وٝ افعایف ضطیت ثبض ٚ ٔمبزیط ثؿتط ٔیثٙبثطایٗ ثب تٛخٝ ثٝ قىُ 

ی پلاؾتیه ٚ افعایف الاؾتیه زض ٘ؿجت ضربٔت ثبلا ثبػث ٌؿتطـ ٔٙغمٝ

تٛا٘س ثبػث افعایف ثبض قٛز. أب ایٗ ٌؿتطـ، تب حسی ٔیثبضوٕب٘ف ٔی
وٕب٘ف قٛز ٚ ثؼس اظ آٖ ثب ثیف اظ حس ضؼیف قسٖ ٔسَٚ ٚ ثٝ تجغ وبٞف 

-ٔی 8ٚ  7وٙس. ثٙبثطایٗ ثب تٛخٝ ثٝ قىُ پیسا ٔی ؾرتی، ثبض وٕب٘ف وبٞف

تٛاٖ ٌفت وٝ ثٝ زِیُ ضؼیف قسٖ ثیف اظ حس ٔسَٚ فّعات اؾت وٝ زض 

ٞبی ثبلا ثٝ اظای ٔمبزیط ذبنی اظ ضطیت زض ٘ؿجت ضربٔت 4ٚ  3ٞبی قىُ 
تغییطات  9قىُ . وٙسثبض ٚ ثؿتط الاؾتیه، ثبض وٕب٘ف ضٚ٘س وبٞكی پیسا ٔی

ٌبٞی ؾبزٜ، حؿت ٘ؿجت عَٛ ثٝ ػطو، تحت قطایظ تىیٝضطیت وٕب٘ف ثط 

ٛضی ئثبضٌصاضی زٚٔحٛضٜ فكبضی ٚ ثؿتط الاؾتیه پبؾتط٘بن ثط اؾبؼ زٚ ت

قٛز ثب اظزیبز زٞس. ٕٞب٘غٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔیقىُ ضا ٘كبٖ ٔیٕ٘ٛی ٚ تغییط
تغییط     وٙس. اِجتٝ ثٝ اظای عَٛ ٚضق ضطیت وٕب٘ف وبٞف پیسا ٔی

قٛز ٚ ثؿتط الاؾتیه تبثیط ٘بچیعی زض وٕب٘ف ٔكبٞسٜ ٕ٘یچٙسا٘ی زض ضطیت 

 ثؿتط   (   )پبییٗ   اثؼبزی  ٘ؿجت زض  أب  زاضز   وٕب٘ف ضطیت  افعایف 

 

 
Fig. 9 Variations of buckling coefficient with aspect ratios, thickness to 

length ratios and elastic foundation for SSSS plates under Incremental 

Theory (IT) and Deformation Theory (DT) predictions 
ثط حؿت ٘ؿجت عَٛ ثٝ ػطو، ٘ؿجت ضربٔت ٚ  تغییطات ضطیت وٕب٘ف   9شکل

   (DT)قىُ ٚ تغییط (IT)ثط اؾبؼ زٚ تئٛضی ٕ٘ٛی  SSSSثؿتط الاؾتیه زض حبِت 

وٙس. ٕٞچٙیٗ ٔیالاؾتیه تبثیط ثٝ ؾعایی زض افعایف ضطیت وٕب٘ف ایفب 

٘تبیح زٚ تئٛضی زض ا٘غجبق ثب  0.0001قٛز زض ٘ؿجت ضربٔت ٔكبٞسٜ ٔی

ٞبی ثبلا ثب افعایف عَٛ ٚضق ایٗ ا٘غجبق اظ ثیٗ یىسیٍط ٞؿتٙس أب زض ضربٔت
 ضٚز.ٔی

تغییطات ضطیت وٕب٘ف ٘ؿجت ثٝ تغییطات ثؿتط الاؾتیه تحت  10قىُ 

زٞس. ی ٔتفبٚت ضا ٘كبٖ ٔیثبضٌصاضی زٚ ٔحٛضٜ فكبضی ٚ قطایظ تىیٝ ٌبٞ

قٛز ثب افعایف قطط ٔطظی ٌیطزاض ضطیت وٕب٘ف ٕٞب٘غٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔی
افعایف   SSSCٚ قطط ٔطظی  0.001وٙس. زض ٘ؿجت ضربٔت افعایف پیسا ٔی

ثبثت ٚیٙىّط تبثیط ثٝ ؾعایی زض افعایف ضطیت وٕب٘ف زاضز أب ثب افعایف قطط 

ف ثب افعایف ٔمبزیط ثبثت ٚیٙىّط ٔطظی ٌیطزاض تبثیط افعایف ضطیت وٕب٘

ٕٞچٙیٗ ثب افعایف قطط ٔطظی ٌیطزاض ثٝ ػّت افعایف  وٙس.وبٞف پیسا ٔی
ی تغبثك زٚ تئٛضی وبٞف پیسا ٔی وٙس ثٝ  ؾغح تٙف زض خؿٓ، ٔحسٚزٜ

ٔطظی تٕبْ ٌیطزاض ٞیچ تغبثمی ثیٗ زٚ تئٛضی ٔكبٞسٜ  عٛضی وٝ زض قطط

ثؿتط تغییطات ٔسَٚ تب٘ػا٘تی ضا ٘ؿجت ثٝ تغییطات  11قٛز. قىُ ٕ٘ی

ٌبٞی ٔتفبٚت ٘كبٖ  الاؾتیه تحت ثبضٌصاضی زٚ ٔحٛضٜ فكبضی ٚ قطایظ تىیٝ
قٛز وٝ افعایف ثبض وٕب٘كی ثب ٔكرم ٔی 11 ٚ 10زٞس. ثب ٔمبیؿٝ قىُ ٔی

ثبقس. ٕٞب٘غٛض وٝ ٞب، ثٝ ػّت ضخ زازٖ وٕب٘ف پلاؾتیه ٔیزاض قسٖ ِجٌٝیط

پلاؾتیه -وٕب٘ف ثٝ نٛضت الاؾتیه SSSCقٛز زض قطط ٔطظی یٔكبٞسٜ ٔ

زٞس ٚ ٞبی ٌیطزاض، وٕب٘ف ثٝ نٛضت پلاؾتیه ضخ ٔیاؾت وٝ ثب افعایف ِجٝ
 وٙس.ی پلاؾتیه ٌؿتطـ پیسا ٔیغمٝثب افعایف ٔمبزیط ثؿتط الاؾتیه، ٔٙ

 نتیجه گیری -5
پلاؾتیه نفحبت ٘بظن تحت ثبضٌصاضی  -زض ایٗ ٔمبِٝ وٕب٘ف الاؾتیه

 لطاض  ثطضؾی  وككی ٚ فكبضی ثب زض ٘ظط ٌطفتٗ تغییطات ثؿتط الاؾتیه ٔٛضز 
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Fig. 10 Variations of buckling coefficient, with elastic foundation for 

square plate under various boundary conditions, equibiaxial loading 

and Incremental Theory (IT) and Deformation Theory (DT) predictions 
ثؿتط الاؾتیه ثطای نفحٝ ٔطثؼی تحت تغییطات ضطیت وٕب٘ف ٘ؿجت ثٝ    10شکل

قطایظ تىیٝ ٌبٞی ٔتفبٚت، ثبضٌصاضی زٚ ٔحٛضٜ فكبضی ثط اؾبؼ زٚ تئٛضی ٕ٘ٛی 
(IT)  ُتغییط قى ٚ(DT) 

 
Fig. 11 Variations of tangent modulus, with elastic foundation for 

square plate under various boundary conditions, equibiaxial loading and 

Incremental Theory (IT) and Deformation Theory (DT) predictions 
ٔطثؼی تحت  ثؿتط الاؾتیه ثطای نفحٝتغییطات ٔسَٚ تب٘ػا٘ت ٘ؿجت ثٝ    11شکل

قطایظ تىیٝ ٌبٞی ٔتفبٚت، ثبضٌصاضی زٚ ٔحٛضٜ فكبضی ثط اؾبؼ زٚ تئٛضی ٕ٘ٛی 
(IT)  ُتغییط قى ٚ(DT) 

ی پلاؾتیه اظ زٚ ٘ظطیٝ-ٌطفتٝ اؾت. ثطای تحّیُ وٕب٘ف الاؾتیه

پلاؾتیؿیتٝ ٕ٘ٛی ٚ تغییط قىُ اؾتفبزٜ قس ٚ اثط تغییطات ضربٔت، ٘ؿجت 
ٞبی فٙطی ٚیٙىّط ٚ ثطقی ؾبزٜ ٚ ٌیطزاض ٚ ثبثتٞبی ٌبٜعَٛ ثٝ ػطو، تىیٝ

ثطضؾی قسٜ اؾت. ٘تبیح حبنُ اظ  T6-7075پبؾتط٘بن ثطای آِٛٔیٙیْٛ تدبضی 

 تٛاٖ خٕغ ثٙسی وطز:تحمیك ظیط ضا ثٝ نٛضت ظیط ٔی

وٙس. ظٔب٘ی وٝ ٞبی ثؿتط، ضطیت وٕب٘ف افعایف پیسا ٔیثب افعایف پبضأتط 1-

ٞبی زض غیبة ثبثت ثطقی، خٛاة(        ) نفحبت ذیّی ٘بظن ثبقٙس 

ٞبی حبنُ اظ وٕب٘ف ثٝ زؾت آٔسٜ ثٝ اظای تٕبْ ٔمبزیط ثبثت فٙطی ثب خٛاة
الاؾتیه ثط ٞٓ ٔٙغجك ٞؿتٙس أب ثب افعٚزٖ اثط ثبثت ثطقی وٕب٘ف 

 زٞس.پلاؾتیه ضخ ٔی-الاؾتیه

ای قٛز ثٝ ٌٛٝ٘افعٚزٖ ثؿتط الاؾتیه ثبػث ٌؿتطـ ٘بحیٝ پلاؾتیه ٔی 2-

افتس.  پلاؾتیه اتفبق ٔی -وٝ وٕب٘ف الاؾتیه 0.001ٝ زض ٘ؿجت ضربٔت و
ٞبی ثؿتط ثبػث ایدبز وٕب٘ف پلاؾتیه ٚ زض ٘ؿجت ضربٔت افعٚزٖ پبضأتط

ی زٞس، ثؿتط ثبػث افعایف ٔٙغمٝوٝ وٕب٘ف پلاؾتیه ضخ ٔی 0.002

 قٛز.پلاؾتیه ٔی

اذتلاف ثیٗ ٘تبیح زٞس وٝ ٌؿتطـ ٘بحیٝ پلاؾتیه ثبػث ٘تبیح ٘كبٖ ٔی 3-
قٛز. اظ ایٗ ضٚ افعایف ٔمبزیط ثؿتط الاؾتیه تئٛضی ٕ٘ٛی ٚ تغییط قىُ ٔی

 ی ضطیت ثبض وٕتطی تغبثك زاقتٝ ثبقٙس.قٛز زٚ تئٛضی زض ٔحسٚزٜثبػث ٔی

زض حبِت ثبضٌصاضی فكبضی ثؿتط الاؾتیه تبثیط ذٛثی زض افعایف ضطیت  4-
هٛل زض حبِت وككی ایٗ تبثیط وٕب٘ف زاضز أب ثب افعایف ضطیت ثبض، ثٝ ذ

 وٙس.وبٞف پیسا ٔی

ٞبی ٚیٙىّط ٚ پبؾتط٘بن تب حسی ثبػث افعایف ضطیت افعایف ٔسَٚ 5-

قٛز تٙف نفحٝ ثیف اظ ٞب ثبػث ٔیافعایف آٖ ،قٛ٘س، ثؼس اظ آٖوٕب٘ف ٔی
ٞبی ثبلا تٙف ٟ٘بیی آٖ قٛز ٚ خؿٓ زچبض فطٚضیعـ قٛز. زض ٘ؿجت ضربٔت

ٚلتی خؿٓ تحت ثبضٌصاضی وككی  0.002ثٝ ذهٛل ٘ؿجت ضربٔت 

ثبقس، افعایف ٔسَٚ پبؾتط٘بن ثٝ ٔٙظٛض افعایف ضطیت وٕب٘ف ٔٙبؾت  ٔی

 ثبقس.ٕ٘ی

زض حبِت ثبضٌصاضی ته ٔحٛضٜ ضطیت وٕب٘ف ثیكتط اظ حبِت ثبضٌصاضی 6-

زاض قسٖ نفحٝ ضطیت وٕب٘ف ثبلا زٚٔحٛضٜ فكبضی اؾت ٕٞچٙیٗ ثب ٌیط

-تٙف، وٕب٘ف پلاؾتیه زضآٖ ظٚزتط ضخ ٔی ضٚز ٚ ثٝ زِیُ افعایف ؾغحٔی

 زٞس. 
زض حبِت ثبضٌصاضی زٚ ٔحٛضٜ فكبضی، تبثیط قطط ٔطظی ٌیطزاض زض افعایف  7-

ثبقس ٚ ٞط چٝ قطط ٔطظی ٌیطزاض ضطیت وٕب٘ف ثیكتط اظ ثؿتط الاؾتیه ٔی

ٞبی ثؿتط قٛز قیت افعایف ضطیت وٕب٘ف ثب افعایف پبضأتطثیكتط ٔی

 یبثس.وبٞف ٔی
    وٙس. اِجتٝ ثٝ اظای ب اظزیبز عَٛ ٚضق ضطیت وٕب٘ف وبٞف پیسا ٔیث 8-

قٛز ٚ ثؿتط الاؾتیه تبثیط تغییط چٙسا٘ی زض ضطیت وٕب٘ف ٔكبٞسٜ ٕ٘ی

 (   )٘بچیعی زض افعایف ضطیت وٕب٘ف زاضز أب زض ٘ؿجت اثؼبزی پبییٗ 

وٙس. ثؿتط الاؾتیه تبثیط ثٝ ؾعایی زض افعایف ضطیت وٕب٘ف ایفب ٔی
( ٘تبیح زٚ تئٛضی ثب 0.0001قٛز ثطای نفحبت ٘بظن )ٙیٗ ٔكبٞسٜ ٔیٕٞچ

ٞبی ثبلا ثب ٕٞچٙبٖ زض ا٘غجبق ثب یىسیٍط ٞؿتٙس أب زض ضربٔت  افعایف 

 قٛز.افعایف ایٗ ٘ؿجت،  ا٘غجبلی ثیٗ زٚ حبِت ٔكبٞسٜ ٕ٘ی

 فهرست علایم  -6
 عَٛ نفحٝ  
 ػطو نفحٝ  
 نّجیت ذٕكی  
 ٔسَٚ ٚتطی   
 ٔسَٚ ٕٔبؾی   
 ضربٔت نفحٝ  
 ضطیت وٕب٘ف  
 آظٌٛز-پبضأتط ٞبی ضأجطي    
 ثبثت فٙطی ٚیٙىّط   
 ثبثت ثطقی پبؾتط٘بن   
 تب٘ؿٛض تٙف ا٘حطافی    
 ٞب خبثٝ خبیی      

 علایم یونبنی
 ٘ؿجت ضربٔت  
ثؼس ٔبزی ٚاثؿتٝ ثٝ ضطیت پٛاؾٖٛ ٚ ٘ؿجت  پبضأتط ثی ́ 

 ٚتطی ٚ ٕٔبؾی ثٝ ٔسَٚ الاؾتیؿیتٝٔسَٚ 

β ثؼس ٔبزی ٚاثؿتٝ ثٝ ضطیت پٛاؾٖٛ ٚ ٘ؿجت  پبضأتط ثی

 ٔسَٚ ٚتطی ٚ ٕٔبؾی ثٝ ٔسَٚ الاؾتیؿیتٝ

γ ثؼس ٔبزی ٚاثؿتٝ ثٝ ضطیت پٛاؾٖٛ ٚ ٘ؿجت  پبضأتط ثی
 ٔسَٚ ٚتطی ٚ ٕٔبؾی ثٝ ٔسَٚ الاؾتیؿیتٝ
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ρ ٘ؿجت  ثؼس ٔبزی ٚاثؿتٝ ثٝ ضطیت پٛاؾٖٛ ٚ پبضأتط ثی
 ٔسَٚ ٚتطی ٚ ٕٔبؾی ثٝ ٔسَٚ الاؾتیؿیتٝ

 ٘ؿجت اثؼبزی  
 ضطیت ثبض  
 تٙف ٔٛثط ̅ 
 ضطیت پٛاؾٖٛ  

 ضطیت تهحیح  
 وط٘ف پلاؾتیه ٔٛثط   ̅ 
 زِتبی وطٚ٘یىط     

 پیوست-7

ضٚـ ٔطثؼبت زیفطا٘ؿیّی یه حُ زلیك ثب وٕتطیٗ ٔحبؾجبت ا٘دبْ قسٜ 

٘ٛیؿی ٚ ؾطػت ٍٕٞطایی ثبلا ؾبزٌی زض ثط٘بٔٝاؾت وٝ ا٘تربة ٘مبط وٓ، 
-ٞبی حُ ػسزی زیٍط ٘ظیط إِبٖ ٔحسٚز ٚ یب خبثٝثبػث قسٜ ٘ؿجت ثٝ ضٚـ

ثٙسی ثٝ خبیی ٔحسٚز ٔعیت زاقتٝ ثبقس. زض ضٚـ ٔطثؼبت زیفطا٘ؿیّی قجىٝ

پصیطز. زض ای اظ ٘مبط ثٝ ٘بْ ٌطٜ ا٘دبْ ٔینٛضت تجسیُ ٘بحیٝ حُ ثٝ ٔدٕٛػٝ

(  زض ٞط ٌطٜ ٘ؿجت ثٝ یه ضاؾتبی ٔكرم )ثٝ عٛض ٔثبَ   بثغایٙدب ٔكتك ت
ضا ثٝ نٛضت ٔدٕٛع ذغی ٚظٖ زاض اظ ٔمبزیط تبثغ زض تؼسازی ٘مبط زض آٖ 

 وٙس. ثیبٖ ضیبضی فٛق ضا ٔی تٛاٖ ثسیٗ نٛضت ٘ٛقت:ضاؾتب ثیبٖ ٔی

(A.1) 

   (   )

   (     )
 ∑   

( ) (     )

  

   

 

ٚ ٔكتك ٔطوت لٛا٘یٗ ٔطثؼبت تفبضّی ثٝ   ثطای ٔكتك ٌیطی زض ضاؾتبی 

 قٛ٘سثیبٖ ٔی (22)قىُ ضاثغٝ 

(A.2) 

   (   )

   (     )
 ∑   

( )   (     )

  

   

 

 (   ) (   )

      
(     )

 ∑   
( )  

  

   

∑   
( )   (     )

  

   

 

ثٝ ٘بْ ٔبتطیؽ ضطایت ٚظ٘ی ثیبٖ   ٞب زض ضاثغٝ فٛق، زض لبِت ٔبتطیؽ ٚظٖ
ٌیطی ٚ ٔبتطیؽ ضطایت ٔطثٛط ٘كبٍ٘ط ٔطتجٝ ٔكتك    ٞبی ا٘س ٚ ا٘سیؽقسٜ

ثبقٙس. ثٝ ٔٙظٛض اؾترطاج ٔبتطیؽ ضطایت ٚظ٘ی، تبثغ ٔغّٛة زض ٞط ضاؾتب ٔی

تٛاثغ آظٔبیف قٛ٘س وٝ ایٗ تٛاثغ تمطیت ثٝ تٛؾظ تٛاثؼی تمطیت ظزٜ ٔی

قٛ٘س ٚ قطط ا٘تربة ایٗ تٛاثغ وبُٔ ثٛزٖ آٖ ٞبؾت. وٛاٖ ٚ قٙبذتٝ ٔی
عٛض ٔدعا، ثب ا٘تربة تٛاثغ ٔیب٘یبة لاٌطا٘ػ ثٝ [21]، ٚ قٛ ٚ ضیچبضز [20]چبً٘ 

نطیحی ضا ثطای ثٝ زؾت آٚضزٖ ٔبتطیؽ  ٞبیثٝ ػٙٛاٖ تٛاثغ آظٔبیف فطَٔٛ

ٞب ضطایت ٚظ٘ی ثٝ عٛض نطیح ٚ زلیك، ا٘س. زض ایٗ فطَٔٛضطایت اضائٝ وطزٜ

ٞبی اضائٝ قسٜ قٛ٘س. فطَٔٛٞب، حبنُ ٔیٔؿتمُ اظ تؼساز ٚ ٔٛلؼیت ٌطٜ
تٛؾظ قٛ ٚ ضیچبضز، ثٝ ٚاؾغٝ ثیبٖ یه ضاثغٝ ثبظٌكتی ثطای ٔحبؾجٝ ٔبتطیؽ 

ا٘س. زض ایٗ ٔطتجٝ ثبلاتط، ٔٛضز تٛخٝ ثیكتطی لطاض ٌطفتٝضطایت زض ٔكتك ٞبی 

ٞبی غیط نفط انّی ٔبتطیؽ ضطایت ثطای ٔكتك ٔطتجٝ اَٚ ثٝ ٞب ِٔٛفٝفطَٔٛ

 قٛ٘س.ثیبٖ ٔی (A.3)نٛضت ضاثغٝ 

(A.3) 

 ( )   
∏(  )

(     )∏(  )
 

            

∏(  )  ∏(     )

  

   
   

 

 قٛ٘س:تؼطیف ٔی (A.4)اػضبی لغط انّی ٘یع ثٝ نٛضت ضاثغٝ 

(A.4) 

  ( )    ∑  ( )  

  

   
   

 

          
تٛاٖ اظ ٞبی ٔطتجٝ ثبلاتط، ٔیثٝ ٔٙظٛض تؼییٗ ٔبتطیؽ ضطایت زض ٔكتك

 اؾتفبزٜ وطز (A.5)ضاثغٝ 

(A.5) 

[ ( )]  [ ( )]  [ ( )] 

[ ( )]  [ ( )]  [ ( )] 

[ ( )]  [ ( )]  [ ( )] 
قس ضٚـ ٔطثؼبت زیفطا٘ؿیّی ٔكتك ضا ثٝ یه  ٕٞب٘غٛض وٝ لجلا شوط

ٞب ثب وٙس ٚ اظ عطف زیٍط ٚظٖحبنُ خٕغ ٚظٖ زاض اظ ٔمبزیط تبثغ تجسیُ ٔی

-ٞب حبنُ ٔیاؾبؼ تؼساز ٚ ٔٛلؼیت ٌطٜ، ثط(A.5)تب  (A.3)تٛخٝ ثٝ ضٚاثظ 

-ثطز وٝ ٔٛلؼیت ٚ تؼساز ٌطٜتٛاٖ ثٝ ایٗ ٘ىتٝ پیقٛ٘س. ثٙبثطایٗ ثٝ ضاحتی ٔی

قٛز، ٘مف ٟٕٔی زض زلت ٘تبیح ٟ٘بیی ٞب ٔٛلؼیت ٌطٜ ٌفتٝ ٔیوٝ ثٝ آٖٞب، 
ِٛثبتٛ وٝ -ٌٛؼ-وٙٙس. زض ایٗ تحمیك تٛظیغ ٘مبط ٕ٘ٛ٘ٝ چجیكفثبظی ٔی

قٛز. ایٗ ثبقس اؾتفبزٜ ٔیزاضای ثیكتطیٗ ؾطػت ٍٕٞطایی ٚ زلت ثبلا ٔی

 ٘مبط تٛؾظ ضاثغٝ ظیط ٔحبؾجٝ ٔی قٛز:

(A.6)    
 

 
(     

   

   
 )           

ثٝ  (20)ثب وٕه اػٕبَ ضٚـ یه چٟبضْ تفبضّی ٔؼبزِٝ حبوٓ ثط ؾیؿتٓ 
 :زض ٔی آیس (A.7)نٛضت ضاثغٝ 

(A.7) 

 ́∑ ( )         ( 

  

   

 
 

   
)   ∑ ( )  ∑ ( )  

  

   

  

   

   

     ∑ ( )  

  

   

    
  

    
   

 
  

    
.∑ ( )     

  

   

   ∑ ( )  

  

   

   /

  . 
  

   
∑ ( )     

  

   

 
  

   
  ∑ ( )  

  

   

   / 

                            

 ٘ٛقت (A.8)تٛاٖ ثٝ نٛضت ضاثغٝ ضا ٔی (A.7)وٝ ٔؼبزِٝ 
(A.8) [ ][ ]   [ ][ ] 

ٚاثؿتٝ  (A.7)ٞبیی ٞؿتٙس وٝ ثٝ ٔكتمبت ٔؼبزِٝ ٔبتطیؽ [ ]ٚ  [ ]وٝ 
 ٞؿتٙس.

 شرایط مرزی حبکم -7-1

تٛاٖ زٚ یب زض ایٗ ضٚـ، ٔطظ ٔؿئّٝ تٟٙب یه ٘مغٝ اؾت ٚ اظ ٘ظط ضیبضی ٕ٘ی
چٙس قطط ٔطظی ضا زض یه ٘مغٝ اػٕبَ وطز. ثطای حُ ایٗ ٔكىُ ٚ اػٕبَ 

ؾبظی ٞبی ٔرتّفی اظ خّٕٝ: یىپبضچٝ چٙسیٗ قطط ٔطظی زض ٞط ِجٝ ضٚـ

ٚ تؼطیف زضخبت آظازی اضبفی   قطایظ ٔطظی زض ٔبتطیؽ ضطایت، ضٚـ 

قٛز. زض ایٗ ضٚـ ٘مبعی ثب اؾتفبزٜ ٔی  ٚخٛز زاضز وٝ زض ایٙدب اظ ضٚـ 

فبنّٝ ثؿیبض وٓ، زض ٕٞؿبیٍی ٘مبط ٔطظی ا٘تربة قسٜ، ؾپؽ ٔؼبزلات 

اٚلؼی ٚ ٘مبط  رتّف قٛ٘س. قطایظ ٔطظی ٔاػٕبَ ٔی  ٔطظی ثٝ ٘مبط ٔطظی 
 ثٝ فطْ ٔطثؼبت تفبضّی ػجبضتٙس اظ:
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 تىیٝ ٌبٜ یه ؾطٌیطزاض -

(A.9) 

                     (            ) 

∑ ( )      

  

   

∑ ( )      ∑ ( )  

  

   

   

  

   

 ∑ ( )  

  

   

   

    (            ) 
 تىیٝ ٌبٜ ؾبزٜ -

(A.10) 

                     (            ) 

 ́∑ ( )        
 

  

   

∑ ( )         

  

   

  (      ) 

 ∑ ( )  

  

   

      
 ∑ ( )         (      ) 
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