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هاي دقیق داراي مشکل حجم بالاي محاسباتی هاي پیوسته، با دو چالش دقت و زمان محاسبات روبرو است. در واقع، مدلرباتسازي مدل
سازي دینامیک گردد. این مقاله به ارائه روش جدیدي براي مدلها در کاربردهایی مانند کنترل برخط میباشند، که منجر به عدم کارایی آنمی

دایروي) تخمین زده شده، کمان ثابت (- هاي انحناءپردازد. در این روش، شکل ربات با تعداد دلخواهی از المانسته میهاي پیوبدنه ربات
آیند. آیند. براي این منظور، ابتدا معادلات سینماتیک و دینامیک براي یک المان بدست میمعادلات دینامیک از روش انرژي لاگرانژ بدست می

سازي دینامیک بدنه ربات، با روش گردد. در نهایت، به مدلهاي ذکر شده استخراج میات بصورت یک سري از المانسپس، مدل سینماتیک رب
پذیر ربات مورد توجه بوده، و مدل ارائه شده مستقل از نوع سیستم عملگري شود. در این مقاله، دینامیک بدنه انعطافلاگرانژ پرداخته می-اولر
افتد، اجتناب شده است. در ثابت اتفاق می-هاي انحناءاز مشکل حالات تکین محاسباتی، که در حالت صاف بودن المانعلاوه بر آن، باشد.می

شوند. نتایج نشان دهنده دقت مناسب گذاري میهاي تجربی صحهسازي مدل توسط نتایج حاصل از آزمونهاي حاصل از شبیهپایان نیز، داده
باشند. همچنین، مدل ارائه شده از لحاظ حجم محاسباتی مناسب بوده، براي کاربردهایی هاي پیوسته مییک رباتبینی رفتار دیناممدل در پیش

مانند کنترل برخط قابل استفاده است.
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	 Accuracy	 and	 numerical	 calculation	 time	 are	 the	 two	 main	 challenges	 of	 continuum	 robots	
dynamics	modeling.	In	fact,	the	numerical	calculation	times	of	exact	models	are	so	long,	that	they	
are	not	practical	in	applications	such	as	real-time	control.	This	paper	presents	a	new	method	for	
dynamics	 modeling	 of	 continuum	 robot	 backbones.	 In	 this	 method,	 the	 backbone	 shape	 is	
considered	 as	 an	 arbitrary	 number	 of	 constant-curvature	 (circular	 arc)	 elements,	 and	 the	
dynamics	model	is	derived	using	Lagrange	energy	methods.	First,	kinetics	and	kinematics	of	one	
element	are	derived.	Then,	the	robot	kinematics	is	obtained	as	a	series	of	such	elements.	Finally,	
the	 robot	 dynamics	 model	 is	 derived	 using	 Euler-Lagrange	 method.	 This	 paper	 is	 focused	 on	
dynamics	of	 the	 flexible	body	of	 continuum	 robots,	 and	 the	 proposed	model	 is	 independent	of	
actuation	 systems.	 Besides,	 the	 numerical	 singularity	 of	 the	 constant-curvature	 elements	 is	
avoided,	which	occurs	when	an	element	 is	 straight.	The	model	 is	validated	using	experimental	
results.	Comparison	of	simulation	and	experimental	results	shows	the	accuracy	of	the	proposed	
method	on	dynamics	modeling.	Furthermore,	the	calculation	time	of	the	model	is	short	enough	to	
make	it	practical	for	applications	such	as	real-time	control.	
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مقدمه - 1
ها هستند، که در دو دهه اخیر مورد هاي پیوسته نسل جدیدي از رباتربات

ها الهام گرفته از اندام برخی اند. ساختار بدون مفصل این رباتتوجه واقع شده
. با توجه به ]1[باشدپا میموجودات زنده، مانند خرطوم فیل و پاهاي هشت

هاي متنوعی همچون اجراي هاي پیوسته، کاربردخصوصیات ویژه مکانیزم

هاي پیوسته دربراي ربات]4[و گیرش اجسام مختلف ]3,2[عملیات جراحی 
هاي معمولی و یا ابرافزونه ها، بر خلاف ربات. در این مکانیزماندنظر گرفته شده

. در واقع، حرکت ]7[شود، حرکت بر اساس مفاصل انجام نمی]6,5[
	گردد.هاي پیوسته بر مبناي تغییر شکل اجزاء آن انجام میمکانیزم

نشان 1شکل براي نمونه، تصویري از بازوي پیوسته آزمایشگاه ارَس در 
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است، که نقش بدنه 1داده شده است. این ربات داراي یک هسته مرکزي
نماید. تجهیزات داخل محفظه پایه قرار گرفته، و پذیر بازو را ایفا میانعطاف

بدنه بازو در محل پایه ثابت شده است. ربات نشان داده شده مجهز به سیستم 
تاندون (کابل)، صفحه عملگري تاندونی است. این سیستم متشکل از تعدادي 

ها را در کنار هسته باشد. صفحات راهنما تاندونراهنماي تاندون و موتور می
دارند. با کشش هر تاندون توسط موتور، بدنه به سمت آن خم میمرکزي نگه

شود.می
پذیر، پیچیده و هاي پیوسته، با توجه به ساختار انعطافسازي رباتمدل

، اولین ]9-7[اي چالش برانگیز بوده است. در مسئلهها، همواره غیر خطی آن
هاي پیوسته مورد بررسی قرار گرفت. سازي مرتبط با مکانیزمهاي مدلروش

هاي مودال به تقریبی از دینامیک ربات پیوسته به این ترتیب که، با روش
هاي ابرافزونه استفاده شد. در سازي رباتپرداخته شد، و از آن براي مدل

هاي سازي دقیق دینامیک رباتلاگرانژ براي مدل-، از روش اولر]10-12[
پیوسته استفاده شد. ابتدا، بدنه ربات بصورت بینهایت دیسک صلب 
دیفرانسیلی درنظر گرفته شد؛ سپس، با افزودن اثرات اینرسی، الاستیک و 
نیروهاي داخلی و خارجی، مدلی براي ربات ارائه گشت. در نهایت، مدل ارائه 

، ]13،14[انتگرالی بدست آمد. در - ه بصورت دستگاه معادلات دیفرانسیلیشد
بخشی استفاده شد. همچنین اي چندوش قبل براي یک ربات صفحهاز همان ر

سازي استاتیک اولر، براي مدل-، با رویکرد نیوتن2از تئوري میله کوسرت
ایش ربات پیوسته استفاده شده است. براي افز]18[و دینامیک ]15-17[

ارائه شده ]20,19,16[هاي استاتیکی، راهکارهایی در سرعت و دقت مدل
هاي دینامیکی فوق از لحاظ حجم محاسباتی است. اما متاسفانه، کلیه مدل

																																																																																																																																											
1-	Backbone
2-	The	Theory	of	Cosserat	Rod

اند. به این بر بوده، و یا با مشکل ناپایداري عددي مواجهبسیار سنگین و زمان
ها در کاربردهایی مانند کنترل ترتیب، در عمل امکان استفاده از این مدل

برخط وجود ندارد.
سازي دقیق، هاي مدلروشبا توجه به حجم سنگین محاسبات در

، براي ]21[سازي بکار برد. در هاي تقریبی را براي مدلان روشتومی
پا، از مدلی شامل تعداد زیاد سازي عضلات و هیدرودینامیک بازوي هشتمدل
، ربات بر اساس ]22[هاي جرم، فنر و دمپر خطی استفاده شد. در المان

گشتاورهاي عملگري به چند بخش تقسیم شده، و هر بخش با یک منحنی 
هاي ء ثابت تقریب زده شد. در مواردي که نیروهاي بزرگی به بدنه رباتانحنا

شود، این تقریب از دقت مناسبی برخوردار است. از این پیوسته اعمال نمی
نیروهاي هاي پیوسته، بدون حضورروش بارها براي تخمین سینماتیک ربات

قریب با براي اولین بار، از این ت]23[. در ]3[خارجی، استفاده شده است
، این ]24[سازي استاتیک ربات استفاده شد. در رویکرد المانی براي مدل

) بکار گرفته 1شکل تقریب براي تعیین فاصله بین دو صفحه راهنماي مجاور (
، دینامیک صفحات ا صرف نظر از دینامیک هسته مرکزيشده، سپس، ب

ی، هیچ بدست آمده است. از لحاظ زمان محاسبات3راهنما توسط روش کین
هاي فوق قابلیت استفاده در محاسبات برخط براي کاربردهایی یک از مدل

، مدلی تقریبی ارائه شده، تا بتوان از آن ]25[مانند کنترل برخط را ندارند. در 
براي تخمینی از دینامیک ربات در یک حلقه کنترل برخط استفاده نمود. در 

ثابت، با یک -ن انحناءاین مدل، کل بازوي ربات پیوسته بصورت یک کما
، 4گشتاور عملگري، فرض شده است. سپس، با تعریف برخی توابع شکلی

معادلاتی براي تقریب دینامیک سیستم ارائه شده، تا در یک حلقه کنترلی 
مورد استفاده قرار گیرد. هرچند تقریب کل بدنه ربات بصورت یک کمان 

اهم کردن تخمینی از ثابت تقریب ضعیفی است، مدل فوق براي فر-انحناء
دینامیک در حلقه کنترلی یک ربات بکار گرفته شد.

ازاستفادهباپیوستهبازويدینامیک بدنهسازيمدلبهمقاله،ایندر
مطابقها،شود. هندسه این المانمیپرداختهثابت-انحناءالماندلخواهتعداد
کمانی از دایره معرفی کردیم، به صورتاستاتیکیمدلبراي]23[درآنچه

است، که شعاع انحناء در تمام نقاط آن یکسان است. به این ترتیب، در تحلیل 
تواند با دینامیکی، مقدار انحناء در طول المان ثابت است، و این مقدار می

ازايزنجیرهبصورترباتبدنهترتیب،اینبهگذشت زمان تغییر کند.
به المان،یکدینامیکسازيمدلازپسشود.میگرفتهنظردرهاالمان
مقاله،ایندر. شودمیپرداختههاالمانترکیبیسازي ربات به صورتمدل

مدل ارائه شده مستقل ازواست،توجهموردرباتپذیرانعطافبدنهدینامیک
عملگري و عواملی سیستمیا نوعومحیطبابرهمکنشعواملی مانند نوع

بنابراین، مقدار نهایی .باشدمیهااصطکاك تاندونمانند نحوه توزیع نیروي 
علاوهاند.گشتاورهاي ناشی از سیستم عملگري، بصورت داده شده فرض شده

معادلاتتیلربسطازعددي،منفردحالاتبرخیازاجتناببراياین،بر
توسطمدلآزماییراستبهربات،سازيمدلازپس. استشدهاستفاده
براي این منظور، نمودار جابجایی . استشدهپرداختهیهاي تجربآزمون

ازحاصلاند. نتایجسازي مدل با هم مقایسه شدهآزمون تجربی و شبیه
لازم به .باشندمیشدهارائهمدلمناسبدقتدهندهنشانتجربی،هايآزمون

هاي آزمون تجربی ذکر است که در هیچ یک از مقالاتی که اشاره شد، از داده
هاي تجربی گذاري مدل دینامیک استفاده نشده، و استفاده از دادهبراي صحه

اجرايبرايلازمزمانهمچنین،هاي استاتیکی بوده است.در حد آزمون

																																																																																																																																											
3-	Kane	method
4-	Shape	Functions	

یک بازوي ربات پیوسته با سیستم تاندونی. (الف) 1شکل 
ها و صفحات راهنمابازوي ربات. (ب) تاندون

(الف)

ي بازوپایه

(ب)

هاتاندون
راهنماصفحات 

هسته مرکزي
هسته مرکزي
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برخط مطلوب کنترلمانندکاربردهاییبرايمدل مناسب بوده،محاسبات
.است

ومعرفیبهدوم،بخشدر: باشدمیزیرشرحبهمقالهاینمطالبساختار
بخشدر. شودمیپرداختهثابت- انحناءالمانیکسینماتیکمدلاستخراج

بخشدر. آیندمیبدستالمانیکانرژي جنبشی و ماتریس اینرسیسوم،
هاالمانمحدودي ازتعدادازايمجموعهبصورتربات،سینماتیکچهارم،
. پردازدمیرباتدینامیکسازيمدلبهپنجمبخش. شودمیبررسی
.گرددارائه میششمبخشدرنیزگیرينتیجهوگذاريصحه

سینماتیک یک المان- 2
گیرید. ابتدا در این بخش، معادلات سینماتیک یک المان مورد بررسی قرار می

ها شده، و حالات تکین محاسباتی در آنمعادلات دقیق هندسی معرفی 
شود. سپس به منظور اجتناب از حالات تکین، به تقریب معادلات معرفی می

شود.ها پرداخته میبا بسط تیلر آن
المان مورد نظر، داراي انحناء ثابت بوده و بنابراین، هندسه آن به صورت 

و همچنین 2شکل هاي این المان در باشد. مشخصهیک کمان دایروي می
اُمین المان از یک ربات - i. این المان به عنوان اندنشان داده شده3شکل 

قابل مشاهده است. 4شکل پیوسته در نظر گرفته شده، که طرح کلی آن در 
نظر شده است. بنابراین، طول در این مقاله، از تغییر طول بدنه ربات صرف

، موقعیت هر نقطه از 2شکل شود. مطابق، ثابت در نظر گرفته میLالمان، 
مشخص شده، که معرف فاصله طولی آن نقطه تا ابتداي المان است. sالمان با 

باشد. در محل ابتدایی المان، دستگاه مختصات میθالمان داراي زاویه خمش
XiYi به عنوان دستگاه محلی المان تعریف شده است، بطوري که محورYi

نشان r(s)ار موقعیت نقاط المان بصورت مماس بر منحنی المان است. برد
داده شده است. لازم به ذکر است که کلیه معادلات این بخش در دستگاه 

اند.محلی متصل به پایه المان نوشته شده

معادلات اصلی -2-1
داریمθو زاویه Lو طول ρarcبراي کمان دایره با شعاع 

)1(

کمان در دستگاه محلی برابر(الف) و (ب)، موقعیت مرکز 2شکل مطابق 

)2(

:]23[آیدنسبت به مرکز کمان به صورت زیر بدست میsو موقعیت نقطه 

)3(

در دستگاه محلی داریمsبه این ترتیب، براي موقعیت نقطه 

)4(

سینماتیک با اجتناب از حالات تکین -2-2
در مخرج معادلات فوق ظاهر θگردد، زاویه خمش طور که ملاحظه میهمان

شود. بنابراین، هنگامی که زاویه خمش المان برابر صفر باشد، معادلات می
گردد. به عبارت (منفرد) محاسباتی ایجاد میقابل حل نبوده، حالت تکین 

(خطی) و بدون خمش  دیگر، هرگاه که المانی از ربات در حالت مستقیم 

باشد، معادلات فوق قابل استفاده نخواهند بود. براي اجتناب از این مشکل 
توان از بسط تیلر معادلات استفاده نمود.محاسباتی، می

کنیم. بسته استفاده می4تیلر معادله براي اجتناب از حالات تکین، از بسط
هاي متفاوتی استخراج توان بسط تیلر را تا مرتبهبه میزان دقت مورد نیاز، می

نمود. در این مقاله، براي دستیابی به دقت بالا بسط تیلر تا مرتبه پنج مورد 
، بسط تیلر آن 4از معادله r(s)استفاده قرار گرفته است. با محاسبه مشتقات 

آید:صورت زیر بدست میبه

)5(

را θتوان مشتق بردار موقعیت بر حسب ها، میهمچنین، براي محاسبه سرعت
بدست آورد.3شکل بصورت 

)6(

موقعیت مرکز جرم المان در دستگاه محلی را بدست آورد. براي این منظور، با 
آوریم، بدست می8در 5جایگذاري معادله 

)7(

، داریم:9براي بررسی سرعت مرکز جرم المان، با محاسبه مشتق معادله 

)8(
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اُم با دستگاه مختصات - i، ابتداي المان 2شکل طور که ذکر شد، مطابق همان
XiYi انتهاي المان 4شکل مشخص شده است. بطور مشابه، مطابق ،i - اُم برابر

توان ، می)6(و )5(در s=Lباشد. با جایگذاري مقدار اُم می- i+1با پایه المان 
امُ بدست آورد. براي - iاُم را در دستگاه محلی المان - i+1موقعیت پایه المان 

، داریم ri+1اُم با - i+1	این منظور، با نمایش موقعیت پایه المان 

)9(

و

)10(

اُم با دستگاه مختصات - i، ابتداي المان 2شکل طور که ذکر شد، مطابق همان
XiYi انتهاي المان 4شکل مشخص شده است. بطور مشابه، مطابق ،i - اُم برابر

توان ، می)6(و )5(در s=Lباشد. با جایگذاري مقدار اُم می- i+1با پایه المان 
امُ بدست آورد. براي - iاُم را در دستگاه محلی المان - i+1موقعیت پایه المان 

، داریم ri+1اُم با - i+1	این منظور، با نمایش موقعیت پایه المان 

)11(

و

)12(

سینتیک المان- 3
گردد. یک در این بخش، حرکت المان در دستگاه مختصات مرجع بررسی می

اساس در نهایت، برشود. مجموعه مختصات عام براي المان انتخاب می
آیند.مختصات انتخابی، انرژي جنبشی و ماتریس اینرسی المان بدست می

نشان داده شده XY، موقعیت کلی المان نسبت به دستگاه مرجع 3شکل در 
φ(s)با sاست. زاویه دوران دستگاه محلی نسبت به دستگاه مرجع در نقطه 

) Yiمشخص شده است. این زاویه معادل با زاویه خط مماس بر منحنی (محور 
) وXi)، و همچنین برابر زاویه عمود بر مماس (محور Yبا خط عمودي (محور 

باشد. این مقدار براي پایه ربات، در موقعیت دستگاه ) میXخط افقی (محور 
شود. مطابق شکل، براي مقادیر سرعت خطی نشان داده میφi، با XiYiمحلی 

، داریم:XiYiاي دستگاه و سرعت زاویه

)13(

باشد. از آنجا که شکل و (عمود بر صفحه) میzمعرف بردار یکه محور kکه 
، قابل بیان θiو زاویه خمش آن، XiYiاُم، با وضعیت دستگاه - iوضعیت المان 

کنیم:امُ را به صورت زیر انتخاب می- iاست، مختصات عام المان 

)14(

توان با استفاده از روش سرعت نسبی بدست المان را میsسرعت مطلق نقطه 
براي سرعت و موقعیت در دستگاه 7و 6آورد. براي این منظور، از معادلات 

XiYiکنیم. سپس، به کمک مقادیر سرعت خطی و دورانی دستگاه استفاده می
XiYi سرعت مطلق نقطه 13در معادله ،sآید: به صورت زیر بدست می

)15(

داریمs، براي زاویه المان در نقطه 3شکل مطابق 

)16(

آید:نیز بدست میsبا مشتق گرفتن از رابطه فوق، سرعت زاویه در نقطه 

)17(

توان از رابطه زیر استفاده نمود:بنا به تعریف، براي انرژي جنبشی المان می

)18(

ممان اینرسی جزء dIجرم یک جزء دیفرانسیلی، و dmکه در آن، 
باشند. در صورتی که توزیع جرمی المان یکنواخت دیفرانسیلی از المان می

به این صورت بازنویسی کرد:dsتوان مقادیر فوق را بر حسب باشد، می

)19(

باشند.ممان دوم سطح مقطع میICسطح مقطع و Aچگالی، ρکه در آن 
را در 19و 17، 15، 7، 6توان معادلات براي محاسبه انرژي جنبشی، می

جایگذاري نمود، و انتگرال مربوطه را حل کرد. با حل انتگرال 18معادله 
، بدست 14هاي عام المان، مذکور، مقدار انرژي جنبشی بر حسب سرعت

تواند به صورت ماتریسی زیر نوشته شود:آید. مقدار بدست آمده میمی

)20(

ماتریس اینرسی المان بوده، که همواره ماتریسی مثبت Melm,iکه در آن، 
باشد. با حل معادلات اشاره شده، براي ماتریس اینرسی داریم:معین می

)21(
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15235شماره ،14، دوره 1393العاده اسفند فوقمهندسی مکانیک مدرس، 
	

)22(

رباتسینماتیک - 4
هاي ژاکوبی براي ها و ماتریسدر این بخش، بردارهاي موقعیت، سرعت

المان nطور که ذکر شد، ربات بصورت آیند. همانهاي ربات بدست میالمان
نشان داده 4شکل شود، که دیاگرامی از آن در ثابت در نظر گرفته می-انحناء

شده است.
قبل، موقعیت و سرعت نقاط انتهایی یک المان در دستگاه هايدر بخش

شکل بدست آمدند. در 7و 12، 11محلی متصل به پایه آن، مطابق معادلات 
نشان داده شده است. rfjاُم نسبت به ابتداي آن، با -j، موقعیت انتهاي المان 4

ست بادر دستگاه محلی پایه المان برابر اrfj، 11با استفاده از معادله 

)23(

به معناي بیان شدن بردار در دستگاه محلی است. با lکه در آن، بالا نویس 
تعریف ماتریس دوران براي دستگاه پایه، بصورت

)24(

آید:در دستگاه مرجع بصورت زیر بدست میrfjمقدار 

)25(

اُم، داریم- jبه این ترتیب، براي موقعیت پایه المان 

)26(

، داریم24و 12، 7بطور مشابه، براي سرعت هر المان، از معادلات 

)27(

براي انتقال سرعت از دستگاه مختصات محلی به دستگاه مرجع، داریم

)28(

آید:بصورت بازگشتی، سرعت خطی هر المان بدست می،28با استفاده از 

)29(

، داریم17و 16اي نیز، از معادلات براي مقدار و سرعت زاویه

)30(

هاي ربات، و با فرض معلوم و در صورت مشخص بودن زاویه خمش کلیه المان
شود. بنابراین، ثابت بودن وضعیت پایه آن، شکل ربات بطور کامل تعیین می

نماییم:تعریف میqمختصات عام ربات را بصورت بردار 

)31(

هاي ژاکوبی براي مقادیر ، ماتریسqبا استفاده از تعریف مختصات عام 
اُم، با - jاي المان آوریم. براي سرعت زاویههاي ربات را بدست میسرعت

، داریم31و 30استفاده از 

)32(

و

)33(

دهدنیز نتیجه می29در معادله 31گذاري معادله جاي

)34(

زیر ، از مقدار 29گذاري جملات ضرب خارجی معادله که در آن براي جاي
استفاده شده:
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)35(

، داریم14براي مختصات عام هر المان، مطابق 
)36(

آیدبدست می34تا 32هاي که از جایگذاري ژاکوبین

)37(

، موقعیت مرکز جرم 25و 9ها، از معادلات بطور مشابه، براي مرکز جرم المان
، برابر است باrGj/jاُم نسبت به پایه المان، -jالمان 

)38(

25و 10، از معادلات r′Gj/jبراي سرعت مرکز جرم المان نسبت به پایه، 
آیدبدست می

)39(

، براي سرعت مرکز جرم المان داریم39و 38با استفاده از 

)40(

ماتریس ژاکوبین براي 40-38و 34، 17در نهایت، با استفاده از معادلات 
کنیم: سرعت مراکز جرم را بصورت زیر تعریف می

)41(

سازي رباتمدل- 5
آید. براي این منظور، ابتدا در این بخش، مدل دینامیک ربات بدست می

مقادیر انرژي جنبشی، پتانسیل گرانشی، پتانسیل کشسانی و کار انجام شده 
لاگرانژ، معادلات - از روش اولرگردند. سپس، با استفادهروي ربات محاسبه می

حرکت ربات استخراج خواهند شد.

مقادیر کار و انرژي-5-1
ها را یکنواخت فرض کرد. با توان توزیع جرم ربات یا الماندر حالت کلی، می

شود. این این حال، در بسیاري موارد، یک جرم اضافه به نوك ربات متصل می
ند ابزار گیرنده و یا حسگر باشد. به این تواند ناشی از تجهیزاتی مانجرم می

ترتیب، انرژي جنبشی ربات را برابر با حاصل جمع انرژي جنبشی کلیه 
گیریم.ها و نیز انرژي جنبشی نوك ربات در نظر میالمان

به نوك ربات متصل باشند، Itipو ممان اینرسی Mtipبا فرض آنکه جرم 
یر خواهد بود:انرژي جنبشی نوك ربات برابر با مقدار ز

)42(

ها و انرژي انرژي جنبشی کل ربات نیز، به صورت حاصل جمع انرژي المان
باشد. به این ترتیب، داریمنوك ربات می

)43(

آید، به دست می42و 36، 34، 32با جایگذاري 

)44(

که در آن

)45(

براي بررسی انرژي کشسانی هسته مرکزي، با فرض خطی بودن الاستیسیته، 
برابر است باθو زاویه خمش mb، رابطه گشتاور خمشی ]23,16,15[مطابق 

)46(

طول Lگشتاور دوم سطح مقطع المان، Icaمدول الاستیسیته، Eکه در آن، 
(بدون اعمال نیرو یا گشتاور) *θالمان، و  مقدار زاویه المان در حالت آزاد 

اُم، انرژي پتانسیل کشسانی -jبراي المان mbdθباشند. با محاسبه انتگرال می
آوریم:ناشی از گشتاور معادله فوق را بصورت زیر بدست می

)47(

آیدمیها بدست انرژي پتانسیل کل ربات نیز، از حاصل جمع انرژي همه المان

)48(

قرار Ge، مشتقات معادله فوق را به صورت زیر در بردار 31با استفاده از تعریف 
دهیم:می

)49(

ها و نیز نوك ربات انرژي پتانسیل گرانشی نیز از حاصل جمع انرژي المان
آیدبدست می

)50(

باشد. جرم یک المان میMj=ρALjباشد، و بردار شتاب جاذبه میgکه در آن، 
:، مشتق معادله فوق برابر است با49بطور مشابه با معادله 

)51(

، نیروها و گشتاورهاي اعمال شده به هسته مرکزي ربات نشان 5شکل در 
کنیم که به کلیه نقاط ابتدا یا انتهاي هر . مطابق شکل، فرض میاندداده شده

د. در یک ربات، ممکن است المان، یک گشتاور عملگري اعمال شده باش
سیستم عملگري تنها برخی از این گشتاورها را ایجاد کند، و بقیه گشتاورها 
همواره صفر باشند. به عنوان مثال، اگر سیستم عملگري فقط به نوك ربات 

برابر صفر خواهند بود، و فقط τnتا τ1گشتاور اعمال کند، کلیه گشتاورهاي 
مقدار خواهد داشت. در قست نوك ربات نیز، یک نیروي خارجی، τn+1گشتاور 
شود. به این ترتیب، کل کار انجام شده روي هسته اعمال میFtipبصورت 

, ˆ ( )
´ -é ù

= ´ - = ê ú-ë û

i j
j i j i

j i

y y
r k r r

x x

elm, elm,=& &j jq J q

TT T T
elm, 4 w q´

é ùé ù =ë û ë ûj j j vjn
J J J J

5 3

G / G /
4 2

1 1 1
5040 120 6

1 1 1
720 24

q q q

q q

- -é ù+ +ê ú
= = ê ú

-ê ú+ +ê úë û

j j j
l

j j j j j j j

j j

r R r L R

4 2

G / G /
3 1

1 1 1
1008 40 6

1 1 0
180 12

q q

q q

- -é ù+ +ê ú
¢¢ = = ê ú

-ê ú+ +
ê úë û

j j
l

j j j j j j j

j j

r R r L R

G G / G /q w¢= + + ´&
j j j j j j j jv v r r

G G 2 ( 3)

G ,2 G ,G f 1 f 1 G / 2 ( 1)0

´ +

´ ´

- ´ - -

é ù= ë û

é ù¢ ¢ ¢= + +ê úë û

&

L

j j n

j j jj j j j n j

v J q

J r r r r r

T
tip 1 tip 1 1 tip 1

1 1
2 2

w w+ + + += +n n n nT v M v I

T
tip elm, elm, elm,

1

1
2=

= +å & &
n

i i i
i

T T q M q

T
robot

1
2

= & &T q M q

T T
robot ( 1) tip ( 1) ( 1) tip ( 1)

T
elm, elm, elm,

1

w w+ + + +

=

= +

+å

v n v n n n

n

i i i
i

M J M J J I J

J M J

( )*ca
b q q= - -

EIm
L

( )2*ca
e 2

q q= -j j j
j

EI
V

L

( )2*ca
e e

1 12
q q

= =

= = -å å
n n

j j j
j j

EI
V V

L

T

e
e

T** *
1 1 2 2

ca
1 2

q qq q q q

¶æ ö
= ç ÷¶è ø

é ù-- -
= ê ú

ë û
L n n

n

VG
q

EI
L L L

T T
g G tip 1

1
+

=

= - -å
n

j j n
j

V M r g M r g

T
g T T

g G tip ( 1)
1

+
=

¶æ ö
= = - -ç ÷¶è ø

å
n

j j v n
j

V
G M J g M J g

q

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
93

.1
4.

15
.2

0.
7 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
4-

25
 ]

 

                             6 / 10

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1393.14.15.20.7
https://mme.modares.ac.ir/article-15-5710-fa.html


و سید علی اکبر موسویانمحمد دهقانیثابت و بدون حالات تکین محاسباتی - هاي انحناءهاي پیوسته با المانسازي دینامیک رباتمدل

	

15237شماره ،14، دوره 1393العاده اسفند فوقمهندسی مکانیک مدرس، 
	

است:Ftipمرکزي ربات، برابر با کار ناشی از گشتاورها، و نیز کار نیروي 

)52(

گیري از معادله و مشتق34و 32ها از معادلات با جایگذاري مقادیر ژاکوبین
آید:بدست میQفوق، بردار نیروهاي عام 

)53(

معادلات حرکت-5-2
براي بدست آوردن معادلات حرکت، ابتدا اثرات کریولیس و جانب مرکز را با 

، 1کریستوفل، از روش عبارات45گیري از مقادیر ماتریس اینرسی مشتق
آوریم. براي این منظور، داریمبدست می

)54(

که در آن

)55(

-در فرمولاسیون اولر54و 53، 51، 49به این ترتیب، با جایگذاري معادلات 
آید.لاگرانژ، معادله حرکت به صورت زیر بدست می

)56(

گیريگذاري و نتیجهصحه- 6
گذاري آزمایشگاهی صحههايدر این بخش، مدل ارائه شده به وسیله داده

گیري، گیرد. همچنین، ضمن نتیجهشده، کارایی مدل مورد ارزیابی قرار می
رو و کارهاي آینده خواهد شد.اي به مباحث پیشاشاره

الاستیک مورد -براي آزمودن نتایج، حرکت دینامیکی یک میله سوپر
ن میله نظر از اثرات سیستم عملگري، ایگیرد. با صرفبررسی قرار می

، 7شکل باشد. در دهنده رفتار هسته مرکزي یک ربات پیوسته مینشان
تصویري از مجموعه آزمایشگاهی مورد استفاده نشان داده شده است. میله 

2نایتینولدارسانتیمتر بوده، و از جنس آلیاژ حافظه60مورد نظر داراي طول 

																																																																																																																																											
1-	Christoffel	Symbols
2-	Nitinol	

است.
گیري در زمینه پشت گیري دقیق موقعیت، یک صفحه اندازهبراي اندازه

گیري، از بکارگیري هاي اندازهمیله نصب شده است. با توجه به محدودیت
نظر شده است. در عوض، براي بررسی صرف1شکل سیستم عملگري تاندونی 

شوند. هاي مختلفی به نوك میله متصل میحرکت در شرایط متفاوت، وزنه
ي بررسی حرکت، میله از پایه میله به صورت افقی نگهداشته شده است. برا

گردد.گیري میشود، و حرکت نوك آن اندازهیک حالت اولیه رها می
هاي تصویري بهره گرفته شده است. گیري نوك میله، از روشبراي اندازه

98/59برداري با سرعت براي این منظور، حرکت میله توسط یک دوربین فیلم
6شکل صویري از یک ویدئو در گردد. براي نمونه، تفریم در ثانیه ثبت می

20در 20آمده است. محدوده حرکتی نوك میله در کادري با ابعاد تقریبی 
تر از این گیرد. بنابراین، کادر فیلمبرداري کمی بزرگسانتیمتر جاي می

طور که در شکل دیده میشود، یک شاخص محدوده انتخاب شده است. همان
خیص موقعیت دقیق آن را آسان کند. رنگی در نوك میله قرار گرفته، تا تش

همچنین، براي کاهش نویزهاي تصویري، کاغذ سفیدي در زمینه پشت 
شاخص گذاشته شده است. 

هاي ویدئو به صورت عکس براي پردازش فیلم ویدئویی، ابتدا تمامی فریم
، محل 3متلبافزارها در نرمشوند. سپس، با پردازش فریماز آن استخراج می

شود. سپس، با مقایسه موقعیت ربات در عکس تشخیص داده میشاخص نوك
گیري که در پس زمینه میله قرار دارد، موقعیت دقیق شاخص با خطوط اندازه

گردد. از کنار هم قرار دادن اطلاعات شاخص در فضاي آزمایشگاه مشخص می
آید. با توجه به ها، نمودار حرکت شاخص به دست میحاصل از کلیه فریم

گیري موقعیت شاخص بدون نیاز به مباحث ح بودن تصاویر، اندازهواض
هاي آماري صورت گرفته است.فیلترینگ و پردازش داده و روش

از عوامل ایجاد خطا در آزمون، دو مورد از اهمیت بیشتري برخوردار
گیري موقعیت شاخص، و خطاي آن نسبت هستند. مورد اول مربوط به اندازه

تواند اندکیباشد. محل نصب شاخص، مینوك میله میبه موقعیت واقعی

مجموعه آزمایشگاهی براي آزمودن نتایج7شکل 
																																																																																																																																											
3-	MATLAB	
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نسبت به موقعیت دقیق نوك میله خطا داشته باشد. همچنین، در پردازش 
مرکز شاخص متحرك وجود تصویر، همواره خطایی در تشخیص دقیق محل 

سازي میله باشد. در تواند مربوط به لحظه رهاطا، میدارد. عامل دیگر خ
سازي، فرض بر آن است که سرعت میله در لحظه شروع حرکت دقیقاً شبیه

برابر صفر باشد. اما در عمل، در هنگام رها کردن فیزیکی میله (زمان صفر)، 
شود. در واقع، رها شدن میله ممکن است حرکت با یک سرعت اولیه آغاز 
بینی شود، که خطایی در پیشمانند یک ضربه در رفتار دینامیکی ظاهر می

تواند وجود داشته باشد. با این حال، با توجه به مناسب مقدار و زمان آن می
اي قابل قبول حدودهبودن نتایج نهایی، واضح است که خطاهاي فوق در م

توان بخوبی در کابردهایی از مدل ارائه شده میاساس این نتایج، اند. بربوده
مانند کنترل استفاده نمود.

، به مقایسه نتایج تجربی و نتایج حاصل 10شکل و 9شکل ، 8شکل در
هاي مختلف پرداخته شده است. ، در سه نمونه از آزمونسازي با مدلاز شبیه

آزمایش رسم در هر نمودار، مقدار جابجایی عمودي نوك میله در طول زمان
ها، طور که در ابتداي این بخش ذکر شد، در هر یک از آزمونشده است. همان

ها، با توجه به اي متفاوت به نوك میله متصل شده است. در این آزمونوزنه
سازي با دو هاي غیر ضروري سیستم عملگري، شبیهعدم وجود پیچیدگی

چهار انجام شده است. لازم به گیري با روش رونگ کوتا مرتبه المان، و انتگرال
ها منجر هاي مختلف، افزایش بیش از حد تعداد المانذکر است که در بررسی

گردد، درحالی که تاثیر قابل توجی در به افزایش شدید زمان محاسباتی می
دقت مدل مورد آزمایش نخواهد داشت. بررسی خطاي نصب در زاویه افقی 

، نایتینولب الاستیسته آلیاژ فوق الاستیکپایه میله، و نیز مقدار دقیق ضری
مورد تحلیل واقع شده است. ]19[مطابق 

نوشته متلبفزار ااي در محیط نرمسازي معادلات مدل، برنامهبراي پیاده
هایی مانند شد. این برنامه، از لحاظ محاسباتی غیر بهینه بوده، از روش

. با این حال، زمان لازم پردازش موازي اطلاعات در آن استفاده نشده است
همچنین، براي باشد.براي انجام محاسبات براي کاربردهاي برخط مناسب می

استفاده GB4حافظه رم، با GHz8/2	اي از یک رایانه دو هستهاجراي برنامه
شده است.

هاي براي بررسی بهتر، مقدار زمان محاسبات با استفاده از تعداد المان
سازي آمده است. براي این منظور، زمان لازم براي شبیه1مختلف، در جدول 

طور که در یک ثانیه از حرکت میله توسط رایانه محاسبه شده است. همان
ها، زمان محاسبات افزایش شود، با افزایش تعداد المانجدول ملاحظه می

یابد. یک دلیل افزایش زمان محاسبات، سنگین شدن حجم معادلات مدل می
را که با افزایش تعداد المان، درجه آزادي مدل، ابعاد ماتریس باشد. چمی

اینرسی ربات و سایر جملات مربوطه بزرگ خواهند شد. دلیل دیگر، مربوط به 
گیري کوچکتر، در صورت استفاده از تعداد هاي انتگرالضرورت استفاده از گام

به معرفی هاي بیشتر منجرهاي بیشتر است. با توجه به اینکه، المانالمان
گیري عددي گردند، در انتگرالهاي بالاتر در دینامیک مدل میفرکانس

هاي معادلات ممکن است ناپایداري عددي ایجاد گردد. بنابراین، باید از گام
، مقادیر 1گیري کوچکتري استفاده کرد. در موارد ذکر شده در جدول انتگرال

ن و خطا، به منظور جلوگیري گیري از طریق آزموهاي انتگرالمناسب این گام
شود، همانطور که در جدول ملاحظه میاند.از ناپایداري عددي، انتخاب شده

ثانیه بوده، که براي 12/0با تعداد دو المان، زمان محاسبات سازيدر شبیه
کاربردهاي برخط بسیار مناسب است. باید توجه داشت که یک امتیاز مهم 

سازي نیازي به ه شده، این است که براي مدلمدلی که در این مقاله ارائ

سازي یک ثانیه از حرکت میله.زمان لازم براي شبیه1جدول 
گیري عدديگام انتگرالزمان انجام محاسباتتعداد المان

n=1	05/0 01/0ثانیه ثانیه	
n=2 12/0ثانیه 01/0ثانیه 	
n=3 005/0ثانیه 41/0ثانیه
n=4 0005/0ثانیه 5/6ثانیه

هاي زیاد وجود ندارد. این ویژگی منجر به کاهش زمان استفاده از تعداد المان
گردد.محاسبات می

ها مشاهده شد، مدل ارائه شده در این مقاله از طور که در نتایج آزمونهمان
دقت مناسبی براي اهداف کنترلی برخوردار است. این مدل، که ربات پیوسته 

کند، با مشکل حالات هاي دایوري مدل میالماناي از را به صورت مجموعه
حجم محاسباتی مدل نیز قابل قبول شود.تکین محاسباتی نیز مواجه نمی

بوده، زمان لازم براي اجراي آن براي کاربردهایی مانند کنترل برخط مناسب 
است.

در آینده، دینامیک سیستم عملگري نیز به تفصیل مورد بررسی واقع 
د، و رفتار آن به مدل دینامیک ارائه شده در این مقاله افزوده خواهد خواهد ش

شد. سپس، از مدل بدست آمده براي کنترل بازوي پیوسته استفاده خواهد 
بعدي پرداخته خواهد شد.سازي ربات در حالت سهشد. همچنین، به مدل
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فهرست علائم- 7
سطح مقطع المان A	

بردار اثرات کریولیس و گریز از مرکز C	

جزء دیفرانسیلی ممان اینرسی المان dI	

جزء دیفرانسیلی جرم المان dm	

مدول الاستیسیته E

نیروي اعمالی به نوك ربات Ftip	

بردار مشتقات انرژي پتانسیل کشسانی Ge	

بردار مشتقات انرژي پتانسیل گرانشی Gg	

ممان دوم سطح المان Ica	

ممان اینرسی نوك ربات Itip	

ماتریس ژاکوبین J	

(عمود بر صفحه)Zبردار یکه در امتداد محور  k	
طول المان L	

ماتریس اینرسی المان Melm,i	

ماتریس اینرسی ربات Mrobot	

جرم نوك ربات Mtip	

گشتاور خمشی mb	

بردار نیروهاي عام Q	

مختصات عام ربات q	

مختصات عام المان qelm,i	

ماتریس دوران R	

sبردار موقعیت نقطه  r(s)	

موقعیت مرکز جرم المان rG	

اُم- iبردار موقعیت پایه المان ri	

امُ نسبت به پایه آن- iموقعیت نوك المان  rfi

فاصله از پایه المان s	

انرژي جنبشی T	

سرعت خطیبردار V	

انرژي پتانسیل کشسانی Ve	

انرژي پتانسیل گرانشی Vg	

کار W	

اُم-iدستگاه مختصات محلی، واقع در پایه المان  XiYi
	

دستگاه مختصات مرجع XY	

زاویه خمش المان θ	

زاویه خمش در حالت آزاد θ*	

زاویه خط مماس بر المان φ	

اي سرعت زاویه ω	

چگالی ρ	

کمانشعاع انحناء  ρarc	

اُم- iگشتاور اعمالی به ابتداي المان  τi	
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