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 1396 آبان 02دریافت: 
 1396 دی 05پذیرش: 

 1396دی  29ارائه در سایت: 

( مقاوم با استفاده از روش یادگیری تقویتی برای پاندول معکوس چهار درجه آزادی طراحی شده LQRدر این مقاله کنترلر خطی درجه دوم ) 
باشد. ابتدای پاندول در صفحه است. سیستم ارائه شده متشکل از یک پاندول معکوس چهار درجه آزادی و یک جرم متمرکز در انتهای آن می

𝑥 − 𝑦 های  ی حرکت در جهتتوانای𝑥  و𝑦 های  را دارد. برای کنترل دو زاویه پاندول معکوس، دو نیروی صفحه ای در جهت𝑥  و𝑦  به پایین
مقاوم بر اساس  LQRپاندول وارد می شود. معادلات مدل حاکم بر سیستم با استفاده از روش لاگرانژ استخراج شده اند و سپس یک کنترلر 

روش یادگیری تقویتی برای این مسئله طراحی شده است. پاندول برای بازه ای از زاویه های مختلف، طول ها و جرم های مختلف آموزش داده 
شده است. نامعینی های پارامتری به صورت طول و جرم های مختلف پاندول معکوس و اغتشاشات به صورت نیرو های ضربه ای و متغیر با 

ل و زمان اعمال شده به پاندول تعریف شده است. پس از یادگیری کنترلر، کنترلر یادگیر می تواند به صورت آنلاین برای بازه ای متفاوت از طو
جرم که قبلا آموزش نیافته و در برابر اغتشاشات پیوسته و ضربه ای که به سیستم اعمال می شود سیستم را کنترل کند. نتایج عددی نشان 

 .باشده عملکرد خوب کنترلر یادگیر در حضور نامعینی های ساختاری و پارامتری، اغتشاشات ضربه ای و پیوسته و نویز سنسورها میدهند

 کلید واژگان:
 یادگیری تقویتی

 LQRکنترلر 
 پاندول معکوس چهار درجه آزادی
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 In this paper, a robust linear quadratic regulator (LQR) based Reinforcement learning method is 

designed for a four degree of freedom inverted pendulum. The considered system contains a four degree 

of freedom inverted pendulum with a concentrated mass at the tip of it. The bottom of inverted 

pendulum is moved in 𝑥 − 𝑦 plane in 𝑥 and 𝑦 directions. For tracking control of two angles of inverted 

pendulum, two plane forces are applied in 𝑥 and 𝑦 directions at the bottom of pendulum. The governing 

equations of the system are derived using the Lagrange method and then a robust linear quadratic 

regulator (LQR) based Reinforcement learning controller is designed. The inverted pendulum is learned 

for a range of different angles, different lengths and different masses. The parametric uncertainties are 

defined as various lengths and masses of inverted pendulum and the disturbances are defined as impact 

and continuous forces which are applied on the inverted pendulum. After learning, the controller can 

learn online the system for any arbitrary angle, length, mass or disturbance which are not learned in the 

defined range. Numerical results show that the good performance of the reinforcement learning 

controller for the inverted pendulum in the presence of structural and parametric uncertainties, impact 

and continuous disturbances and sensor noises. 
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 مقدمه 1-

باشا  کاد در ستساتا  اا در مباحث امروزی، کنترل مقاوم جزو مساالی  م 

شود. مقاوم باود  کنتررار نینا  اننساد ستساتا بتوا ا   بستار مفت  واقع م 

 سبت بد اغتشاشات و  اامیتن   اان  کاد امساا  دارد در ستساتا ر  د ا  

بهترنن عسس اریمل را از خود  شا  د   تا ستستا کنترل شود. نس  از روش 

توا  برای کنترل ستستا  ا از آ  اساتفاد  کارد، روش آماوزش  ان  کد م 

ای کد کنتررر ناد بگترد کاد در شارانم ملتیا  است بد گو دداد  بد کنتررر 

 اای آماوزش ستساتا، روش ناادگتری چگو د عمل کن . نسا  از انان روش

باش . در مسالل نادگتری تقونت  با عاامی  روبارو  ساتتا کاد از م  1تقونت 

گترد تا عمی  بهتند را برای طرنق سی  و خطا، با محتم تیامل کرد  و ناد م 

توا نا  بد   ف ا تلاب کن . با استفاد  از انن ونژگ ، ستستا  اا م  رست  

گتری در شرانم ملتی  آزمانش شو   تا بد مرور توا ان  خود را برای تصامتا

 در شرانم محتط  و کاری ملتی  افزانش د ن .

                                                                                                                                      
1 Reinforcement learninga 
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از  مو د کار ان  کد در ارتباط با روش نادگتری تقونت  ا جام ش   است، 

 [ اشار  کرد.3-1ت  توا  بد مقالام 

ستستم  کد در انن مقارد مورد بررس  قرار گرفتاد اسات، ناا دا ا ول 

باش  کد در ا تهاای آ  جارم متمرکازی قارار میسوس چهار درجد آزادی م 

 ای ملتیفا  بارای حال و دارد. دا  ول میسوس جزو مسالی  است کد روش

د تا کنو  در انن زمتند کنترل آ  ارالد م  شود. در ادامد بد ارالد تحقتقات  ک

 انا.ا جام ش   است درداختد

برای کنتارل  1از کنترل فازی تطبتق  2006 اواری و  مسارا  در سال 

دا  ول میسوس بر روی ارابد در حضور اغتشاش اساتفاد  کارد  ا ا . در انان 

د ن   کااران  مقارد،  مو د آزمانشگا   ساختد ش   و  تانج  اش  از آ   شا 

فرض کرد  است کاد دا ا ول  2012[. وا گ در سال 4باش   فازی م کنتررر 

کنا  و باا روش کنتارل ماود حرکت م  𝑧و  𝑥میسوس در راستای محور ای 

ستستا را کنترل کرد ، سپس  تانج ب ست آم   را  با  تاانج کنتررار  2رغزش 

نا  [. برستلا و سا سارا ارا5مقانسد کرد  است   3مشتق گتر-ا تگرار -تناسب 

دا  ور  را کنترل کرد  ا   کاد  4با استفاد  از کنتررر غترخط  2015در سال 

برروی نا چر  متحرک قرار دارد. از اصطساک چر   اا باا زماتن صارفن ر 

ش   و دا  ول با استفاد  از گشتاور ای اعمار  بد چر   ا باد عناوا  ورودی، 

دا  ول میسوس را با  2016[. کاسا وا و  مسارا  در سال 6کنترل ش   است  

استفاد  از نا  ترو محرکد دورا   کنترل کارد  و  تاانج را باا سااخت ما ل 

کنترل دا  ول میسوس  2016[. خارولا و  مسارا  در سال 7ب ست آورد  ا    

 5متصل بد گاری برروی سطح شتب ار را با استفاد  از روش  ای کنترل فاازی

 جام داد  ا  .  تانج ب ست آم   حاک  مشتق گتر ا-ا تگرار -و کنتررر تناسب 

[. روس و 8باشا   مشاتق گتار م -ا تگرارا -از عمیسرد بهتر کنتررر تناسب 

کنترل دا  ول میسوس بروی نگ گاری را باا کنتررار  2017 مسارا  در سال 

مشاتق گتار -ا تگرارا -و کنتررر تناسب  6جبرا  ساز توزنع ش   موازی فازی

باود  و  تاانج  7ساوگتنو-فازی بر اساس ما ل تاکااگ ا جام داد  ا  . کنتررر 

[. گوماام و 9باشا    اش  از آ   شا  د ن   عمیسرد خاوب انان کنتررار م 

، دا ا ول میساوس در 8با اساتفاد  از کنتارل دتشابتن  2017مو ت  در سال 

حضور تاختر زما   را کنترل کرد  . قا و  کنترر  با ترکتا  تسنتاا اشابا  

طراح  ش   و عمیسرد موثر انان کنتررار در  10گشت بد عق و بر 9توزنع ش  

 [.10 تانج  شا  داد  ش   است  

با توجد بد تحقتقات  ام برد  ش  ، م  توا  گفت تفاوت  کد دا  ول ارالد 

ش   در انن مقاراد  سابت باد مقاالات دنگار دارد، تیا اد درجاات آزادی آ  

آزادی بارای حرکات داناد باش . در انن مسالید، دا ا ول دارای دو درجاد م 

𝑥دا  ول در صفحد  − 𝑦  و دو درجد آزادی برای تغتتر زاوند حول محور اای

𝑥  و𝑦  باش . در  تتجد دا  ول در فضای سد بی  توا ان  ر ا شا   در  ار م

سمت  را دارد.  مچنتن کنتررر ارالد ش   با استفاد  از روش نادگتری تقونت  

 بی  از انن روش استفاد   ش   است.طراح  ش   است کد در کار ای ق

ابت ا برای اعتبار سنج  روش نادگتری تقاونت ، بارای ستساتا دا ا ول 

میسوس و جرم متمرکز دو درجد آزادی،  تانج برتری کنتررر نادگتری تقونت  

ارالاد شا   اسات، ساپس کنتررار باا اساتفاد  از روش  LQR سبت بد روش 

                                                                                                                                      
1 Adaptive fuzzy controller 
2 Sliding mode controller 
3 PID controller 
4 Nonlinear controller 
5 Fuzzy controller 
6 Fuzzy parallel distributed compensation controller 
7 Takagi-Sugeno 
8 Predictor-based control  
9 Nested saturation 
10 Back stepping 

نادگتری تقونت  برای ستستا دا  ول میسوس و جارم متمرکاز چهاار درجاد 

مقانساد و ارالاد شا   ا ا . ابتا ا  LQRآزادی طراح  ش   و  تانج با کنتررر 

کنتررر برای ح اقل محا ود  ماورد  تااز بارای ستساتا آماوزش، ساپس در 

مح ود   ای ملتی  کد کنتررر در آ ها آموزش    ن   است اجرا شا   اسات 

ا مح ود  توا ان  کنتررر برای کنترل ستستا مشلص شود. برای مقانسد دو ت

کنتررر برای دا  ول چهار درجد آزادی علاو  بر آزمانش کنتررر ا برای شرانم 

ا حراف زاوند اورتد و جانجان  اورتد بزرگ داناد دا ا ول، مقاومات کنتررار در 

د ای وغتار ضاربد ای و برابر  امیتن   ای دارامتری و ساختاری، اغتاشات ضرب

 مچنتن  ونز سنسور ا بررس  و داسخ  ا رسا ش   ا  .  تانج ب سات آما   

 LQRباش  کد کنتررر نادگتری تقونت   سبت بد کنتررار  شا  د ن   انن م 

 در شرانم در   ر گرفتد ش   بهتر عمل م  کن .

 طرح مسأله و معادلات حاکم -2

ستستم  کد در انن مقارد مورد بررس  قرار گرفتد شا   اسات، تشاستل ما  

کاد در ا تهاای آ  جارم  𝑀𝑙و جارم  𝐿شود از نا دا  ول میسوس باا طاول 

قارار دارد. دا ا ول میساوس دارای چهاار درجاد آزادی  𝑀متمرکزی با جرم 

د باش  کد دو درجد آزادی برای تغتتار زاوناد و دو درجاد آزادی مرباوط بام 

تغتتر موقیتت مسا   ابت ای دا  ول است. زاوند  ای ا حراف دا  ول از حارات 

ما  باشان . و موقیتات مساا    𝜑و  𝜃تیادل برای  ر نا از درجات آزادی، 

مشالص ما  شاود.  𝑦و  𝑥ابت ای دا  ول میسوس در صافحد باا دو داارامتر 

  بد آ  صورت م  وارد ش  𝐹𝑦و  𝐹𝑥جابجان  ابت ای دا  ول توسم دو  تروی 

 .1گترد. شسل 

میادلات م ل رناض  حاکا بر ستستا دا  ول میسوس و جرم متمرکز با 

استفاد  از روش لاگرا ژ استلراج ش   است و کنتررر طراح  ش   بارای انان 

( مقاوم با استفاد  از روش ناادگتری LQRستستا، کنتررر خط  درجد دوم )

کامال میاادلات دنناامتس  و کنتررا  باش . در ادامد باد توضاتح تقونت  م 

 ستستا درداختد ش   است.
 

 دینامیک لاگرانژ -2-1

 ، میادرد لاگرا ژ بصورت زنر تیرن  م  شود:11برای ستستا غتر مقت 
 

 
Fig.1 Schematic of four degree of freedom of  inverted pendulum with 

concentrated mass 

 شسل شماتتس  دا  ول میسوس چهار درجد آزادی با جرم متمرکز 1شکل 

                                                                                                                                      
11 Nonholonomic system 
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(1) 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑞̇𝑖
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
= 𝑄𝑖 

بد ترتت  ملتصات و  ترو ای تیمتا نافتد برای ستستا م   𝑄𝑖و  𝑞𝑖کد 

، تفاضل ا رژی جنبش  و دتا ستل کل ستستا (𝐿)باشن .  مچنتن لاگرا ژنن 

 است.

رو ای تیمتا میسوس و جرم متمرکز، ملتصات و  تبرای ستستا دا  ول 

 نافتد عبارت ا   از:

(2) 𝑞 = [𝑥, 𝑦, 𝜃, 𝜑]T 
(3) 𝑄 = [𝐹𝑥 , 𝐹𝑦, 0 , 0]T 

حال برای محاسبد ا رژی جنبش  و دتا ستل کل ستستا با توجد بد 

، بردار ای موقیتت مرکز جرم  ا و ابت ای دا  ول میسوس بد صورت 2شسل 

 زنر در م  آنن :

(4) 𝑏⃗ 0 = [
𝑥
𝑦
0
] 

(5) 
𝑚⃗⃗ 1

1 = [

0
0
𝐿

2

] 

(6) 
𝑚⃗⃗ 2

1 = [
0
0
𝐿
] 

(7) 𝑚⃗⃗ 1
0 = 𝑏⃗ 0 + 𝑅1

0𝑚⃗⃗ 1
1 

(8) 𝑚⃗⃗ 2
0 = 𝑏⃗ 0 + 𝑅1

0𝑚⃗⃗ 2
1 

𝑅1، 8و  7کد در میادلات 
ماترنس دورا  دستگا  متصل بد دا  ول  0

,𝑥1)میسوس و جرم متمرکز  𝑦1, 𝑧1)  سبت بد دستگا  داند (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

 باش  کد بصورت زنر تیرن  م  شود:م 

(9) 
𝑅1

0 = [
1 0 0
0 cos𝜃 −sin𝜃
0 sin𝜃 cos𝜃

] [
cos𝜑 0 sin𝜑

0 1 0
−sin𝜑 0 cos𝜑

] 

در ادامد با جانگزنن  با استفاد  از میادلات مرکز جرم، ا رژی دتا ستل 

 ستستا حاصل م  شود:

(10) 𝑈1 = 𝐺 0
T
𝑀𝑙 𝑚⃗⃗ 1

0 
(11) 𝑈2 = 𝐺 0

T
𝑀 𝑚⃗⃗ 2

0 
 :8و  7 ا با  مشتقگتری زما   از میادلات  حال سرعت خط  مرکز جرم

(12) 𝑉⃗ 1
0 =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚⃗⃗ 1

0) 

(13) 𝑉⃗ 2
0 =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚⃗⃗ 2

0) 

و سرعت زاوند ای مرکز جرم  ا  تز با توجد بد ماترنس دورا  دستگا  

 ب ست م  آن : (، 9نا  سبت بد صفر )میادرد 

(14) 𝑤⃗⃗ 1
0 =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑅⃗ 1

0)𝑅⃗ 1
0
T
 

، 9مما  اننرس  دا  ول میسوس و جرم متمرکز با استفاد  از میادرد 

 داند بصورت زنر  وشتد م  شو  : سبت بد دستگا  

(15) 𝐼⃡1
0 = 𝑅1

0 𝐼⃡1
1 𝑅1

0
T
 

(16) 𝐼⃡2
0 = 𝑅1

0 𝐼⃡2
1 𝑅1

0
T
 

 در  تتجد ا رژی جنبش   رنا از مراکز جرم ب ست م  آن :

(17) 𝑇1 =
1

2
𝑉⃗ 1

0
T
𝑀𝑙 𝑉⃗ 1

0 +
1

2
 𝑤⃗⃗ 1

0T
 𝐼⃡1

0 𝑤⃗⃗ 1
0 

(18) 𝑇2 =
1

2
 𝑉⃗ 2

0
T
𝑀 𝑉⃗ 2

0 +
1

2
 𝑤⃗⃗ 2

0T
 𝐼⃡2

0 𝑤⃗⃗ 2
0 

و جنبش  ب ست آم   برای کل ستستا، حال با توجد بد ا رژی دتا ستل 

 لاگرا ژنن برای ستستا دا  ول میسوس و جرم متمرکز برابر است با:

(19) 

𝐿 =
𝑀 𝑥̇2

2
+

𝑀 𝑦̇2

2
+

𝑀𝑙 𝑥̇2

2
+

𝑀𝑙 𝑦̇2

2
 

+𝐿2 𝑀𝜑̇2 +
7 𝐿2 𝑀𝑙 𝜑̇2

24
+ 𝐿2 𝑀 𝜃̇2 cos2(𝜑) 

+
7 𝐿2 𝑀𝑙 𝜃̇2 cos2(𝜑)

24
+ 𝐿 𝑀 𝜑̇ 𝑥̇ cos(𝜑) 

+
𝐿 𝑀𝑙 𝜑̇ 𝑥̇ cos(𝜑)

2
− 𝐿 𝑀 𝑔 cos(𝜑) cos(𝜃) 

−
𝐿 𝑀𝑙 𝑔 cos(𝜑) cos(𝜃)

2
 

−𝐿 𝑀 𝜃̇ 𝑦̇ cos(𝜑) cos(𝜃) 

−
𝐿 𝑀𝑙 𝜃̇ 𝑦̇ cos(𝜑) cos(𝜃)

2
 

+𝐿 𝑀 𝜑̇ 𝑦̇ sin(𝜑) sin(𝜃) 

+
𝐿 𝑀𝑙 𝜑̇ 𝑦̇ sin(𝜑) sin(𝜃)

2
 

در آخر با فاکتورگتری  سبت بد مشتق دوم ملتصات تیمتا نافتد، 

 آن :میادرد دننامتس  ستستا بد فرم زنر در م  

(20) 𝑀𝑇𝑞̈ + 𝑁𝑇 = 𝐹𝑇 
𝑞̈کد در انن میادرد دارامتر ای  = [𝑥̈, 𝑦̈, 𝜃̈, 𝜑̈]T ،𝐹𝑇 = [𝐹𝑥 , 𝐹𝑦]T ،

𝑀𝑇 ∈ ℝ4×4  و𝑁𝑇 ∈ ℝ4×1 . م  باشن 

 الگوریتم یادگیری تقویتی -2-2

کنتررر نادگتری تقونت ، ستستا را در شرانم ملتی  آزمانش و سی  م  

بگترد کد عمی  بهتند را برای رست   بد کن  تا با محتم تیامل کرد  و ناد 

  ف ا تلاب کن . برای انن من ور زما   کد ستستا در نا شرانم خاص 

آزمانش م  گترد، کنتررر ستستا را در  ما  شرانم در دفیات ملتی  

آزمانش و در  ر تسرار سی  متسن  تا  ترو ای وارد  بد ستستا را بهبود 

 بلش  تا ستستا کنترل شود.

با روش نادگتری تقونت ، از تیارن   LQRامد برای طراح  کنتررر در اد

[، بد ترتت  توضتح 11ملتیف  استفاد  ش   است کد با استفاد  از مرجع  

داد  م  شو  . ابت ا دننامتا ستستا در فرانن  تصمتا گتری مارکو افق 

 باش :، تیرن  م  شود کد انن فرانن  شامل دارامتر ای زنر م 1مح ود

𝑠 2: مجموعد متغتر ای حارت 
 

 

Fig.2 Vector position of center of masses and coordinate of inverted 

pendulum with concentrated mass 

 موقیتت بردار مرکز جرم  ا و ملتصات دا  ول میسوس با جرم متمرکز 2شکل 

                                                                                                                                      
13 Finite horizon Markov decision process 
14 Set of states variables 
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 و همکاران سید مرتضی خوشرو کنترل به روش یادگیری تقویتی پاندول معکوس چهار درجه آزادی

 

 933 01شماره  18، دوره 1397 فروردینمهندسی مکانیک مدرس، 
 

𝑎 1: مجموعد  ترو ا 

𝑃𝑠𝑎 2: احتمال وقو  حارت 

𝑅 3: تابع داداش 

𝑇   4: افق زما 

برابر   با  (𝑠)برای ستستا دا  ول میسوس، مجموعد متغتر ای حارت 

برابر   با  ترو ای کنتررر  (𝑎)دارامتر ای حارت ستستا، و مجموعد  ترو ا 

 کد در ستستا کار ا جام م  د ن . در  تتجد دارنا:

(21) 𝑠 = [𝑥, 𝑦, 𝜃, 𝜑, 𝑥̇, 𝑦̇, 𝜃̇, 𝜑̇]T 
(22) 𝑎 = [𝐹𝑥 , 𝐹𝑦]T 

در ستستا  ای مسا تس  کد دننامتا مسلید بتا گر حالات ستستا 

بر اساس حل ع دی دننامتا ستستا  (𝑃𝑠𝑎)باش ، احتمال وقو  حارت م 

 تیرن  م  شود:

(23) 𝑆𝑡+1 = 𝑆𝑡 + ∆𝑡 𝑆̇𝑡 ≜ 𝑓(𝑠𝑡 , 𝑎𝑡) 
باش ، در تغتترات زما   م  𝑡∆ شا گر زما  و  𝑡، ا  نس 23در میادرد 

𝑡 تتجد حارت بی ی ستستا در زما   +  از میادرد بالا ب ست م  آن . 1

تیرن   5با استفاد  از رگرستو  خط  درجد دوم (𝑅)تابع داداش 

 شود:م 

(24) 𝑅(𝑠𝑡 , 𝑎𝑡) = −( 𝑠𝑡
T 𝑈 𝑠𝑡 + 𝑎𝑡

T 𝑉 𝑎𝑡 ) 
𝑈در میادرد بالا  ∈ ℝ8×8  و𝑉 ∈ ℝ2×2 . م  باشن 

بر استفاد  از میادرد خط  در تابع داداش، میادرد دننامتس  علاو  

ستستا  تز خط  سازی م  شود. در  تتجد با استفاد  از میادرد خط  سازی 

 بسم تتیور:

(25) 
𝑆𝑡+1 ≈ 𝑓(𝑠̅𝑡 , 𝑎̅𝑡) + (∇𝑠𝑓(𝑠̅𝑡 , 𝑎̅𝑡))

T
(𝑠𝑡 − 𝑠̅𝑡) + 

(∇𝑎𝑓(𝑠̅𝑡 , 𝑎̅𝑡))
T
(𝑎𝑡 − 𝑎̅𝑡) 

کد  قاط تیادل ستستا م  باشن   𝑎̅و  𝑠̅ستستا را حول  قاط تیادل 

 بصورت زنر در م  آن : 23خط  سازی م  کنتا. در  تتجد میادرد 

(26) 𝑠𝑡+1 ≈ 𝐴𝑡 𝑠𝑡 + 𝐵𝑡 𝑎𝑡 + 𝐷𝑡 𝑤𝑡 
𝐴کد  ∈ ℝ8×8 ،𝐵 ∈ ℝ8×2  و𝐷 ∈ ℝ8×4 . م  باشن 

اغتشاشات وارد ش   بد ستستا، بصورت  تروی ضربد  𝑤، 26در میادرد 

 ای وارد ش   بد ابت ای دا  ول میسوس و جرم متمرکز تیرن  م  شو  :

(27) 𝑤 = [𝐹𝑥̅, 𝐹𝑦̅, 𝐹𝜃
̅̅ ̅, 𝐹𝜑

̅̅ ̅]T 
 ترو ای ضربد ای وارد ش   بد ابت ای دا  ول کد  𝐹𝑦̅و  𝐹𝑥̅، 27در میادرد 

𝐹𝜃باعث تغتتر موقیتت ابت ای دا  ول میسوس و 
̅̅ 𝐹𝜑و  ̅

̅̅  ترو ای ضربد ای  ̅

 وارد ش   بد جرم متمرکز م  باشن  کد باعث تغتتر زاوند دا  ول م  شو  .

 ما طور کد قبلا گفتد ش  در روش نادگتری تقونت   ترو ا بان  با تسرار 

بصورت تابی  از  (𝑎)و آزمانش ب ست آنن . در  تتجد بان  مجموعد  ترو ا 

روش مارکو  وشتد شو  . برای انن من ور با دنگر دارامتر ای تیرن  ش   در 

و  (∗𝑉) 7تابع ارزش و تیرن  دارامتر ای 6استفاد  از روش تسرار ارزش

 بد صورت زنر: (∗𝜋) 8ستاست

(28) 
𝑉∗(𝑠𝑡) = max𝑎𝑡

 𝑅(𝑠𝑡 , 𝑎𝑡) + 
E𝑠𝑡+1~𝑃𝑠𝑡𝑎𝑡

[𝑉∗(𝑠𝑡+1)] 

(29) 
𝜋∗(𝑠𝑡) = argmax𝑎𝑡

 𝑅(𝑠𝑡 , 𝑎𝑡) + 
E𝑠𝑡+1~𝑃𝑠𝑡𝑎𝑡

[𝑉∗(𝑠𝑡+1)] 

                                                                                                                                      
15 Set of actions 
16 State transition distribution 

17 Reward function 
18 Horizon time 
19 Linear quadratic regulation 

20 Value iteration 
21 Value function 

22 Policy 

میروف است، با توجد بد رو   اثبات  9میادرد  ترو کد بد میادرد رنسات 

د  ش   است، بد صورت زنر ب ست دان اری رتادا وف کد در قسمت بی  آور

 آن :م 

(30) 𝑎𝑡 = −(𝐵𝑡
T𝜑𝑡+1𝐵𝑡 − 𝑉𝑡)

−1
𝐵𝑡

T𝜑𝑡+1𝐴𝑡𝑠𝑡 

(31) 
𝜑𝑡 = 𝐴𝑡

T 
(𝜑𝑡+1 − 𝜑𝑡+1𝐵𝑡(𝐵𝑡

T𝜑𝑡+1𝐵𝑡 − 𝑉𝑡)
−1

𝐵𝑡
T𝜑𝑡+1) 𝐴𝑡 − 𝑈𝑡 

حال با توجد بد دارامتر ای تیرن  ش   ستستا بان  ناد بگترد کد در  ر 

شرانط  چگو د عمل کن . رو   نادگتری ستستا با ارگورنتا بر امد رنزی 

، ا جام م  شود کد مراحل ارگورنتا بد ترتت  بصورت زنر 10دننامتا تفاضی 

 م  باشن :

ا تلاب م  شود و با  𝑎0و  𝑠0ابت ا برای ستستا نا شرانم اورتد  -1

، حارت  ای بی ی ستستا را تا 𝑎𝑡و ا تلاب  23استفاد  از میادرد 

 ب ست م  آورنا. 𝑇زما  مح ود 

حاصل  26ستستا حول  قاط تیادل خط  سازی م  شود تا میادرد  -2

 شود.

 ای ب ست آم   از قسمت و حارت  31، 30با استفاد  از میادلات  -3

  ترو ای ج ن  محاسبد م  شو  . 1شمار  

و  3حال با استفاد  از  ترو ای ج ن  ب ست آم   از قسمت شمار   -4

،  ما ن  قسمت اول، حارت  ای بی ی ستستا را 𝑠0شرانم اورتد 

را تا زما   کد  4تا  1محاسبد م  کنتا و رو   تسرار قسمت  ای 

 نن متزا  خود برسن  ادامد م  د تا.تمام  ترو ا بد بهتر

در ادامد، ارگورنتا گفتد ش   را در شرانم اورتد ملتی  برای دا  ول 

میسوس و جرم متمرکز اجرا م  کنتا. کنتررر برای  ر شرط اورتد بهترنن 

عسس اریمل را برای تیادل دا  ول ب ست م  آورد و در حاف د خود  گا  م  

فرانن  نادگتری برای شرانم ملتی  تیرن  ش    دارد. در  تتجد دس از اتمام

برای ستستا، کنتررر بصورت زنر عمل م  کن : مق ار زاوند ای کد ستستا در 

آ  قرار دارد را با مقادنر زاوند ای کد ناد گرفتد است مقانسد و  زدنسترنن 

حارت بد حارت فیی  ستستا را ا تلاب م  کن . سپس با استفاد  از میادرد 

، تصحتح  برروی  ترو ا جام م  د   و  ترو را اعمال 30بد میادرد  ای شبتد

 م  کن .

 اثبات پایداری کنترلر یادگیری تقویتی -2-3

ابت ا تابع رتادا وف را بد صورت منف  تابع ارزش در   ر م  گترنا کد نا 

 باش :تابع مثبت میتن م 

(32) 𝑉 = −𝑉∗(𝑠𝑡) 
(،  موار  کوچستر 24زنرا فرم ا تلاب ش   برای تابع داداش )میادرد 

 مساوی با صفر است. با مشتق گتری از تابع رتادا وف م  توا   وشت:

(33) 

𝑉̇ = −𝑉̇∗(𝑠𝑡) = −
𝑉∗(𝑠𝑡+1) − 𝑉∗(𝑠𝑡)

∆𝑡
= 

−
𝑠𝑡+1

T 𝜑𝑡+1𝑠𝑡+1 − 𝑠𝑡
T𝜑𝑡𝑠𝑡

∆𝑡
 

𝑠𝑡+1با جانگذاری  = 𝐴𝑡 𝑠𝑡 + 𝐵𝑡  𝑎𝑡  در میادرد بالا و  مچنتن جانگذاری

𝑎𝑡  و𝜑𝑡  رستا:، بد رابطد زنر م 33در میادرد  31و  30از میادلات 

(34) 𝑉̇ = 𝑅(𝑠𝑡 , 𝑎𝑡) ≤ 0 
𝑅(𝑠𝑡از آ جا کد تابع  , 𝑎𝑡)   موار  منف  است در  تتجد ستستا دان ار 

 است.

                                                                                                                                      
23 Riccati equation 

24 Differential dynamic programing 
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 و همکاران سید مرتضی خوشرو یادگیری تقویتی پاندول معکوس چهار درجه آزادیکنترل به روش 

 

 01شماره  18، دوره 1397 فروردینمهندسی مکانیک مدرس،  933
 

 نتایج و بحث -3

دا  ول میسوس و جرم تمام  محاسبات مربوط بد م ل رناض  دننامتا 

متمرکز و  مچنتن کنتررر طراح  ش   برای انن ستستا، در  رم افزار متی  

 ک  ونس  و  تانج حاصل از کنترل ستستا  تز در انن  رم افزار رسا ش   ا  .

با استفاد  از روش نادگتری  LQRابت ا برای اعتبار سنج  کنتررر 

کد در مقالات متنو  بررس  و  تقونت ، کنتررر برای دا  ول دو درجد آزادی

 LQRحل ش   است، طراح  و  مچنتن  تانج بد دست آم   با کنتررر 

مقانسد ش   است.  ر دو کنتررر برای ستستا دا  ول میسوس و جرم متمرکز 

دو درجد آزادی، در شرانم دننامتس  و شماتتس  نسسا  طراح  و در شرانم 

نن مقانسد برای دو حارت بررس  ملتی  آزمانش ش   ا  .  تانج حاصل از ا

ج آورد  ش   است کد -3ب و -3ار ، -3ش   و بد ترتت  در شسل  ای 

داسخ زما   ستستا بد ازای زاوند ا حراف اورتد و جابجان   -1عبارت ا   از: 

داسخ زما   ستستا بد ازای زاوند  -2ار ، -3داند اورتد متوسم در شسل 

داسخ  -3ب و -3د اورتد صفر در شسل ا حراف اورتد بزرگ و جابجان  دان

زما   ستستا بد ازای زاوند ا حراف اورتد صفر و جابجان  داند اورتد بزرگ در 

ج. برای  ر نا از داسخ  ای زما   ستستا، فرض ش   است کد -3شسل 

 مق ار دارامتر ای اورتد ا تلاب ش   برای انن ستستا عبارتن  از:

 𝐿 = 35 cm ,𝑀𝑙 = 150 g ,𝑀 = 100 g ار  داسخ زما   -3. در شسل

𝑥 ر دو کنتررر برای  = 2 m , 𝜑 = رسا ش   است.  ما طور کد  20°

با استفاد  از نادگتری تقونت  با سرعت  LQRباش  کنتررر مشلص م 

ستستا را بد حارت  LQRبتشتر،  ترو و تغتترات  وسا   کمتر  سبت بد 

     ر دو کنتررر برایب داسخ زما-3تیادل رسا ت   است. در شسل 

𝑥 = 0 m , 𝜑 = باش  کنتررر رسا ش   است.  ما طور کد مشلص م  40°

LQR  با استفاد  از نادگتری تقونت  در کمتر از سد ثا تد ستستا را بد حارت

 توا ستد است ستستا را بد تیادل  LQRتیادل رسا ت   است در حارتسد 

𝑥برای ج داسخ زما    ر دو کنتررر -3برسا  . در شسل  = 4 m , 𝜑 = 0° 

با استفاد  از  LQRباش  کنتررر رسا ش   است.  ما طور کد مشلص م 

نادگتری تقونت  در کمتر از چهار ثا تد ستستا را بد حارت تیادل رسا ت   

  توا ستد است ستستا را بد تیادل برسا  . LQRاست در حارتسد 

ز نادگتری با استفاد  ا LQRحال با توجد بد عمیسرد بهتر کنتررر 

تقونت ، انن کنتررر برای ستستا دا  ول میسوس و جرم متمرکز چهار درجد 

آزادی طراح  و سپس آموزش دن   است. در ادامد بد  تانج ب ست آم   

درداختد  LQRحاصل از داسخ  ای زما   انن کنتررر و مقانسد آ  با کنتررر 

 ش   است.

  است. دارامتر ا و ا  از  ابت ا کنتررر در ح اقل باز  ممسن آموزش دن 

آورد  ش    1 ان  کد برای آموزش ستستا ا تلاب ش   ا   در ج ول شمار  

، م  توا  اشار  کرد کد ستستا در نا جرم و طول 1است. با توجد بد ج ول 

نسسا  آموزش دن  . کنتررر طراح  ش  ، نادگتری خود را برای م ت زما  

، مقادنر 1ثا تد با مقادنر تیرن  ش   در ج ول  5

(−30°, −20°, −10°, 0 °, 10°, 20°, و مق ار صفر برای  𝜑و  𝜃برای  (30°

𝑥  و𝑦  ،72ا جام داد  است. در  تتجد کنتررر = مرتبد اجرا ش   است تا  49

تمام حالات ا تلاب ش   برای زاوند  ا را دوشش د  .  مچنتن دفیات تسرار 

باش . دس مرتبد م   51ا برای ب ست آورد  بهترنن عسس اریمل در  ر اجر

 نج بد دست آم   بااز اتمام نادگتری، کنتررر در شرانم ملتی  آزمانش و  تا
 

 مقانسد ش   و  تانج رسا ش   ا  . LQRکنتررر 

با استفاد  از نادگتری تقونت  در مقانسد با  LQRداسخ کنتررر  4شسل 

LQR  در ستستا دا  ول چهار درجد آزادی بد ازای  امیتن  دارامتری

با استفاد  از نادگتری تقونت  و  LQRار  داسخ کنتررر -4باش . شسل م 

LQR   درص  طول اورتد، جرم  10را برای حارت  کد طول دا  ول بد ا  از

 30درص  جرم دا  ول اورتد و جرم متمرکز بد ا  از   20دا  ول بد ا  از  

درص  مق ار جرم متمرکز اورتد افزانش نافتد است را  شا  م  د  .  ما طور 

با استفاد  از نادگتری تقونت  در برابر  LQRکد مشلص است کنتررر 

تغتترات دارامتری توا ستد است با اعمال  ترو در کمتر از دنج ثا تد موقیتت و 

بت ا از حارت تیادل در ا LQRزوانا را بد صفر برگردا  . در حار  کد کنتررر 

با استفاد  از نادگتری تقونت   LQRب داسخ کنتررر -4خارج م  شود. شسل 

را برای حارت  کد طول دا  ول و جرم دا  ول تغتتر  سنن  و جرم   LQRو 

درص  جرم اورتد خود افزانش نافتد باش  را  شا  م   60متمرکز بد ا  از  

ا استفاد  از نادگتری تقونت  ب LQRد  .  ما طور کد مشلص است کنتررر 

در برابر انن  و  تغتترات دارامتری  تز توا ستد است با اعمال  ترو در کمتر از 

در  LQRدنج ثا تد موقیتت و زوانا را بد صفر برگردا  ، در حار  کد کنتررر 

 ابت ا از حارت تیادل خارج م  شود.

در مقانسد با  با استفاد  از نادگتری تقونت  LQRداسخ کنتررر  5شسل 

LQR  در ستستا دا  ول چهار درجد آزادی بد ازای  امیتن  ساختاری

 LQRبا استفاد  از نادگتری تقونت  و  LQRداسخ کنتررر  5باش . شسل م 

برای  امیتن  ساختاری رسا ش   است.  امیتن  ساختاری بد صورت زنر در 

   ر گرفتد ش   است:

(35) 𝑋̇ = 𝑓(𝑋) + 𝑔(𝑋)𝑢 + ∆𝑓(𝑋) 
=∆کد مق ار   شا  داد   5ا تلاب ش   است.  ما طور کد در شسل  0.3

با استفاد  از نادگتری تقونت  در کمتر از چهار ثا تد  LQRش  ، کنتررر 

در  ما   LQRدا  ول را بد حارت تیادل رسا    است در حار  کد کنتررر 

 ابت ا از تیادل خارج م  شود.

با استفاد  از نادگتری تقونت  در  LQRداسخ کنتررر  7و  6شسل 

در ستستا دا  ول چهار درجد آزادی بد ازای اغتشاش ضربد  LQRمقانسد با 

ار  داسخ ستستا را بد ازای  تروی -6ای و غتر ضربد ای م  باشن . شسل 

کد در ثا تد دنج بد ستستا وارد ش    𝑦و  𝑥 توتن در راستای  6ضربد ای 

با استفاد  از نادگتری تقونت   LQRنتررر است را  شا  م  د  . در ک

از ثا تد  فت بد بی  از  LQRستستا بد حارت تیادل برگشتد در حار  کد 

ب داسخ ستستا را بد ازای  تروی ضربد ای -6تیادل خارج ش   است. شسل 

کد در ثا تد دنج بد ستستا وارد ش   است  𝜑و  𝜃 توتن در راستا ای  0.95

با استفاد  از نادگتری تقونت  ستستا را بد  LQRررر را  شا  م  د  . کنت

از ثا تد  فت بد بی  از تیادل خارج  LQRحارت تیادل برگردا    در حار  کد 

ار  داسخ ستستا را بد ازای  تروی غتر ضربد ای -7شسل  .ش   است

کد بتن ثا تد سد تا شش  𝑦و  𝑥 توتو ( کد در راستای  3sin𝑡ستنوس  )تابع 

با استفاد  از  LQRا وارد ش   است را  شا  م  د  . در کنتررر بد ستست

از  ما   LQRنادگتری تقونت  ستستا بد حارت تیادل برگشتد در حار  کد 

ب داسخ ستستا را بد ازای  تروی -7ابت ا از تیادل خارج ش   است. شسل 

تن کد ب 𝜑و  𝜃 توتو ( کد در راستای 0.45sin𝑡غتر ضربد ای ستنوس  )تابع 

 LQRثا تد سد تا شش  بد ستستا وارد ش   است را  شا  م  د  . کنتررر 

با استفاد  از نادگتری تقونت  ستستا را بد حارت تیادل برگردا    در حار  

داسخ کنتررر  8از  ما  ابت ا از تیادل خارج ش   است. شسل  LQRکد 

LQR با استفاد  از نادگتری تقونت  در مقانسد باLQR  تا دا  ول در ستس 
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 دارامتر ا و مقادنر 1جدول 

Table 1 Parameters and values  
 مق ار دارامتر

𝐿 35 cm 
𝑀𝑙 150 g 
𝑀 100 g  
∆𝑡 0.1 
𝑔 9.8 m/s2 
𝑠̅ [0 0 0 0 0 0 0 0]T 

𝑎̅ [0 0]T N 

𝑈 

[
 
 
 
 
 
 
 
2
0

0
2

0
0

0
0

0
0

0
0

2
0

0
2

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

1
0

0
1

0
0

0
0

0
0

0
0

1
0

0
1]
 
 
 
 
 
 
 

 

𝑉 [
0 0
0 0

] 
 

 
a) System response for the average amount of initial angle and initial 

displacement of the bottom of the inverted pendulum 
𝐿 = 35 cm ,𝑀𝑙 = 150 g ,𝑀 = 100 g 

𝑥 = 2 m , 𝜑 = 20° 
ار ( داسخ ستستا بد ازای مق ار ا حراف زاوند اورتد و جابجان  اورتد متوسم داند 

 دا  ول

 

b) System response for the large amount of the initial angle and the zero 

amount of initial displacement of the bottom of inverted pendulum 
𝐿 = 35 cm ,𝑀𝑙 = 150 g ,𝑀 = 100 g 

𝑥 = 0 m , 𝜑 = 40° 
  ول اورتد ب( داسخ ستستا بد ازای مق ار ا حراف زاوند اورتد بزرگ و جابجان  داند دا

 صفر

 

c) System response for the zero amount of the initial angle and the large 

amount of initial displacement of the bottom of pendulum 
𝐿 = 35 cm ,𝑀𝑙 = 150 g ,𝑀 = 100 g 

𝑥 = 4 m , 𝜑 = 0° 

داسخ ستستا بد ازای مق ار ا حراف زاوند اورتد صفر و جابجان  داند دا  ول اورتد ج( 

 بزرگ
Fig.3 Time response of Reinforcement learning controller and LQR 

controller for two-degree of freedom inverted pendulum for different 

angles and positions  

برای دا  ول دو درجد آزادی  LQRداسخ زما   کنتررر نادگتری تقونت  و  3شکل 

 برای زوانا و موقیتت  ای ملتی 

 ار  داسخ-8باش . شسل چهار درجد آزادی بد ازای اثرات  ونز سنسور ا م 

ستستا را بد ازای تابع تصادف   ونز سفت  در مق ار درنافت  زاوند توسم 

تا را بد ازای تابع تصادف   ونز سفت  در ب داسخ ستس-8سنسور ا و شسل 

ار  و -8تمام مقادنر درنافت  توسم سنسور ا  شا  م  د  . در  ر دو شسل 

ستستا را بد حارت  LQRبا استفاد  از نادگتری تقونت  و  LQRب کنتررر -8

 .تیادل بر م  گردا  

با استفاد  از نادگتری تقونت  در  LQRداسخ کنتررر  10و  9شسل 

در ستستا دا  ول چهار درجد آزادی بد ازای زاوند  ای  LQRمقانسد با 

 𝑦و  𝑥ا حراف اورتد بزرگ و جابجان  اورتد بزرگ داند دا  ول در جهت  ای 

درجد برای  33داسخ ستستا بد ازای مق ار زاوند  ای اورتد  9باش . شسل م 

 فر برای داند دا  ول در راستا ایو مق ار اورتد ص 𝜑و  𝜃 ر نا از زاوند  ای 

 

 

a ) System response to the increasing of pendulum length, pendulum 

mass and concentrated mass 

𝐿 = 38.5 cm ,𝑀𝑙 = 180 g ,𝑀 = 130 g 

𝑥 = 1 m , 𝑦 = 1 m , 𝜃 = −20°, 𝜑 = 20° 

 دا  ول، جرم دا  ول و جرم متمرکزار ( داسخ ستستا  سبت بد افزانش طول 
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b) System response to the increasing of concentrated mass 

𝐿 = 35 cm ,𝑀𝑙 = 150 g ,𝑀 = 160 g 

𝑥 = −1 m , 𝑦 = −1 m , 𝜃 = 20°, 𝜑 = −20° 

 ب( داسخ ستستا  سبت بد افزانش مق ار جرم متمرکز
Fig.4 Time response of Reinforcement learning controller and LQR 

controller for four-degree of freedom inverted pendulum for parametric 

uncertainties 

برای دا  ول چهار درجد آزادی  LQRداسخ زما   کنتررر نادگتری تقونت  و  4شکل 

 برای  امیتن   ای دارامتری

𝑥  و𝑦  نتررر باش  کمشلص م  9باش .  ما طور کد در شسل مLQR  با

استفاد  از نادگتری تقونت  ستستا را بد حارت تیادل رسا ت   است در حار  

داسخ ستستا بد ازای  10بد حارت  ود درجد در آم   است. شسل  LQRکد 

و مق ار  𝜑و  𝜃مق ار زاوند  ای اورتد صفر درجد برای  ر نا از زاوند  ای 

باش .  ما طور کد در م  𝑦و  𝑥متر برای داند دا  ول در راستا ای  3.3اورتد 

با استفاد  از نادگتری تقونت   LQRباش  کنتررر مشلص م  10شسل 

بد حارت  ود درجد  LQRستستا را بد حارت تیادل رسا ت   است در حارتسد 

 در آم   است.

 نتیجه گیری -4

 مقاوم بر اساس روش نادگتری تقونت  برای LQRدر انن مقارد از کنتررر 
 

 

Fig.5 Time response of Reinforcement learning controller and LQR 

controller for four-degree of freedom inverted pendulum for structural 

uncertainty  

𝐿 = 35 cm ,𝑀𝑙 = 150 g ,𝑀 = 100 g 

𝑥 = 1 m , 𝑦 = −1 m , 𝜃 = 20°, 𝜑 = 20° 

برای دا  ول چهار درجد آزادی  LQRداسخ زما   کنتررر نادگتری تقونت  و  5 شکل

 برای  امیتن  ساختاری

 

a) The response of the system to the impact force in the 𝑥 and 𝑦 

directions 

𝐿 = 35 cm ,𝑀𝑙 = 150 g ,𝑀 = 100 g 

𝑥 = 0 m , 𝑦 = 0 m , 𝜃 = −10°, 𝜑 = 10° 

𝐹𝑥̅ = 6 N  در𝑡 = 5 s 

 𝐹𝑦̅ = 6 N  در𝑡 = 5 s 

 𝑦و  𝑥ار ( داسخ ستستا  سبت بد  تروی ضربد ای در راستا ای 

 

b)  The response of the system to the impact force in the 𝜃 and 𝜑 

directions 

𝐿 = 35 cm ,𝑀𝑙 = 150 g ,𝑀 = 100 g 

𝑥 = 0 m , 𝑦 = 0 m , 𝜃 = −10°, 𝜑 = 10° 

𝐹𝜃
̅̅ ̅ = 0.95 N  در𝑡 = 5 s 

 𝐹𝜑
̅̅ ̅ = 0.95 N  در𝑡 = 5 s 

 𝜑و  𝜃ب( داسخ ستستا  سبت بد  تروی ضربد ای در راستا ای 

Fig.6 Time response of Reinforcement learning controller and LQR 

controller for four-degree of freedom inverted pendulum for impact 

disturbance 

برای دا  ول چهار درجد آزادی  LQRداسخ زما   کنتررر نادگتری تقونت  و  6شکل 

 برای اغتشاش ضربد ای

 

کنترل دا  ول میسوس چهار درجد آزادی استفاد  ش   است. میادلات حاکا 

بر ستستا با استفاد  از روش لاگرا ژ استلراج ش   ا  . ابت ا برای اعتبار 

وش نادگتری تقونت ، کنتررر برای دا  ول با استفاد  از ر LQRسنج  کنتررر 

میسوس دو درجد آزادی طراح  و برای مق ار زاوند ا حراف و جابجان  اورتد 

مقانسد ش   است،  تانج  شا   LQRملتی  آزمانش و  تانج با کنتررر 

با استفاد  از روش نادگتری تقونت ، سرعت  LQRباش  کد د ن   انن م 

با  LQRامتر بتشتری دارد. در ادامد کنتررر کنترل و مح ود  تغتتر دار
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استفاد  از روش نادگتری تقونت  برای دا  ول چهار درجد آزادی طراح  و در 

مقانسد ش   است. شرانم  LQRشرانم ملتی  آزمانش و  تانج با کنتررر 

ا حراف زاوند اورتد و جابجان  اورتد داند دا  ول  -1آزمانش عبارت ا   از: 

اغتشاش وارد ش   توسم  -3تن   ای دارامتری و ساختاری  امی -2بزرگ 

 ونز سنسور ا.  -4 تروی ضربد ای و غتر ضربد ای وارد بد داند و جرم متمرکز 

با استفاد  از روش  LQRدس از شبتد سازی  تانج، مشا    ش  کد کنتررر 

در برابر ا حرافات اورتد بزرگ،  LQRنادگتری تقونت   سبت بد کنتررر 

ن   ای ساختاری و دارامتری، اغتشاشات وارد  و  ونز سنسور ا عمیسرد  امیت

 خوب  داشتد است.
 

 

a) The response of the system to the non-impact force in the 𝑥 and 𝑦 

directions 

𝐿 = 35 cm ,𝑀𝑙 = 150 g ,𝑀 = 100 g 

𝑥 = 0 m , 𝑦 = 0 m , 𝜃 = 10°, 𝜑 = −10° 

𝐹𝑥̅ = 3sin𝑡 N  در𝑡 = 3 − 6 s 

 𝐹𝑦̅ = 3sin𝑡 N  در𝑡 = 3 − 6 s 

 𝑦و  𝑥ار ( داسخ ستستا  سبت بد  تروی غتر ضربد ای در راستا ای 

 

b) The response of the system to the non-impact force in the 𝜃 and 𝜑 

directions 

𝐿 = 35 cm ,𝑀𝑙 = 150 g ,𝑀 = 100 g 

𝑥 = 0 m , 𝑦 = 0 m , 𝜃 = 10°, 𝜑 = −10° 

𝐹𝜃
̅̅ ̅ = 0.45sin𝑡 N  در𝑡 = 3 − 6 s 

 𝐹𝜑
̅̅ ̅ = 0.45sin𝑡 N  در𝑡 = 3 − 6 s 

 𝜑و  𝜃ب( داسخ ستستا  سبت بد  تروی غتر ضربد ای در راستا ای 

Fig.7 Time response of Reinforcement learning controller and LQR 

controller for four-degree of freedom inverted pendulum for continuous 

disturbance 

برای دا  ول چهار درجد آزادی  LQRداسخ زما   کنتررر نادگتری تقونت  و  7شکل 

 برای اغتشاش دتوستد

 

a) System response to noise in the amount of angles received 

𝐿 = 35 cm ,𝑀𝑙 = 150 g ,𝑀 = 100 g 

𝑥 = −1 m , 𝑦 = 1 m , 𝜃 = 25°, 𝜑 = 25° 

 در مق ار زاوند درنافت ار ( داسخ ستستا  سبت بد  ونز 

 

b) System response to noise in the all amount received 

𝐿 = 35 cm ,𝑀𝑙 = 150 g ,𝑀 = 100 g 

𝑥 = −1 m , 𝑦 = 1 m , 𝜃 = 25°, 𝜑 = 25° 

 ب( داسخ ستستا  سبت بد  ونز در تمام  مقادنر درنافت 

Fig.8 Time response of Reinforcement learning controller and LQR 

controller for four-degree of freedom inverted pendulum for sensor 

noises 

برای دا  ول چهار درجد آزادی  LQRداسخ زما   کنتررر نادگتری تقونت  و  8شکل 

 برای  ونز سنسور ا

 

Fig.9 Time response of Reinforcement learning controller and LQR 

controller for four-degree of freedom inverted pendulum for big angles 

𝐿 = 35 cm ,𝑀𝑙 = 150 g ,𝑀 = 100 g 

𝑥 = 0 m , 𝑦 = 0 m , 𝜃 = 33°, 𝜑 = 33° 

برای دا  ول چهار درجد آزادی  LQRداسخ زما   کنتررر نادگتری تقونت  و  9شکل 

 برای زوانای بزرگ
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Fig.10 Time response of Reinforcement learning controller and LQR 

controller for four-degree of freedom inverted pendulum for big 

position  

𝐿 = 35 cm ,𝑀𝑙 = 150 g ,𝑀 = 100 g 

𝑥 = 3.3 m , 𝑦 = 3.3 m , 𝜃 = 0°, 𝜑 = 0° 

ول چهار درجد برای دا   LQRداسخ زما   کنتررر نادگتری تقونت  و  10شکل 
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