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با توجه به تشابه . اي، مدل تیر ساندویچی ارائه شده است در این مقاله، براي بررسی ارتعاشات گرافن دو لایه با در نظر گرفتن اثر برش بین لایه  
جود دارد، هاي گرافن پیوندهاي واندوالسی و گرافن دولایه به یک سازه ساندویچی، که در بالا و پایین آن یک لایه گرافن قرار گرفته و بین لایه

براي بدست آوردن . گیردار بررسی شده است -گرافن دولایه بصورت یک تیر ساندویچی مدل شده و ارتعاشات آزاد آن براي شرایط مرزي آزاد
اي علاوه بر جابجایی عرضی در نظر  هاي درون صفحه برنولی مدل شده و جابجایی -معادله حاکم، هر لایه گرافن بر اساس تئوري تیر اویلر

اثر پیوندهاي . هاي گرافن در حین ارتعاش، در فاصله نسبی مشخصی از یکدیگر قرار داشته باشند رفته شده و فرض شده است که لایهگ
نتایج بدست آمده از مدل تیر ساندویچی ارائه شده در این مقاله، که . واندروالسی نیز بصورت مدول برشی در معادلات حرکت لحاظ شده است

سازي دینامیک مولکولی و مدل تیر چندگانه برشی  باشد، با نتایج شبیه نانومتر می 20تا  7هاي  اول گرافن دولایه با طولفرکانس  دوشامل 
  .مقایسه شده و صحت و دقت مدل فوق تأیید شده است

  :کلید واژگان
  گرافن دولایه

  اي برش بین لایه
  تیر ساندویچی
  ارتعاشات آزاد
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 In this paper, for the free vibration analysis of bilayer graphenes with interlayer shear effect the 
sandwich beam model is introduced. Because of the similarity between the bilayer graphene and 
the sandwich structures, in which at the top and the bottom of the bilayer graphene there is a 
single layer graphene and between them there is Vander walls bindings, the bilayer graphene is 
modeled as a sandwich beam and its free vibration is investigated for free-clamp end condition. 
To obtain the governing equations, each graphene layer is modeled based on the Euler-Bernoulli 
theory and in-plane displacements are also considered in addition to the transverse displacement. 
It is also assumed that the graphene layers do not have relative displacement during vibration. 
The effect of the Vander walls bindings is introduced in the governing equations as the shear 
modulus. The results obtained by the sandwich beam model, presented in this paper for the first 
time, include the first five natural frequencies of the bilayer graphenes with 7 to 20 nanometer 
lengths. These results are validated by the molecular dynamic and the Multi-Beam-Shear model 
results. 
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  مقدمه - 1
و بصورت  sp2هاي کربن توسط پیوند  ترین سازه که در آن اتم گرافن، نازك

اند، به دلیل دارا بودن خواص  ساختار لانه زنبوري در کنار یکدیگر قرار گرفته
ویژه مکانیکی، الکتریکی، اپتیکی و حرارتی، و از طرفی هزینه تولید پایین 

ها نشان  آزمایش. ]1[ن، مورد توجه ویژه پژوهشگران قرار گرفته است نسبی آ
ترین سازه شناخته شده تاکنون بوده و داراي مدول  اند که گرافن قوي داده

چنین نشان  هم. ]2[باشد  تراپاسکال می 1اي برابر با  الاستیک درون صفحه
است که گرافن ضرایب انتقال حرارت و الکتریسیته پایینی در  داده شده

راستاي بردار عمود بر صفحه داشته و داراي ضرایب انتقال حرارت و 
این ویژگی سبب شده . باشد الکتریسیته بالایی در راستاي درون صفحه می

. ]3[هاي با حرارت بالا مناسب باشد  است گرافن به عنوان واشر براي محیط
هاي منحصر بفرد ذکر شده براي گرافن، این قابلیت را براي آن ایجاد  ژگیوی

کرده است تا در سنسورهاي جرم و گاز، ژنراتورهاي مکانیکی، نانو 
صفحات گرافن . ها کاربرد داشته باشد هادي ها، ترازیستورها و نیمه کامپوزیت

  .توانند بصورت تک لایه و چند لایه وجود داشته باشند می
هاي چندلایه، توسط پیوندهاي واندروالسی در  هاي گرافن در گرافن لایه

تواند رفتار  هاي واندروالسی می وجود این پیوند. اند کنار یکدیگر قرار گرفته
هاي  چنین خواص مکانیکی و الکتریکی گرافن استاتیکی و دینامیکی و هم

هاي  افندر بررسی رفتار استاتیکی و دینامیکی گر. چندلایه را تغییر دهد
سازي دینامیک مولکولی، مکانیک  هاي مختلفی مانند شبیه چندلایه، از روش
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هاي  به دلیل محدودیت. شود هاي پیوسته، استفاده می مولکولی و مکانیک محیط
سازي در مقیاس نسبتاً بزرگ،  افزاري و صرف زمان زیاد براي انجام شبیه سخت

  .باشد پژوهشگران می هاي تحلیلی بیشتر مورد توجه استفاده از روش
 -هاي تحلیلی معمولاً، هر لایه گرافن بر اساس تئوري تیر اویلر در روش

هاي کلاسیک و میندلین صفحات مدل شده  برنولی یا تیموشنکو و تئوري
اي، بصورت ترم فشار که  ونیروهاي ناشی از پیوندهاي واندروالسی بین لایه

. ]6- 4[شود  باشد مدل می ر میهاي مجاو متناسب با جابجایی نسبی بین لایه
تواند اثرات فشاري و کششی پیوندهاي واندروالسی  تعریف این مدل، فقط می

ها نشان دادند صفحات گرافن قابلیت  در حالی که آزمایش. سازي نماید را مدل
هاي واندروالسی در برابر لغزش بین  لغزش بر روي یکدیگر را داشته و نیروي

بنابراین در . ]10-7[ند ده ها، از خود اثر مقاومتی بصورت برش نشان می لایه
هاي گرافن چندلایه ناشی از نیروهاي  ها، اثر برشی بین لایه این نوع تحلیل

ها نشان دادند که  پژوهش. شود ها، در نظر گرفته نمی واندروالسی بین لایه
 25/0هاي چند لایه در حدود  اي در گرافن مقدار مدول برشی بین لایه

اي در مقایسه با  گرچه مقدار مدول برشی بین لایه. باشد می ]8[گیگاپاسکال 
باشد اما همین مقدار مدول برشی  اي، پایین می مدول الاستیک درون صفحه

 )پذیر بودن آن انعطاف(بیت خمشی پایین گرافن اي در مقایسه با صل بین لایه
  .تواند بر رفتار استاتیکی و دینامیکی گرافن چندلایه تأثیرگذار باشد می

هاي گرافن چندلایه، هنوز  اي و جابجایی نسبی لایه کنش بین لایه برهم
هاي انجام  در یکی از معدود پژوهش. بطور کامل بررسی و مشخص نشده است

توسط  1اي، مدل تیر چندگانه برشی بررسی اثر برش بین لایه گرفته، به منظور
سازي دینامیک  آنها با استفاده از شبیه. پیشنهاد شده است ]8[لیو و همکارانش 

اي و در نظر گرفتن  هاي درون صفحه نظر کردن از جابجایی مولکولی، و با صرف
هاي گرافن چندلایه، ترم برش را  صرفاً جابجایی عرضی یکسان براي تمامی لایه

م مدل تیر برنولی اعمال نموده و مدل جدیدي بنا- در معادلات حرکت تیر اویلر
چندگانه برشی را ارائه نمودند که نتایج حاصل از روش فوق، همخوانی خوبی با 

با استفاده از مدل فوق، رکنی و لیو . سازي دینامیک مولکولی دارد نتایج شبیه
ها با در  اي را براي تحلیل استاتیکی نانوریبون ، مدل مکانیک محیط پیوسته]11[

در پژوهش . اي ارائه نمودند نظر گرفتن اثرات سطحی و اثر برش بین لایه
هاي چندلایه  کم بر خمش نانوریبونمعادلات حا ]12[دیگري، لیو و همکارانش 

اي بر  اي و اثر برش بین لایه هاي درون صفحه را با در نظر گرفتن اثر جابجایی
نتایج روش فوق با نتایج . اساس تئوري تیر کامپوزیتی نیومارکارائه نمودند

سازي دینامیک مولکولی همخوانی بسیار خوبی داشته و نشان داده شد که  شبیه
هاي درون  ها، در نظر گرفتن جابجایی یح خمش نانوریبونبراي تفسیر صح

  .اي اهمیت بالایی دارد اي علاوه بر اثر برش بین لایه صفحه
باتوجه به ساختار گرافن دو لایه که مشابهت زیادي به یک سازه ساندویچی 

سازي ارتعاشی آن استفاده  دارد، در این مقاله از مدل تیر ساندویچی براي مدل
توان هاي ساندویچی را میرور کارهاي اولیه در زمینه تیرها و پنلم. شده است
 ]15[ 4و زنکرت ]14[ 3، آلن]13[ 2هاي نوشته شده توسط پلانتمادر کتاب

دیدتر نظیر مراجع همچنین اطلاعات مفیدي در برخی کارهاي مروري ج. یافت
یک سازه ساندویچی، از سه لایه متصل به هم . یابی است قابل دست ]16-19[

هاي کلاسیک،  در تئوري. گیرد؛ دو لایه جانبی و یک لایه میانی شکل می
هاي مرتبه بالا شود اما در تئوريجابجایی عرضی هر سه لایه یکسان فرض می

جابجایی عرضی متفاوتی براي ) پذیر یچی با لایه میانی انعطافتیرهاي ساندو(
                                                                                                                                           
1- MultiBeam Shear model (MBSM) 
2- Plantema 
3- Allen 
4- Zenkert 

  . شودها در نظر گرفته میهریک از لایه
تر هاي غیرکلاسیک سبب پیچیدهباید توجه داشت که استفاده از تئوري

از طرفی براي بررسی رفتار کلی تیر ساندویچی، بدون . شودشدن تحلیل می
ي ساندویچی با لایه میانی نسبتا تراکم وجود اثرات محلی و نیز براي تیرها

با توجه به  .هاي مرتبه بالا وجود ندارد ناپذیر، ضرورتی براي استفاده از تئوري
برنولی مدل -هاي گرافن، هر لایه گرافن بر اساس تئوري اویلر ضخامت کم لایه

هاي گرافن در حین ارتعاش در راستاي عرضی  شده و با فرض اینکه لایه
اي بر اساس مدل تیر  هاي بین لایه ی نداشته باشند، اثرات پیوندجابجایی نسب

هاي  استفاده از مدل سازه. ساندویچی در معادلات حرکت لحاظ شده است
هاي دولایه و بطور خاص بررسی تأثیر برش بین  ساندویچی براي تحلیل گرافن

 اي، ایده اصلی این مقاله اي با در نظر گرفتن جابجایی درون صفحه لایه
  .باشد که براي اولین بار پیشنهاد شده است می

  فرمولاسیون تیر ساندویچی - 2
  چیدمان و فرضیات -2-1

کنیم که گرافن دولایه، به منظور استفاده از مدل تیر ساندویچی، فرض می
شامل دو لایه جانبی و یک لایه میانی است که این لایه میانی همان 

فرض (دهد برش حساسیت نشان میهاي واندروالسی بوده و فقط به  پیوند
و بدلیل داشتن چگالی ناچیز، از ) ]20،16[اساسی ساختارهاي ساندویچی 

  .شودنظر می اینرسی آن صرف
این تیر . نشان داده شده است 1شماتیک یک تیر ساندویچی در شکل 

. است) هسته(ساندویچی شامل لایه بالایی، لایه پایینی و لایه میانی 
میانی  هاي جانبی وضخامت لایه hcو  hfعرض تیر،  bطول تیر،  Lهمچنین، 

 -هاي بالایی و پایینی از مواد همسانگرد بوده و با تئوري تیراویلرلایه. هستند
همچنین لایه میانی فقط قادر به تحمل نیروهاي برشی . شوندبرنولی مدل می

  .شود بوده و ضخامت آن در حین تغییرشکل ثابت فرض می

  کرنش -جابجایی و تنش - روابط کرنش -2-2
  .شودتعریف می) 1(ها به صورت رابطه بجاییبراي لایه بالایی، جا

)1(  
,ݔ)௧ݓ ,ݖ (ݐ = ,ݔ)ଵݓ  (ݐ

,ݔ)௧ݑ ,ݖ (ݐ = ,ݔ)ଵݑ (ݐ − ൬ݖ −
ℎ௖ + ℎ௙

2
൰
,ݔ)ଵݓ߲ (ݐ

ݔ߲
 

ℎ௖که در آن  2⁄ ≤ ݖ ≤ ℎ௖ 2⁄ + ℎ௙  است وu1  وw1 هاي مربوط به  جابجایی
ها به باشند و براي لایه پایینی، جابجایی نقاط واقع در تار میانی لایه بالایی می

  .شوند در نظر گرفته می) 2(صورت رابطه 

)2(  
,ݔ)௕ݓ ,ݖ (ݐ = ,ݔ)ଶݓ  (ݐ

,ݔ)௕ݑ ,ݖ (ݐ = ,ݔ)ଶݑ (ݐ − ൬ݖ +
ℎ௖ + ℎ௙

2
൰
,ݔ)ଶݓ߲ (ݐ

ݔ߲
 

ℎ௖−که در آن  2⁄ − ℎ௙ ≤ ݖ ≤ − ℎ௖ هاي مربوط جابجایی w2و  u2بوده و  ⁄2
  .باشند به نقاط واقع در تار میانی لایه پایینی می

لایه میانی در حین تغییر شکل، طبق رابطه  با فرض ثابت ماندن ضخامت
  :هاي جانبی هر سه لایه با هم برابر باشندباید جابجایی) 3(
  

  
  )گرافن دولایه(شماتیک تیر ساندویچی  1شکل 

  لایه بالایی

  لایه پایینی

لایه میانی 
  )هسته(

L 

hc 

hf 

hf 

x 

z 
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,ݔ)௖ݓ )3( ,ݖ (ݐ = ,ݔ)௧ݓ ,ݖ (ݐ = ,ݔ)௕ݓ ,ݖ (ݐ = ,ݔ)ݓ  (ݐ

همچنین با درنظر گرفتن توزیع خطی براي جابجایی در راستاي طولی لایه 
  :آید بدست می) 4(میانی، رابطه 

)4( 

,ݔ)௖ݑ ,ݖ (ݐ =
,ݔ)ଵݑ (ݐ + ,ݔ)ଶݑ (ݐ

2
 

+
ݖ2
ℎ௖
൬
,ݔ)ଵݑ (ݐ − ,ݔ)ଶݑ (ݐ

2
+
ℎ௙
2
,ݔ)ݓ߲ (ݐ
ݔ߲

൰ 

هاي جانبی، به جابجایی لایه -برنولی، روابط کرنش -بر اساس تئوري تیر اویلر
  :شودارائه می) 5(صورت رابطه 

௫௜ߝ )5( =
,ݔ)௜ݑ߲ ,ݖ (ݐ

ݔ߲
	; ݅ = ,ݐ ܾ 

  .شودارائه می) 6(و براي لایه میانی به صورت رابطه 
௫௭௖ߛ )6( =

,ݔ)ݓ߲ (ݐ
ݔ߲

+
,ݔ)௖ݑ߲ ,ݖ (ݐ

ݖ߲
 

کرنش به  -با در نظر گرفتن رفتار الاستیک براي هر سه لایه، روابط تنش
  .شودارائه می) 7(صورت روابط 

)7( ߬௫௭௖ = ௫௭௖ߛܩ 	; ௫௜ߪ	     = ௫௜ߝ௜ܧ 	; 	݅ = ,ݐ ܾ 

  .مدول برشی لایه میانی است Gهاي جانبی و مدول الاستیک لایه Eکه در آن

  استخراج معادلات حاکم و روش حل - 3
  شودبه منظور بدست آوردن معادلات حاکم، از اصل همیلتون استفاده می

)8( න ܷߜ) − (ܶߜ
௧మ

௧భ
ݐ݀ = 0 

δTو  U.زمان استtانرژي جنبشی و  Tانرژي پتانسیل،  U، )8(در رابطه 
  .شوند تعریف می) 10(و ) 9(نیز بصورت روابط 

)9( 

ܶߜ = න ௧ߩ ቆ
߲ଶݑ௧
ଶݐ߲

௧ݑߜ +
߲ଶݓ
ଶݐ߲

ቇݓߜ
௏೟

݀ ௧ܸ 

+න ௕ߩ ቆ
߲ଶݑ௕
ଶݐ߲

௕ݑߜ +
߲ଶݓ
ଶݐ߲

ቇݓߜ
௏್

݀ ௕ܸ  

ܷߜ  )10( = න ௫௧ߝߜ௫௧ߪ
௏೟

݀ ௧ܸ +න ௫௕ߝߜ௫௕ߪ
௏್

݀ ௕ܸ +න ߬௫௭௖ ௫௭௖ߛߜ
௏೎

݀ ௖ܸ  

به ترتیب بیانگر  bو  t ،cهاي حجم و زیرنویس Vچگالی،  ρکه در این روابط، 
  .باشند لایه بالایی، میانی و پایینی می

 -و استفاده از روابط تنش) 8(در رابطه ) 10(و ) 9(با جایگذاري روابط 
گیري جزء به  ، و انجام انتگرال)7(تا ) 5(جابجایی، روابط  -کرنش و کرنش

  .آیدبدست می) 13(تا ) 11(در نهایت معادلات حاکم به صورت روابط جزء، 

)11( 

௖ܣܩ
ℎ௖ଶ

ቆݑଵ(ݔ, (ݐ − ,ݔ)ଶݑ (ݐ + ൫ℎ௖ + ℎ௙൯
,ݔ)ݓ߲ (ݐ
ݔ߲

ቇ 

௙ܣܧ−
߲ଶݑଵ(ݔ, (ݐ

ଶݔ߲
+ ௙ܣߩ

߲ଶݑଵ(ݔ, (ݐ
ଶݐ߲

= 0 

)12( 

−
௖ܣܩ
ℎ௖ଶ

ቆݑଵ(ݔ, (ݐ − ,ݔ)ଶݑ (ݐ + ൫ℎ௖ + ℎ௙൯
,ݔ)ݓ߲ (ݐ
ݔ߲

ቇ 

௙ܣܧ−
߲ଶݑଶ(ݔ, (ݐ

ଶݔ߲
+ ௙ܣߩ

߲ଶݑଶ(ݔ, (ݐ
ଶݐ߲

= 0 

௙ܫܧ2
߲ସݔ)ݓ, (ݐ
ସݔ߲

−
௖൫ℎ௖ܣܩ + ℎ௙൯

ℎ௖ଶ
ቆ
,ݔ)ଵݑ߲ (ݐ

ݔ߲
−
,ݔ)ଶݑ߲ (ݐ

ݔ߲
� 

)13(  + �൫ℎ௖ + ℎ௙൯
߲ଶݔ)ݓ, (ݐ
ଶݔ߲

ቇ + ௙ܣߩ2
߲ଶݔ)ݓ, (ݐ

ଶݐ߲
= 0 

هاي لایه میانی و به ترتیب سطح مقطع Afو  Ac، )13(تا ) 11(در روابط 
  و شرایط مرزي در . ممان دوم سطح لایه جانبی است Ifجانبی هستند و 

x=0, L  آیدبدست می) 14(به صورت رابطه.  

)14( 

ଵݑ߲
ݔ߲

ଵݑߜ = 0;	
ଶݑ߲
ݔ߲

ଶݑߜ = 0;	
߲ଶݓ
ଶݔ߲

ߜ ൬
ݓ߲
ݔ߲
൰ = 0; 

ቈ−2ܫܧ௙
߲ଷݓ
ଷݔ߲

+
௖൫ℎ௖ܣܩ + ℎ௙൯

ℎ௖ଶ
൬ݑଵ − ଶݑ + ൫ℎ௖ + ℎ௙൯

ݓ߲
ݔ߲
൰቉ 

ݓߜ = 0 
 1مربعات دیفرانسیلی هارمونیک، از روش )13(تا ) 11(براي حل معادلات 

                                                                                                                                           
1- Harmonic Differential Quadrature Method 

)HDQM (تفاوت این روش با روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم . شوداستفاده می
در توابع وزنی تعریف شده در آن است که تاحدودي سبب ) GDQM( 2یافته

در این روش، مشتق جزیی یک تابع نسبت . ]21[شود تر آن می همگرایی سریع
به متغیر مکانی در یک نقطه گسسته، با جمع خطی مقادیر تابع وزنی در تمام 

یک  F(x)به عنوان مثال، اگر . شودنقاط مجزا در میدان متغیر تقریب زده می
نقطه گسسته تعریف شده  Nباشد و در این محدوده  x<L>0تابع در مح دوده 

  .شود بیان می) 15(بصورت رابطه  xiام در نقطه  nباشد، مشتق مرتبه 

)15(  
݀௡ܨ(ݔ௜)
௡ݔ݀

=෍ܣ௜௞
(௡)ܨ(ݔ௞)

ே

௞ୀଵ

	 ; ݊ = 1, … , ܰ − 1 

௜௞ܣکه در آن 
(௡)  ضریب وزنی مربوط به مشتق مرتبهn  ام تابعF(x) جزئیات . است

و چگونگی انتخاب نقاط گرهی با استفاده از چند  HDQبیشتر در رابطه با روش 
ون با اعمال روش اکن. ارائه شده است ]21[، در مرجع 3هاي چبیشفايجمله
HDQقبل از البته، . آید سازي شده بدست می ، معادلات حاکم به صورت گسسته

ها و طول براي جابجایی) 16(بعد و به صورت رابطه این کار، از پارامترهاي بی
  :شود تیر در معادلات حاکم و شرایط مرزي استفاده می

)16(  ܹ =
ݓ
ℎ
, ଵܷ =

ଵݑ
ℎ
,ܷଶ =

ଶݑ
ℎ
, ܺ =

ݔ
ܮ

 

  .است h=hc+2hfکه در آن 
به منظور انجام تحلیل ارتعاشات آزاد، توابع جابجایی به صورت رابطه 

  .شونددر نظر گرفته می) 17(
)17( { ଵܷ(ݔ, ,(ݐ ܷଶ(ݔ, ,(ݐ ,ݔ)ܹ {(ݐ = { ഥܷଵ(ݔ), ഥܷଶ(ݔ), ഥܹ  ௝ఠ௧݁{(ݔ)

݆که در آن  = نهایتا فرم گسسته معادلات . فرکانس طبیعی است ωو  1−√
  .آیدبدست می) 20(تا ) 18(به صورت روابط Xi=xi/Lحاکم، براي نقطه گرهی 

௖ℎଶܣܩ

௙ℎ௖ଶܣܧ
൭ ഥܷଵ( ௜ܺ) − ഥܷଶ( ௜ܺ) +

൫ℎ௖ + ℎ௙൯
ܮ

෍ܣ௜௞
(ଵ) ഥܹ (ܺ௞)

ே

௞ୀଵ

൱ 

)18( −
ℎଶ

ଶܮ
෍ܣ௜௞

(ଶ) ഥܷଵ(ܺ௞)
ே

௞ୀଵ

−
ℎଶ߱ଶߩ

ܧ
ഥܷଵ( ௜ܺ) = 0 

−
௖ℎଶܣܩ

௙ℎ௖ଶܣܧ
൭ ഥܷଵ( ௜ܺ) − ഥܷଶ( ௜ܺ) +

൫ℎ௖ + ℎ௙൯
ܮ

෍ܣ௜௞
(ଵ) ഥܹ (ܺ௞)

ே

௞ୀଵ

൱ 

)19( −
ℎଶ

ଶܮ
෍ܣ௜௞

(ଶ) ഥܷଶ(ܺ௞)
ே

௞ୀଵ

−
ℎଶ߱ଶߩ

ܧ
ഥܷଶ( ௜ܺ) = 0 

௙ℎଶܫ2

ସܮ௙ܣ
෍ܣ௜௞

(ସ) ഥܹ (ܺ௞)
ே

௞ୀଵ

−
௖ݐ௖ℎଶ൫ܣܩ + ௙൯ݐ

ܮ௙ℎ௖ଶܣܧ
൭෍ܣ௜௞

(ଵ) ഥܷଵ(ܺ௞)
ே

௞ୀଵ

� 

)20( 

�	−෍ܣ௜௞
(ଵ) ഥܷଶ(ܺ௞)

ே

௞ୀଵ

+
൫ℎ௖ + ℎ௙൯

ܮ
෍ܣ௜௞

(ଶ) ഥܹ (ܺ௞)
ே

௞ୀଵ

൱ 

−2
ℎଶ߱ଶߩ

ܧ
ഥܹ ( ௜ܺ) = 0 

هاي براي حالت) 14(به همین ترتیب، فرم گسسته شرایط مرزي نیز از روابط 
یک  - در این مقاله شرایط مرزي یک سرگیردار. مختلف، قابل استخراج است

گیردار و  X1براي حالتی که نقطه گرهی . گیرد سر آزاد مورد بررسی قرار می
XN  باشند می) 21(آزاد باشد، شرایط مرزي بر اساس رابطه.  

ഥܷଵ( ଵܺ) = ഥܷଶ( ଵܺ) = ഥܹ ( ଵܺ) = ෍ܣଵ௞
(ଵ) ഥܹ (ܺ௞)

ே

௞ୀଵ

= 0 

෍ܣே௞
(ଵ) ഥܷଵ(ܺ௞)

ே

௞ୀଵ

=෍ܣே௞
(ଵ) ഥܷଶ(ܺ௞)

ே

௞ୀଵ

= −
௙ℎܫ2
ଷܮ௙ܣ

෍ܣே௞
(ଷ) ഥܹ (ܺ௞)

ே

௞ୀଵ

 

)21( 

+
௖ℎ൫ℎ௖ܣܩ + ℎ௙൯

௙ℎ௖ଶܣܧ
൭ ഥܷଵ(ܺே) − ഥܷଶ(ܺே)� 

�+
ℎ௖ + ℎ௙

ܮ
෍ܣே௞

(ଵ) ഥܹ (ܺ௞)
ே

௞ୀଵ

൱ =෍ܣே௞
(ଶ) ഥܹ (ܺ௞)

ே

௞ୀଵ

= 0 

                                                                                                                                           
2- Generalized Differential Quadrature Method 
3- Chebyshev 
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، به معادلات کوپل شده )20(تا ) 18(اعمال شرایط مرزي فوق در معادلات
  .شودمنتهی می) 22(مطابق رابطه 

)22( ൤
[௕௕ܭ] [௕ௗܭ]
[ௗ௕ܭ] [ௗௗܭ]

൨ ൜
{݀௕}
{݀ௗ}

ൠ = ߱ଶ ൜ 0
{݀ௗ}ൠ 

درجات آزادي نقاط مرزي و نقاط درونی تیر هستند که  {dd}و  {db}که در آن 
  .شوندتعریف می) 23(به صورت رابطه 

{݀௕} = { ഥܷଵ( ଵܺ)�, ഥܷଶ( ଵܺ), ഥܹ ( ଵܺ), ഥܹ (ܺଶ), ഥܷଵ(ܺே), ഥܷଶ(ܺே), 
ഥܹ (ܺேିଵ), � ഥܹ (ܺே)} 

)23( 
{݀௕} = { ഥܷଵ(ܺଶ)�, ഥܷଵ(ܺଷ),… , ഥܷଵ(ܺேିଵ), 
ഥܷଶ(ܺଶ), ഥܷଶ(ܺଷ), … , ഥܷଶ(ܺேିଵ), 
ഥܹ (ܺଷ), ഥܹ (ܺସ),… , � ഥܹ (ܺேିଶ)} 

  :آید ، یک مسأله مقدار ویژه استاندارد بدست می)22(سازي معادله با ساده
[ௗௗܭ]ൣ )24( − ൧{݀ௗ}[௕ௗܭ]ଵି[௕௕ܭ][ௗ௕ܭ] = ߱ଶ{݀ௗ} 

) گرافن دولایه(هاي طبیعی تیر ساندویچی ، فرکانس)24(با حل معادله 
ارائه شده، یک برنامه کامپیوتري در بندي  بر مبناي فرمول. آیدبدست می

هاي طبیعی گرافن لب نوشته شده است که خروجی آن فرکانس افزار مت نرم
  .دولایه مورد مطالعه است

  نتایج - 4
. رسد قبل از ارائه نتایج و بحث در مورد آنها، اشاره به دو نکته ضروري بنظر می

نکته اول اینکه در مراجع بسیاري، فاصله بین صفحات گرافنی برابر با ضخامت 
اما ضخامت کل گرافن چندلایه فقط شامل . آنها در نظر گرفته شده است

. شود ها در نظر گرفته میهاي آن بوده و برابر با مجموع ضخامت آن ضخامت لایه
ضخامت هر لایه  hباشد که  می nhلایه برابر  nبه بیان دیگر، ضخامت گرافن 

هاي ساندویچی، براي هر یک از  از طرفی، در تحلیل سازه. باشد گرافن می
هاي دو  بنابراین در تحلیل گرافن. شود هاي سازه، ضخامتی در نظر گرفته می لایه

تیر ساندویچی، در نظر گرفتن ضخامت مناسب براي لایه با استفاده از مدل 
. هاي گرافن و فاصله بین آنها اهمیت بالایی در استخراج نتایج صحیح دارد لایه

اي، مقدار صلبیت خمشی پارامتر  نکته دوم اینکه در تحلیل ارتعاشات هر سازه
در مراجع اشاره شده . باشد هاي طبیعی سیستم می مهمی در مقدار فرکانس

آن وابسته  ]23[و ابعاد  ]22[که مقدار صلبیت خمشی گرافن به دما است 
باشد به همین دلیل مقادیر متفاوتی براي صلبیت خمشی گزارش شده است  می

شود که  مشاهده می 1از جدول . اند لیست شده 1نها در جدول که تعدادي از آ
تفاوت قابل توجهی بین نتایج گزارش شده وجود دارد به طوري که صلبیت 

  .الکترون ولت دارد 83/0- 14/2خمشی مقداري در محدوده 
با توجه به نکات اشاره شده در پاراگراف قبل، در ابتدا تأثیر ضخامت 

چنین مقدار صلبیت خمشی بر نتایج مدل  بین آنها و همهاي گرافن و فاصله  لایه
هاي طبیعی اول و دوم  بدین منظور، فرکانس. تیر ساندویچی بررسی شده است

نانومتر که داراي شرایط مرزي  10نانومتر و طول  2اي به عرض  گرافن دولایه
 هاي گرافن هاي متفاوت لایه باشد به ازاي ضخامت یکسر آزاد می - یکسر گیردار

سازي  چنین صلبیت خمشی متفاوت با مقادیر بدست آمده از شبیه و هم
ب این دلیل انتخا). 7تا  2هاي  شکل(مقایسه شده است  ]8[دینامیک مولکولی 

نوع شرط مرزي این است که به دلیل آزاد بودن یکسر گرافن دولایه، لغزش 
توان  تر بوده و از این طریق بهتر می هاي گرافن بر روي یکدیگر محسوس لایه

خواص . اي را بر روي ارتعاشات گرافن دولایه مشاهده نمود تأثیر برش بین لایه
  .رده شده استآو 2مکانیکی و هندسی گرافن دو لایه در جدول 

به منظور نمایش سرعت همگرایی روش مورد استفاده براي استخراج نتایج، 
 10همگرایی دو فرکانس طبیعی اول گرافن دولایه به طول  3در جدول 

همان طور که از این . نانومتر بر حسب تعداد نقاط گرهی نشان داده شده است
  .شوند ا میشود نتایج با سرعت قابل قبولی همگر جدول مشاهده می

  صلبیت خمشی گرافن 1جدول 
 (eV)صلبیت خمشی   روش

  44/1  ]24[تی .اف.دي
  52/1  ]25[تی .اف.دي
  4/1-46/1  ]26[تی .اف.دي
  48/1  ]27[تی .فا.دي
  61/1  ]28[تی .اف.دي

  02/1  ]29[تابع پتانسیل ایربو 
  17/1  ]30[تابع پتانسیل ایربو 
  83/0  ]31[تابع پتانسیل ایربو 
  4/1  ]32[تابع پتانسیل ایربو

  2/1  ]33[آزمایشگاهی 
  14/2  ]8[تابع پتانسیل دریدینگ 

  خواص مکانیکی و هندسی گرافن دولایه 2جدول 
 ویژگی مقدار

0×2 /335 (nm) ارتفاع کل گرافن دولایه 
2260 (kg/m3)  8[چگالی[  

1 (TPa)  ]8[ (E) مدول الاستیسیته   
0/25 (GPa)  ]8[ (G) مدول برشی 

]8[کایرالیتی  آرمچیر  

 = h 3/2hfنانومتر و  10همگرایی دو فرکانس اول گرافن دولایه به طول  3جدول 
  25  23  21  19  17  15  تعداد نقاط گرهی

 GHz(  67/7 64/7 64/7 65/7 65/7 65/7( فرکانس اول
 GHz(  79/32 46/32 34/32 30/32 29/32 29/32( فرکانس دوم

  

متفاوت صلبیت شود که به ازاي مقادیر  مشاهده می 7تا  2هاي  از شکل
توان به نتایجی مشابه با نتایج  هاي گرافن می خمشی، با تغییر ضخامت لایه

هاي  نکات قابل توجهی که از شکل. سازي دینامیک مولکولی دست یافت شبیه
به ازاي مقادیر پایین صلبیت خمشی، ) الف: شود عبارتند از فوق نتیجه می

ول و دوم مدل تیر ساندویچی هاي ا ها فرکانس هاي معادلی که در آن ضخامت
با نتایج روش دینامیک مولکولی همخوانی داشته باشند، اختلاف فاحشی از 

با افزایش صلبیت خمشی، مقدار این اختلاف کاهش یافته . یکدیگر دارند
این اختلاف به ) 14/2(بطوریکه به ازاي مقدار بسیار زیاد صلبیت خمشی 

، منحنی تغییرات )14/2(زیاد  به ازاي صلبیت خمشی) ب. رسد حداقل می
سازي دینامیک  فرکانس دوم مدل تیر ساندویچی با نتیجه حاصل از شبیه

به این معنی که در این ) مراجعه شود 4به جدول (مولکولی تلاقی ندارد 
توان با استفاده از مدل تیر  حالت، به ازاي هیچ ضخامت معادلی نمی

رود  لکولی دست یافت و انتظار میسازي دینامیک مو ساندویچی به نتایج شبیه
به ) ج. هاي بالاتر مشهودتر باشد اختلاف بین نتایج این دو روش در فرکانس

هاي  توان ضخامت الکترون ولت، می 61/1و  4/1ازاي صلبیت خمشی برابر با 
  .هاي اول و دوم در نظر گرفت معادل یکسانی براي فرکانس

در مدل تیر ساندویچی، به  هاي گرافن ، ضخامت معادل لایه4در جدول 
چنین به منظور بررسی  هم. ازاي مقادیر مختلف صلبیت خمشی آورده شده است

هاي اول و دوم گرافن دولایه که با  تر دقت مدل تیر ساندویچی، فرکانس دقیق
تنها مدل موجود که (هاي تیر ساندویچی و تیر چندگانه برشی  استفاده از مدل

شود و مدل کاهش یافته تئوري نیومارك  امل میاي را ش اثر برش بین لایه
بدست ) نظر شده است اي صرف هاي درون صفحه باشد که در آن از جابجایی می

  .اند مقایسه شده سازي دینامیک مولکولی اند با نتایج حاصل از شبیه آمده
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  نژاد و همکاران رضا ناظم  اي لایهبین  هاي دولایه با در نظر گرفتن اثر برش بررسی ارتعاشات آزاد گرافن

 

  135  7شماره  ،14، دوره 1393مهر مهندسی مکانیک مدرس، 
 

  
هاي آن در  تغییرات فرکانس طبیعی گرافن دولایه بر حسب ضخامت لایه 2شکل 

  الکترون ولت 83/0اندویچی به ازاي صلبیت خمشی مدل تیر س

  
هاي آن در  تغییرات فرکانس طبیعی گرافن دولایه بر حسب ضخامت لایه 3شکل 

  الکترون ولت 02/1مدل تیر ساندویچی به ازاي صلبیت خمشی 

  
هاي آن در  تغییرات فرکانس طبیعی گرافن دولایه بر حسب ضخامت لایه 4شکل 

  الکترون ولت 20/1ازاي صلبیت خمشی  مدل تیر ساندویچی به

  
هاي آن در  تغییرات فرکانس طبیعی گرافن دولایه بر حسب ضخامت لایه 5شکل 

  الکترون ولت 40/1مدل تیر ساندویچی به ازاي صلبیت خمشی 

  
هاي آن در  تغییرات فرکانس طبیعی گرافن دولایه بر حسب ضخامت لایه 6شکل 

  الکترون ولت 61/1ت خمشی مدل تیر ساندویچی به ازاي صلبی

  
هاي آن در  تغییرات فرکانس طبیعی گرافن دولایه بر حسب ضخامت لایه 7شکل 

  الکترون ولت 14/2مدل تیر ساندویچی به ازاي صلبیت خمشی 
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  نژاد و همکاران رضا ناظم  اي بین لایه هاي دولایه با در نظر گرفتن اثر برش بررسی ارتعاشات آزاد گرافن

  

  7شماره  ،14، دوره 1393مهر مهندسی مکانیک مدرس،   136
 

  

  هاي گرافن تفاوت صلبیت خمشی و ضخامت معادل لایههاي تیر ساندویچی و تیر چندگانه برشی به ازاي مقادیر م مقایسه دقت مدل 4جدول 
   معادلضخامت  (GHz) فرکانس طبیعی اول (GHz) فرکانس طبیعی دوم

مدل  هاي لایهبراي 
 *تیر ساندویچی

  صلبیت
  ساندویچیمدل تیر   **درصد خطا  مدل تیرچندگانه برشی  درصد خطا  مدل تیر ساندویچی  درصد خطا  مدل تیرچندگانه برشی  درصد خطا خمشی

4/19 16/25 7/5 98/32 8/8 27/7 2/14 82/6 hf = 2/0 h 83/0 
9/15 25/26 3/4 55/32 4/6 44/7 4/9 20/7 hf = 25/0 h 02/1 
9/12 19/27 5/2 97/31 7/4 58/7 7/6 42/7 hf = 3/0 h 20/1 
6/9 19/28 5/3 29/32 6/2 74/7 5/2 75/7 hf = 325/0 h 40/1 
4/6 20/29 1/1 54/31 9/0 88/7 1/2 78/7 hf = 4/0 h 61/1 
1/1 53/31 6/2 00/32 4/3 22/8 1/0 96/7 hf = 55/0 h 14/2 

  .آید دست میب =2hc(h-hf)ضخامت لایه میانی از رابطه * 
سازي دینامیک  در روش شبیه. دینامیک مولکولیسازي  هاي تیر ساندویچی و تیر چندگانه برشی با روش شبیه درصد خطا عبارت است از قدرمطلق اختلاف بین نتایج مدل** 

  .گیگاهرتز بدست آمده است 2/31و فرکانس دوم  95/7مولکولی، فرکانس اول 
  

شود که مدل تیر چندگانه برشی، فرکانس اول را با  از جدول فوق مشاهده می
مساوي و بیشتر از درصد به ازاي مقادیر صلبیت خمشی  5تر از  خطاي کم

الکترون ولت، و فرکانس دوم را فقط به ازاي صلبیت خمشی برابر با  2/1
اما مدل تیر ساندویچی، فرکانس اول را با . دهد الکترون ولت نتیجه می 14/2

 4/1درصد به ازاي صلبیت خمشی مساوي و بیشتر از  5تر از  خطاي کم
ي تمایی مقادیر صلبیت خمشی الکترون ولت، و فرکانس دوم را تقریباً به ازا

توان گفت مدل تیر ساندویچی به دلیل دارا  در حالت کلی می. دهد نتیجه می
بودن این ویژگی که دقت آن به دو عامل صلبیت خمشی و ضخامت معادل 

تري از مقادیر  ها بستگی دارد نتایج قابل قبول را در محدوده وسیع لایه
که چون دقت مدل تیر چندگانه برشی نماید در حالی  صلبیت خمشی ارائه می

فقط به مقدار صلبیت خمشی بستگی دارد نتایج قابل قبول آن فقط به ازاي 
توان  علاوه بر این می. باشد مقادیر بالاي صلبیت خمشی قابل حصول می

گیري نمود که فرکانس اول در مدل تیر ساندویچی نسبت به فرکانس  نتیجه
باشد این در حالیست که شرایط  تر می دوم به مقدار صلبیت خمشی حساس

نهایتاً براي مقایسه بهتر . باشد فوق براي مدل تیر چندگانه برشی برعکس می
 8هاي  هاي تیر ساندویچی و تیر چندگانه برشی، در شکل نتایج حاصل از مدل

هاي اول و دوم گرافن دولایه بر حسب طول آن به ازاي سه  ، فرکانس10تا 
که به ازاي ) الکترون ولت 14/2و  61/1، 40/1(خمشی  مقدار متفاوت صلبیت

  .هاي فوق دقت قابل قبولی ارائه نمودند نمایش داده شده است آنها مدل
  

  
تغییرات فرکانس طبیعی گرافن دولایه بر حسب طول آن به ازاي صلبیت  8شکل 

  .الکترون ولت 40/1خمشی برابر با 

  
دولایه بر حسب طول آن به ازاي صلبیت تغییرات فرکانس طبیعی گرافن  9شکل 

  .الکترون ولت 61/1خمشی برابر با 

  
تغییرات فرکانس طبیعی گرافن دولایه بر حسب طول آن به ازاي صلبیت  10شکل 

  .الکترون ولت 14/2خمشی برابر با 

شود دو مدل تیر ساندویچی و  مشاهده می 10تا  8هاي  طور که از شکل همان
تایج بسیار نزدیکی را، مخصوصاً به ازاي صلبیت خمشی تیر چندگانه برشی، ن

به ازاي صلبیت . دهند هاي طبیعی اول و دوم نتیجه می زیاد، براي فرکانس
شود که ناشی  تر، اندکی اختلاف بین نتایج دو مدل مشاهده می خمشی پایین
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  نژاد و همکاران رضا ناظم  اي لایهبین  هاي دولایه با در نظر گرفتن اثر برش بررسی ارتعاشات آزاد گرافن

 

  137  7شماره  ،14، دوره 1393مهر مهندسی مکانیک مدرس، 
 

. باشد از وابستگی نتایج مدل تیر چندگانه برشی به مقدار صلبیت خمشی می
سازي دینامیک  طرف، به دلیل محدود بودن نتایج آزمایشگاهی و شبیهاز یک 

هاي فوق نتایج بهتر و  گیري بر روي اینکه کدام یک از مدل مولکولی، نتیجه
دهند مشکل بوده و از طرفی دیگر، ارائه مدلی بر اساس  تري ارائه می دقیق

آنها  هاي مکانیکی مکانیک محیط پیوسته براي نانو ساختارها که ویژگی
  .هاي بیشتر دارد باشد نیاز به بررسی وابسته به ابعاد می

در پایان، اشاره به این نکته به منظور راهنمایی در انتخاب روش بهتر 
ر برش بین براي تعیین مقدار پارامت ]34[رسد که شن و وو  ضروري بنظر می

سازي  هاي چند لایه تحت خمش با استفاده از شبیه اي در گرافن لایه
اي که مقدار آن همخوانی مناسبی با مقادیر  گونهدینامیک مولکولی، به

براي . اند آزمایشگاهی داشته باشد تغییراتی در تابع پتانسیل ایربو ایجاد کرده
سازي دینامیک  ي شبیهاي بر مبنا استخراج مقدار پارامتر برش بین لایه

نتایج گزارش شده . مولکولی، از مدل تیر چندگانه برشی استفاده شده است
لایه، نتایج  5تر از  هاي کم نشان دادند که براي گرافن چندلایه با تعداد لایه

سازي با نتایج مدل تیر چندگانه برشی همخوانی ندارد و این مدل  شبیه
لایه  5تر از  اي را براي گرافن با کم لایهتواند مقدار پارامتر برش بین  نمی

لایه باشد  5هاي گرافن بیشتر از  از طرفی، اگر تعداد لایه. بخوبی نتیجه دهد
سازي دینامیک  نتایج قابل قبولی بین مدل تیر چندگانه برشی و شبیه

  .مولکولی مشاهده شده است
سعه پژوهش انجام شده توسط که هدف آن تو ]12[در پژوهش دیگري 

اي از نتایج  بوده استبراي استخراج مقدار پارامتر برش بین لایه ]34[شن و وو 
سازي دینامیک مولکولی، هر لایه گرافن توسط تئوري تیر  حاصل از شبیه

ها، شرایط سازگاري در نظر گرفته شده  ه و بین لایهبرنولی مدل شد -اویلر
هاي درون  جابجایی ]12[هاي ذکر شده، در مرجع  علاوه بر تفاوت. است

نتایج این پژوهش که . اي نیز در معادلات حرکت لحاظ شده است صفحه
گرافن با  سازي دینامیک مولکولی براي همخوانی بسیار خوبی با نتایج شبیه

اي براي  هر لایه داشته، نشان داد که در نظر گرفتن جابجایی درون صفحه
  .باشد اي و تعیین مقدار آن بسیار تأثیرگذار می بررسی اثر برش بین لایه

توان مدل ارائه و استفاده شده در  می ]34،12[با توجه به نتایج مراجع 
این پژوهش را بعنوان یک ایده و مسیر جدید براي بررسی ارتعاشات 

اي را هم در معادلات  ن لایههاي چندلایه در نظر گرفت که اثر برش بی گرافن
  .نماید خود لحاظ می

  گیري نتیجه - 5
اي که اثر برش بین  در این مقاله، براي بررسی ارتعاشات آزاد گرافن دولایه

. هاي آن نیز در نظر گرفته شده است مدل تیر ساندویچی ارائه شده است لایه
فاصله  هاي گرافن در حین ارتعاش در در این مدل فرض شده است که لایه

هر لایه گرافن بر اساس تئوري تیر . نسبی ثابتی از یکدیگر قرار داشته باشند
برنولی مدل شده و براي در نظر گرفتن اثر پیوندهاي واندروالسی بین  -اویلر
هاي  هم چنین، جابجایی. ها، مدول برشی معادلی در نظر گرفته شده است لایه

هر لایه گرافن لحاظ شده  اي علاوه بر جابجایی عرضی براي درون صفحه
مقایسه نتایج مدل تیر ساندویچی ارائه شده در این مقاله با نتایج . است
سازي دینامیک مولکولی و مدل تیر چندگانه برشی، صحت و دقت مدل  شبیه

هایی بین نتایج مدل جدید و  هر چند تفاوت. ارائه شده را تایید کرده است
هاي مختلف نیز  اي دولایه با طوله مدل تیر چندگانه برشی براي گرافن

سازي  با توجه به نتایج محدود آزمایشگاهی و شبیه. مشاهده شده است
گیري در مورد مدل بهتر نیاز به  دینامیک مولکولی در این مورد، تصمیم

  .هاي بیشتري دارد بررسی

  فهرست علایم - 6
A   مساحت)nm2( 

௜௞ܣ
(௡)  ضریب وزنی مربوط به مشتق مرتبهn ام تابعF(x)  

b  عرض گرافن)nm( 
db  بردار درجات آزادي نقاط مرزي سیستم  
dd  بردار درجات آزادي نقاط درونی سیستم  
E  هاي گرافن  مدول الاستیسیته لایه)Pa( 

F(x) تابع دلخواه 
G   مدول برشی هسته)Pa( 
h  ضخامت)nm( 
I  ممان دوم سطح)nm4( 
j متغیر موهومی 

Kdd نقاط درونی سیستم ماتریس سختی 
Kdb ماتریس سختی ترکیبی از نقاط درونی و مرزي سیستم 
Kbd ماتریس سختی ترکیبی از نقاط مرزي و دورنی سیستم 
Kbb ماتریس سختی نقاط مرزي سیستم 

L  طول گرافن دو لایه)nm( 
T  انرژي جنبشی سیستم)J( 
U  انرژي پتانسیل سیستم)J( 
u  جابجایی طولی)nm(  
V  حجم)nm3( 

W  جابجایی عرضی)nm( 
X بعد در راستاي  متغییر بیx 

  علایم یونانی
 کرنش برشی ߛ
 کرنش محوري ߝ
 )kg/m3(هاي گرافن  چگالی لایه ߩ
 )Pa(تنش محوري  ߪ
 )Pa(تنش برشی  ߬
ω فرکانس طبیعی سیستم 

  ها بالانویس
n   مشتق مرتبهnام 

  هازیرنویس
 بالاییتار خنثی گرافن  1
 تار خنثی گرافن پایینی 2
t گرافن لایه بالایی 
b گرافن لایه پایینی 
c لایه میانی گرافن دو لایه 
f  هاي بالایی و پایینی در مدل ساندویچ لایه 

N تعداد نقاط گسسته 
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